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Lorsqu’on implante (en matériel ou en logiciel) des fonctions numériques ou des filtres numé-
riques, on utilise le plus souvent des approximations polynomiales et rationnelles. Dans la plupart
des cas, le polynéme ou la fraction rationnelle qui approchent le mieux (pour une norme, un degré
et sur un intervalle donnés) une fonction a des coefficients qui ne sont pas exactement représen-
tables en machine. D’un autre coté, les approximations que 'on implante ont nécessairement des
coeflicients qui se codent sur un nombre fini - qui peut étre petit - de bits : cela provient, pour
les implantations logicielles, de la représentation en virgule flottante et pour les implantations
matérielles, du besoin d’avoir de petits (et donc rapides et/ou peu cotiteux) multiplieurs. On
souhaite donc étre capable de produire de bons (quant & 'erreur) approximants polynomiaux et
rationnels qui satisfassent a ce type de contraintes. Notons que lorsque ’approximant est une
fraction rationnelle, des contraintes sur les poles des fractions peuvent s’ajouter.

Les articles [BMT], [BC| et [BH| ont proposé des réponses dans le cas ou les polyndmes
considérés sont & coeflicients nombre-machine réels. Une premiére étape fondamentale dans ces
calculs est la détermination du polynéme de degré au plus n ou la fraction de numérateur de
degré au plus m et de dénominateur de degré au plus n (o m et n sont des entiers naturels
donnés) qui minimise la norme || f — p|| out f est la fonction considérée. On se concentre ici sur le
cas de la norme sup i.e. ||f —p|| = sup{|f(x) — p(x)|; x € [a,b]}. Dans le cas de polyndmes et des
fractions rationnelles a coefficients réels, la théorie est bien connue [Che, Pow] et des implantations
satisfaisantes existent dans le systéme de calcul symbolique MAPLE, dans Chebfun (un ensemble
de routines pour le calcul numérique, développées en MATLAB http://www2.maths.ox.ac.uk/
chebfun/) et le logiciel Sollya http://sollya.gforge.inria.fr/, développé au sein de I'équipe
Arénaire, en propose aussi une (dans le cas polynomial seulement),

On s’intéresse dans ce stage a la détermination efficace et fiable de la meilleure approximation
rationnelle & coefficients nombre machine. Outre la généralisation des travaux [BMT] et [BC| au
cas rationnel, on visera deux applications particuliéres :

— la E-méthode [Erc75, Erc77|, due & M. Ercegovac (Univ. of California at Los Angeles), est
un processus efficace pour ’évaluation en virgule fixe de polyndémes et de certains types de
fractions rationnelles. Par conséquent, elle est susceptible de constituer un procédé général
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extrémement intéressant pour réaliser des implantations matérielles virgule fixe trés efficaces.
Les articles [BriMul| et [BCEMT] ont proposé la premiére approche systématique qui calcule
de bonnes approximations respectant les contraintes de la E-méthode et celles imposées par
I’application visée. Elle reste toutefois trés incompléte et on pourra consacrer une partie de
ce stage a I’amélioration significative de ’existant.

— la synthese de filtres & réponse impulsionnelle infinie (IIR) nécessite le calcul d’une approxi-

mation rationnelle & coefficients contraints, avec de surcroit un controle assez précis quant
4 la localisation des poéles de la fraction. Il n’existe pas & notre connaissance un processus
permettant d’effectuer ce calcul de maniére satisfaisante.

La/le candidat(e) devra commencer par étudier les chapitres pertinents de [Che, Pow| et
les articles [BC, BCEMT] (ou les chapitres de [Chev| correspondants) puis travailler sur une
implantation en C (qui aura vocation a intégrer Sollya) ou en SAGE du calcul de la fraction
minimax réelle puis d’un trés bon approximant rationnel & coefficients nombres-machine. Dans
le temps restant, on s’attaquera & une des applications visées.

Ce stage s’inscrit dans le cadre d’'un projet plus général de développement d’outils d’ap-
proximation et notamment d’approximation efficace en machine. Ce sont des briques de base
indispensables pour la synthése de bibliothéques d’évaluation de fonctions ou de filtres numé-
riques. Les notions qui devraient étre abordées relévent de I’analyse complexe, de la théorie de
Papproximation (et plus généralement de ’analyse numérique), de la théorie algorithmique des
nombres (via la réduction des réseaux euclidiens) et de Iarithmétique des ordinateurs.
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