Exercices et problemes de cryptographie
Damien Vergnaud
Exercice complémentaire n° 6.5 (bis)

Le but de cet exercice est de démontrer la loi de réciprocité quadratique (Théoréme 6.3).

Exercice 6.5 (bis) LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE
Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs distincts. Posons

A = {(kmod p,k mod q),k € {1,...,(pg —1)/2},pged(k, pq) = 1},
et
B={(i,5),ie{l,....p—1},5€{1,...,(¢g—1)/2}},
et considérons les éléments m4 = [[.c 4 c et 5 = [[.c ¢ du groupe (Z/pZ)* x (Z/qZ)*.

(p— 1)Ia=1)/2 (g —1)1e=1/2
g7z med P Ty mod g ).

2. Montrer que 75 = ((p — 1)1@"Y/2 mod p, (—1)P~D@=D/4(g — 1)1P=1)/2 mod q)

3. Montrer que A et B sont des systémes de représentants des éléments du groupe ((Z/pZ)* x
(Z/qZ)*)/U ou U est le sous groupe a deux éléments {(1,1), (=1,—1)} € (Z/pZ)* x (Z/qZ)*).

4. En déduire que les éléments 74 et g sont égaux dans le groupe ((Z/pZ)* x (Z/qZ)*)/U et la loi
de réciprocité quadratique.

1. Montrer que m4 = (



Solution :

1. Pour la premiére coordonnée de m4 = [].c 4 ¢, nous avons

o () (st e+ i) - (T05 (a= 1/2 = e+ ) (T8 p- (0= 1)/2+1)

Ty = (I'2Q'3Q"'(p—1)/2q
et donc 1 1 1 o
WS) = ( 1 l) ( q(pi:))ﬂ((p(_ 1)/1;)? ( 1 Z) od p

et
71'(1) _ (p— 1)!(1171)/2

AT T mod p.

De méme nous avons
(2 _ (g=1)e=b/2
22—

2. Pour la premiére coordonnée de 75 = [[ .. ¢, nous avons
WS) — H H i=(p—1)ab/2
je{1,....(¢=1)/2} i€{1,...,p—1}
et pour la seconde coordonnée de mp, nous avons
2 . _
= ] II  i=Wg—v/2* .
i€{l,...,p—1} je{l,....(¢—1)/2}

Or nous avons

(¢—1)/2 (q=1)
(-1 = II |- T =
k=1 k=(q—1)/2+1
(g—1)/2 (g—1)
= H k|- (=1)lah/2 H (q—k)
k=1 k=(g—1)/2+1
(a-1/2 \°
= (—1)lab/2 H k
k=1

et donc
((g=1)/2) = (=12 (g = 1)L.

Finalement, nous obtenons

7T§32) = (=1)P=Da=D/4(g _ 1)1=1)/2,

3. Nous allons montrer que A et B sont des systémes de représentants des éléments du groupe
((Z/pZ)* x (Z/qZ)*)/U ou U est le sous groupe a deux éléments {(1,1),(—=1,-1)} C ((Z/pZ)* x
(Z/qzZ)*). 11 S’agit du groupe ((Z/pZ)* x (Z/qZ)*) ou les éléments (a,b) et (—a mod p, —b mod q)
sont identifiés. Le fait que B est un systéme de représentants est immeédiat (il est de cardinal
(p—1)(¢g — 1)/2 et les éléments sont deux & deux distincts pour cette relation d’équivalence). Par
le théoréme chinois des restes, nous obtenons également que A est un systéme de représentants de
((Z/pZ)* x (Z/qZ)*)/U. En effet, le groupe ((Z/pZ)* x (Z/qZ)*) est isomorphe & (Z/pqZ)* par
I'application

(Z/paZ)*  — ((Z/pZ)" x (Z/qZ)")
k +—— (kmod p, k mod q)

et donc le groupe ((Z/pZ)* x (Z/qZ)*)/U est isomorphe & (Z/pqZ)*/{—1,1} par la méme ap-

plication. Comme {k € {1,...,(pg — 1)/2},pgedk,pq = 1} est un systéme de représentants de
(Z/pqZ)*/{—1,1}, A est un systéme de représentants de ((Z/pZ)* x (Z/qZ)*)/U.



4. Les éléments w4 et w3 sont donc égaux dans le groupe ((Z/pZ)* x (Z/qZ)*)/U, et dans nous avons
donc
ma=mpouny = (—1,-1)-mp

dans le groupe ((Z/pZ)* x (Z/qZ)*). Dans les deux cas, nous en déduisons :

A Q)

soit
(p— 1)la=1/2 ' (q—1)Ie=1/2
q(P_l)/Q p(q_l)/Q

=(p— 1)1((1*1)/2 . (71)(p71)(q71)/4(q — 1)!(17*1)/2

d’ol
p(qfl)/2 .q(pfl)/2 — (_1)(17*1)(%1)/4

et par le critére d’Euler (Théoréme 6.2)

(5) . (Z) _ (1)e-DG-/



