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OZETCE

Evrisik yapilari iceren modeller, akustik, imge islenieya
yer bilimleri gibi bir cok alandaki uygulamalarda karsiza
sikca ¢ikmaktadir. Bu calismada, evrisik modelleuaunla
baglantili olan ters evrisim problemleri sakli tensoyrgsimi
cercevesinde incelenmekte ve hesap karmasikhgi Foatier
donusumi kullanilarak azaltilmaktadir. Gelisijimiz yonte-
min, imge netlestirme gibi klasik bir isaret isleme ulggu
masinin yaninda, evrisik yapilar iceren daha karmasddet-
lerin ¢cdzimiinde nasil kullanilabilecegi gosterdktedir.

ABSTRACT

Convolutive models emerge in various domains such as acous-
tics, image processing or seismic sciences. In this workinwe
vestigate the convolutive models and the related decotiwnlu
problems in a latent tensor factorization framework. We-dec
rease the computational complexity of the inference schgme
utilizing the Fast Fourier Transform. We also demonstrabevh
this framework can be used in image deblurring and in more
complex models like Non-Negative Matrix Factor Deconvolu-
tion (NMFD) model.

1. GIRIS
Evrisik yapilar, ozellikle ses ve imge isleme gibi akamla,
karmasik sistemlerin isaretler Uzerindeki fiziksel iletfni
gercekci olarak betimlemek icin sikga kullanilan mibele
dir [1]. Ornegin, fotograf makinasinin sarsiimasi nedeniyle
bulaniklasmis bir imgeyi netlestirmek istedigimizdengenin
net halini ve buna etki eden suizgeci kestirmek gerekmekte-
dir. Burada bulaniklastirma surecini, dogrusal birggcleme
islemi olarak modelleyebiliriz, dolayisi ile elimizde st bir
evrisik model bulunmaktadir [2]. Fakat sadece bulanikeamg
den yola ¢ikarak, yani ne siizge¢ ne de net imge hakkinda
on bilgi kullanmadan yapilacak kestirimin prensipte sons
¢dzumu olabilir. Bu baglamda, dn bilginin kullanii@nem ka-
zanmaktadir.

On bilgi cok cesitli bicimlerde betimlenebilir ve bgli
bir ®n bilgi cercevesinde, dogadaki surecleri méefekek icin
kurulan matematiksel modeller karmasik bir yapiya salip o
maktadir. Dolayisiyla fiziksel gerceklige yakin olduktelan
oturd, evrisik yapilar bu karmasik modellerde de  karga
cikmaktadir. Ornegin, Smaragdis’in [3]'te 6nerdigi “Negatif
olmayan matris ayrisimi” (NMF) algoritmasinin genighats
bir hali olan “Negatif olmayan matris ters evrisimi” (NMBD
algoritmasi, iginde ters evrisim probleminin de bulugdu
karmasik bir matris ayrisimi problemidir. Ayni sekil@zh-
midt ve Mgrup’un [4]'te dnerdigi “2B Negatif olmayan mat-
ris ters evrisimi” (NMF2D) algoritmasi da i¢inde iki bogu
ters evrisim problemi iceren bir matris ayrigimi prahbldir. Bu
yontemler, icinde ses kaynak ayrisimi ve muzik traipsiyo-
nunun da bulundugu birgok uygulamada kullaniimistir.

Coyle v.d. [5]'te u¢ farkl evrisik modeli tensor ayrisimi
simgelemiyle sunmustur. Ancak sunduklari simgelemin
karmasik olmasiyla birlikte, modellerde yapilacak enkufa
bir degisiklik kestirim yapmak icin gereken yodntemim e
bastan tiretiimesini gerektirmektedir. Biz bu calagia,
evrisim iceren ve negatif olmama kosulu disinda baghsul
barindirmayan butin ayrisim modellerinin [6]'da Giear
sakll tensor ayrisim simgeleminde nasil tanimlanabget
gosteriyoruz. Bu simgelem kolay anlasilir ve uygulafiabi
olmakla birlikte, herhangi bir tensor ayrisim problemi b
simgelemde tanimlanirsa, segilen uzaklik dlcutimgiolarak,
“Beklenti-Enbuyutme” (EM), “Bayir CikisI” (gradierdscent)
ve “Donlisumli En Kucguk Kareler” (ALS) algoritmalaicin
gereken guncelleme denklemleri kolayca turetilebiltedit.
Dolayisiyla, herhangi bir modeli [6]'da Onerilen simgelge
gostererek ayni zamanda bu modeldeki bilesenlerin nasil
kestirilecegini de gdstermis oluyoruz. Evrisim iearmodellere
ornek olarak imge netlestirme ve negatif olmayan matis t
evrisimi (NMFD) modelleri icin gerekli turetmeleri yamruz.
Ayrica, tensor ayrisim cercevesinde onerilen glieoe
denklemlerinin yiksek olan karmasikhgini, Hizli Feur
Dodnusumu (FFT) algoritmasi kullanarak dusurtiyo



2. TENSOR AYRISIMI CERCEVES |

Yilmaz ve Cemgil’in [6]'da gelistirdikleri sakli tenséyrisimi
cercevesinde, gozlemlenek tensori, Zi.xn = {Za|la =
1...N} bilesenlerinin carpimi cinsinden, asagidaki gibi
tanimlanmigtir:

X(vo) = X(vo) = ZHZQ(UQ). 1)

Burada, X gozlemlenebilen tensor,X model tarafindan
olusturulan yaklasik tensoZ,, tensort olusturdugu varsayilan
bilesenlerdir. Ayricapo, X tensorinin tanimli oldugu ve,,
Z,, bileseninin tanimh oldugu indis kiimelerinin birer ele
manidir. Daha agik olmak gerekirse, modeldeki indis Kéme
asagidaki gibi tanimlanmistir:

veV Modeldeki buttn indisler
vy € Vo Modeldeki butiin gdzlemlenen indisler
Vo € Va Z« bileseninin tanimh oldugu indisler
v €V; V-V, i€{0,...,N}

Bu modeldeki temel mantik su sekilde 6zetlenebi¥rtensor,
butun Z, bilesenlerinin butun indisler tzerinden carpildukt
sonra, sakli indisler Uzerinden toplanmasiyla olugomus

Bu simgelemin daha iyi anlasiimasi i¢cin matris ayrisim
modeli drnegini verebiliriz. Matris ayrisim modeli gekilde
tanimlanmigtir:

X(i,5) = X(6,5) = Y, Z1(i, k) Za(k, ).
k

BuradaX gozlemlenen matris7; ve Z, matrisleri ise bu mat-
risi olusturdugu dusunulen bilesenlerdir. Bu miofgéi indis
kiimeleri su sekilde tanimlanmistir: tim indislér= {4, j, k},
ilk bilesenin indisleriVy, = {i, k}, ikinci bilesenin indisleri
Vo = {k, j}, gozlemlenen indislety = {i,j} ve gozlemle-
nemeyen indislety = {k}.

Sakl tensdr ayrisimi cercevesinde c¢ikarim yapadiim
icin, diger bir deyisleX tensorini gozlemledikten songa,
bilesenlerini kestirebilmek icin asagidaki ifadez¢iimelidir:

Zi.n = arg min (d(x||)2)) A @)

Buradad(-) secilen iraksaklik ol¢itudir ve uygulamaya bagli
olarak cesitli dlcttler secilebilir. Eger bu dlittl, bilesenlerin ne-
gatif olmama varsayimini yaparak Kullback-Leibler-irakisg
secersekdx 1), (yerel) optimaya asagidaki giincelleme denk-
lemi ile ulasabiliriz [6]:

dicr (X[|X) = X(vo)log igiz; — X (vo) + X (vo)
Zo = Zo 0 Ao(M o X/ X) /Ao (M) . ®3)

Buradao Hadamard carpimidir (i¢ ¢carpim) & ise ikili bir
maske olup su sekilde tanimlanmistir:

M(vo) = 0 X (vo)'In degeri gdozlemlenememisse
T X (vo)'In degeri gozlemlenebilmisse

ve A, fonksiyonu (4) numarall denklemdeki

tanimlanmistir:

Ao (A) =

Burada,A tensori bu fonksiyonun argiimanidir ve gdzlemlenen
indisler Gizerinde tanimlanmistir. Yani, (3) numaralnklemde
belirtilen guincelleme denklemleri hesaplanirkéwn, (-) fonksi-
yonuA = M o X/X ve A = M icin hesaplanmalidir.

gibi

> (A(vo) II 2. (w))] @

Ve a'#a

2.1. Bayesci Yaklasim

Banerjeev.d.nin [7]'de gosterdigi Uizere, diizenli Bregman irak-
sakliklari ile belirli Ustel aile olasilik dagihmlarrasinda bi-
rebir eslesim bulunmaktadir. Dolayisiyla, tensor siyn mo-
delinde KL iraksakligini dx 1. (X || X)) enkiigtiltmek, Poisson
gozlem modelinde olabilirligi enbuyitmeye denk gekieelir:

Z7.ny = arg max (logPO(X; X)) .
z

BuradaPO simgesi Poisson dagihmidir ve bu gdzlem mo-
delinin eslenik 6nsel dagiimi Gamma dagilimidbnsel
dagihmlar dikkate alindiginda giincelleme denkleimlgu
sekilde tanimlanmaktadir:

Za(va) ~ G(Za(va); Aa(va), Ba(va)/Aa(va))

(Ag — 1) + Zo 0 Ag(M o X/X)
Aa/Ba + Ao (M)

BuradaG simgesi Gamma dagilimini gostermektedir. Modelde
onsel dagilimlardan yararlanmanin akla ilk gelen kuhan
bilesenlere seyreklik kisitlamasi vermeyi saglamalBu sa-
yede, problem hakkindaki onbilgi, eger varsa, kolaycalel®
dahil edilebilmektedir.

Lo —

: ()

3. EVRISIK MODELLER ICIN TENSOR
AYRISIMI

Bu bolumde, negatif olmama kosulu disinda baska kosu
barindirmayan herhangi bir evrisik modelin sakl tensor
ayrisimi ¢ercevesinde nasil formile edilebilecegibsteriyo-
ruz. Ornek olarak temel evrisim modelinden yola cikarak, imge
netlestirme ve negatif olmayan matris ters evrisim miedel
icin gerekli tiiretmeleri yapiyoruz.

3.1. Temel Evrisim Modeli

Dogrusal ve zamanla degismeyen (LTI) sistemlerin, giriss
denklemleri evrisim operasyonu ile ifade edilir. Tersigvn
problemindeki ama¢ ise gozlemlenen isareti ayrstoriji-
nal isareti ve ona etki eden slizgeci kestirmektir. Bagule-
malarda; ornegin imge netlestirmede amag isaretjimairha-
lini bulmak iken, sismik isaret isleme uygulamalarindaag
topragin yapisini anlamak amaciyla siizgecin durtialwew
ogrenmektir. Evrisim denklemi genel olarak asagidgthi ifade
edilir:

X (i)~ X (i) = Z1 * Zs
= Zi(t)Zs(i — t). (6)



BuradaX gozlemlenen isaret/; orijinal isaret veZ, orijina
isarete etki eden siizgec olarak tanimlanmistir. Besinacimi:
bu sekilde tanimlanan bir modeli tensor ayrisimi eeesind
gosterip, bu cerceve dahilinde sunulan ydntemleriaaara
kestirim yapmaktir. Bunun igin dncelikle (6) numaralnétéeem
(1) numarali denklemde tanimlanan bicimde yazmamiz ¢
mektedir. AncakZ; bilesenin indisi ¢ikarma islemi ile tann
oldugu icin asagida gosterilen basit donusinaprgamiz g
rekmektedir:

d
X(i)=> 7 (t)Z2(m)
=3 Zi(t)Z2(d)s(d — i + 1)
t d
= Z1(t)Z2(d) Z3(d, i, ). (7
t,d

Burada,d(z) Kronecker-delta fonksiyonu olup’in O oldugu
noktada 1, diger durumlarda 0 degeri almaktadirtensoru ise
Z3(d,i,t) = 6(d — i + t) seklinde tanimlanmis ikili bir
tensordir. Bu durumda ters evrisim problemi icin inkiisne-
lerimiz su sekilde tanimlanmistit’ = {i,d,t}, Vo = {i},
Vi = {t}, Va = {d}, V3 = {d,i,t} ve Vo = {d, t}.

Ters evrisim problemini [6]'da tanimlanan tensor ayns
simgeleminde yazdiktan sonra, kestirim yapmak i¢cin @)vé
(5) numarali denklemlerle tanimlanan giincelleme denldem
rini kullanabiliriz. Ornegin, Z; tensoriiniin giincelleme denk-
lemlerinde kullanilacakA;(-) fonksiyonunu asagidaki gibi
turetebiliriz:

Ai(A) =D A(i) Za(d) Zs(d, i, t)
i,d
= A(i)Za(d)o(d — i + 1)
i,d

= ZA(i)Zz(i —t)

BuradaA delta fonksiyonunun argimanidf (d) = Z2(—d)
olarak tanimlanmistir v&, (-) fonksiyonu gorillebilecegi uizere
A ve Z, tensorlerinin ¢apraz ilintisidirZ, tensorinun guncel-
leme denklemlerinde kullanilacak:(-) fonksiyonu da ayni
sekilde turetilebilir:

Capraz ilinti, evrisim tabanli bir islem oldugu icimo-
lanir matrisler cinsinden ifade edilebilir ve dolanir nislt-
rin 6zellikleri kullanilarakA ve Z; vektorlerinin ¢apraz ilintisi
asagidaki gibi ifade edilebilir [8]:

FTUE (AT (213}
Ax Z, =F, 'diagF,A) F,Z, . (10)
N~

${A} 5" {21}

Burada,F,,, n x n boyutunda Ayrik Fourier Dontisumu (DFT)
matrisidir, §{-} Fourier dontsiminu ifade eder & {z},
F{z}'in karmasik esleniginidir. Capraz ilinti hesabindze-
saplama karmasikigO(N?) olan evrisim islemini kullan-
mak yerine karmasikligO (N log V) olan FFT algoritmasini

Orijinal Imge

Kestirilmis Net Imge Orijinal Suzgec

5 10 15

Sekil 1: Basit imge netlestirme ornegi. En soldaki ifgk
gozlemlenen bulanik imgeX(), ortaki sekilde imge netlestirme
modeli kullanilarak kestirilmis net imge Z{), sagdaki
sekillerde ise bulanik imgeyi elde etmek icin kullanignsiizge¢
ile kestirim sonucu elde edilmis siizgeg.) bulunmaktadir.

kullanmak, ters evrisim probleminin karmasikliginabacak
ve uzun isaretlerin islenmesinde dnemli bir zaman karan
saglayacaktir.

3.2. Imge Netlestirme Modeli

Imge netlestirme, ters evrisim probleminin dogrudanuyigu-
lamasi olup asagidaki sekilde tanimlanabilir:

d k
X(i,5) = ZZ1(t,T)ZQ(z —t,7—1T)
t, T
> Zi(t,7)Za(d, k) Zs(d, iy t) Za(k, §, 7).
t,d,r,k

(11)

Gorllebilecegi Uzere denklem (11), denklem (7)'ninkdkyuta
genisletilmis halidir. BuradaX, elimizdeki bulaniklasmis im-
geyi, Z1 ve Z, ise siraslyla kestirecegimiz net imgeyi ve siizgeci
ifade eder.Zs ve Z, tensorleri ise indislerin tensor ayrisimi
cergevesine uygunlugunu saglamak icin, bir boyutluudnda
oldugu gibi Kronecker-delta fonksiyonu olarak tanimlagtm.

Bu problem i¢inA.(-) fonksiyonlari bir boyutlu durumdaki
gibi turetilebilir:

Buradaki evrisim isleci, 2 boyutlu evrisimi temsil etkie-
dir. Gelistirdigimiz ters evrisim modelini, c¢esitlstizgecler
ile bulaniklastinimis imgeler Ustinde denemek iciatlab
ortaminda gelistirdigimiz grafik araytzunittp://www.
cmpe.boun.edu.tr/ ~umut/siull adresinden edine-
bilirsiniz. Basit bir imge netlestirme ©rnegi Sekil d&
gosterilmistir.

3.3. Negatif Olmayan Matris Ters Evrisim Modeli

Lee ve Seung'un [9]'da oOnerdigi negatif olmayan matris
ayrisimi (NMF) modeli, ses isleme, imge isleme ve matema
tiksel finans gibi bir cok alanda uygulama bulmus olup lanal
larda basarili sonuglar elde etmistir. Ancak NMF modatinan-
sal bilgiyi icinde barindiramadigi i¢in zaman dizilérmodel-
lemekte zayif kalmaktadir. Bu soruna ¢dziim olarak Sgdisa



NMF modelini genisleterek, zamansal yapisi olan biléyam

de tanimlanabildigi bir model olan negatif olmayan matris
ters evrisim modelini (NMFD) onermistir [3]. NMFD model
asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

d

X(f,t) = Z W (f,i,7)H(i,t —7)

=> W(f,i,7)H(i,d)Z(d,t,7).

T,i,d

(14)

Burada Z tensoru Z(d,t,7) = d(d — t + 1) seklinde
tanimlanmis, indislerin tensor faktdrizasyonu esesine uy-
gunlugunu saglamak icin olusturulmus ikili bir temdir. X
matrisi F x T buyukluginde, W tensoru FF x I x D
buyuklugunde ved matrisiI x T buyuklugundedir.

Ornedin, bir ses isleme uygulamasi ele alinifsagozlem-
lenen genlik spektrumudy’, taban matrislerini barindiran tic bo-
yutlu bir tensor;H ise bu taban matrislerinin hangi agirliklarla
kullanilacagi bilgisini iceren bir matristir. Buradatoplam fre-
kans bandi sayisf]’ toplam zaman cercevesi sayigitaban
matrislerinin sayisi vé ise taban matrislerinin kolon sayisidir.

NMFD modelinde ¢ikarim yapmak i¢in c¢esitli yontem-
ler onerilmistir, ancak modelin karmasikligindan aal bu
yontemlere ulasmak icin karmasik turetmeler gerekbedir
[10]. Bizim cercevemizde, NMFD modelinde ¢ikarim yapma
icin gereken tek seyhw (-) ve A i (-) fonksiyonlarini tiretmek-
tir ve bu fonksiyonlar (8). denklemdeki yontemle asaitidyibi
turetilebilir:

(fii)eFxI
An(A) = {ZAf - Wf,l} (16)
! i€l
Burada As(t) = A(f,t), Hi(d) = H(@i,—d) ve

W;i(t) = W(f,i,—7) olarak tanimlanmistir. Kime pa-
rantezlerinin altinda belirtilen ifadelerden de anlasalg! gibi,
Aw (-) fonksiyonunda he(f, 7) ikilisi i¢in bir capraz ilinti he-
sabi yapilacaktir. Ayni sekildA g (-) fonksiyonunda he(f, 1)
ikilisi icin bir capraz ilinti hesabi yapilacak ve dahansa f in-
disi Uizerinden toplanacaktir. 3.1. bolimde bahseldii, bu
fonksiyonlarin hesap karmasikligi FFT algoritmasi &nllarak
dusurulebilir. Basit bir NMFD odrnegi Sekil 2'te gterilmistir.

4. VARGILAR

Bu calismada, akustik, imge isleme gibi bir ¢ok alanda
karsimiza sikca cikan evrisik yapilari iceren maekel[6]'da
onerilen sakli tensor ayrisimi cercevesinde inaeletir.
Herhangi bir model bu tensor ayrisimi simgeleminde
tanimlandiginda “en iyi olabilirlik” (ML) ve “en iyi sonda
(MAP) kestirimleri icin gereken guncelleme denklemlirzli

bir sekilde turetilebilmektedir. Bu modellere drnekamk, bu
calismada, imge netlestirme modeli ve negatif olmayatris
ters evrisimi modeli icin gereken turetmelerin nasipyacag!
gosterilmis ve elde edilen guncelleme denklemleringsdp
karmasikligr FFT algoritmasi kullanilarak azaltiltms

NN
LR

1 2 20 80

"'\-\_\__\_\_\_\_

40 60
Zaman (DFT dilimleri)

Sekil 2: Basit NMFD ornegi. Sag alttaki sekilde gazlkenen
spektrum ), soldaki iki sekilde NMFD modeli kullanilarak
kestirilmis taban matrislerii{’), sag Ustteki sekillerde ise taban
matrislerinin hangi agirliklarla kullanilacagini biédiyen agirhk
matrisinin satirlari ') bulunmaktadir.

Yer darhgindan dolayi, bu calismada yeni algoritmalar
yer vermek yerine, bilinen yontemleri sakli tensor aynis
cercevesinde inceledikerdeki calismalarimizda, bu calismada
sunulan cerceve dahilinde yeni modeller tanimlayip, ML v
MAP kestirimlerinin yani sira “Tam Bayesci” (full Bayesip
cikarim yontemlerini de inceleyecegiz.
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