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Résumé

Dans ce probléme, on veut abstraire des ensembles de traces calculés de maniére inductive par des
systémes de transitions. Un accent particulier est mis sur la précision de l'analyse, ainsi on cherche a
caractériser quand l’abstraction n’engendre pas de traces fictives. Enfin, on s’intéressera & accélérer le
calcul de ’abstraction dans le cas on I'on sait a priori que certaines transitions commutent.

Tous les résultats utiles pour résoudre ce probléme font 'objet de questions intermédiaires. Les notes
de cours ne sont donc pas autorisées.

1 Treillis complets

Définition 1.1 (ordre partiel). Un ordre partiel est un couple (X,Cx) tel que X soit un ensemble et Cx
soit une relation binaire sur ’ensemble X vérifiant, pour tous éléments x, y, z de l’ensemble X, les trois
propriétés suivantes :

1. (réflexivité) x Cx x;

2. (anti-symétrie) x Cx yAyCx o] = x =y ;

3. (transitivité) [t Cx y ANy Cx 2] = 2 Cx 2.

Question 1.1 (dualité). Soit (X,Cx) un ordre partiel.
Montrer que la paire (X, Jx) ou Jx est la relation binaire sur l'ensemble X qui est définie par x Jx y
st et seulement st y Cx x, est également un ordre partiel.

Définition 1.2 (meilleur majorant). Soit (X, Cx) un ordre partiel. Soit A une partie de X et x un élément
de X. On dira que x est un meilleur majorant pour l’ensemble A si et seulement si les deux propriétés
sutvantes sont réalisées :

1. (majorant) pour tout élément y de l’ensemble A, on a : y Ex x
2. (meilleur) x Cx 2z pour tout élément z de 'ensemble X tel que y Cx z pour tout élément y de
l’ensemble A.

Question 1.2 (unicité du meilleur majorant). Soit (X, Cx) un ordre partiel et A une partie de X. Montrer
que si il existe, le meilleur majorant de A est unique.
Dans ce cas, il sera noté | |- A.

Définition 1.3 (meilleur minorant). Soit (X,Cx) un ordre partiel. Soit A une partie de X et x un élément
de X. On dira que x est un meilleur minorant pour l’ensemble A si et seulement si les deux propriétés
sutvantes sont réalisées :

1. (minorant) pour tout élément y de l’ensemble A, on a : x Cx y

2. (meilleur) z Cx x pour tout élément z de U'ensemble X tel que z Cx y pour tout élément y de
l’ensemble A.



Question 1.3 (unicité du meilleur minorant). Soit (X, Cx) un ordre partiel et A une partie de X. Montrer
que si il existe, le meilleur minorant de A est unique.
Dans ce cas, il sera noté [ |- A.

Définition 1.4 (plus petit élément). Soit (X,Cx) un ordre partiel. On dira qu’un élément x de ’ensemble
X est un plus petit élément de lordre partiel (X,Cx) si et seulement si pour tout élément y de U’ensemble
X,ona:xCxy.

Question 1.4 (unicité du plus petit élément). Soit (X,Cx) un ordre partiel. Montrer que (X,Cx) admet
au plus un plus petit élément.
Danc ce cas, il sera noté L .

Question 1.5. Soit (X,Cx) un ordre partiel admettant un plus petit élément Lc . . Soit A une partie de X
qui admette un meilleure majorant.
Montrer que AU{Lc} admet un meilleure majorant et que | |- AU{Llc,} =[], A

Définition 1.5 (plus grand élément). Soit (X,Cx) un ordre partiel. On dira qu’un élément x de ’ensemble
X est un plus grand élément de l'ordre partiel (X,Cx) si et seulement si pour tout élément y de l’ensemble
X,ona:yCx x.

Question 1.6 (unicité du plus grand élément). Soit (X, Cx) un ordre partiel. Montrer que (X,Cx) admet
au plus un plus grand élément.
Danc ce cas, il sera noté T,

Définition 1.6 (treillis complet). Un treillis complet est un ordre partiel (X,Cx) tel que toute partie de
lensemble X ait un meilleur majorant.

Question 1.7 (existence des meilleurs minorants). Soit (X, Cx) un treillis complet. Montrer que toute partie
de l’ensemble X admet un meilleur minorant.

Question 1.8 (treillis complet dual). Soit (X,Cx) un treillis complet. Montrer que Uordre partiel (X, Jx)
est également un treillis complet.

Question 1.9 (existence du plus petit élément). Soit (X,Cx) un treillis complet. Montrer que l’ensemble
X admet un plus petit élément.

Question 1.10 (existence du plus grand élément). Soit (X, Cx) un treillis complet. Montrer que l’ensemble
X admet une plus grand élément.

2 Opérateurs de cloture

Définition 2.1 (fonctions croissantes). Une fonction F d’un ordre partiel (X,Cx) vers un ordre partiel
(Y,Cy) est dite croissante si et seulement si pour tous éléments x,x’ de Uensemble X tels que x Cx ’, on
a:F(x) Cy F(2').

Définition 2.2 (opérateur de cloture supérieure). Soit (X,Cx) un ordre partiel. Un opérateur de cloture
supérieure est une fonction p de l’ensemble X wvers lui-méme de sortes que les trois propriétés suivantes
sotent vérifiées, pour tous éléments x,x’ de I'ensemble X :

1. (idempotence) p(p(x)) = p(x) ;
2. (croissance) si x Cx o', alors p(x) Cx p(z') ;
3. (extensivité) x Cx p(x).

Question 2.1. Soit (X, Cx) un treillis complet et p un opérateur de cloture supérieure défini sur l’ensemble
X. Soit A une partie de l’ensemble X. Montrer que p([' {p(a) | a € A}) =[] {p(a) | a € A}.



Définition 2.3 (opérateur de cloture inférieure). Soit (X,Cx) un ordre partiel. Un opérateur de cloture
inférieure est une fonction p de l’ensemble X vers lui-méme de sortes que les trois propriétés suivantes soient
vérifiées, pour tous éléments x,x’ de 'ensemble X :

— (idempotence) p(p(z)) = p(z) ;
— (croissance) si x Cx 2/, alors p(x) Cx p(z') ;
— (extensivité) p(z) Cx x.

3 Correspondances de Galois

Définition 3.1 (fonction de concrétisation). On appelle fonction de concrétisation toute fonction croissante
d’un ordre partiel vers un ordre partiel.

Définition 3.2 (approximation). Soient (C,C¢) et (A,C4) deuz ordres partiels et une fonction de concré-
tisation v de l’ensemble A vers l’ensemble C. Pour tout élément ¢ € C et tout élément a € A, on dira que
lélément a est une approzimation de ’élément c si et seulement si ¢ Co y(a).

Définition 3.3 (correspondance de Galois). Soient (C,C¢) et (A,C4) deux ordres partiels et une fonction
de concrétisation v de ’ensemble A vers l’ensemble C.

On dira que la fonction v induit une correspondance de Galois si et seulement si pour tout élément ¢ € C,
l’ensemble des approximations de ¢ admet un meilleur minorant, lui-méme élément de ’ensemble C'. Ce plus
petit élément sera alors noté a(c). La paire (o, 7y) est alors la correspondance de Galois induite par la fonction
5.

On notera alors (C,C¢) % (A,CQ).

Question 3.1 (caractérisation des correspondances de Galois). Soit (C,C¢) % (A,C4) une correspon-
dance de Galois. Montrer que pour tout élément ¢ € C et a € A, on a : a(c) Ca a si et seulement si
cCec v(a).

Question 3.2 (propriétés usuelles). Soit (C,C¢) % (A,C4) une correspondance de Galois. Soient x,z’
deux éléments de l'ensemble (C,C¢) tels que © Co 2’ et y un élément de l'ensemble (A, C4). Soit X une
partie de C' ayant un meilleur majorant.

Montrer que les propriétés suivantes sont vérifiés :

1. z Co (o)) ;

2. a(y(y) Eay;

3. a(z) Ty al2));

4. aly(a(@)) =

9. 1(a(v(y)) = y;

6. Uensemble {a(z) | v € X'} a un meilleur majorant et celui-ci est égal a a(| ], X).

4 Ensemble de traces finies

Dans la suite de I’épreuve, on supposera fixés deux ensembles Q et X. Les éléments de ’ensemble Q sont
appelés états, ceux de ’ensemble ¥ sont appelés étiquettes de transition.

Définition 4.1 (traces). Une trace de taille 0 est un état (dans ensemble Q). Pour n > 0, une trace de
taille n est un n-uplet (¢;, Ai, q})o<i<n € (Q X X x Q)™ qui vérifie la propriété ¢} = q;+1 pour tout entier i
compris entre 0 et n — 2 (dans ce cas, l'état ¢),_, sera aussi noté q,).

An— . P L
Une telle trace T sera notée qq Ay ey gn. L’état qo est appelé l’état initial de la trace T et sera
noté i.. L’élat g, est appelé I’état final de la trace T et sera noté f.. On note aussi all, 'ensemble des états



{@: | 0 < i< n} et trans, Uensemble des transitions {(¢;, Ni; ¢i+1) | 0 < i < n}. Dans le cas d’une trace de
taille 0, l'unique état est a la fois I’état initial et I’état final et ’ensemble des transitions de la trace est vide.

On note T ’ensemble de toutes les traces.

Deuz traces T et ' de tailles respectives n et n' tels que l’état final f, de la trace T soit aussi l’état initial
i de la trace T/, se composent pour former la trace (q;', N/, q]'\1)o<i<cnin qui est définie par qf = q; et
N = \; pour tout entier i < n et ¢ = qi—n et N/ = \i_,, pour tout entier i compris entre n et n+n' — 1.
Cette trace est alors notée T.7".

Lorsqu’une trace T peut s’écrire sous la forme 7'.7", on dit que la trace 7' est un préfize de .

Définition 4.2 (systémes de transitions). Un systéme de transitions est un triplet (I,S,T) avec I,S C Q
etTCSxXYXxS.

On note (T,Cr) lensemble des systémes de transitions ordonné par linclusion ensembliste appliquée
composante par composante.

Définition 4.3 (trace reconnue par un systéme de transitions). Soit 7 une trace et (I,S,T) un systéme de
transition.

On dit que la trace T est reconnue par le systéme de transitions (I,S,T) si et seulement si iy € I et
trans, C T.

Question 4.1. Montrer que la fonction yr qui associe a chaque systéme de transitions l’ensemble des traces
qu’il reconnait est une fonction de concrétisation.

Question 4.2. Proposer une fonction at de qui associe G chaque ensemble de traces un systéme de transitions
Bt . )
de sortes que (p(T),<Q) <—Q—T> (T,Cr) soit une correspondance de Galois.
T

Question 4.3. Donner un ensemble de traces, stable par préfizes (i.e. tout préfixe de trace de cet ensemble
est une aussi une trace de cet ensemble) qui n’est pas invariant pour 'opérateur de cloture vyt o ar.

Question 4.4. Donner un systéme de transition qui n’est pas invariant pour l'opérateur de cloture a o ~y.

5 Plus petits points fixes dans un treillis complet

Définition 5.1 (point-fixe). Soit X un ensemble. Soit F une fonction de U’ensemble X dans lui-méme. On
appelle point fixve de la fonction F tout élément x € X tel f(x) = x. On note fp F l’ensemble des points fixes
de la fonction F.

Définition 5.2. Soit (X,Cx) un ordre partiel. Soit F une fonction de l’ensemble X dans lui-méme. On
appelle plus petit point fixe de la fonction F tout élément x € fp F tel que x Cx y pour tout élémenty € fp F.

Question 5.1. Soit (X,Cx) un ordre partiel. Soit F une fonction de l’ensemble X dans lui-méme. Montrer
que F admet au plus un plus petit point fize. Quand il existe, le plus petit point fixe de F sera noté lfp .

Question 5.2 (théoréme de Tarski). Soit (X,Cx) un treillis complet et F une fonction croissante de ’en-
semble X dans lui-méme.
Montrer que la fonction F admet un plus petit point fire et que ifp F =[] {z € X | F(z) Cx }.

Définition 5.3 (fonctions continues). Soit (X,Cx) un treillis complet et F une fonction de l’ensemble X
dans lui-méme. On dira que la fonction F est continue si et seulement si, pour toute partie A de l’ensemble

X, ona f(g, A) = Uz {f(a) |a € A}
Question 5.3. Montrer que toute fonction continue est croissante.

Question 5.4 (théoréme de Kleene). Soit (X,Cx) un treillis complet et F une fonction continue de len-
semble X dans lui-méme. Montrer que le plus petit point fize de F est égal a lélément | |- {F"(Lcy)|n €
N}. B



6 Approximations d’ensembles de traces définis inductivement

On considére une partie Qy de Q et une fonction CONT de Q dans T telle que pour tout état ¢ € Q et
toute trace 7 dans ’ensemble CONT(g), on ait i-(7) = q.

On définit la fonction Fg, conr de 'ensemble p(7) vers lui méme, qui a tout ensemble de traces X associe
l’ensemble de trace Qo U {7.7" | 7 € X, 7" € CONT(f,(7))}.

Question 6.1. Montrer que la fonction Fo, conr admet un plus petit point fize et que ce plus petit point fize
est égal a Uensemble | J{FD oonr (D)}

On définit la fonction IFuQm cony de Pensemble T dans lui méme, qui a tout systéme de transitions (1, .S, T")
associe le systéme de transitions (I, S, 7") ou :

— I =1UQy;

— S=TU{Udl | T € J{conNT(q) | ¢ € S}};

— T ={trans, | 7 € |J{coNT(q) | ¢ € S}}.

Question 6.2. Montrer que pour tout élément x € C' et pour tout élément y € A, les propriétés suivantes
sont satisfaites :

1. [FQmCONT 0 'ﬂ(y) - [’}/ ° IF’jQO,OOI\JT](y) ;

2. si les ensembles Q et X admettent au moins un élément chacun, il existe un élément y. in A tel que

[a oFg,,cont © ’”(y) # []:Fﬂgz(J,CONT](y) 5

3. [0 Fgyconr 07 0 (@) = [Fh, conr © 0] (y)-

Question 6.3. Soient (C,C¢) et (A, C4) deux treillis complets. Soient F une fonction croissante de len-
semble C' dans lui-méme et F* une fonction croissante de I’ensemble A dans lui-méme telles que : pour tout
élément y € A, on ait : [F ov](y) C [y o F¥(y).

Montrer que F et F* admettent des plus petits points fizes. Montrer que lfp F Ce Ifp F4.

Question 6.4. Soient (C,C¢) et (A,C4) deux treillis complets. Soient F une fonction continue de ’ensemble
C dans lui-méme et F* une fonction croissante de lensemble A dans lui-méme.
On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

1. pour tout élément y € A, on ait : [F o~](y) C [y o F¥(y) ;
2. Floa=aoFoyoa.
Montrer que : lfp F = ~(Ifp F*) si et seulement si lfp F € {v(y) | y € A}.

Astuce 6.1. Pour prouver le sens indirect de I’équivalence, on commencera par prouver que o(lfp F) = Ifp F*.

Question 6.5. Donner un critére syntaxique sur la fonction CONT pour que la fonction Fo, conr Satisfasse
la contrainte lfp Fo, conr € {11(y) |y € T}.

Question 6.6. Conclure.

7 Transitions qui commutent

Dans cette partie, on suppose que pour toute transition, I’état avant cette transition et I’étiquette de cette
transition caractérise entiérement I’état que ’on atteint aprés ’exécution de cette transition. En conséquence,
on suppose que 'on dispose d’une fonction f qui associe a chaque paire (¢, A\) € @x ¥ un élément de I’ensemble
Q telle que toutes les traces sont de la forme (g;, A;, f(gi, \;)). On suppose également que pour tout état
q€Q AN eX, onait: f(f(q,A),N) = f(f(g; N), A).

Exemple 7.1. On consideére les traces suivantes :

L.m=1%2%45%5%¢;



2 m=1%3%45%5%¢;

9. mm=1%758%9b%11;

Jom=1%758%10% 11
Intuitivement, dans une trace de l'ensemble {71, T2, 73, T4}, si on permute deuz transitions consécutives étique-
tées a et b (ou inversement), quitte & changer ’état intermédiaire, on obtient encore une trace de l’ensemble

{T1,72,73,74}. On dit alors que les transitions étiquetées a commutent avec celles étiquetées b. Ce n’est pas
le cas des transitions étiquetées c et d.

Question 7.1. Soient X un ensemble de traces et \,\' € ¥ deux étiquettes de transitions. Donner une
définition formelle pour déterminer si les transitions étiquetées A\ commutent avec celles étiquetées N dans
l’ensemble de traces X.

On s’assurera qu’étant donné une famille d’ensemble de traces (X;)icr et deux étiquettes de transitions
AN e X, telles que pour tout indice © € I, les transitions étiquetées A commutent avec celles étiquetées
X dans l’ensemble de traces X;, alors les transitions étiquetées A commutent avec celles étiquetées N dans
Uensemble de traces ({X; | i € I}.

Question 7.2. Soit C une partie de 3 x X. Montrer qu’il existe un opérateur de cloture supérieure pc qui
associe & chaque ensemble de traces X, le plus petit ensemble de traces pc(X) contenant X telles que dans
Pensemble de traces pc(X), les transitions étiquetées A commutent avec celles étiquetées N pour toute paire
d’étiquettes (A, \') de l’ensemble C.

Question 7.3. Soit (C,C¢) un treillis complet. Soit p un opérateur de cloture supérieure sur Uensemble C.
Soit F une fonction continue de l’ensemble C' vers lui-méme.
On suppose que la propriété suivante :

p(fpF) =Ifp F

est satisfaite.
Montrer que la fonction [poF| admet un plus petit point fixe dans le treillis (C,C¢) et que lfp F = Ifp [poF].

Question 7.4. Soit (C,C¢) et (A,C4) deux treillis complets. Soit p un opérateur de cloture supérieure
sur lensemble C. Soit F une fonction continue de l’ensemble (C,Cc¢) vers lui méme. Soit F* une fonction
croissante de l’ensemble A vers lui-méme.

On suppose que les trois propriétés suivantes sont satisfaites :

1. p(lfpF) =lfpF;

2. laoF on](y) Ca Fi(y), pour tout élément y € A;

3. [F¥oa](x) Ca[aopoF oyoa(z), pour tout élément x € C.
Montrer que Ifp F = ~(Ifp F*) si et seulement si lfp F € {y(y) | y € A}.

Question 7.5. Conclure sur notre cas d’étude.



