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Tan man vé tinh toan lugng ti va cai nhin toan cuc
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1 Thé giéi mot phat sing

Thé gidi ¢ dién dung dudng mot niém tin it khi bi nghi ngd: niém tin vao dic quyén quan sat
vo han. Trong doi séng thudng ngay, ta coé thé nghién ngdm mot trang sach bao nhiéu lan tiy
¥, hay ngdm di ngdm lai mot biic tranh dé tim an ¥ ciia tac gid ma khong lam mon tac pham.
Khoa hoc thiyc nghiém ciing duge xay dyng trén sy kién nhan 1ap lai thi nghiém, con thong ké
thi dit niém tin manh mé vao luat s6 16n. Tham chi, ngay c& khi con ngudi mudn gidu giém
thong tin, cac hé mat ma c6 dién khong cAm déi thi héi nhiéu lan, ma sy an toan duge xay
dung trén sy khan hiém thoi gian: khong ai c¢6 dii thoi gian dé thit hét khong gian dap an trude
khi dit lieu hét gia tri. Tom lai, dit 1a tim kiém chan 1y hay che gidu thong tin, thé gisi cd dién
déu dong ¥ mot luat choi: sy lap lai 1a hop le.

R6i canh cita Iugng t md ra, véi mot luat choi hoan toan mdi. Vi tru vi mo tude di quyén
dugc héi nhiéu lan. Trong thé gisi nay, su do ludng 1a mot hanh vi khong thé dao ngugc: trude
khi do, mot trang thai lugng ti ton tai nhu mot chong chap ciia nhiéu kha nang, nhu mot ban
nhac ma moi nét déu cé6 thé vang lén; nhung ngay khoanh khic ta do, ham séng sup do, ban giao
hudng bién méat, chi dé lai mot nét nhac duy nhéat con rung dong. Hon nita, ta khong thé lach
luat bing cich sao chép mot trang thai ra nhiéu ban dé do nhiéu lan, vi Dinh 1§ cam sao chép
(No-cloning Theorem) ctia Wootters, Zurek va Dieks (1982) khang dinh ring ching ta khong
thé nhan ban hoan hio mot trang thai lugng tit bat ky. Méi trang thai vi mo chua biét 1a mot
doc ban; mdi lan truy van déu lam thay doi chinh ban goc.

Dé ndm bit luat choi lugng t, hay hinh dung c6 mot chiéc hop Magic, mot cong cu "o
thuat" c6 thé thao tac trén cac kha thé chong chap va giao thoa ma may tinh c6 dién khong
cham t6i duge. Chimg nao ta chua nhin vao hop, moi phép mau lugng tit van con d6. Nhung
khoanh khéac ta "md hop" thi phép mau tan bién: hop tra lai ding mot két qua duy nhat trude
khi méat hét quyén ning. Mudbn héi lai, ta phai chuan bi mot hop mdi tir dau.

Do d6, cau héi & thé gisi luong tit mang mot siic ning hoan toan khac. Mdi lan md hop 1a
mot phét sting duy nhat. Khi d6, mot cau héi tir nhién 1a: ta c6 thé lam dude gi v6i chi mot 1an
hoi? Lieu hiéu biét thu dugc c6 di dé giai quyét mot van dé 16n, hay méai mai chi 1a mot mau
dit lieu vo6 dung? Va nghich 1y hon: lam sao mot cong cu chi duge héi mot 1an lai ¢6 thé manh
hon may tinh c6 dién dugc héi nhiéu lan?

Dé tra 18i cau héi nay, ching ta can chuyén dich tit tric gidc co dién sang truc gidc Iugng
ti: hoéi ding quan trong hon héi nhiéu. Vi chi duge héi mot lan, mot cau héi toi wu phai bo
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qua nhitng "tiéu tiét" ma tap trung vao "dai cuc". V@ mit triét hoc, moi quan heé gitta "cuc bo"
va "toan cuc" goi nhé dén Nguyen ly Bo sung ctia Bohr: c6 nhitng déi tugng mang trong minh
nhiéu mo ta dong thoi ding, nhung cac mo t nay khong thé dude truy cap day di cting lac, vi
hé ta truy van t6i cting mot mit thi mit kia sé an di. Day 1 giéi han ctia nhan thic & thé gici
vi mo: chan 1y mang trong minh nhiéu khuon miit, ta c6 thé biét tat ci ching, nhung khong thé
ép chiing cing hién dién trong cling mot cai chép mit.

Nghé thuat héi mot lan, vi thé, 1a nghé thuat chon ding mit dé héi. Mot vi du kinh dién
cho tu duy nay la thuat toan Shor (1994): bing cach budng bé nhiéu mo ta cuc bo dé ddi lay
mot thong tin toan cuc, mot s6 hitu han cac hop Magic c6 thé pha sap thanh tri RSA, hé mat

ma dang bdo vé phan 16n cac giao dich ngan hang trén thé gidi.

2 Tinh toan lugng tit qua hop Magic

Nguyén ly nhin mét lan. Dé hinh dung chinh xac luat choi trong tinh toan lugng ti, ta ¢
thé déng vai mot ngudi chai ¢ dién song trong thé gisi Hat, noi c6 thé lam cac thao téc thong
thuong nhu quan sat va sao chép, v6i sy trg gitip clia mot chiéc hop 4o thuat, goi 1a hop séng
Magic, noi c6 céc kha thé chong chap va giao thoa. N6i cach khac, thé gidi ben ngoai hop Magic
la Hat (cd dién), thé gidi bén trong la Séng (lugng tit). Khi ta rai cdc hat vho hop, ching lap
titc mang tinh chat soéng, c6 kha nang chong chap va giao thoa. Dén khi ta yéu cau lay lai hat
nao thi hop Magic do hat d6 va tra vé gia tri cho ta, dong thdoi hat nay mat chic nang séng va
chinh thic quay lai thé giéi Hat.

Do dé, luat choi rat khic nghiét: khong dudge nhin qua mot 1an, vi chi mot anh mat to mo
clia ngudi choi sé 1ap tic lam sup d6 ham séng trong hop va phép mau lugng ti bién mét. Do
do6, ngusi choi trude hét phai dua ra mot chudi chi dan cac thao tac "hop 18", con goi la cac thao
tac luong tit, sao cho hop Magic c¢6 thé lam ma khong phé v& tinh chéat séng, roi cudi ciing méi
dat anh nhin vao hop. Tai khoanh khac d6, Séng lap titc dong ciing thanh Hat, v hop Magic
tra lai mot gia tri quan sat t6i hau cho ngudi choi. D6 1a nghé thuat héi mot lan.

Cu thé hon, hop Magic c¢6 thé lam gi? Vé mat nguyeén tic, mdi thao tac "hgp 1" trén mot
hé lugng tit kin sé tuong ting v6i mot phép bién ddi tuyén tinh unitary trén mot khong gian
Hilbert phiic (khong gian cac trang thai lugng tit) phu thuoc vao s6 qubit. Tinh tuyén tinh I
gia thuyét t6i gian cho phép céc kha thé lugng tit tu do dan xen va chong chap leén nhau nhu
nhitng gon séng ma khong pha v cau tric ctia nhau. Trong khi d6, tinh unitary 1a mot chiéc
"vong kim c¢6" ciia toan hoc, ddm bdo moi su bién déi dit 14t 1éo dén dau ciing phai béo toan
tdng xac suat biang 1. Sau mot sé thao tac "hgp 18", ngudi choi c6 thé yéu cau Magic do mot s6
qubit trong hop. Hop Magic sé tra vé két qua do 1a cac bit c¢o dién, va cac qubit bi do coi nhu
bién mat (nguyén 1y nhin mot lan). Cac qubit chua bi do vAn ton tai, vi ngudi choi cé thé tiép
tuc yeu cau hop Magic lam cac bién déi "hop 18" trude khi quyét dinh do ching.

M5 hinh toan hoc ctia luat choi. Ngudi choi von c¢6 kha niang gidi han nhu mo hinh tinh
toan thong thuong (tic 1a diing mot may Turing co dién trong thoi gian da thiic). Lam sao
ngudi choi ting cudng sttc manh cho minh véi chiéc hop Magic?

Vé mat toan hoc, mot trang thai ciia n qubit trong hop Magic c¢6 thé duge mo ta nhu mot



vector don vi (@ )zeqo,1)» trong khong gian Hilbert phic 2" chiéu:
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trong d6 |a,|? chinh 1 xac suat thu duge mot chudi n bit 2 € {0,1}" khi do toan bo n qubit.

Diém quan trong la ngudi choi co6 dién (v6i gidi han stic manh da thiic) khong thé luu
trit mot trang thai tily § v6i 2 hé s6 phitc. Thong thudng, ngudi choi sé bat dau tu trang
thai tam thuong |0™), tic 1& cd n qubit déu & trang théai tinh 0, tuong tng véi vector he sd
(@z)zeqo,iyn = (1,0,...,0). Sau d6, ngudi choi dua n6 vao hop va yeu cau Magic ap dung mot
day da thitc cac thao tac lugng tit, tic 1a cdc bién ddi tuyén tinh unitary trén vector (o). Day
la chinh la diém tang cuong sic manh vi vector c6 do dai 2" vugt qua kha ning thao tac da
thitc ciia ngudi chai c6 dién. Chimg nao con cac qubit chua duge nhin/bi do, thi ngudi choi van
c6 thé tiép tuc yéu cau hop Magic thic hién céc bién déi unitary. Va cudi ciing khi ngudi choi
yéu cau hop Magic thiyc hién phép do trén mot s6 qubit (hoac c& n qubit) thi sé nhan lai mot
chudi bit ¢ dién v6i do dai téi da n, ddng thdi cac qubit tuong ting bi "béc hoi.

Sttc manh va han ché ctia chiéc hop Magic. Qua mot vai vi du, ta sé thiy sic manh
ctia chiéc hop Magic va cd nhitng han ché ctia n6. Dau tién, chi tit hai qubit ban dau |00), néu
Magic duge yéu cau ap dung hai bién ddi unitary (twong ting bién déi Hadamard H lén qubit
thit nhat, roi ap dung CNO, ta sé thu dugc trang thai Bell:

1 1
V2 V2

Day 1a vi du don gidn nhat ctia vuéng viu luong ti&: hai qubit dude gin véi nhau thanh mot

100) = —(|00) + |10)) = —=(|00) + |11)).

trang thai chung khong thé tach thanh hai trang thai rieng bict. Cu thé hon, néu ta do qubit
thit nhat va nhan duge 1, thi trang théi con lai sup xudng |11), do d6 qubit thit hai chic chan
ciing cho két qua 1 (tuong ty néu do dugc 0, thi qubit thit hai chic chian ciing cho két qua 0).
Day 13 mot trong nhitng trirc gidc nén tang ding sau trao doi khod lugng t1i: hai bén cé thé chia
sé cac he lugng tit c6 tuong quan dic biét, roi do ching dé tao ra cac bit chung.

Ngusi chai ¢6 dién ciing c6 thé yeu cau Magic do mot sé qubit & gitta qua trinh tinh toan.
Chang han xét mot ham tinh duge f: [Q] — [Q] v6i [Q] = {0,1,...,Q — 1} v& Q = 2™. 0 day,
f 1a mot ham tinh dude c6 nghia 1a ¢c6 mot mach tinh toan c6 dién hieu qua tinh né, va diéu
nay cho phép xay dung phép bién ddi tuyén tinh unitary Uy:

Up : |z) @ |y) — |2) @ |y @ f(x)).

Ta ding hai thanh ghi m qubit dé dua vao hop Magic, véi trang thai tam thudng ban dau:
|0™) @ |0™). Sau d6, ta ap dung Hadamard léen tiing qubit ctia thanh ghi thit nhat, roi yéu cau
Magic ap dung bién déi Uy dé thu dugc:

1 A,
10™) ® |0 >Hm§|x>®!0 >%>\/Q§\$>®|f($)>-

'Hadamard tao chéng chap trén mot qubit: H|0) = %(|0) + 1)), H|1) = %(|0> —|1)). CNOT 1la cdng hai
qubit: |a)[b) + |a)|b @ a), tic la 1at qubit thi hai khi qubit thit nhat bang 1.



Dén day, ching ta c6 thé thay sy lien hé mat thiét giita hai thanh ghi: néu thanh ghi thi
nhat 1a z thi bat buoc thanh ghi thit hai 1a f(z). T d6, néu ngusi choi yéu cau hop Magic do
thanh ghi tht hai va thu duge gia tri y, thi thanh ghi thi nhat sup xuéng chong chap déu trén
cac gia tri  théa man f(x) = y:

1

\/EOSEQIJJ), Ny=#{z:0<z<Q, f(z)=y}.

f(z)=y

Day 13 mot mau rat pho bién trong cac thuat toan luong ti: ding mot bién ddi unitary dé tao
tuong quan gita hai thanh ghi, r6i do mot thanh ghi v dé lai trén thanh ghi kia mot chong
chap c6 cau tric. Day la cach dé nghién ciiu cac tinh chat an ctia mot ham f.

Dic biet trong truong hgp rat phd dung la f c6 tinh chat dong cAu nhém thi thanh ghi thi
nhat bén trén cho ta trang thai chong chap trén mot coset ctia nhan (Kernel) ctia f. D6 1a thong
tin rat quan trong ding sau nhiéu bai toan. Sau khi dua vé chong chap clia cic trang thai c6
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tinh chat “tuan hoan", véi Kernel ctia f dong vai tro nhu “‘chu ky”, ta c6 thé ap dung bién doi
Fourier (ciing 14 mot phép bién déi unitary) trudc khi quan sat. Vi day la bién doi Fourier roi
rac 4p dung lén vector bién do phiic (az)zeqo1)n € C?" ciia trang thai lugng tit, nén thuong
duge goi 1a bién doi Fourier lugng tit (QFT). Véi hop Magic lugng t chiing ta c6 thé thirc hien
phép bién ddi nay thong qua mot mach luong ti trén n qubit, trong khi dé mo phéng né trén
may thong thudng thi can phép bién ddi trong khong gian ham mii v6i 2 s6 phiic. Stic manh
lugng tt ndm & kha ning diéu khién cac bién do bing céc phép bién ddi unitary, lam cho céc
bién do giao thoa véi nhau: cac kha ning “sai” c6 thé bi triét tieu, con cac kha nang “ding” c6
thé dugc khuéch dai. Ta sé minh hoa ¥ tudéng nay trong trudng hop RSA va mot sé bai toan
khac.

Tuy chiéc hop Magic cho ta stic manh thao tac trong khong gian Hilbert vé6i s6 chiéu ham
mil, tinh toan lugng tit khong phai 13 cong cu van nang cho ta ting téc do ham mil cho moi
bai toan. Mat han ché 13 Magic chi tuan theo yéu cau thuc hién cic phép bién ddi tuyén tinh
unitary va chi cho ta nhin két qua mot lan qua cac phép do lugng tit mang tinh xac suat. Do
dé, ching ta phai danh déi giita thong tin cuc bo va toan cuc, ding nhu Nguyén 1y B6 sung
ctia Bohr. C6 nhitng muc tiéu tudéng nhu don gidn, chang han sao chép mot trang thai lugng ti
tlty ¥, ma noé ciing khong thé lam duge (Dinh 1y cAm sao chép). Hay véi cac bai toan trong 16p
NP-day di, hién nay chua c6 thuat todn lugng ti c6 stic manh vugt troi dang ké (tang toc sieu
da thiic) so v6i may c6 dién; 1gi thé da biét chii yéu la tang téc bac hai v6i thuat toan Grover,
nén nhin chung chua c6 buée dot pha tuong tu Shor.

3 Tit cam sao chép t6i Thuat toan Shor

Quay lai Dinh Iy cAm sao chép lugng tit, vé mit toan hoc, dé sao chép trang thai [1)), ta can ghép
né véi mot “td gidy trang” |0) doc lap dé “hiing 1ay” ban copy thong qua tich tensor |¢) ®|0). Su
sao chép xay ra néu ta tim duge mot todn ti tuyén tinh unitary bién [1) ® |0) thanh [1)) ® [¢))
Trong diéu kién 1y tudng, toan tit nay khong phu thudc vao trang théi |+), titc 1a n6 ciing bién
|¢) ® |0) thanh |¢) ® |@) v6i moi |¢). Lay tich vo hudng hai bién ddi kiéu nay, ta thu dugc
(Y|p) = ((1h]¢))?, titc 1a (1|¢) € {0,1}. Didu nay chi xdy ra khi hai trang thai hogc triing nhau
hoan toan, hodc truc giao. Do d6, mot cach tong quat ching ta khong thé nao nhan ban mot
trang thai lugng tit bat ky.




Nhin tir géc do dai s6, dinh 1§ cAm sao chép 1a hé qua clia mot sy bat déi xitng: phép sao
chép vé ban chat 1a mot phép bién ddi phi tuyén bac hai, vi n6 nhan |¢) véi chinh né, nhung
mot phép toan bac hai khong thé thuc hien duge bing mot bién déi tuyén tinh. N6i cach khac,
viéc cAm nhan ban c6 thé hiéu nhu 1a hé qué truc tiép clia tinh tuyén tinh ciia co hoc lugng ti.

Tuong ty, trong bai toan phan tich thita s nguyén t6, nén tang cot 16i clia thuat toan RSA,
khi ta viét N = p x ¢ nhu la tich ctia hai s6 nguyen t6 rat 16n, thi dang thic nay da gidu mot
sy bat doi xing rat sau vé do phric tap trong tinh toan: di tit thong tin cuc bo (p, q) t6i thong
tin toan cuc N 1a mot thao tac thuan chiéu, dé lam, nhung tt N mudn tach nguge vé (p, q) 1a
cuc khé. Gidng nhu trong truyeén cb tich Tam Cam, tron thoc va gao thi mat 1 gidy, nhung nhit
thoc ra thoc, gao ra gao, thi mat ca ngay. Day ciing 14 ¥ tudng trong xay duyng cac ham mot
chiéu (one-way function) ¢ d6 tinh xuoi dé con tinh nguge khé. Cac ham mot chiéu 1a nén tang
co ban trong Iy thuyét mat ma.

Vé miit triét hoc, Pinh 1§ cAm sao chép 1a mot rao can k§ thuat can thiét dé bao vé Nguyen
Iy b6 sung Bohr & cap do vi mo. Néu phép sao chép dugc phép, ta cé thé tao ra nhiéu phién ban
clia mot trang thai lugng tit va truy van tiing mo t4 khac nhau trén ting ban riéng biét, qua
dé6 phé v& tinh than déi ngdu-bd sung ma Bohr da xac lap. Trong mdi quan hé giia thong tin
cuc bo va toan cuc, sy “bat kha sao chép” nay buodc ching ta phai chon: néu mudn nhin ré titng
n6t nhac cuc bo, thi ban giao hudng toan cuc sé khong bao gis xuat hién; va ngudc lai, khi kién
nhan ngdi dgi mot sy that toan cuc hién 16, ta phai nhim mat lam ngo trudc moi tiéu tiét dia
phuong. Va day ciing chinh la § tuéng mau chét dé bé gy RSA bing thuat todn lugng ti.

May tinh lugng tit khong bé giay RSA bing cach tinh nhanh hon theo nghia ¢ dién, ma ci
dot pha ctia Shor (1994) nim & chd ong doi han cach héi. Khi ditng trude sé6 N, thay vi cit méi
am anh vé cau héi tric dién “p va ¢ 1a gi?”, Shor tim cach nhing mo ta cuc bo ciia bai toan
trong mot cau tric toan cuc. LAy mot s6 a nguyén to6 cung nhau v6i N, thi ham f(x) = a®
(mod N) ch&c chén 1a mot ham tuan hoan do Dinh 1y Euler. Tuy nhién cau héi mau chét clia
Shor 14 ham s6 nay c6 chu ky bao nhiéu, tic 1a lam sao tim ra s6 nguyén duong nhéd nhat r
sao cho a” = 1 (mod N). Biét dugc chu ky r, ta c6 thé quay nguge trd lai dé tim cac udc ciia
N bing vai buéc tinh toan cb dién tuong déi don giadn. Chang han, néu r = 2s la s6 chin va
a®# —1 (mod N), thia" —1 = (a® — 1)(a® + 1) sé chita cdc nhan tit ctia N, va cac uGc nguyén
t6 p,q c6 thé tinh duge dé dang tit thuat toan Euclid cho u6c chung 16n nhat. (Trong thuc té,
néu ta chon a ngau nhién thi xac suat tim ra 7 chin vad a® # —1 (mod N) it nhét 14 50%.Nhin
du6i quan he d6i ngau gitta cuc bo va toan cuc, chu ky ciia a® (mod N) khong phai mot con sd
tit trén troi roi xuéng, ma né dude tao nén tit cac chu ky cuc bo clia a® khi nhin modulo p va
modulo ¢, roi dude khau lai thanh mot nhip toan cuc 6 mic modulo N.

May tinh c6 dién bi giam trong mo td cuc bo: nd cod thé doc rat ro gia tri cia N, nhung
khong c6 cach nao “nghe” duge nhip tuan hoan toan cuc an bén trong ngoai viéc mo mam thi
sai trong mot khong gian nghiém khong 16. Chinh khoang cach giita cai thiy dugce ¢ bé mit va
cai an di trong cau tric la noi RSA dung nén thanh tri kien cb ctia minh. Cau héi mau chét bay
gio 1a: lieu c6 thé dung ding mot phat sing lugng tit dé cham thang vao phan cu tric toan
cuc ay hay khong?

Dé tan dung sitc manh ctia tinh toan lugng tit, ¥ tudng ciia Shor nhu sau: Ta diing hai thanh
ghi lugng t& ¢6 dung luong trang thai Q = 2%, trong d6 L 1a s6 qubit. Thanh ghi thit nhat
chay qua moi gia tri z tit 0 dén @ — 1, con thanh ghi tht hai luu gid tri tuong tng f(z) = a®



(mod N). Sau khi dua toan hé vao trang thai chong chap

Q-1
QT2Y lx) @ f(x)
=0

roi do thanh ghi thi hai, ta sé khién thanh ghi thi nhéat sup dd vé céc gia tri z cho cling mot
gia tri f(x). Vi f 1a ham tuan hoan chu ky r, nén |z) sé 1a mot trang thai chong chap clia céc
gid tri [2), [z + 1), |2 4+ 2r), ... v6i mot do dich chuyén ngdu nhién z.

Dén day, ta ding trudec mot thoi khic rat mong manh. Chu ky r da thuyc sy c¢6 mit trong
cau tric clia trang thai |x), nhung né con bi phit béi diém mi z. Néu ta bép co phép do ngay
lac nay, vien dan duy nhét ctia ta sé chi c6 thé gam vao mot gia tri cuc bo co6 dang z + jr, va
ta vinh vién khong tim ra chu ky 7 an bén trong cau tric vi diém mu z da che khuét no.

Dé xo04 nhiéu do diém mi1 z gay ra, ta bit budc phai buoéng bé viéc truy van thong tin dia
phuong dé huéng vé mot mo ta toan cuc vé cau tric tuan hoan ctia f. Chinh & day, bién doi
Fourier budc vio nhut cay cau toan hoc ndi lién hai b ctia nguyén 1y bd sung. Trong truyén
thong Heisenberg-Bohr, bién déi Fourier tit lau da la ngon ngit ti nhién dé chuyén hoa quan hé
déi ngau gitta vi tri va dong luong: mot bén 14 mo ta cuc bo clia ham séng trong khong gian vi
tri, bén kia 14 mo ta cuc bo trong khong gian tan sé6 nhung dong thsi 14 mo ta toan cuc trong
khong gian vi tri. N6i mot cach hinh tugng, néu hinh dung gia tri f(z) tai méi diém 2 1a mot
nét nhac rieng 1é, thi bién ddi Fourier cho phép ta nghe ci ban nhac ciing mot lac dudi dang
phé tan sb, trong d6 trong sb tai mdi tan s6 y tuong ting véi mot song phing (plane wave) c6
dang e2m@y/Q.

Vé mat giai tich, mot tinh chat then chét clia bién ddi Fourier 1a né bién phép tinh tién trong
khong gian vi tri thanh mot he sé pha trong khong gian tan s6: bién ddi Fourier ctia f(z — 2)
chinh 13 e272v/Q f (y). Day ciing 1 1y do bién d6i Fourier cho phép chéo héa toan tit dao ham
trén = thanh toan ti nhan trén y, qua dé bién cic bai toan vi phan thanh phuong trinh dai s6,
va chitng minh Nguyén ly bat dinh Heisenberg tit dang thiic giao hoan tit [0,, 2] = 1.

Thuat toan Shor van dung dung tinh than ay: thay vi tiép tuc ditng trong khong gian vi tri,
ndi moi gia tri {z + jr} déu c6 thé hién ra nhung khong c6 ¥ nghia thong tin vi bi nhiéu hoa, ta
chuyén toan bo trang thai sang khong gian tan sé dé budc cau tric tuan hoan phai tu khai bao
danh tinh. Cu thé hon, bing cach 4p dung bién do6i Fourier lugng ti lén thanh ghi thit nhat, ta
¢6 thé biéu dién duge timg trang thai |z) nhw 1a chong chap ciia cac trang thai e2™#¥/Q|y) véi
y=0,1,...,Q — 1. Khi a4p dung lén trang thai chong chap cia |2}, |z + r),|z + 2r), ..., do dich
z $€ sinh ra mot nhan t pha c6 dang e2™2y/Q  Nhu vy, diém mi z chua bién méat hoan toan,
nhung né6 chi con séng s6t dudi dang mot nhan tit pha c¢6 module bang 1. Khi 1y binh phuong
module, toan bo dau vét clia z bi boc hoi, va ta thu dude xac suit dé tan sd6 y xuat hién ding
bing

2
m—1
P(y) = (mQ)~"| Y ¥/
7=0

trong d6 m chinh 1& s6 lan chu ky r 1ip lai tron ven bén trong thanh ghi lugng t thit nhat.
Bay gio 1a khoanh khic quyét dinh. Trong cong thiic P(y), nhitng gia tri y khong an khép
v6i chu ky r sé sinh ra cac vector pha quay léch nhau dan t6i giao thoa triét tiéu, con nhing gia
tri y lam cho ry/Q xap xi mot s6 nguyén k sé cong huéng thanh nhing dinh x4c suat rat cao.
Nhu vay, bién ddi Fourier khong tryc tiép tra 15i cau héi “r 1a bao nhigu”, ma né don sach nhiéu



cuc bo dé cau tric toan cuc clia ham s6 f tu hién ra trong xac suat do. Trudc Fourier, phép do
chi ¢6 thé gam vao mot diém cuc bo vo nghia, nhung sau Fourier, ciing mot phép do ay lai ¢6
thé cham didng vao nhip tuan hoan cfia toan bo cau trac. N6i cach khéac, no tao ra co ché dé
cac sai lam ti triét tiéu 1An nhau, con chan 1y thi ndm tay nhau 16n lén. D6 chinh 1& nghé thuat
ctia Shor: khong héi truc dién vao thi minh can, ma dat lai cau héi trong hé quy chiéu méi dé
bai todn tu khai ra cau tra 1oi.

Cudi ciing, phat stng luong tit quyét dinh sé duge bin ra sau khi phép bién déi Fourier da
hoan tat. Phép do duy nhat trd vé cho ta mot gia tri y. Dén day, thuat toan luong tit hoan tat
nhiém vu. Phan con lai duge xit Iy béi thuat toan lién phan s6 ¢6 dién: Dinh Iy Legendre khzzmg
dinh ring néu phép xap xi y/Q ~ k/r c6 sai s nho hon 1/(2r?), thi k/r 14 phan s6 duy nhat
c6 mau s6 nhé hon N thod man diéu kién d6. Day 1a ranh gidi ciing gitta sy nhiéu loan va do
chinh xac, cho phép chiing ta kho4d muc tiéu chu ky r. Trong thyc té, gia tri do duge clia y hiém
khi roi chinh xac vao mot dinh cong hudng kQ/r, ma ta chi c6 thé hi vong y la s6 nguyén gan
nhat, tic |y — kQ/r| < 1/2. Do d6, thuat toan lugng tit ddm bao phép xap xi y/Q ~ k/r c6 sai
s6 khong qua 1/(2Q). Day la gidi han do phan giai ctia thanh ghi lugng tit. Dé thuat toan Shor
thanh cong, ta phai dam bao sai s6 lugng tit nam trong pham vi an toan ctia Dinh 1y Legendre,
titc 1a @ > r2. Néu ta chi biét » < N va khong c6 thong tin gi khac, thi yéu cau Q > N? la can
va di dé dam bao thuat toan Shor van hanh. Néi cach khac, sb qubit t6i thiéu cho mdi thanh
ghi la L = logy Q > 2logy N.

M@ rong thuat toan Shor cho HSP. Cac hé mat ma khoé cong khai dang dugce st dung
trong thiyc té hién nay hau hét dya trén do kho ciia hai bai toan nén tang: bai toan phan tich
thita s6 nguyeén t6 (co sé clia he ma RSA), va bai toan tinh logarit rdi rac (co s6 ctia hé ma
ElGamal v& nhiéu hé théng chit ky s6). Diém thi vi 13, du khac bigt vé ban chét, ca hai bai
todn nay déu che gidu mot cau tric mang tinh lap (tuong tu chu ky 7 néi trén), va ¥ tudng clia
Shor ¢6 thé duge mé rong dé ap dung cho 16p céc bai toan nhu thé. Ta sé giai thich ngin gon
cAu tric ciia 16p bai toan nay va cau tric “chu ky” clia né.

Gia stt G = (g) 1a mot nhém cyclic bac ¢ sinh béi g, va ta duge cho mot phan tit h € G. Khi
dé6 h c6 thé duge biéu dién dudi dang h = g%, trong dé x 1a s6 bi mat can tim. Bai toan logarit
rdi rac chinh 1a khoi phuc z tit g va h.

Thoat nhin, bai toan nay khong c¢6 dang tim chu ky clia mot ham mot bién nhu f(r) =
a” mod N trong bai toan phan tich s6. Tuy nhién, ta c6 thé bién né thanh mot bai todn tim cau
tric an trong mot ham hai bién. Xét dnh xa f : Zg — G cho béi f(a,b) = g°h’. Vi h = ¢%, ta
c6 f(a,b) = g*(¢g®)® = ¢, Khi dé

ker f ={(a,b) €Z2: a+bx=0 (modq)} = ((z,—1)).

No6i cach khéc, ham f khong phan biét duge cac diém nim trén ciing mot 16p song song véi
véc-to (z,—1): f((a,b) + k(z,—1)) = f(a,b). Vi vay, vector (z,—1) déng vai tro giong nhu mot
“chu ky” ctia ham f, gidng nhu chu ky 7 trong bai toan phan tich s6. Thuat toan lugng ti khai

thac cau tric nay theo cting tinh than nhu trong bai toan phan tich thita s6.
2
q7
céic coset cia H. Do d6 nhiém vu tim z clia ta chinh 1& tim cau trac ctia H. T d6 bai toan tim

Nhin rong hon nita, H = {(z,—1)) 13 mot nhom con an ctia Z2, va ham f 1a bat bién trén

chu ky dugc tdng quat hoa thanh bai todn tim cu tric nhéom con an ctia mot nhém giao hoan,
goi 14 Hidden Subgroup Problem (HSP). Cac ban quan tam c6 thé tim doc thém cac nghién citu



md rong theo huéng rat tha vi nay.

4 Khoang cach giita 1y thuyét va thuc té

Trong diéu kién 1y tudng, dé pha mot khoa ciia hé ma RSA, chiing ta can hang ngan qubit logic,
titc phai 13 qubit "sach" chit khong phai chi 14 qubit vat Iy "day nhiéu".

Cu thé hon, trai tim ctia thuat toan Shor chinh la céc hé s6 pha gitta cdc thanh phan chong
chap, 1a thi sinh ra lyc cong hudng toan cuc ma phép bién déi Fourier lugng tit khai thac. Dé
viéc tinh toan c6 ¥ nghia, ta can gitt hé lugng tit 6n dinh trong mot thoi gian du lau. Tuy nhién,
trong thyc té, khong c6 hé lugng tt ndo bi ¢6 lap hoan toan, va chi mot tac dong cuyc nhd clia
moi trudng xung quanh ciing c6 thé lam héng diéu kien thuan khiét ma thuat toan Shor dua
vao. Vé mat toan hoc, hién tugng bat én dinh do moi truong bén ngoai nay goi 1a mat két hop
(decoherence). Khi he lugng t1t tuong tac véi moi trudng, thong tin vé pha bi ma héa ra cac bac
tu do clia moi truong ma ta khong thé theo doi. Do do6, khi truy xuat thong tin, ta budc phai
lay vét rieng phan qua moi truong (partial trace, giong nhu khai niém marginal trong 1y thuyét
xac suat thong ké). Van deé la phép lay vét nay tu dong xéa di thong tin pha, la thit lam nén
tinh lugng tit, va do d6 sau mot thdi gian rat ngin, hé lugng ti tré thainh mot hé c¢d dién tam
thuong.

Day 1a thach thic ky thuat cyc 16n ma moi cau tric may tinh lugng tit déu phai doi mat.
Toan hoc da chi ra vien dan hoan héo, nhung vat Iy phai ren mot nong sing di manh dé git
cho vién dan con nguyén ven trude khi dude ban ra. N6i cach khac, khong cé gi 1a hoan hao, ké
cé chiéc hop Magic. Hop Magic tuan theo lénh ciia ta dé lam cac phép bién doi unitary, nhung
n6 thinh thoang ciing c6 quyen gip 16i. Ma vi tat ca cac thao tdc ndm trong chiéc hop Magic
déu rat "bi an" (ta khong biét gi trudc khi nhin mdi qubit mot lan duy nhét), nén ta phai nghi
ra cach thic dé hop Magic tu ¢6 kha nang siia 16i noi tai ctia minh! Lieu c¢6 thé dung do du thita
thong tin (nhu stta 16i ¢d dién) dé lam chiéc hop Magic van hanh tron tru, va ci gia phai tra 1a
bao nhiéu?

Mot lan nita, Shor da dua ra mot budc tién 1én. Dé bao vé tinh chinh xac ciia hop Magic,
thuat toan Stra 16i lugng t1¢ (Quantum Error Correction — QEC) hién nay dya trén y tuéng “tang
hinh thong tin” nhu sau: thay vi luu mot qubit logic vao mot hat lugng t, ta phan méanh né
vao cac moi tuong quan vuéng viu gitta n hat. Lic nay dit lieu khong nam & ting hat riéng 18,
ma nim & cau tric tuong quan tap thé, va & d6 cac nhidu cuc bo khong con du sitc cham téi
duge.

Day chinh 14 mit déi ngu clia thuat toan Shor. Trong khi Shor diing toan cuc dé ép chan
Iy hién ra, thi QEC diing toan cuc dé giau di chan ly. C4 hai déu c6 thé doc dudi lang kinh bd
sung ctia Bohr, cting mot su dich chuyén tit cuc bo sang toan cuc, nhung theo hai chiéu ngudc
nhau: mot chiéu la phat hién, chiéu kia 14 bdo vé. Nhung dudi chiéu nao thi bai hoc van nhu
nhau: tri thic quan trong rat khé séng sét & cap cuc bo.

Vé mit toan hoc, kj thuat "tang hinh thong tin" trong QEC chinh 14 nghé thuat nhing
khong gian lugng tt ciia mot dit lieu nhé vao mot khong gian Hilbert c6 s6 chiéu 16n hon theo
cap s6 nhan (2" chiéu). Nho khodng khong gian thita thai nay, thong tin ¢t 161 duge gidu an
toan vao mot khong gian con (subspace) cuc nhé. Dé minh hoa cho ki thuat nay, ching ta hay
xét mot vi du kinh dién dugc chinh Shor phat minh (1995). Dé bao vé mot trang thai chong
chap ctia mot hat ) = a|0) + B|1) véi dicu kién chuan hoa |a|? + |8]? = 1, 6ng nhiing né vao



mot trang thai chong chap cia 9 hat |¢r) = a|0L) + B|1L), trong do6 hai trang thai co sG

1 1
02) = ﬁ(IO(lO) +111)%3, (1) = NG}

da dugc thiét ké tinh vi dé he théng c6é tinh vuéng viu t6i da. Cu thé hon, néu moi truong to

(1000) — [111))®?

mo mudn "nhin trom" mot cach cuc bo bang cach tap trung tuong tac véi hat sd 1, thi vé mat
toan hoc, diéu nay tuong duong véi viée 1ay vét rieng phan (partial trace) qua 8 hat con lai. Két

qua tra vé cho ma tran mat do ctia riéng hat s6 1 luon luon la:

1(1 0
p1=Tra_o([Yr)(¥L]) = 3 (0 1) :
Day chinh xac 1a mot trang thai nhiéu tring, v6i moi thong tin vé a, 8 da bi triét tieu hoan
toan. Vi moi truong khong thu duge bat ky thong tin gi vé dit lieu goc, sy tuong tac cuc bo nay
khong di stic lam sup dé ham séng toan cuc, va «, 8 ¢6 thé an tam "ngt yén" trong khong gian
vuéng viu toan cuc ma khong hé bi danh thitc.

Tuy nhién, dé bao vé dit lieu, thuat toan lugng tit con phai déi mat véi mot nghich 1y: ta
bét budc phai "tang hinh dit lieu" dé moi truong khong lam sup do ham séng, nhung dong thoi
ta lai bat budc phai c6 kha ning "tu sita 16i" lien tuc dé cau tric khong bi phan ra theo thoi
gian. Chiing 1 hai manh bd sung clia mot vong lip on dinh. Cau héi 1a khi méy tinh lugng ti
khong dugc phép do «, 3, lam sao né biét khi ndo c6 nhiéu xay ra dé tu sia 16i?

Cau tra 1oi ciing ndm ngay trong thiét ké ma Shor 9-qubit phia trén, khi ngoai co ché phong
thit bi dong 14 "tang hinh dit liéu", né con cé co ché phong thii chit dong "Tu sita 16i". Vé mit
cau triic, ma Shor 9-qubit s§ hitu mot 16p khién kép 1ong ghép tinh vi: 16p khién bén trong bao
vé sy dong bo clia tiing cum hat khoi 16i 1at Bit (¢t 0 — 1), va 16p khién bén ngoai bao vé su
dong bo vé dau giita caAc cum khoi 16i 1at Pha (tit + sang —). Chang han, néu hat s6 1 bi tiéng
dn lam lat bit, khién cum dau tien tir (J000) = [111)) bién thanh (J100) = [011)), thi thay vi do
ting hat xem né mang gia tri 0 hay 1, hé thong chi do tinh chn 1é cuc bo clia cac ciap hat lan
can bing cac toan tit on dinh. N6 so sanh hat 1 v6i hat 2 (thay khac nhau), rdi so sanh hat 2 véi
hat 3 (thay giéng nhau) Két qua trad vé mot thong diép bao dong: "Hat so 1 dang bi nguoc bit ",
va ngay lap tiic mot thao tac can thiép dia phuong duge thuc hien dé lat hat s6 1 lai. Tuong tu
v6i 16i 1at Pha, néu dau + bi bién thanh dau —, ta c6 thé diing mot phép do chén 1é toan cuc
dé bat 16i nay. Mot lan nita, su két hgp hai phép do dia phuong va toan cuc la méau chét, cho
phép chiing ta hoan tat bo khieén kép ctia thuat toan "Ty stta 16i".

D1t ly thuyét QEC dep dé nhu thé, nhung cai gia phai tra ciing rat dat. Ma 9-qubit ctia Shor
thite chéat chi 14 mot chiée 4o gidp méng manh: né bao vé hé thdng xuit sic néu chi c6 mot phat
dan tit moi truong, nhung sé sup dé néu mai truong vo tinh ban tring 2 hat ciing lic. Dé gia
tang sy li lom ctia hé théng khi nhiéu 16i x4y ra dong thoi, ta budc phai mé rong cau tric sang
cac khong gian 2" chiéu 16n hon rat nhiéu. Trong cic ¢ may hién nay, ty 1& 16i vat 1y roi vao
khodng 1073 (1000 phép tinh sai 1 1an). Tuy nhién, dé thuat toan Shor chay tron tru hang ty
phép toan nhim bé khéa RSA, ty 1é 15i logic phai bi ép xudng mic 10715, va diéu nay yéu cau
ta phai huy dong hang ngan qubit vat 1y lam “l4 chin” chi dé bao vé mot qubit logic duy nhéat.
Trong nhitng wéc tinh gan day ctia Gidney va Ekera (2021) va Gidney (2025), dé bao vé 6000

2Dé so sanh hai hat, ta c6 thé diing thém maot qubit phu trg, khéi tao & trang thai |0, r6i thue hign phép bién
ddi unitary |z122) [0)e > |T122) |1 © T2)a, sau d6 do qubit phu trg nay.



qubit sach, titc 14 dé bé gay RSA that sy, chiing ta can hang triéu qubit vat 1y, vudt xa gisi han
cong nghé hién tai.

Tuy vay, béng ma lugng tit van phii lén thé gisi thong tin vé6i chién luge de doa “Thu thap
hom nay, gidi ma ngay mai”: nhitng thong tin t6i mat quan trong cé thé duge Iuu trit dé 10,
20 hay 30 nam sau c6 thé bi pha ma trén may tinh lugng tit. Do d6, mot mit, ching toi cho
ring ching ta khong nén dé nguon kinh phi khéng 16 vao cudc chay dua dé phét trién cac may
tinh lugng tit, vita cyc ky ton kém (ca xay dung va duy tri trong nhiing diéu kién phai cyc ky
ly tu’éng) vita hau nhu chi gidi quyét duge mot 16p bai toan c6 dang "tim chu ky" nhu da mo
ta. Nhung mit khac, nghién citu va nim bit nén tang Iy thuyét co ban dé tir dé thiét lap cac
phuong phap bao vé an toan cac hé thong truée nhitng tan cong luong tit lai 14 diéu can thiét
va kha thi ngay: dya trén cac bai toan ngoai 16p c6 thé giai t6t bdi may lugng tit dé xay dung
cac hé théng an toan. D6 chinh 1a huéng phét trién mat ma "Hau lugng ti", c6 thé chay rat
nhanh trén cac may tinh thong thudng hién nay, nhung dong thdi vAn cé thé ding vimg trude
cac don tan cong tit may tinh lugng ti.

5 Cuc bo va toan cuc

Téi utu hoa sy biét trong mot 1an héi 1a nghe thuat chon ding cap déi ngdu-bo sung. Nghé thuat
ctia Shor 1a khong héi trye dién vao thit minh can, ma dit lai cau héi trong mot hé quy chiéu
méi dé bai toan tir khai ra cAu tric an ctia né. Trong khi méy tinh c6 dién ding qua gan bai
toan va chi c6 thé mo mam cuc bo trong mot khong gian nghiém bao la, thi tinh toén lugng
t1t doi sang cach nhin toan cuc dé cham ding vao nhip tuan hoan an bén duéi. Trong cudc doi
ciing vay, néu ta khong c6 quyen thit sai vo han hay quay ngudc thoi gian dé va viu nhitng gi da
sup d, thi doi khi ta can diing cam thuc hién mot phép bién ddi Fourier trong tam thic: buong
bé nhiing tiéu tiét dé lui ra dung khoang cach, noi nhitng nhiéu dong cuc bo tu triet tieu va
hinh thé 16n hon ctia syt that dan 16 dien. Dé tim thay chan 1y, vAn dé khong ndm & viéc ta thu
thap duge bao nhiéu manh dit liéu roi rac, ma & viéc ta c6 dam tit boé hé quy chiéu dia phuong
dé 1ldng nghe ban giao huéng vi mo clia tuong quan hay khong.

Trong toan hoc ciing nhu trong cudc ddi, doi khi ta phai séng rat sau trong mot van dé dé
thau hiéu ban chét timg khé khan, dé biét tuong tan nguodn coi timg chi tiét, nhung dong thoi
ciing phai biét budc ra ngoai né, biét liii lai dit xa dé c6 cai nhin toan cuc, nhu cau tho clia
Phan Dinh Diéu:

Ta hiéu tinh ta tit nita vong trai dat
Hiéu cai lang sau ctia cudc song binh thuong
Bai ti rat xa nhin cai gan mdi that
MGéi r6 tinh ngusi tt mudén dim trung duong

Cai hiéu veé tinh ta thuong bat dau tit bén trong, tit nhitng gi rat gan gii va tudng nhu binh
thuong. Nhung khi 1dng di sau, ta méi nhan ra & dé céi rieng chua bao gio tach khoi cai chung.
Khi tit xa quan sat, ta mdi thay cai that nhat clia cai gan, va khi d6 cai diéu riéng trong mdi
ngudi khong con khép kin noi minh, ma md sang tinh ngudi chung va béng hinh dat nude.

Triyc giac Ay cling giong nhu tam sy ctia To Dong Pha tit ngan nam trude khi ngdm vé hiing
vi clia nui Lu Son:

3Bai nay chi gii han ban vé may tinh lugng tit (Quantum Computer) chit khong ban téi cac cong nghé luong
t khac nhu Quantum Simulation (QSim), Quantum Communication (QComm), vad Quantum Sensing (QS).
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Hoanh khan thanh linh trac thanh phong
Vién can cao dé cac bat dong

Bat thic Lu Son chan dién muc

Chi duyén than tai thit son trung

Phoéng dich:

Nhin ngang nhu lya, chéch nhu mau
Xa gan cao thap thay khac nhau
Mzt that Lu Son nao thay hét

Khi than con diung gitta non sau

Cau tho dau cta To Dong Pha, cing mot ngon nui nhung nhin ngang thanh day, nhin
nghiéng thanh dinh, goi ding tinh than ctia bién déi Fourier: cting mot thuec tai, néu ditng trong
khong gian vi tri thi ta chi thay nhitng gia tri cuc bo, con khi déi sang khong gian tan sb thi
cAu tric tuan hoan an sau bén dudi mdéi hien ra. Ding trude bi an ctia vii tru, dieu gisi han ta
nhiéu khi khong phai béng t6i, ma chinh 14 khodng cach qua gan v6i ngudn sang ma minh dang
bam gitt. Gia tri clia mot 1an dugde g cita khong nam & viéc ta gd manh hay nhe, ma & viéc ta
da biét cach I lai nita budc dé nhin ra dau méi la canh cita dan t6i "Lu Son chan dién" hay
chua.
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