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TD n° 2

Exercice 1. Montrer que le groupe S,, est non abélien quel que soit n > 3.
Exercice 2. Soient 2 < k < n deux entiers. Combien S,, posséde-t-il de k-cycles?
Exercice 3. Soient 2 < k < n deux entiers, et ¢ = (a; ...a;) € S, un k-cycle.

1. Donner 'inverse ¢! de c.

2. Quel est le plus petit entier £ > 1 tel que ¢ =1d?

3. Montrer que ¢ peut s’écrire comme produit de £ — 1 transpositions, et en déduire
sa signature £(c).

4. Montrer que toute permutation de S, peut s’écrire comme produit de transposi-
tions. Cette décomposition est-elle toujours unique ?
Exercice 4.

1. Décomposer en produit de cycles a supports disjoints les permutations suivantes :

(12345 67

@ = \4 716 2 35

, _ (12345678
“ 726 85 13 4
(123456 78
=~ \5 186 2437
L_ (1234567809
“\ls5 18 97 3 2 4 ¢

2. En déduire la signature de chacune d’elles.
3. Calculer a'0,b!, c'? et d'3.

4. Donner le nombre d’inversions de a, b, ¢ et d.

Exercice 5.

1. Calculer la signature de chacune des deux permutations suivantes :

e = (183)(4325)(16)(7684)(572)
(1825)(14)(32768)(238)(45)

2. Décomposer e et f en produit de cycles a supports disjoints.

Exercice 6. Soient 2 < k < n deux entiers, et (a;...a;) € S, un k-cycle.

1. Montrer que, pour toute permutation o € S,,, on a
olaias . ..ap)o ! = (o(ay)o(ay) ... o(ar)).
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2. En déduire que si deux cycles ¢1,co € S, sont de méme longueur, alors il existe
o € S, tel que co = oci07!. Que peut-on dire de deux permutations 01,09 € S,
dont les décompositions en produit de cycles & supports disjoints comportent un
méme nombre de cycles de chaque longueur ?

3. Pour oy = (2 4)(38)(765) et gy = (6 2)(1 3)(4 8 7), trouver un élément o € Sy
tel que l'on ait 09 = co0 L.
Exercice 7. Soit n > 2 un entier.

1. Montrer que tout élément de S,, peut s’écrire comme produit de transpositions de
la forme (1 2),(1 3),...,(1 n).

2. Montrer que tout élément de S, peut s’écrire comme produit de transpositions de
la forme (1 2),(2 3),...,(n—1n).

3. Montrer que tout élément de S, peut s’écrire comme produit d’éléments de la
forme (1 2) ou (1 2...n).

Exercice 8 Soit n > 1 un entier. On pose
Z(S,) ={o €S, Ve e, cr=ua0}.

Montrer que Z(S,) = {Id} pour n > 3. Que se passe-t-il pour n =1et n =27
Exercice 9.

1. Soit g un élément d’un groupe G. Montrer que I'application

pg: G — G
r = gz

est bien définie, et qu’elle est bijective. Quelle est sa bijection réciproque ?

2. Soient n > 2 un entier et 7 € S, une transposition. Montrer que ¢? = Id. Que
dire de la décomposition de ¢, en produit de cycles a supports disjoints 7

3. Montrer que, pour toute permutation o € S, on a
S(pr(0)) = —2(0).

4. On pose A, = {0 € S,, : (o) = 1} C S,,. Déduire de ce qui précéde que, pour
tout entier n > 2, on a

n!
|An| = E

Exercice 10. On considére n > 2 points P, ..., P, du plan R?, muni d'une distance d.
On suppose que les distances d(P;, P;), ot i # j, sont deux & deux distinctes. En chaque
point P; se trouve un étudiant du groupe de TD, muni d’un ballon rempli d’eau qu’il
lancera, dés le signal donné, sur I’étudiant le plus proche de lui. Montrer que si n est
impair, alors au moins I'un des étudiants restera sec. Ce résultat est-il encore vrai lorsque
n est pair?



