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Introduction

Ce cours est consacré a I’étude de la notion de groupe, que nous aborderons
essentiellement a travers 'étude de quelques groupes de transformations
(permutations, isométries).

Précisons un peu de quoi il retourne. Vous connaissez l’ensemble Z des
entiers relatifs, et les deux opérations usuelles sur celui-ci : I'addition et la
multiplication. C’est ’addition qui est importante pour notre propos, et nous
allons en rappeler quelques propriétés.

e L’addition est associative : pour tout triplet (z,y, z) d’entiers relatifs, on
a(z+y)tz=z+(y+2).
e L’élément 0 de Z est neutre pour 'addition, c’est-a-dire qu’additionner
0 & un entier relatif n’a aucun effet : © +0 = 04 2 = = pour tout z € Z.
e Tout élément x de Z possede un symétrique pour ’addition, c¢’est-a-dire
un élément y tel que x + y et y + = soient tous deux égaux a 1’élément
neutre 0 (prendre pour y I'opposé de x).
Vous aurez peut-étre remarqué qu’il y a une propriété tres importante que nous
n’avons pas fait figurer dans cette liste, a savoir la commutativité : t+y =y+=x
pour tout couple (z,y) d’éléments de Z; mais c’est & dessein que nous l’avons
omise, nous verrons pourquoi un peu plus bas.

Maintenant, considérons un ensemble quelconque X (qui peut étre vide, fini,
infini. .. nous ne faisons aucune hypotheése), et soit S I'ensemble des bijections
de X dans X, c’est-a-dire I’ensemble des applications f: X — X telles que pour
tout élément y de X il existe un et un seul élément x de X tel que f(x) = y. On
dispose d’une opération naturelle sur S, la composition des bijections o, définie
par la formule

fog=uar flg(x))

Cette opération possede les propriétés suivantes :

e Elle est associative : si f, g et h sont trois éléments de S on a 1’égalité
folgoh)=(fog)oh.

e [’application Idx: z — x est neutre pour la composition, c’est-a-dire
que composer avec 'identité n’a aucun effet : foldx = Idx o f = f pour
toute f € S.

e Toute bijection f € S possede un symétrique pour la composition, c’est-
a~dire une bijection g € S telle que f o g et g o f soient tous deux égaux
a 1’élément neutre Idy (prendre pour g la bijection réciproque de f, qui
envoie un élément = de X sur son unique antécédent par f).



On observe ainsi une certaine similitude entre ’addition des entiers relatifs et
la composition des bijections (et c’est pour mettre cette similitude en évidence
que nous n’avons pas inclus la commutativité dans la liste des propriétés de
I’addition : la composition des bijections n’est en effet pas commutative des que
Pensemble X a au moins trois éléments).

Lorsqu’ils font face comme ici & des objets d’origines et de natures
différentes qui partagent un certain nombre de propriétés, les mathématiciens
ont souvent tendance a ariomatiser la situation. Cela signifie qu’ils oublient
(momentanément) les objets concrets en jeu, et travaillent avec des objets
abstraits dont ils supposent simplement qu’ils satisfont les propriétés évoquées
(qui deviennent donc des axiomes), sans autres hypotheses. Les avantages de
cette approche sont les suivants :

o clle permet d’éviter de refaire dix fois la méme démonstration dans des
contextes différents, puisque tout ce qu’on arrive a démontrer sur les
objets abstraits a partir de leurs propriétés axiomatiques est valable dans
les différents cas concrets auxquels on s’intéressait initialement ;

e clle permet de se focaliser sur les propriétés qui servent vraiment dans
les démonstrations, et de ne pas s’encombrer ’esprit avec des hypotheses
parasites, peut-étre satisfaites dans tel ou tel cas concret mais qui ne
jouent en fait aucun role.

Lorsqu’on met en ceuvre cette démarche pour les deux cas décrits plus haut
(laddition des entiers relatifs, la composition des bijections), on est conduit
a introduire la notion de groupe. C’est ce que nous ferons au début de ce
cours ; nous alternerons ensuite considérations générales sur les groupes abstraits
et étude détaillée de groupes plus concrets (pour la plupart, des groupes de
bijections).

1 Un peu de théorie des ensembles

Le but de cette section est de faire quelques brefs rappels sur les notions
ensemblistes, que nous utiliserons régulierement par la suite.

(1.1) Commengons par rappeler le sens de quelques notations de base.

(1.1.1) La notation x € F signifie que x appartient & E, ou encore que x est
élément de '’ensemble E.

(1.1.2) Lanotation E C F signifie que I’ensemble F est inclus dans I’ensemble
F, c’est-a-dire que tout élément de F appartient a F'. On dit aussi que E est
un sous-ensemble de F.

(1.1.3) Si F est un sous-ensemble de E, on note E'\ F' le complémentaire de F’
dans F, c’est-a-dire I’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a F'.

(1.1.4) On désigne par ENF l'intersection des ensembles E et F':onax € ENF
si et seulement siz € Eet x € F.

(1.1.5) On désigne par EUF la réunion des ensembles E et F:onaz € EUF
si et seulement si z € F ou z € F' (le <ou» n’est pas exclusif : « peut trés bien
appartenir a E et a F').

(1.1.6) Si E et F' sont deux ensembles dont l'intersection est vide, on écrira
parfois E || F plutoét que EUF, sil’on veut mettre en valeur le caractere disjoint



de E et F' (et on parle alors d’union disjointe de E et F'). Si X est un ensemble et
si F et F sont deux parties de X, ona X = E[] F si et seulement si F = X \ E.

(1.1.7) On désigne par {z1,...,x,} 'ensemble dont les éléments sont les x; ;
Pordre dans lequel on les écrit n’a aucune importance : par exemple, I’ensemble
{0,1,2} est égal a l'ensemble {1,0,2}. En particulier, {} désigne ’ensemble
ayant x comme unique élément ; un tel ensemble est appelé un singleton.

(1.1.8) On désigne par @ lensemble vide, c’est-a-dire 'unique ensemble qui
n’a aucun élément. Il ne présente évidemment aucun intérét par lui-méme,
mais lorsqu’on définit un ensemble au cours d’un raisonnement (I’ensemble des
solutions d’une équation, I'intersection de deux ensembles déja construits, etc.),
il se peut trés bien qu’il soit vide; il est donc préférable, pour ne pas devoir
sans cesse traiter cette situation & part, qu’elle soit bien couverte par la théorie
générale.

(1.2) Soient E et F' deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et F,
et Pon note E x F, 'ensemble des listes ordonnées (xz,y) avec x € E et y € F,
que 'on appelle en général couples. Par exemple si E = F = Z les trois couples
(2,3), (3,2) et (4,4) sont trois éléments deux & deux distincts de Z x Z.

On peut plus généralement faire le produit cartésien d’un nombre arbitraire
d’ensembles : Fy X Es x ... x E, désigne I'ensemble des listes ordonnées (ou
n-uplets) (z1,...,z,) avec x; € E; pour tout i; on écrira E™ au lieu de

Ex...xFE.
N————’

n facteurs

(1.3) De maniere informelle, une application f d’un ensemble E vers un
ensemble F' est une régle associant a un élément x de EF un élément de F
noté f(x).

On peut donner une définition rigoureuse de cette notion, que nous indiquons
pour la curiosité du lecteur (elle ne servira pas ici) : une application f de E vers
F est un sous-ensemble de E x F tel que pour tout = € F il existe un unique
élément y de F tel que (z,y) € f, et c’est cet unique élément y qu’on note f(x).

(1.3.1) Si E est un ensemble, l'application z — z de E dans E est appelée
I'identité de E et est notée Idg, ou parfois simplement Id si ’ensemble E est
clairement indiqué par le contexte.

(1.3.2) Soit f: E — F une application. Si A est une partie de E on note f(A)
le sous-ensemble {f(z)}.cr de F' (on dit que f(A) est I'image de A;si A=F
on parle parfois aussi d'image de f). Si B est une partie de F' on note f~1(B)
le sous-ensemble de E constitué des éléments x tels que f(z) € B (on dit que
f~Y(B) est I'image réciproque de B). Si y est un élément de F on écrira f~1(y)
au lieu de f~1({y}) : c’est lensemble des antécédents de y par f, c’est-a-dire
Pensemble des éléments x de E tels que f(x) = y.

Par exemple, soit f I’application de {1,2,3,4,5} dans {1, 2, 3,4} donnée par
les formules

1—1,2—1,3—4,4—4,5— 3.

On a f({1,2,3}) = {1,4}; on a f~1({1,4}) = {1,2,3,4} et f~1(2) = @.

(1.3.3) Soient f: E — F et g: F — G deux applications. On note g o f
Papplication de E vers G qui envoie un élément = de F sur g(f(x)), et on



I’appelle la composée de g et f;si F = Fonagoldg =g;si G=F ona
Idpo f=f.

Soit h: G — H une troisiéme application. On a alors ho(go f) = (hog)o f :
on vérifie en effet aussitot que ces deux applications envoient un élément z de
E sur h(g(f(x))).

Par exemple, soit f 'application de {1,2,3,4} dans {a,b, ¢} qui envoie 1 sur
a, 2 sur b, 3 sur b et 4 sur ¢. Et soit g 'application de {a,b, ¢} dans {«, 3} qui
envoie a sur « et b et ¢ sur B. L’application g o f va alors de {1,2,3,4} vers
{a,5} et T'on a:

e go f(1)=g(f(1)) = gla) = a;
e go f(2) =g(f(2)) =g(b) = 5;
e go f(3) =g(f(3)) =g(b) =p5;
e gof(4) =g(f(4)) =g(c) = p.

pour tout couple (z,y) € E x F, c’est-a-dire encore si tout élément de F' a au
plus un antécédent par f.

Elle est dite surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent par
f, c’est-a-dire encore si f(E) = F.

Elle est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective, c’est-a-
dire si tout élément de F' a un et un seul antécédent par f. Dans ce dernier
cas, 'application de F' dans E qui envoie un élément y de F' sur son unique
antécédent est notée f~! (attention : c’est la méme notation que celle introduite
au mais avec un sens un peu différent). L’application f~! est également
bijective, et (f~1)7! = f : si 2 € E, on a en effet pour tout y € F '’équivalence
fYy) =2 < y = f(z), et f(x) est donc bien I'unique antécédent de x
par f~1; on dit que f~! est la bijection réciproque de f. On a par ailleurs
foft =1Idp et f~'of = Idg. En effet, si y est un élément de F alors
f~1(y) est 'unique antécédent de y par f, d’ott I'égalité f(f~1(y)) = y; et si
2 est un élément de E, c’est I'unique antécédent de f(x) par f, d’ou I'égalité
F (@) = o

Par exemple, 'application f de {1,2,3} dans {a, b, ¢} définie par les formules

l—a, 2—>b, 3—c;
sa réciproque f~! est définie par les formules

a1, b—2 c— 3.

(1.3.5) Soient f: E — F et g: F — G deux bijections. La composée g o f est
alors bijective, et (go f)™! = f~1og~! (attention au renversement de I'ordre).
En effet, soit z € G. Pour tout « € E on a les équivalences

g(f@) =2 <= [fl2)=9""(2)
= o= (2))

Ainsi z a un et un seul antécédent dans E, égal & f~1(g71(2)), ce qu’il fallait
démontrer.



(1.4) Soit f: E — F une application. Soit E’ un sous-ensemble de E, et
soit F’ un sous-ensemble de F. Si f(E’) C F’, la formule z — f(x) définit
une application de E’ vers F’, qu’on dit induite par f. C’est simplement
<l’application f dont on a restreint les ensembles de départ et d’arrivées. Si f
est injective, application E' — F’ induite par f est encore injective.

Par exemple, soit f ’application de {1,2,3,4,5} dans {1,2,3,4} donnée par
les formules

1—1,2—1,3—4,4—4,5— 3.

On a f({1,2,3}) = {1,4} C {1,3,4}. Par conséquent, f induit une application
de {1,2,3} dans {1,3,4}, donnée par les formules 1 — 1,2+ 1,3 — 4.

(1.5) Le cas limite de I’ensemble vide. La plupart des notions et résultats
usuels de la théorie des ensembles s’appliquent sans probléeme a ’ensemble vide,
et nous nous proposons dans ce paragraphe de donner quelques explications et
exemples a ce sujet. Si ce qui suit vous parait un peu étrange ou effrayant, vous
pouvez ’oublier et simplement retenir que la théorie est suffisamment bien faite
pour s’appliquer a I’ensemble vide sans méme avoir a y penser ; si au contraire
cette gymnastique mentale vous amuse, nous vous invitons & réfléchir un peu a
ces questions.

(1.5.1) La remarque fondamentale & avoir en téte lorsqu’on se pose une
question a propos de I’ensemble vide est la suivante : lorsqu’un énoncé logique
commence par Vo € &, il est automatiquement vrai (peu importe ce qui suit).
Pour s’en convaincre, il suffit de regarder sa négation : elle commence par 3x € &
et est donc fausse.

Si cela vous perturbe, méditez cette phrase un peu plus concrete : <tous les
étres humains mesurant plus de 5 metres sont blonds>. Est-ce vrai ou faux?
C’est vrai car dans le cas contraire il existerait un étre humain mesurant plus
de 5 metres et n’étant pas blond, ce qui est absurde puisque de toutes fagons,
il n’existe pas d’étres humains mesurant plus de 5 metres (et on voit bien que
<sont blonds> aurait pu étre remplacé par n’importe quot).

(1.5.2) Soit F' un ensemble. Si F est un sous-ensemble de F', on dispose d’une
application d’inclusion x — x de E dans F.

Ceci s’applique notamment lorsque £ = @ : on dispose d’une application
d’inclusion 7 de @ dans E. En termes un peu informels, cette application «ne
fait rien>, puisqu’elle ne peut de toutes fagons rien faire, I’ensemble de départ
n’ayant pas d’éléments. Si on veut étre rigoureux , on doit la définir comme
un sous-ensemble de @ x F' = @ satisfaisant une condition qui commence par
Va € @ et sera donc automatiquement vérifiée, c¢f. [[.5.1]; on prend bien entendu
comme sous-ensemble de & l'ensemble vide lui-méme (on n’a de toutes fagons
pas le choix).

Cette application ¢ est la seule application de & vers F' : en effet si I'on se
donne une application j de @ vers F' on a ¢ = j, I’énoncé logique correspondant
étant

Ve e @, j(z) =i(x),

qui commence par Vo € &.
L’application 7 est injective, I’énoncé logique correspondant étant

Vo € @,Vy € @, (i(z) = i(y)) = (z =y),



qui commence par Vx € &.

Si F est non vide, ¢ n’est pas surjective (aucun élément de F n’a
d’antécédents). Si F est vide, ¢ est bijective, et méme égale & l'identité, I’énoncé
logique correspondant étant

Ve e @,i(z) =z,

qui commence par Vo € &.

(1.5.3) Terminons ces considérations par une remarque sur nos notations.
Lorsque nous écrirons quelque chose du type eq,...,e,, cela signifiera plus
précisément qu’on considere la famille des e; pour tous les indices i tels que
1<i<n;sin=01in'y a pas de tel indice, et la famille considérée est donc
vide.

2 La notion de groupe; premiers exemples

(2.1) Définition. Soit E un ensemble. Une loi de composition interne sur E
est une application de E x E vers E.

(2.2) Définition. Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition
interne (g,¢’) — g * ¢’ qui satisfait les propriétés suivantes :
(1) elle est associative, c’est-a-dire que (g*g') xg”’ = g (¢’ *¢"") pour tout
(9.9,9") € G*;
(2) elle possede un élément neutre, c’est-a-dire un élément e de G tel que
g*e=exg =g pour tout g € G;
(3) tout élément g de G posseéde un symétrique pour la loi *, ¢’est-a-dire
un élément h tel que gxh =hx*xg=ce.

(2.3) Commentaires sur la définition d’un groupe.

(2.3.1) Lorsqu’on dit que G est muni d’une loi de composition interne, cela
signifie que cette loi fait partie des données : cela n’a pas de sens de dire qu'un
ensemble <tout seul> est un groupe, il est indispensable de spécifier la loi interne
qu’on considere.

(2.3.2) L’élément neutre e de (2) est unique. En effet, soit f un autre élément
neutre pour la loi *. On a alors f = e* f = e (la premiére égalité provient du
fait que e est neutre, et la seconde du fait que f est neutre). Ainsi, f = e.

(2.3.3) Si g est un élément de G, son symétrique h est unique. Supposons en
effet donné un autre symétrique h’ de g. On a alors

h=exh=(hxg)xh=0x(gxh)=h"«xe="n

(notez les justifications des différentes égalités : la premiere vient du fait que
e est neutre, la seconde du fait que h’ est un symétrique de g, la troisitme de
lassociativité de *, la quatrieme du fait que h est un symétrique de g, et la
cinquieéme & nouveau du fait que e est neutre).

(2.3.4) Grace a lassociativité de *, on peut éviter 'emploi de parentheéses :

puisque (g * ¢') * g = g * (¢’ * g"") pour tout (g,9’,9"”) € G3, on pourra écrire
simplement g * ¢’ * g” sans risque d’ambiguité.



(2.4) Conventions. Nous emploierons souvent des expressions comme <soit
G un groupe>. C’est un peu abusif : cela signifiera en réalité qu’on s’est donné
un ensemble G et une loi de composition interne sur G qui satisfait les axiomes
(1), (2) et (3) de la définition Dans ce cas, et sauf mention expresse du
contraire :

e la loi de composition interne de G sera notée (g,g’) — gg’, donc sans
symbole particulier : on juxtapose simplement les éléments, comme on
le fait souvent pour la multiplication ordinaire ; pour cette raison, on se
permettra de dire que gg’ est le produit de g et ¢’ ;

e 1’élément neutre sera noté e, ou éventuellement eg s’il est nécessaire de
préciser dans quel groupe on se trouve;

o le symétrique d’un élément g sera noté ¢!

, et souvent appelé son inverse.
(2.5) Soit G un groupe.

(2.5.1) L’ensemble G est non vide, puisqu’il possede par définition au moins
un élément, a savoir le neutre.

(2.5.2) On a ee = e; par conséquent, e est son propre inverse.

1

(2.5.3) Si g € G alors comme gg—! = g~lg = e, on voit que g est I'inverse de

g~ ! : autrement dit, (¢t =g.

(2.5.4) Attirons l'attention sur un point important : si g et h sont deux éléments
de G, les produits gh et hg n’ont en général aucune raison de coincider (nous
verrons des exemples un peu plus bas).

(2.5.5) On peut «simplifier les égalités> dans G, au sens suivant : si g,g’ et h
sont trois éléments de G tels que gh = g'h alors g = ¢’ ; de méme, si hg = hg'’
alors g = ¢'.

En effet, supposons que gh = ¢’k ; en multipliant par ="' & droite des deux
cotés, il vient ghh™' = ¢g’hh~!, soit encore ge = g’e, et partant g = ¢’. On
procéde de méme si hg = hg'.

Notons un cas particulier important : si gh = e alors h = g~* (car gh = ¢
peut se récrire gh = gg~!) ; de méme, si hg = e alors h = g~'. Pour vérifier que
h est 'inverse de g, il suffit donc de s’assurer que I'un des deux produits hg ou
gh est égal a e (et 'autre le sera alors automatiquement).

1

(2.5.6) Si g et h sont deux éléments de G alors (gh)~! = h=tg~! : lVinversion
renverse le sens des produits. En effet, on a

(gh)(h™tg™") = ghh™ g™t = g9~ " =,
ce qui suffit & conclure d’apres le dernier paragraphe de [2.5.5]

(2.5.7) Soit g un élément de G et soit n un entier positif ou nul. On pose

g"=gg9...9

n termes
(si n = 0 on se retrouve donc avec le produit vide, que I'on prend par convention
égal & I’élément neutre €). On a g™ = g"g™ et (g")™ = ¢g™™ pour tout couple
(n,m) d’entiers positifs ou nuls (notez que la convention ¢g° = e est indispensable
a la validité de ces formules).



Sin < 0, on pose g" = (g~ 1)(=™). Nous vous laissons vérifier que les formules
g"t™m = g"g™ et (g")™ = g"™ restent valables pour tout couple (n, m) d’entiers
relatifs.

(2.6) Groupes abéliens; notation additive. Un groupe G est dit
commutatif ou abélien si gh = hg pour tout couple (g, h) d’éléments de G.

Il arrive qu’on adopte pour un groupe abélien G la notation additive : la loi
interne est notée (g,¢’) — g + ¢’; le neutre est noté 0 ou O¢ ; le symétrique
d’un élément g est noté —g (et est appelé son opposé); on écrit g — ¢’ au lieu
de g + (—¢’) ; on écrit ng au lieu de g".

(2.7) Exemples.

(2.7.1) Soit X un singleton {z}. Il y a une seule loi de composition interne
possible sur X (celle qui envoie (x,x) sur x); on vérifie aussitot qu’elle fait de
{z} un groupe (dont le neutre est évidemment x). Un tel groupe réduit & son
élément neutre est dit trivial.

(2.7.2) Le groupe Z. L’ensemble Z des entiers relatifs, muni de ’addition, est
un groupe abélien. L’élément neutre est 0, le symétrique d’un élément est son
opposé (c’est évidemment de cet exemple qu’est inspirée la notation additive
dont on a parlé au [2.6)).

Lorsqu’on parlera du groupe Z, il sera désormais toujours sous-entendu que
sa loi de composition interne est I’addition.

(2.7.3) Les groupe R* et C*. L’ensemble R* (resp. C*) des nombres réels
(resp. complexes) non nuls, muni de la multiplication, est un groupe abélien.
L’élément neutre est 1, et le symétrique d’un élément est son inverse.

Lorsqu’on parlera du groupe R* (resp. C*), il sera désormais toujours sous-
entendu que sa loi de composition interne est la multiplication.

(2.7.4) Le groupe des permutations d’un ensemble. Soit X un ensemble
et soit Sx l’ensemble des bijections de X dans X, que l'on appelle également
les permutations de X. Si o et 7 sont deux permutations de X, leur composée
est une permutation de X (L.3.5)). La formule (o,7) — o o7 définit donc une loi
de composition interne sur Sx.

11 résulte de que cette loi est associative et que Idx en est un élément
neutre. Et si 0 € Sy, la bijection réciproque o~! est un symétrique de o pour
la loi o (1.3.4)).

L’ensemble Sx muni de la composition des permutations est donc un groupe.
Lorsqu’on parlera du groupe S, il sera désormais toujours sous-entendu que sa
loi de composition interne est la composition des permutations. Lorsque cela ne
prétera pas a confusion, on se permettra d’écrire o7 plutdt que o o7 (cela allege
les notations, et est en accord avec nos conventions générales sur les groupes
abstraits). On écrira aussi parfois simplement Id au lieu de Idy, s’il n’y a pas
d’ambiguité sur X.

(2.7.5) Donnons quelques exemples de groupes de permutations.

(i) Le cas de l’ensemble wvide. L’ensemble vide possede une seule
permutation, & savoir 'identité (on sait méme que toute application de
@ dans lui-méme est automatiquement égale a l'identité, cf. . Le
groupe Sy est donc égal a {Id}; il est trivial.



(ii) Le cas d’un singleton. Un singleton {z} posséde une seule permutation,
a savoir I'identité (une application de {2} dans lui-méme envoie en effet
nécessairement x sur x). Le groupe S,y est par conséquent égal a {Id}
et est donc la encore trivial.

(iii) Le cas ot X posséde deux éléments. Supposons que X = {a,b} avec
a # b. Le groupe Sx comporte alors deux éléments : Iidentité, et la
permutation 7 qui échange a et b. Le groupe Sx n’est donc pas trivial :
il est égal & {Id,7}. On a 72 = Id (et 7 est donc son propre inverse); le
groupe Sy est abélien.

(iv) Le cas ot X posséde au moins trois éléments. On peut des lors choisir
trois éléments distincts a,b et ¢ dans X. Soit 7 la permutation de X qui
échange a et b et fixe tous les autres éléments de X (y compris ¢) et soit
o celle qui échange a et ¢ et fixe tous les autres éléments de X (y compris
b). On a les égalités

et
(ro)(a) =1(0(a)) =7(c) =c.
Ainsi, o7 # 70 : le groupe Sx n’est pas abélien.
(2.8) Le groupe Z/nZ. On fixe un entier n > 1.

(2.8.1) Soit @ un entier. La classe de a modulo n est ’ensemble des entiers b
tels que b — a soit multiple de n. En d’autres termes, cette classe est ’ensemble
des entiers de la forme a + kn avec k € Z; elle contient a (prendre k = 0).

Soit b un élément de la classe de a modulo n, et soit ¢ un entier quelconque.
Onac—a=c—b+(b—a). Comme b— a est multiple de n, on voit que si ¢ —b
est multiple de n alors ¢ — a est multiple de n; en écrivant c—b=c—a— (b—a)
on voit de méme que si ¢ — a est multiple de n alors ¢ — b est multiple de n. Par
conséquent, ¢ — a est multiple de n si et seulement si ¢ — b est multiple de n;
autrement dit, la classe de a modulo n est égale a la classe de b modulo n.

La classe de a modulo n sera notée @.

(2.8.2) Soient a et b deux entiers. On a @ = b si et seulement si b appartient &
@, c’est-a-dire si et seulement si b — a est multiple de n (on dit alors que a et b
sont, égaux modulo n.

En effet, si @ = b alors comme b appartient & b, il appartient & @. Et si b
appartient & @, on a b = @ d’apres

(2.8.3) On note Z/nZ l’ensemble des classes modulo n; on dit parfois que
Z/nZ est le quotient de Z modulo n. Les éléments de Z/nZ sont donc les @ pour
a parcourant Z ; on dispose ainsi d’une surjection a — @ de Z sur Z/nZ, qui est
appelée la réduction modulo n. D’apres onaad=bsiet seulement si b—a
est multiple de n.

(2.8.4) Remarque. Bien que les éléments de Z/nZ soient rigoureusement
définis comme des classes modulo n, c’est-a-dire comme des sous-ensembles de
Z, il vaut mieux ne pas y penser ainsi pour éviter d’avoir mal a la téte.

Ce qui est vraiment utile, c’est ce qui est expliqué au ci-dessus : on a
une surjection a + @ de Z sur Z/nZ, et @ = b si et seulement si b—a est multiple
de n (et peu importe en fait la définition technique de @). On peut ainsi voir



Z/nZ comme un ensemble de nombres fabriqué en partant des entiers relatifs
usuels et en rajoutant (par décret, en quelque sorte) une régle qui dit que deux
nombres coincident des que leur différence est multiple de n.

Supposons par exemple que n = 5. Travailler avec les classes modulo 5, cela
revient a travailler avec les entiers usuels, mais en décidant que deux entiers
coincident dés que leur différence est un multiple de 5 : on aura donc 3 = 8 ou
(=5) =0.

(2.8.5) Soit @ un élément de Z. La théorie de la division euclidienne assure

qu’il existe un unique couple (g,r) d’éléments de Z tels que r € {0,...,n — 1}
eta=nqg+r. Onadonca=r.
Soit s un entier appartenant & {0,...,n — 1}. On a 3 =T si et seulement si

s — r est multiple de n. Mais comme s et r sont tous deux compris entre 0 et
n — 1, la différence r — s est multiple de n si et seulement r — s = 0, c’est-a-dire
si et seulement si s = r. Autrement dit, r est 'unique entier compris entre 0 et
n — 1 dont la classe modulo n est égale a 7.

Récapitulons : tout élément de Z/nZ est égal & T pour un unique élément r
de {0,...,n — 1}. Par conséquent, les élements 0,...,n — 1 de Z/nZ sont deux
a deux distincts, et Z/nZ = {0,...,n — 1}. Le cardinal de Z/nZ est donc égal
an.

Considérons par exemple le cas ot n = 3. L’ensemble Z/3Z compte 3
éléments, a savoir 0,1 et 2. Si a est un entier quelconque, pour savoir auquel de
ces 3 éléments la classe @ est égale, on calcule le reste de la division euclidienne
de a par 3. Par exemple, 581 = 3 - 193 + 2, et l'on a donc 581 = 2; et
(—47) = 3+ (—16) + 1, d’ou I'égalité (—47) = 1.

(2.8.6) Constructions d’applications de source Z/nZ. Revenons au cas
ol n est un entier > 0 quelconque, et soit f une application de Z vers un
ensemble donné E. Peut-on définir une application de Z/nZ dans E par la
formule @ — f(a)? La réponse est non en général. En effet, cette formule est
a priori ambigué, pour la raison suivante : il pourrait trés bien exister deux
éléments a et b dans Z distincts tel que @ = b mais f(a) # f(b), et I'application
évoquée devrait alors envoyer @ = b & la fois sur f(a) et f(b), ce qui est absurde.

On dit que f passe au quotient modulo n si f(a) = f(b) dés que @ = b. Dans
ce cas le probleme évoqué ci-dessus ne se produit pas, et la formule @ — f(a)
définit bien une application de Z/nZ vers E, que l'on dira induite par f.

Donnons maintenant deux exemples, dans le cas ou n = 2.

e Considérons 'application sin de Z dans R. Elle ne passe pas au quotient
modulo 2 : en effet sin0 = 0 mais sin 2 # 0, alors que 2 = 0. On ne peut
donc pas définir d’application de Z/2Z dans R par la formule @ — sina :
cette application devrait en effet envoyer 0 = 2 & la fois sur sin 0 et sin 2,
ce qui est absurde puisque sin2 # sin0 = 0.

e Cousidérons lapplication f: a — (—1)* de Z dans R. Elle passe au
quotient modulo 2 : en effet si a et b sont deux entiers tels que b — a
soit pair alors (—1)® = (—1)**tt=% = (—1)b. Par conséquent, f induit une
application de Z/2Z dans R, donnée par la formule @ — (—1)%. Cette
application envoie 0 sur (—1)% =1 et T sur (—1)! = (-1).

Ces considérations se généralisent au cas d’applications de Z" vers E (ou
r est un entier positif) : si une telle application f passe au quotient modulo
n, c’est-a-dire est telle que f(ay,...,a,) = f(b1,...,b.) dés que @ = b; pour
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tout , alors f induit une application de (Z/nZ)" vers E, donnée par la formule
(@,.... ) o fla,....a,).

(2.8.7) L’addition dans Z/nZ. Nous allons donner une application
importante de ce qui précede. Considérons l'application de Z x Z vers Z/nZ
qui envoie un couple (a,b) sur a + b.

Elle passe au quotient modulo n. En effet, donnons-nous quatre éléments
a,a,b et f de Z, et supposons que @ = @ et b = f. Il s’agit de montrer que
a+b=a+p.0Ona

a+f—-(a+b)=a+f—-a—-b=(a—a)+(8—0).

Or a — a est multiple de n car @ = @, et 3 — b est multiple de n car b = /3. Par
conséquent, a + 5 — (a+b) est multiple de n et a + b = a + 3, comme annoncé.

Cette application induit donc une application de Z/nZ x Z/nZ vers Z/nZ,
donnée par la formule (@, b) — a + b. On la note encore +. On a ainsi défini une
loi de composition interne + sur Z/nZ, donnée par la formule

a+b=a+b.

Cette loi est associative. En effet, donnons-nous trois éléments @,b et ¢ de
Z/nZ. On a alors

a+((b+c) = a+b+c (1)
= a+(bte (2)
= (a+b)+c (3)
= a+b+ec (4)
= (a+b)+ve (5)

Précisons que les égalités (1), (2), (4) et (5) proviennent de la formule qui définit
la loi interne + de Z/nZ, et que (3) provient de lassociativité de 'addition de
Z.

L’élément 0 de Z/nZ est neutre pour la loi +. En effet, donnons-nous un
élément @ de Z/nZ. On a alors

a+0=a+0=a,

ou la premiere égalité provient de la formule qui définit la loi interne + de
Z/nZ, et la seconde du fait que 0 est neutre pour I'addition dans Z. On montre
de méme que 0 +a = @.

Tout élément de Z/nZ posséde un symétrique pour +. En effet, donnons-
nous un élément @ de Z/nZ. On a alors @+ (—a) = a + (—a) = 0, ou la premiere
égalité provient de la formule qui définit la loi interne + de Z/nZ, et la seconde
du fait que a + (—a) = 0 dans Z. On montre de méme que (—a) +a@ = 0. Ainsi,
(—a) est le symétrique de @ pour la loi +; on dit aussi que c’est 'opposé de
@, et on le note souvent —a, et 'on écrira @ — b plutot que @ + (—b). Avec ces
conventions, on a @ —b=a+ (—b) = a — b.

L’ensemble Z/nZ muni de Paddition qu’'on a définie est ainsi un groupe.
Lorsqu’on parlera du groupe Z/nZ, il sera désormais toujours sous-entendu que
sa loi de composition interne est I’addition telle que définie ci-dessus.
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Le groupe Z/n7Z est abélien. En effet si @ et b sont deux élements de Z/nZ,
on a

a+b = a+b (6
= b+ta (7)
= b+a (8)

Précisons que les égalités (6) et (8) proviennent de la formule qui définit la loi
interne + de Z/nZ, et que (7) provient du fait que Z est un groupe abélien.

(2.8.8) Quelques exemples.

e Le cas ot n = 1. Le groupe Z/17Z a pour cardinal 1 : il est réduit & {0}
et est donc trivial.

e Le cas ot n = 2. Le groupe Z/2Z comprend deux éléments, & savoir 0 et
1.Onal+1=1+1=2=0;ainsi, 1 = —1.

e Le cas oun = 3. Le groupe Z/3Z comprend trois éléments : 0,1 et 2. On
al+2=3=0:ainsi, 2= —1.

e Remarques générales. Supposons n quelconque. Onan —1=n—1= —1,
et de méme n — 2 = —2, etc. On a souvent intérét 3 s’en souvenir pour
simplifier les calculs. Par exemple, supposons que n = 23, et imaginons
qu’on veuille calculer 17 4+ 21. On peut calculer 17 + 21, ce qui fait 38,
puis remarquer que 38 = 23 + 15, d’ou I'égalité 17 + 21 = 15. Mais on
peut aussi directement remarquer que 21 = —2. Il vient alors

17+21=17-2=15.

3 Etude détaillée des groupes de permutation

(3.1) Nous rencontrerons souvent dans la suite les groupes de permutations
S{1,...,n}y ; pour alléger un peu les notations, nous écrirons S, au lieu de S¢; . n};
notons que Sp = Sy1,.. 0y = Sz Pour décrire un élément de S, on le présente
sous forme d’un tableau : la premiere ligne comporte tous les entiers compris
entre 1 et n, et sous chacun d’eux on écrit son image. Ainsi le tableau

1 2 3
2 31
désigne ’élément de S3 qui envoie 1 sur 2, 2 sur 3 et 3 sur 1; quant a
1 2 3
1 2 3 )
c’est simplement l'identité de {1, 2, 3}.

(3.2) Factorielle d’un entier. Soit n un entier > 0. On appelle factorielle de
n, et 'on note n!, le produit ngign 1; notez que lorsque n = 0 on obtient le
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produit vide, que 'on prend par convention égal a 1. On a donc

o =1

1 =1

20 = 12 = 2
3 = 1-2-3 = 6
41 = 1-2-3-4 = 24
5! = 1-2-3-4-5 = 120
6! = 1-2:3-4-5-6 = 720,

etc. On a pour tout n 'égalité (n + 1)! = (n+ 1) - n! (y compris lorsque n = 0,
grace & la convention 0! = 1).

(3.3) Lemme. Soit n un entier > 0 et soient X et Y deux ensembles de cardinal
n. L’ensemble des bijections de X sur Y a pour cardinal n!. En particulier —
c’est le cas oY = X — le groupe Sx a pour cardinal n!.

Démonstration. On procede par récurrence sur n.

Le cas ot m = 0. On a alors X =Y = &. Or si 7 est une application de
I’ensemble vide dans lui-méme, on a vu au que ¢ = Id. Il y a donc dans ce
cas une unique bijection de X sur Y (& savoir I'identité), et la propriété requise
est démontrée puisque 0! = 1.

Supposons n > 0 et la propriété vraie en rang < n. Comme n > 0 ’ensemble
X est non vide; on choisit x € X. Pour tout y dans Y, on note By ’ensemble
des bijections de X vers Y qui envoient x sur y. Le cardinal de B est alors égal
a ey card(By).

Soit y € Y. Se donner une bijection de X sur Y qui envoie z sur y revient
a se donner une bijection de X \ {z} sur Y \ {y} (une fois qu’on a imposé que
I'image de x soit égale a y, il reste a déterminer les images des autres éléments de
X, nécessairement différentes de y). Comme X \ {z} et Y \ {y} sont de cardinal
n — 1, hypotheése de récurrence assure qu’il y a (n — 1)! bijections de X \ {z}
sur Y \ {y}; le cardinal de B, est par conséquent égal a (n — 1)!. Il vient

card(B) = anrd(By)

yey

= > (n-1)

yey

card(Y) - (n — 1)!
= n-(n—-1)!

nl. O

(3.4) Nous allons maintenant donner la liste explicite de tous les éléments de
S, pour les petites valeurs de n.

(3.4.1) Il résulte de 2.7.5] (i) (ii) que So = {Id} et Sy = {Id}.

(3.4.2) 1l résulte de (iii) que So comprend deux éléments qui sont les
suivants (avec la présentation par tableau que nous avons décrite au (3.1)) :

(13) = (57)
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(3.4.3) Donnons la liste des éléments de Ss3. La théorie assure qu’il y en
a 3! = 6 (lemme [3.3). Pour étre certain de n’en oublier aucun, on procede
méthodiquement : on fixe I'image de 1, puis celle de 2 (on n’a alors plus le choix
pour celle de 3). On obtient :

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 3 2

1 2 3 1 2 3

2 1 3 2 31

1 2 3 1 2 3

3 21 3 1 2
(3.4.4) Donnons la liste des éléments de S4. La théorie assure qu’il y en a
4! = 24 (lemme [3.3). Pour étre certain de n’en oublier aucun, on procede

méthodiquement : on fixe I'image de 1, puis celle de 2, puis celle de 3 (on
n’a alors plus le choix pour celle de 4). On obtient :

1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 4
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1 2 3 4 1 2 3 4
4 3 1 2 4 3 2 1

Donnons un ou deux exemples de calcul dans S;. L’inverse de

1 2 3 4
2 41 3
1 2 3 4
31 4 2

(on écrit sous chaque élément son antécédent par la permutation qu’on veut

inverser).
1 2 3 4 .
3 2 1 4

Le produit
2 3 4
1 3 4

(on procede <a la mains : la permutation de droite envoie 2 sur 3, celle de
gauche envoie 3 sur 1, la composée envoie donc 2 sur 1, etc.).

est

N
W N
—_ W
A~
~—

est égal a

[N R

(3.5) Support d’une permutation. Soit X un ensemble. Soit o un élément
de Sx. Un point fize de o est un élément = de X tel que o(z) = x; on note
Fix(o) 'ensemble des points fixes de o. On appelle support de o 'ensemble des
éléments x de X tels que o(x) # x; on le note Supp(o). Par construction, on a
X = Fix(o) [[Supp(o) (1.1.6).

(3.5.1) On a Supp(c) = @ si et seulement si Fix(o) = X, c’est-a-dire encore
si et seulement si o(x) = x pour tout x € X, donc si et seulement si o = Id.

(3.5.2) Pour tout z € X on a o(z) = z si et seulement si x est son propre
antécédent par o, c’est-a-dire si et seulement si 0~1(x) = x. Il en résulte que
Fix(o™!) est égal a Fix(o), puis que Supp(c~!) = Supp(c) par passage au
complémentaire.

(3.5.3) Exemple concret. Si X ={1,2,3,4,5} et
(123 45
=\ 24315
alors Fix(o) = {3,5} et Supp(o) = {1,2,4}.

(3.5.4) Revenons au cas d’un ensemble X et d’une permutation o € Sx
quelconques. Soit z € X. Comme o est injective, on a o(o(z)) = o(x) si et
seulement si o(x) = x. Autrement dit o(z) € Fix(o) <= =z € Fix(o); par
passage au complémentaire, o(x) € Supp(c) <= x € Supp(o).

Ainsi, 'image et 'antécédent par o d’un élément de Supp(c) appartiennent
a Supp(c) (on en déduit par récurrence que o'(x) € Supp(o) pour tout i € Z
et tout z € Supp(c)). Par conséquent, o induit une bijection de Supp(c) sur
lui-méme, qui n’a pas de point fixe (puisque par définition, Supp(c) ne contient
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aucun point fixe de ). De méme, ¢ induit une bijection de Fix(o) sur lui-méme
qui n’est autre que l'identité, par définition de Fix(o).

Ainsi, si l'on reprend o comme au [3.5.3] ci-dessus, o induit l'identité de
Fix(o) = {3,5} dans lui-méme, et la bijection 1 — 2,2 +— 4 et 4 — 1 de
Supp(o) = {1,2,4} dans lui-méme (qui n’a pas de point fixe).

(3.5.5) Support d’un produit de permutations. Soient oy,...,0, des
permutations de X. Si oy(x) = x pour tout i, on a (o102...0,)(x) = x;
par conséquent, (), Fix(c;) C Fix(oy...0,). Par passage au complémentaire,
Supp(oy...0,) C U;Supp(o;). Autrement dit, le support du produit est
contenu dans la réunion des supports.

En particulier, Supp(c?) C Supp(o) pour toute permutation o de X et tout
d € N; cela vaut en fait pour tout d € Z car Supp(c—!) = Supp(o) (3.5.2).

(3.5.6) Attention : en général, le support du produit est strictement contenu
dans la réunion des supports. Par exemple si o est une permutation de X
différente de l'identité, on a Supp(c) = Supp(c~!) # @, mais le support de
oo~ =1d est vide.

(3.6) Produit de permutations & supports disjoints. Soit X un ensemble.
Soient o1, ..., 0, des permutations de X a supports deuz d deuz disjoints. Soient
S1,..., Sy, des sous-ensembles deux & deux disjoints de X tels que Supp(o;) C S;
pour tout ¢ (on peut prendre par exemple S; égal a Supp(o;) pour tout ).

(3.6.1) Soit = appartenant & S;. Si z € Fix(o;) alors 0;(z) = z, et o4(x) € S;.
Si z € Supp(o;) alors o;(x) € Supp(o;) C S; en vertu de Ainsi, 0;(x) € S;
pour tout x € S;.

(3.6.2) Soit x un élément de X. Si x n’appartient & aucun des S; il est fixe par
tous les 0, et 'on a donc (01 ...0,)(x) = x.

Supposons maintenant qu’il existe i tel que = € S;; notons que cet entier 4
est unique car les S; sont deux a deux disjoints. Si j > ¢ alors & n’appartient
pas a Sj, et 'on a donc o;(z) = x. Par conséquent (o;q1...0,)(x) = z et
(0i0ix1 ... 0on)(x) = 0;(x) L’image o;(x) appartient & S; (puisque c’est le cas de
x, et en vertu de ; elle n’appartient donc pas a S; dés que j <, et 'on a
donc

(01...0n)(l‘) = (01...0i_1)(0i0i+1...an)(x)
= (0'1...(71‘,1)(0'1'({1,‘))
= 01(1')
(3.6.3) Récapitulons : pour tout z € X, on a (01...0p,)(x) = 2« si x

n’appartient & aucun des S;; dans le cas contraire x appartient a S; pour un
unique 4, et Uon a (o1...0,)(x) = o;(x). On voit grace a ces formules que
le produit o ...0, ne change pas si I'on change 'ordre des o; : le produit de
permutations o supports deux o deux disjoints est commutatif.

Comme o;(x) # z dés que & € Supp(o;), on déduit de ce qui précéde que
(01...00n)(x) = x si et seulement si x n’appartient & aucun des Supp(o;). Par
conséquent, Supp(oy ...oy) est égal a [[, Supp(o;). Comme oy ...0, =1Id si et
seulement si son support est vide, il en résulte que oy . ..o, = Id si et seulement
si Supp(o;) est vide pour tout 4, c’est-a-dire si et seulement si o; = Id pour tout
i.
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(3.6.4) Soit d € Z. En vertu de on a Supp(cf) C Supp(c;) C S; pour tout
1. Les résultats de s’appliquent donc en remplacant o; par 0;»1 pour tout % :
si o est un élément de X n’appartenant & aucun des S; alors (0 ...0%)(z) = z;
si x appartient a S; pour un certain entier i nécessairement unique on a alors

(of...0%)(x) = o?(x).

Notons que of...0% est par ailleurs égal & (oy...0,)? puisque les o;
commutent d’apres m (on peut aussi le vérifier directement a 'aide de la

formule explicite donnée ci-dessus).

(3.6.5) Remarque. On a donné en (iv) un exemple de deux permutations
ne commutant pas. Il découle de [3:6.3] que leurs supports ne peuvent pas étre
disjoints. Nous invitons le lecteur & le vérifier directement. Plus précisément il
pourra s’assurer, en reprenant les notations de loc. cit., que Supp(7) = {a, b} et
Supp(o) = {a,c}; l'intersection des deux supports est égale a {a}, et est donc
bien non vide.

(3.7) Cycles. Soit X un ensemble.

(3.7.1) Soient ay,...,ar des éléments deuz & deux distincts de X ou £ est un
entier au moins égal & 2. On note (ajas...ap) la permutation o de X définie
comme suit :

o sixz ¢ {ay,...,ap}, alors o(x) = x;

e pour tout ¢ compris entre 1 et £ — 1, on a o(a;) = ajt1;

e on ao(ay) = ag.
Une telle permutation est appelée un £-cycle, ou un cycle de longueur £, ou une
permutation circulaire de longueur £.

(3.7.2) Exemple. Supposons que X = {1,2,3,4}. Le 3-cycle (134) est la
permutation qui fixe 2, envoie 1 sur 3, envoie 3 sur 4 et envoie 4 sur 1. Autrement

dit, c’est la permutation
1 2 3 4
3 2 4 1)°

(3.7.3) Transpositions. Revenons au cas o X est un ensemble quelconque.
Un 2-cycle de X est également appelé une transposition. Soient a; et as deux
éléments distincts de X . La transposition (ajas) est la permutation qui échange
a1 et as et fixe tous les autres éléments de X.

(3.8) Soit X un ensemble, soit £ un entier au moins égal a 2 et soient ay, ..., as
des éléments deux a deux distincts de X. Soit o le l-cycle (aq ... ay).

(3.8.1) Il résulte de la définition de o que Supp(o) = {aq,...,as}.

(3.8.2) L’écriture de o sous la forme (ay...ap) n'est pas unique. En effet,
comme o envoie ag Sur as, ag SUr dg, . . ., g SUr aj et a; sur az on peut également
écrire 0 = (az ...apar), et plus généralement o = (a; . ..aga1 ...a;—1) pour tout
1 compris entre 1 et £.

Par exemple si X = {1,2,3,4,5} et 0 = (1 3 4 2) alors o est aussi égal &
(3421),2(4213)eta (2134).

3.8.3) La bijection réciproque o1 envoie ay sur ay_1, ag_1 SUr ag_s, . .., Gz Sur
) ) s U3

@9, as SUr @, et a1 sur ap. Par conséquent, o1 est le /-cycle (agag—1...asasa1);
autrement dit, l'inverse d'un cycle est un cycle, obtenu par renversement de
Pordre des termes.
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Ainsisi X = {1,2,3,4,5} et 0 =(1342) alors o' = (243 1).

(3.8.4) Soit ¢ € Z/¢Z. 11 existe un unique entier n € {1,...,¢} tel que ¢ =7,
et nous poserons a. = a,. Par exemple, ag = a; et a5 = az = ay. Cette notation
est commode pour décrire 'action de o sur {aq,...,as} sans avoir & traiter a
part le cas de ay. On a en effet o(a,) = a,y1 pour tout n compris entre 1 et
¢—1, et o(ap) = a;. Mais comme 1T = £+ 1, on voit qu’on peut finalement écrire
o(aw) = a1 pour tout n, et donc également o~ (ar) = a;;_7 pour tout n. On
en déduit immédiatement que 0% (am) = a. g bour tout d € Z et tout n.

Par exemple, supposons que X est I'ensemble {1,2,3,4,5,6,7}, que £ =7 et
que a1 = 2,a2 =4,a3 = 1,a4 = 5,a5 = 7,a6 = 6 et ay = 3. Le cycle ¢ est donc
(241576 3). Calculons 07283(5). On a 07283(5) = 07283(ay) = az_zg3. Mais
comme 280 = 7 X 40 on a —280 = 0. Il vient az 553 = az 3 = ag = a1 = 2. On
a donc o~283(5) = 2.

(3.8.5) On a pour tout n 'égalité o*(az) = 4y, 7 = am : autrement dit, on a
o!(x) = x pour tout € Supp(c). Comme il est clair que o/ (x) = z si x € Fix(o)
on a of(z) =  pour tout z € X, et partant o = Id.

Soit d un entier strictement compris entre 0 et £. On a I'égalité 0% (a7) = a7 @

et ce dernier terme differe de ag car d # 0; par conséquent, o%(a;) # a1, et
o # 1d. L’entier £ est donc le plus petit élément de {d > 0,09 = Id}.

(3.8.6) Soit x € Supp(c). On a o?(z) € Supp(c) pour tout d € Z (c’est vrai
pour n’importe quelle permutation, cf. . Réciproquement, tout élément y
de Supp(c) est de la forme o?(x) pour un certain d € Z, qu’on peut méme
choisir dans {0,...,¢—1}. En effet, choisissons i et j tels que z = a7 et y = a5.
Il existe alors un unique entier d dans {0,...,¢ — 1} tel que d = j — i, et I'on a
ol(z) = 0d(az) = aj,q = a5 =Y.

On a donc Supp(o) = {04(2) }aez-

(3.9) Soit X un ensemble et soit S un sous-ensemble fini de X, de cardinal
¢ > 2. Comment donner la liste de tous les cycles de support S 7 Il faut faire
un peu attention : si 'on se donne deux numérotations différentes ay,...,as et
b1, ..., by des éléments de S, il se peut que les deux cycles (ay ... ap) et (by ..., by)
soient égaux (3.8.2)).

On procede donc comme suit : on choisit (arbitrairement) un élément x de
S. On sait que tout cycle de support S peut toujours s’écrire sous la forme
(zay...ap—1) (on la signalé au 3.8.2). Et il se trouve que le fait de fixer
le premier élément de l'écriture du cycle (on le prend égal & z) leve toute
ambiguité : en effet, si un cycle o s’écrit (zaq...ayp—1), on a nécessairement
ay = o(r),ay = o(ay) = 0?(x), ete. : les a; sont uniquement déterminés.

Se donner un cycle de support S revient donc a choisir une numérotation
aq,...,oq—1 des éléments de S\ {z}, deux numérotations différentes conduisant
a deux cycles différents. On a ainsi autant de cycles qu’il y a de telles
numérotations ; mais une numérotation ai,...,ap_1 des éléments de S\ {z}
est simplement une bijection de {1,...,¢—1} sur S\ {z} (celle qui envoie i sur
;) et il y en a donc exactement (¢ — 1)! (lemme [3.3).

Par exemple, supposons que X = {1,...,11} et que S = {1,4,8,11}. Il y a
alors (4 — 1)! = 6 cycles de support S, qui sont les suivants, en décidant de les
écrire en commengant par 1 :
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(14811) (14118) (18411)(18114)(11148) (11184).

(3.10) Le théoréme qui suit joue un role absolument central dans la théorie des
permutations des ensembles finis. Il permet dans de nombreux cas de ramener
I’étude d’une permutation quelconque a celle de permutations circulaires, qui
sont tres faciles a manipuler.

(3.11) Théoréme. Soit X un ensemble fini et soit o une permutation de
X. 1l existe une famille finie Cy,...,C, de cycles sur X a supports deux a
deux disjoints tels que o = C1Cs...C,.. De plus, cette écriture est <unique @
permutation prés des C;>. Cela signifie précisément que st D1Ds ... Dy est une
autre écriture de o comme produit de cycles a supports deur a deux disjoints,
alors v = s et il existe une permutation T de {1,...,r} telle que D; = C(;) pour
tout 7.

Démonstration. Elle est assez longue, et comprend plusieurs étapes.

(3.11.1) Construction de cycles. Soit x un élément de Supp(c). Commengons
par montrer qu'’il existe d > 0 tel que 0%(x) = x. On remarque tout d’abord que
comme X est fini, I'ensemble {o?(z)};en est fini. Il existe donc nécessairement
deux entiers distincts i > j tels que o'(z) = o’(x); en appliquant o7 aux
deux membres de 'égalité il vient o°~7(x) = x, d’oll notre assertion (en prenant
d=1i-j).

L’ensemble {d > 0,0%(x) = x} étant non vide, il possede un plus petit
élément ¢. On a o(x) = z, ce qui entraine que ¢ > 2 car o(z) # z puisque
x € Supp(o). De plus, si ¢ > j sont deux entiers positifs distincts strictement
inférieurs & £ alors o?(x) # o7 (x) : en effet si 'on avait o?(z) = ¢7(x) on aurait
aussi 0?77 (x) = z (par application de o~/ des deux cotés), ce qui est absurde
puisque 0 < i — j < £. Les éléments z,0(z),...,o " (z) de X sont donc deux &
deux distincts. Soit C;, le f-cycle (za(z). ..o (z)).

Soit y appartenant & Supp(C;). Il résulte de la définition de C,, et de 1’égalité
r = 0o'(z) que C.(y) = o(y) et C;1(y) = o~ 1(y). On en déduit immédiatement
par récurrence qu’on a plus généralement 1'égalité C%(y) = o%(y) pour tout
d € Z. La formule Supp(C,.) = {C%(y) }aez peut alors se récrire

Supp(Cy) = {0 (y) }aez.

(3.11.2) Soient z et 2’ deux éléments du support de o tels que

Supp(C,.) N Supp(Cyr) # 2.

On a alors C, = C,. En effet, choisissons y € Supp(C,) N Supp(C,/). On a
d’apres [3.11.1

Supp(Cy) = {0%(y)}aez = Supp(Cy)
et Crp(z) = o(2) = Cu(z) pour tout z € Supp(C,) = Supp(C,). Les
permutations C, et C,, ayant méme support et coincidant sur ce support
commun, elles sont égales.

(3.11.3) Euzistence de la décomposition. On a expliqué au [3.11.1| ci-dessus
comment associer & chaque élément = de Supp(c) un cycle C,.. Soit € I'ensemble
des cycles de la forme C, pour & € Supp(c). Soit r le cardinal de € ; on
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choisit une numérotation Ci,...,C, des éléments de ¥. D’apres [3.11.1] on a
Ci(z) = o(x) pour tout i et tout x € Supp(C;); et en vertu de les
supports des C; sont deux a deux disjoints.

Soit x € X. Supposons tout d’abord que x n’appartient a aucun des
Supp(C;). Dans ce cas z n’appartient pas au support de o, car sinon x
appartiendrait au support de C,, qui est 'un des C;; on a donc o(z) = =z.
Supposons maintenant que z appartient au support de C; pour un certain 4
(nécessairement unique). On a alors o(z) = C;(x).

Récapitulons : les C; sont des cycles a supports deux a deux disjoints; si x
n’appartient & aucun des Supp(C;) alors o(z) = x; si x appartient au support
de C; pour un certain ¢ alors o(x) = C;(x). Ceci implique en vertu de que
o=C...C,, et achéve la preuve de la partie <existence> du théoreme.

(3.11.4) Unicité de la décomposition. Supposons que o s’écrive Dy ...D; ol
les D; sont des cycles a supports deux a deux disjoints. Le support de o est
alors la réunion disjointe des supports des D;.

Fixons . Soit d € Z. Comme o = D; ... Dy, il résulte de que
(¥) Vy € Supp(Dy), o(y) = D (y).
Choisissons = € Supp(D;). On a
Supp(D;) = {D{(2)}aez = {0%(x)}aez = Supp(Cy)

(la premiere égalité provient de la seconde de (x) et la troisieme de|3.11.1)).
On a par ailleurs pour tout élément y de Supp(D;) = Supp(C,) les égalités

D;(y) = o(y) = C,(y) (la premiére provient de (x) et la seconde de [3.11.1)).
Les permutations D; et C, ont donc méme support, et elles coincident sur ce
support commun ; en conséquence, elles sont égales.

On déduit de ce qui précede que {D1, ..., Dy} est exactement l’ensemble des
cycles de la forme C,; pour € Supp(o). Autrement dit, ’ensemble {D;, ..., Dy}
est égal & {C1,...,C,}, ce qui achéve la démonstration. [

(3.12) Commentaire. Dans le théoréme o = C1...C, peut également
s’écrire comme le produit des C; effectué dans n’importe quel ordre, car le
produit de permutations a supports deux a deux disjoints est commutatif ;
on ne peut donc espérer mieux que l'unicité <a permutation press.

Malgré cette petite restriction, on parlera souvent de la décomposition d’une
permutation en produit de cycles a supports deux a deux disjoints.

(3.13) Exemples triviaux. Soit X un ensemble fini.

(3.138.1) L’écriture de Idx comme produit de cycles & supports deux & deux
disjoints est simplement son écriture comme produit vide de tels cycles; il n’y a
donc aucun cycle dans la décomposition de Idx.

(3.13.2) Soit C un cycle de X. L’écriture de C' comme produit de cycles a
supports deux a deux disjoints est simplement 1’écriture C' = C'; il y a donc un
seul cycle dans la décomposition de C, a savoir C' lui-méme.

(3.14) Nous allons maintenant décrire 1’algorithme permettant d’écrire une
permutation quelconque ¢ d’un ensemble fini X comme produit de cycles a
supports deux a deux disjoints. Cet algorithme est directement inspiré de la
preuve du théoreme |3.11
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(3.14.1) Le coeur de cette preuve consistait a associer & un élément x de
Supp(c) un cycle C,. 11 découle de la définition de ce dernier qu’il s’écrit
(21 ...2¢) ot (z;) est la suite construite récursivement par le procédé suivant :
T =2;
e si o(x;) = x, on arréte; sinon on pose x;+1 = o(x;).

(3.14.2) La décomposition de o s’obtient alors comme suit. Si ¢ = Id il n’y
a rien a faire . Sinon, on construit une suite yi,...,ys d’éléments de
Supp(o) par le procédé récursif suivant :

e on prend pour y; n’importe quel élément de Supp(o);

e si la réunion des supports des cycles Cy,,...,Cy, est égale au
support de o (c'est-a-dire si tout élément de X en dehors de
Supp(Cy, ) [1... 11 Supp(Cy,) est fixe sous o), on arréte; sinon, on
prend pour y;41 n’importe quel élément de Supp(o) en dehors de
Supp(cm) H e H Supp(cyi)'

L’écriture cherchée est alors o = C,,C,, ...C,,. (Bien entendu, les cycles
Cy, sont eux-mémes construits par le procédé décrit au .

(3.15) Un exemple concret. On prend pour X lensemble {1,2,...,17} et
pour ¢ la permutation

123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
7 8 1 6 4 16 13 12 17 2 156 9 14

Nous allons appliquer pas a pas I’algorithme décrit ci-dessus. La permutation
o est différente de 'identité, on va donc construire une suite (yi, ..., ys) comme
au On prend pour y; n’importe quel élément du support de o, disons
1. Pour décrire le cycle Cy, on proceéde comme indiqué au [3.14.1] : on itere o
jusqu’au moment ou on retombe sur 1. On a

o(l) = 3
o3 =7
o(7) 1

Le cycle C est donc égal & (1 3 7). Son support est {1,3,7}. Il y a des éléments
de Supp(c) qui n’appartiennent pas a ce dernier, par exemple 2. On pose donc
yo = 2. Calculons C5. On a

o(2) =5
o(5) = 11
o(11) = 13
o(13) = 17
o(17) = 14
o(14) = 2.

Le cycle ¢y est donc égal & (2 5 11 13 17 14). La réunion des supports de Cy
et Cy est égale & {1,2,3,5,7,11,13,14,17}. Il y a des éléments de Supp(c) qui
n’appartiennent pas a ce dernier, par exemple 4. On pose donc y3 = 4. Calculons
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C4. On a

c(4) = 10
o(10) = 16
o(16) =

)

Le cycle C4 est donc égal & (4 10 16 9). La réunion des supports de Cy,Cs et Cy
est égale & {1,2,3,4,5,7,9,10,11,13,14,16,17}. Il y a des éléments de Supp(o)
qui n’appartiennent pas a ce dernier, par exemple 6. On pose donc y4 = 6.
Calculons Cg. On a

o(6) = 8

o(8) = 6.
Le cycle Cg est donc égal & (6;8). La réunion des supports de Cy,Csy, Cy et Cg
est égale & {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,16, 17}. Les deux éléments restants
sont 12 et 15, qui sont tous deux fixes par o. L’algorithme s’arréte donc ici et

I’écriture de o comme produit de cycles a supports deux a deux disjoints est la
suivante :

g = Cyl Cy2 Cys Cy4

C1C2C4C
(137) (25111317 14) (41016 9) (6 8).

(3.16) En nous avons donné la liste de tous les éléments de S, présentés
par tableau. Nous allons maintenant la redonner en considérant les différents
types possibles de décomposition en produit de cycles a supports deux a
deux disjoints (le <type» d’une décomposition est le nombre de cycles de
chaque longueur qu’elles met en jeu); pour donner explicitement la liste des
permutations de chaque type, nous avons utilisé la description des cycles de
support fixé donnée en [3.9]
e Aucun cycle : 1d.
o Une transposition :(1 2), (1 3), (1 4),(2 3),(24),(34).
e Un 3-cycle :
(123),(132),(124),(142),(143),(134),(234),(243).
o Un 4-cycle :
(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432).
o Deux transpositions : (1 2)(3 4), (1 3)(24), (1 4)(2 3).

(3.17) Soit X un ensemble.

(3.17.1) Soient ay,...,a; des éléments deux & deux distincts de X. On vérifie
immédiatement que

(arag...ap) = (a1a2)(aza3) ... (ag—1ap).

Un cycle de longueur ¢ peut donc toujours s’écrire comme le produit de ¢ — 1
transpositions.

(3.17.2) Si X est fini, le théoreme assure que toute permutation de X
peut s’écrire comme un produit de cycles (& supports deux & deux disjoints).
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Comme tout cycle sur X est produit de transpositions en vertu de [3.17.1] on
voit que toute permutation de X est produit de transpositions.

(3.18) Nous nous proposons maintenant d’introduire un invariant fondamental
d’une permutation, sa signature. Nous la définirons d’abord dans le cas ou
X ={1,...,n}, nous verrons plus tard comment ’étendre & un ensemble fini
quelconque.

(3.19) Soit n un entier > 0 et soit o € S,. Soit & l'ensemble des parties
de {1,...,n} de cardinal 2. Si A = {i,j} est un élément de &, son image
o(A) ={o(i),0(j)} est encore un élément de & (en effet comme o est injective
on a o(i) # o(j) et o(A) est donc bien de cardinal 2). Si B = {u,v} est un
élément de 2, il existe un unique élément A de & tel que o(A) = B, a savoir
{o7 (u),07t(v)}. La formule A — o(A) définit donc une bijection de & sur
lui-méme.

On dit qu’un élément A = {i,j} de & est une inversion de o si j — i et
o(7)—o (i) sont de signes opposés, soit encore, en termes un peu plus informels, si
o renverse l'ordre de ¢ et j. On note I(0) le nombre d’inversions de o. Supposons
par exemple que n = 4 et que o est la permutation

1 2 3 4
2 3 41 '
Les inversions de o sont {1,4}, {2,4} et {3,4}, et I(o) = 3.

(3.20) Théoreme. Soit n un entier et soient o et T deux permutations de
{1,...,n}. L’entier I(o) + I(7) — I(o7) est pair.

Démonstration. Soit & 1'ensemble des parties de {1,...,n} de cardinal 2.
Soit ET le sous-ensemble de & constitué des parties A telles que T ne renverse
pas ordre des éléments de A, et soit £~ le sous-ensemble de &2 constitué des
parties A telles que 7 renverse l'ordre des éléments de A ; autrement dit, £~ est
I’ensemble des inversions de 7. On définit F'* et F'~ de facon analogue avec o
a la place de 7.

Soit A € . La permutation o7 renverse l'ordre des éléments de A si et
seulement si on est dans I'un des deux cas suivants :

e 7 ne renverse pas l'ordre des éléments de A, et o renverse 'ordre des
éléments de 7(A) — autrement dit, A € ET et 7(A) € F~;

e 7 renverse 'ordre des éléments de A, et o ne renverse pas l'ordre des
éléments de 7(A) — autrement dit, A € E~ et 7(A) € F'T.

Soit G~ le sous-ensemble de & constitué des parties A dont I'image par 7

appartient & F'~. Puisque A — o(A) définit une bijection de & sur lui-méme

(cf. , le cardinal de G~ est égal & celui de F'—, c’est-a-dire a I(o). Par ce qui

précede, la permutation o7 renverse 'ordre des éléments de A si et seulement

si A appartient a £~ et pas & G~, ou A appartient & G~ et pas a E~. Il vient

I(cr) = (card(E™)—card(E~ NG"))+ (card(G™) — card(E~ NG7))

card(E7) + card(G™) — 2-card(E~ NG™)
= I(n)+1(o) =2 -card(E~"NG™.)

Ainsi
I(o)+1(r) —I(o7) =2-card(E~ NG7)
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est bien pair. [J

(3.21) Soit n un entier et soit o € S,. On appelle signature de o, et 'on
note £(o), ’élément (—1)1?) de {—1,1}. On dit que o est paire si sa signature
vaut 1 (ce qui veut dire qu’elle a un nombre pair d’inversions), et impaire si sa
signature vaut (—1), ce qui veut dire qu’elle a un nombre impair d’inversions.

Par exemple lidentité est paire (aucune inversion); la permutation
considérée & la fin de est impaire (trois inversions).

(3.22) Nous allons maintenant énoncer la propriété fondamentale de la
signature. Soit n un entier et soient o et 7 deux éléments de S,,. On a alors

e(or) = (=17 = (1)) — ()1 (1)) = £(0)e(r).
d’apres le th. @

Notons une premiere conséquence de ce fait : on a pour tout o € 5, ’égalité

1=¢(Id) = e(oo ") = e(0)e(c™Y),

ce qui entraine que (o) = e(c7 1)1 = g(0™!) (un élément de {—1,1} est égal
a son propre inverse pour la multiplication).

(3.23) Quelques calculs de signature. Soit n un entier.

(3.23.1) Le cas d’une transposition. Soit 7 = (ab) une transposition de Sy, ;
comme (ab) = (ba) on peut toujours supposer que a < b.
Soient 7 et j deux entiers avec ¢ < j. On déduit de la description directe de 7
que 'on a 7(i) > 7(4j) si et seulement si on est dans 'un des deux cas suivants :
ei=aeta<j<b;
ea<i<betj=b.
Il'y a b—a couples (i, 7) qui satisfont la premiere condition, et b — a couples
(i, 7) qui satisfont la seconde. Il y a par ailleurs exactement un couple qui satisfait
les deux, a savoir (a,b). Il vient

I(r)=b—a+b—a—-1=2(b—a)—1,

et I(7) est donc impair. Par conséquent £(7) = —1 : une transposition est
impaire.

(3.23.2) Le cas d’un cycle. Soit £ un entier compris entre 2 et n et soit ¢ un
l~cycle de S,,. On a vu au [3.17.1] que c est le produit de £ — 1 transpositions.
Comme la signature d’une transposition est (—1), il vient e(c) = (=1)*"!. La
parité d’un cycle est donc opposée a celle de sa longeur.

(3.23.3) Le cas d’une permutation quelconque. Soit ¢ une permutation
quelconque de {1,...,n}. Pour calculer £(o), le plus simple est de calculer la
décomposition de o en produit de cycles a supports deux a deux disjoints par
I’algorithme décrit plus haut, puis d’appliquer et la multiplicativité de
la signature.

Par exemple, soit o la permutation de {1,...,17} étudiée au On a
vu que o s’écrit comme le produit de quatre cycles (& supports deux & deux
disjoints) : un de longueur 3, un de longueur 6, un de longueur 4 et un de
longueur 2. Par conséquent, e(o) = (—1)?F5T3+1 = (1)1 = (-1) (penser a
retrancher 1 & la longueur de chaque cycle pour calculer la signature!).
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Comparez 'efficacité de cette méthode a celle qui consisterait a compter le
nombre d’inversions de o (il y aurait 17X18 = 136 ensembles {i,j} a tester!).

(3.24) Signature et écriture comme produit de transpositions. Soit n
un entier et soit 0 € 5,,. On a vu que o peut toujours s’écrire comme un produit
de transpositions 7y ... 7,.. Mais attention : ni cette écriture ni méme ’entier r
(le nombre de transpositions impliquées) ne sont uniques : par exemple dans S3
le 3-cycle (123) est égal & (3 1)(1 2), & (1 2)(2 3), ouencore & (32)(21)(32)(21)
(vérifiez-le!).

Par contre, la parité de r est bien déterminée : r est pair si o est paire, et
impair dans le cas contraire. En effet comme la signature d’une transposition
est égale a (—1), on a (o) = (—1)".

4 Sous-groupes

(4.1) Définition. Soit G un groupe. Un sous-groupe de G est un sous-ensemble
H de G possédant les propriétés suivantes :
e cc H,;
e pour tout élément h de H on a h™! € H (on dit aussi que <H est stable
par inversions);
e pour tout couple (h,h’) d’éléments de H on a hh' € H (on dit aussi que
«<H est stable par produits).

Si H est un sous-groupe de G, la formule (h, h’) — hh’ définit une application
de H x H vers H (puisque H est stable par produit), et donc une loi de
composition interne sur H. Cette loi est associative — puisque le produit est
associatif sur G tout entier. Elle possede un élément neutre, a savoir e (qui
appartient & H par hypothese). Et tout élément h de H a un symétrique pour
cette loi, & savoir h=! (qui appartient & H puisque ce dernier est stable par
inversion). Ainsi, cette loi fait de H un groupe. Pour des raisons évidentes, on
dit parfois que cette structure de groupe est héritée de celle de G.

Lorsqu’on considérera un sous-groupe de G, il sera toujours implicitement
considéré comme muni de la structure de groupe héritée de celle de G.

(4.2) Exemples.

(4.2.1) Les cas triviauz. Si G est un groupe, G et {e} sont des sous-groupes de

G.

(4.2.2) Le sous-ensemble R* de C* en est un sous-groupe (et sa structure de
groupe héritée de celle de C* est sa structure de groupe usuelle).

(4.2.3) Le sous-ensemble {—1,1} de R* en est un sous-groupe.

(4.2.4) Soit K le sous-ensemble {Id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} de Sy. 1
contient I'identité, il est stable par inversion (vérifiez que chacun de ses éléments
est égal & son propre inverse), et par produit (vérifiez que

(12)(34)(13)(24) = (14)(23)

et qu’'on a les deux autres égalités analogues). C’est donc un sous-groupe de Sy.

(4.2.5) Donnons maintenant deux exemples un peu plus théoriques. Soit G un
groupe.
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e Soit H un sous-groupe de G et soit H' un sous-ensemble de H. L’ensemble
H’ est un sous-groupe de H si et seulement si c’est un sous-groupe de
G. En effet, les trois conditions que doit vérifier H’ pour étre un sous-
groupe de H sont les mémes que celles qu’il doit satisfaire pour étre un
sous-groupe de G (écrivez-les!).

e Soit (H;);c; une famille de sous-groupes de G indexée par un certain
ensemble d’indices I. L’intersection des H; est alors un sous-groupe de
G. Expliquons brievement pourquoi.

Comme chacun des H; est un sous-groupe de G, on a e € H; pour tout
I, et donc e € () H;.

Soit h € () H;. Pour tout i, 'élément h de G appartient & H;, ce qui
entraine que h~' € H; puisque H; est un sous-groupe de G ; comme ceci
vaut quel que soit 4, on a h=t € (| H;.

Soient h et h’ deux éléments de (| H;. Pour tout 4, les éléments h et h’
de G appartiennent & H;, ce qui entraine que hh' € H; puisque H; est
un sous-groupe de G ; comme ceci vaut quel que soit ¢, on a hh' € (| H;,
et (| H; est donc bien un sous-groupe de G.

(4.3) Sous-groupe engendré par un élément. Soit G un groupe et soit
g €q.

(4.3.1) Si H est un sous-groupe de G contenant g, il contient g" = gg...g
—
n termes
pour tout n € N (puisqu’il est stable par produit), et méme en fait g™ pour tout
n € Z (puisqu’il est stable par inversion).

Par ailleurs, {¢"},ecz est lui-méme un sous-groupe de G, qui contient
évidemment ¢ = g'; en effet il contient e = ¢°, est stable par produit
(g"g™ = ¢g"*t™ pour tout (n,n’)) et par inversion ((¢g")~! = g~" pour tout
n). C’est donc le plus petit sous-groupe de G contenant g; on appelle le sous-
groupe engendré par g et on le note souvent (g).

(4.3.2) Attention : si G est un groupe abélien noté additivement, (g) est
lensemble {ng},cz.

(4.3.3) Exemple. Supposons que G = Sy et g = (12). On a g? = Id et donc
g*" = 1Id pour tout n et g>"*! = g pour tout n. Ainsi (g) est simplement
lensemble & deux éléments {Id, g} = {Id, (12)}.

(4.3.4) Exemple. Supposons que G = Sy et g = (1234). On a g* = Id. Soit n
un entier relatif. Effectuons la division euclidienne de n par 4. Elle fournit une
écriture n = 4q + r avec 0 < r < 3. On a alors

n 4q+r _

g"=g (991" =eg" =g .

Ainsi (g) est simplement {Id, g, g%, g*}. Comme 3 = 4—1onag® = g~! = (1432).
Quant & ¢2, un calcul direct montre que c’est la permutation

(; 2 ‘2‘>:(13)(24).

Ainsi (g) = {Id, (1234), (13)(24), (1432)}.

(4.3.5) Exemple. Supposons que G = Z, sans faire d’hypotheése particuliere
sur g. Le sous-groupe (g) de Z est I’ensemble des entiers de la forme ng = gn
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avec n € Z; c’est donc tout simplement l’ensemble des multiples de g, que I'on
note en général gZ.

Ainsi le sous-groupe de Z engendré par 2 est ’ensemble 27 des entiers pairs,
celui engendré par 3 est ’ensemble 37 des multiples de 3, etc.

Le théoreme ci-dessous montre que tous les sous-groupes de Z s’obtiennent
ainsi.
(4.4) Théoréme. Soit G un sous-groupe de Z. Il existe un unique entier d > 0
tel que G = dZ.

Démonstration. Montrons tout d’abord P’existence. Si G = {0} alors G = 0Z.
Supposons maintenant G non trivial ; le groupe G possede alors un élément g non
nul. Il possede méme un élément strictement positif : en effet c’est clair si g > 0,
et si g < 0 il suffit de prendre (—g). L’ensemble des éléments strictement positifs
de G étant non vide, il possede un plus petit élément d. Nous allons montrer
que G = dZ. Comme G est un sous-groupe de Z contenant d, il contient le
sous-groupe de Z engendré par d, qui est précisément dZ.

Il reste & montrer I'inclusion réciproque G C dZ. Soit g € G. Comme d > 0
on peut effectuer la division euclidienne de g par d. Elle fournit un couple (g, r)
d’entiers avec 0 < 7 < d tels que g = dg+r. On a donc 7 = g—dgq. Par I'inclusion
dZ C G déja établie, —dq € G. Puisque G est stable par somme, g — dgq € G.
Autrement dit, r € G. Puisque 0 < 7 < d et puisque d est le plus petit élément
strictement positif de G, on ar = 0 et g = dg; en particulier, g € dZ et G C dZ.

Il reste a s’assurer de l'unicité de d. Soit donc & un entier > 0 tel que
G = dZ = 0Z. Si d = 0 alors G = 0Z = {0}, et 0 est donc nul puisque §
appartient & G = 0Z. Supposons d # 0. Comme d est un élément de G = §Z
il existe a € Z tel que d = ad ; de maniere symétrique, il existe b € Z tel que
d = bd. On a donc d = abd, soit encore d(ab — 1) = 0. Puisque d # 0, on a
ab = 1. Comme a et b sont entiers, ils sont ou bien tous deux égaux a 1, ou bien
tous deux égaux a (—1). Mais dans ce dernier cas on aurait 6 = bd = —d ce qui
est absurde car 6 > 0. Ainsia=b=1et d =bd =d. O

(4.5) Théoréme-définition. Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe
de G. Le cardinal de H divise le cardinal de G. Le quotient card(G)/card(H)
est appelé indice de H dans G est est noté [G : HJ.

Démonstration. Pour tout g € G, on note gH le sous-ensemble de G formé
des éléments de la forme gh avec h € H. La clef de la preuve réside dans ’étude
de ces ensembles gH ; nous allons donc commencer par en établir quelques
propriétés.

(4.5.1) Sig € G, le cardinal de gH est égal au cardinal de H. En effet,
Papplication de H dans G qui envoie h sur gh est injective (c’est la propriété
de simplification, cf.[2.5.5)). Son image, qui n’est autre que gH par définition de
ce dernier, a donc un cardinal égal a celui de H.

(4.5.2) Sige G etsiae€ gH alors gH = aH. En effet, comme a € gH on
peut écrire a = ghg pour un certain hg € H ; on a alors g = ahal (multiplier &
droite par hy ! les deux membres de légalité). Pour tout élément h de H on a
ah = ghoh € gH car hoh € H (puisque H est un sous-groupe de G); et on a
également gh = ahy 'h € aH car hy 'h € H (puisque H est un sous-groupe de
G). Ainsi aH C gH et gH C aH, d’ou 'égalité annoncée gH = aH.
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(4.5.3) Si g et ¢ sont deuzx éléments de G tels que gH N g'H # & alors
gH = ¢’'H. En effet, choisissons a € gH N ¢g’H. Il résulte alors de 4.5.2] que
gH =aH =¢'H.

(4.5.4) Conclusion. Soit & 'ensemble des parties de G qui sont de la forme
gH pour un certain ¢ € G; notons r le cardinal de &, et choisissons une
numérotation arbitraire Pi,..., P, des éléments de . En vertu de [£5.1] le
cardinal de P; est égal au cardinal de H pour tout i, et il résulte de [1.5.3] que les
P; sont deux a deux disjoints. Par ailleurs, pour tout g € G on a g = ge € gH ;
ainsi, G = J P,.

Conclusion : G est la réunion disjointe des ensembles P;, et chacun d’eux a
un cardinal égal a celui de H. Il vient

card(G) = Z card(P;) = r - card(H).

Par conséquent, card(H) divise card(G). O

(4.5.5) Exemple. Le groupe Sy a pour cardinal 4! = 24. Tout sous-groupe de
S4 a donc un cardinal divisant 24, ¢’est-a-dire égal & 1,2, 3,4, 6,8, 12 ou 24 (notez
que les deux sous-groupes de Sy considérés en [£.3.3] et [£.3.4] sont de cardinaux
respectifs 2 et 4, qui figurent dans cette liste). Il n’y a donc pas par exemple de
sous-groupe de Sy de cardinal 5,7 ou 10.

(4.5.6) Soit G un groupe dont le cardinal est un nombre premier p. Si H est
un sous-groupe de G le cardinal de H est un diviseur de p, et est donc égal a 1
ou a p, ce qui veut dire que H = {e} ou H = G : le groupe G n’a donc pas de
sous-groupes intéressants.

(4.6) Stabilisateurs et orbites. Soit X un ensemble, soit G un sous-groupe
de Sx et soit z in X.

(4.6.1) Soit z € X. On appelle stabilisateur de x dans G, et I’'on note en général
G, Pensemble des éléments g de G tels que g(x) = x. C’est un sous-groupe de
G. En effet, on a Id(z) = z, et donc Id € G,. Si g et h sont deux éléments de
G, on a alors (gh)(x) = g(h(z)) = g(x) = x et gh appartient donc & G. Enfin,
si g € G, I'égalité g(x) = x entraine que » = g~ (), et g~! appartient donc &
G. Par conséquent ce dernier est un sous-groupe de G, comme annoncé.
(4.6.2) On appelle orbite de z sous G I'ensemble des éléments de X de la forme
g(z) pour g € G. Nous la noterons Og(x). Notons que = = Id(z) appartient &
OG (3])
(4.6.3) Lemme. Supposons G fini. Le cardinal de Og(x) égal a [G : Gy].
Démonstration Soit p 'application de G dans X qui envoie g sur g(x). Par
définition, Og(z) est égale & 'image de p. Soit y € Og(x). Il existe go € G tel
que y =: go(x), et pour tout g € G on a les équivalences

g(z) =y

g9(z) = go(z)

90 9(x) = x

9 '9 € Gq
HeGtag'lg="
Iy e G, t.q. g = go7-

p(g) =y

Treeee
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Ainsi, p~1(y) est 'ensemble des éléments de G de la forme goy avec v € G.
Puisque v — goy est injective (par simplification, cf. , le cardinal de p~(y)
est égal au cardinal de G,.

Comme G est la réunion disjointe des p~!(y) pour y parcourant O, on voit
que

card(G) = Z card(p~"(y))

y€O0g(x)

= Z card(Gy)
y€O0c(x)

= card(Og(x)) - card(Gy).
Ainsi card(Og(x)) = card(G)/card(G,) = [G : G,]. O
(4.6.4) Lemme. Soit y un point de Og(x). On a Og(y) = Og(x).

Démonstration. Par définition, il existe go € G tel que y = go(x), ce qui
entraine que ¢ = go_l(y). On a alors pour tout g € G les égalités

9(y) = 9(90(x)) = (990)(x) € Oc(x).

Ainsi, O¢(y) C Og(x). Mais on a aussi pour tout g € G les égalités

9(x) = g(g5 " (1) = (995 ) (v) € Oc(y)-
Ainsi, O¢(z) C O¢(y), et 'on a finalement O¢(y) = Og(z). O
(4.6.5) Corollaire. L’ensemble X est la réunion disjointe des orbites sous G.

Démonstration. Tout point de X appartient a sa propre orbite. Et si y et z
sont deux points de X tels que l'intersection Og(y) N O¢(z) soit non vide, alors
Oc¢(x) = O¢(y) : en effet on choisit un élément ¢ dansOg(y) N Og(z) et on a
alors Og(y) = Og(t) = Og(z) d’apres le lemme Les orbites sont donc
deux a deux disjointes. O

(4.7) Exemples.

(4.7.1) Soit n un entier. Pour tout b € Z, notons f}, I'application de Z dans
lui-méme de la forme qui envoie a sur a + nb. Soit b € Z. Pour tout ¢ € Z il
existe un unique entier z tel que a+nb = ¢, a savoir c—nb = f_(c). Ainsi f est
bijective et (fy) ™! = f_p. Soit G le sous-ensemble de Sz formé des bijections de
la forme fj, avec b € Z. 1l contient 'identité, qui est égale a fp. On a vu ci-dessus
qu’il est stable par inversion. Soient b et b’ deux éléments de Z. On a pour tout
a € 7 les égalités

fo(fo(a)) = fy(a+nb) =a+nb+nb =a+nb+b)= foiy(a).

Ainsi f, for = fo+v, et G est donc stable par produit. Par conséquent, G est un
sous-groupe de S7.

Soit a € Z. Le stabilisateur G, est ’ensemble des applications f; telles que
fo(a) = a+nb = a; mais cette égalité n’est possible que si b = 0, et I’on a donc
Go = {fo} = {Id}. Quant a lorbite de a, c’est

{fo(a)}vez = {a + nb}yez,
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qui n’est autre que la classe de a modulo n.

(4.7.2) Soit o lapplication n — —n de Z dans lui-méme. Tout élément n de Z a
un unique antécédent par o, & savoir —n = o(n). Par conséquent o est bijective
et 071 = 0, ce qui veut signifie que 02 = Id. Le sous-ensemble H := {Id, o} de
Sz en est donc un sous-groupe.

Soit ¢ € Z. On a o(a) = a si et seulement si a = 0. Le stabilisateur H, de
a est donc égal & H tout entier si @ = 0, et & {Id} sinon. La théorie assure des
lors que O (a) doit compter un élément si a = 0, et deux éléments sinon. Mais
on peut le vérifier directement : lorbite O (a) est égale & {a,—a} pour tout
a € Z; elle est donc réduite a {0} si a = 0, et posséde exactement deux éléments
si a # 0 car a et —a sont alors distincts.

(4.7.3) Soit n un entier strictement positif. L’orbite de 1 sous S, est alors
égale & {1,...,n} tout entier : en effet pour tout i € {1,...,n} il existe une
permutation de {1,...,n} envoyant 1 sur ¢ (prendre l'identité si i = 1, et la
transposition (1¢) sinon). La théorie assure alors que le stabilisteur de 1 dans
Sy, soit avoir pour cardinal %’ = (n — 1)l. On peut le vérifier directement : se
donner une permutation de {1,...,n} qui fixe 1 revient en effet & choisir une
permutation de {2,...,n} (une fois qu’on a décidé que 1 est fixe, il reste & choisir
les images des autres éléments), et comme le cardinal de {2,...,n} est égal &
n—1ilya (n—1)! telles permutations.

5 Morphismes de groupes

(5.1) Définition. Soient G et H deux groupes. Un morphisme de groupes de
G vers H est une application f de G dans H telle que f(gg9’') = f(g9)f(g')-

(5.1.1) Commentaires sur la terminologie. On rencontre parfois également
le terme homomorphisme de groupes, mais il a tendance a tomber en
désuétude. Par ailleurs, nous dirons souvent dans ce cours simplement
<morphisme> plutét que <morphisme de groupes» (en mathématiques, &
chaque fois ou presque qu’on définit une classe d’objets intéressants, on définit
une classe d’applications intéressantes entre objets du type considéré, qu’on
appelle en général <morphismes de ...>, a compléter par le nom des objets :
il y a des morphismes de groupes, d’anneaux, etc. Mais d ce cours il n’y aura
normalement pas d’ambiguité, puisque nous nous focalisons sur les groupes).

(5.1.2) Un morphisme de G vers H est donc une application de G vers H qui se
comporte bien vis-a-vis des lois internes de G et H. Mais ce bon comportement
s’étend en fait automatiquement aux éléments neutres et a I’inversion. En effet,
soit f un morphisme de G dans H. On a alors

flec)en = flea) = f(ed) = f(ea)®
—_————

car f est un morphisme

et donc f(eq) = ey par simplification (2.5.5). On en déduit que 'on a pour
tout g € G les égalités

en = flea) = flgg™") = f9)f(g™"),

ce qui entraine que f(g~!) = f(g)~!, la encore par simplification.
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(5.2) Exemples.

(5.2.1) Les cas triviaux. Soit G un groupe. L’identité Id: G — G est
un morphisme. Pour tout sous-groupe H de G, linclusion H — G est un
morphisme. Pour tout groupe G’, application constante g — egr de G dans G’
est un morphisme.

(5.2.2) Soient f: G — G’ et f': G = G” deux morphismes de groupes. La
composée [/ o f: G — G" est alors un morphisme de groupes : on a en effet
pour tout (g1, g2) € G? les égalités

(fofNgg2) = [f(f(g192))
f(91)f(92))
= f(f'(9)f(f'(92))

a))f(f
(fo f)g1)(f o f)(g2)

(la deuxieéme égalité vient du fait que f’ est un morphisme, et la troisitme du
fait que f est un morphisme).

(5.2.3) On a signalé au que {—1,1} est un sous-groupe de R*. Pour tout
entier n, la signature est un morphisme de S, dans {—1,1} : cela résulte de
9. 22)

(5.2.4) Soit n un entier > 0. L’application a + @ de Z dans Z/nZ est un
morphisme de groupes : cela résulte du fait que a + b = @+b pour tout (a,b) € Z?
par définition de la loi de groupe sur Z/nZ.

(5.3) . Soit f: G — H un morphisme de groupes.

(5.3.1) Soit G’ un sous-groupe de G. Montrons que 'image f(G’) est un sous-
groupe de H.

e Comme e € G’ (car G’ est un sous-groupe de G) et f(eg) = ey on a
en € f(G).

e Soient h et A’ deux éléments de f(G'). Par définition, il existe deux
éléments g et ¢’ de G’ tels que f(g) = h et f(¢’) = h'. On a alors
hh' = f(9)f(¢') = f(gg’); puisque gg' € G’ (car G’ est un sous-groupe
de G) on voit que hh' € f(G').

e Soit h un élément de f(G’). Par définition, il existe alors g € G’ tel que
f(g) =h.On aalors h=! = f(g)~! = f(g7!); puisque g=! € G’ (car G’
est un sous-groupe de G), on voit que h=! € H.

Ainsi, f(G’) est bien un sous-groupe de H. En particulier, f(G) est un sous-

groupe de H.

(5.3.2) Soit H' un sous-groupe de H. Montrons que 'image réciproque f~1(H’)
est un sous-groupe de H.

e Comme ey € H' (car H' est un sous-groupe de H) et comme f(eq) = eny
onaeg € fHH).

e Soient g et ¢’ deux éléments de f~(H'). Par définition, f(g) € H' et
f(g') € H'. On a alors f(g99’) = f(9)f(¢’) € H' (car H' est un sous-
groupe de H). Ainsi, g¢' € f~1(H’).

e Soit g un élément de f~!(H’). Par définition, f(g) € H'. On a alors
flg7h) = f( )"t € H' (car H' est un sous-groupe de H). Ainsi, g1
appartient & f~1(H’).
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Il s’ensuit que f~!'(H') est un sous-groupe de G, comme annoncé. En
particulier,

N en) = " ({en}) = {9 € G, f(9) = en}

est un sous-groupe de G, que l'on appelle le noyau de f et que 'on note parfois
Ker f.

(5.4) Exemples. Soit n un entier et soit : S, — {—1,1} la signature. Son
noyau est par ce qui précede un sous-groupe de .S,,, que ’on note en général A, ;
par définition, A,, est constitué des permutations paires.

(5.4.1) Supposons quen =0 oun = 1. On a alors S,, = {Id}, et £(Id) est égale
& 1. On en déduit que A, = S,, = {Id}, et que I"image de ¢ est égale & {1}.

(5.4.2) Supposons que n > 2. Le groupe S,, contient alors la transposition (12).
Sa signature est (—1); par conséquent l'image de € est {—1,1} tout entier : la
signature est surjective.

Et le groupe A,, (qui ne contient pas (12)) est un sous-groupe strict de S,.
Lorsque n = 2 on a S,, = {Id, (12)} et A, est donc égal & {Id}; mais si n > 3
alors A,, est non trivial, car il contient (123).

(5.5) Nous allons maintenant énoncer deux résultats théoriques importants
sur le noyau, qui vous rappelleront sans doute des énoncés d’algebre linéaire :
vous avez probablement déja rencontré le lemme dans ce contexte, et la
proposition est quant a elle un analogue de la <formule du rangs.

(5.6) Lemme. Soit f: G — H un morphisme de groupes. Le morphisme f est
injectif si et seulement si son noyau est trivial.

Démonstration. Supposons f injective et soit g € Ker f. On a alors

flg) =en = flec),

donc g = e par injectivité de f et Ker f est trivial.
Réciproquement, supposons que Ker f est trivial et soient g et ¢’ deux

éléments de G tels que f(g) = f(¢'). On a alors f(¢'g™) = f(¢)f(g7 ") =en;
par conséquent g~ 'g’ € Ker f et comme celui-ci est trivial, on a g~ '¢’ = eg et
partant g = ¢’. Ainsi, f est injective. O

(5.7) Proposition. Soit f: G — H un morphisme de groupes. Supposons que
G est fini. On a alors légalité

card(f(G)) - card(Ker f) = card(G).

Démonstration. On procéde en plusieurs étapes.

(5.7.1) Montrons que pour tout h € f(G) on a card(f~'(h)) = card(Ker f).
Soit A un élément de f(G). Choisissons go € G tel que f(go) = h (il en existe
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au moins un par définition). Soit ¢ € G. On a les équivalences

flg)=nh f(g) = f(90)
(@) flgo) " =en
flggo ") =en

ggo_1 € Ker f
Iy € Ker f t.q. gga1 =9
Iy € Ker f t.q. g = vgo.

rreeey

On voit donc que f~'(h) = {vgo}yeker r- L’application de G dans G qui
envoie un élément -y sur 7ygo est injective (2.5.5)). Par conséquent le cardinal
de {vgo}yexer f est égal & card(Ker f), comme annoncé.

(5.7.2) Le groupe G est la réunion disjointe des f~'(h) pour h parcourant
f(G). On a donc

card(G) = Z card(f~1(h))

hef(G)

= Z card(Ker f)
hef(G)

= card(f(G)) - card(Ker f)

(la seconde égalité provient de . O
(5.8) Exemple. Soit n un entier > 2. On a vu au que le morphisme
signature e: S, — {—1, 1} est surjectif. Il vient
n! = card(S,) = card(A,) - card({—1,1}) = card(4,,) - 2,
d’ou I'égalité

card(A,) = 5

Vérifions-la explicitement pour les petites valeurs de n.
(5.8.1) Le casn =2. On a vu que Ay = Id, qui est bien de cardinal 1 = %'

(5.8.2) Le cas n = 3. Une permutation de {1,2,3} est ou bien lidentité, ou
bien une transposition, ou bien un 3-cycle (aucun autre type de décomposition
en produit de cycles & supports deux a deux disjoints n’est possible). L’identité
et les 3-cycles sont paires, et les transpositions sont impaires. Comme un 3-
cycle de {1,2,3} a pour support {1,2,3} tout entier, il y a exactement deux tels
3-cycles : (123) et (132). On déduit de ce qui précede que

Az = {Id, (123), (132)}.

Son cardinal est bien égal a 3 = 35'

(5.8.3) Le cas n = 4. Nous avons donné au la liste des éléments de Sy,
classés en fonction du type de leur écriture comme produit de cycles a supports
deux a deux disjoints. L’identité et les 3-cycles sont paires, ainsi que les produits
de deux transpositions ; les transpositions et les 4-cycles sont impaires. Le groupe
A, est par conséquent égal a

{14, (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
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Et I'on a bien card(As) = 12 = 2.

(5.9) Soit f: G — H un morphisme de groupes. On dit que f est un
isomorphisme (de groupes) si application f est bijective.
Supposons que ce soit le cas, et soient h et h’ deux éléments de H. On a

h=f(f~1(h)) et b’ = F(f~1()). T vient
W' = fOFH ) F(FHRN) = FUFH R FHR),

et partant
FHRR) = fTHR) FHR).
La bijection réciproque f~! est ainsi elle aussi un morphisme de groupes — et
donc un isomorphisme.
La composée de deux bijections est une bijections, et la composée de deux
morphismes est un morphisme. La composée de deux isomorphismes est donc
un isomorphisme.

(5.10) Soient G et H deux groupes. On dit que G et H sont isomorphes s'il
existe un isomorphisme f: G ~ H.

Supposons que ce soit le cas (notez que H est alors isomorphe & G via f~1).
L’application f est une bijection qui préserve le produit, 1’élément neutre et
I'inversion, et il en va de méme de sa réciproque d’apres On en déduit
le principe suivant, & ’énoncé volontairement un peu vague (mais auquel on
pourrait donner un sens précis) : si une propriété peut étre décrite uniquement
en termes de la loi de groupe, de ’élément neutre et de 'inversion, alors elle est
vraie pour G si et seulement si elle est vraie pour H.

(5.10.1) Par exemple, le groupe G est abélien si et seulement si le groupe H
est abélien. Si on veut le démontrer directement sans faire appel au principe un
peu informel que l'on vient d’évoquer, on proceéde comme suit. Supposons que
G est abélien, et soient h et h' deux éléments de H. On a

Who= fUHRDFUHR) (1)
= ST R) (2)

= fUT ) 3)

= FFm)FHRY) (4)
hh' (5)

(les égalités (2) et (4) proviennent du fait que f est un morphisme, et I’égalité
(3) du fait que G est abélien). Ainsi, H est abélien. Par symétrie, 'abélianité
de H entraine celle de G.

(5.10.2) Donnons deux autres exemples (le lecteur pourra en rédiger les preuves
détaillées sur le modele de s’il le souhaite) : G est trivial si et seulement
si H est trivial; on a g? = eg pour tout g € G si et seulement si h? = ey pour
tout h € H.

(5.11) Ordre d’un élément. Soit G un groupe et soit g un élément de G. Si
I’ensemble des entiers n > 0 tels que g™ = e est non vide, son plus petit élément
est appelé I'ordre de g; dans le cas contraire, on dit que g est d’ordre infini.

Il résulte de la définition que g est d’ordre 1 si et seulement si g = e.
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(5.12) Soit G un groupe et soit g un élément de G. Soit f lapplication de Z dans
G qui envoie un entier n sur g". Comme ¢g"t" = g"g™ pour tout (n,n’) € Z2,
Papplication f est un morphisme de groupes. Son image f(Z) est par définition
{g"}nez : c’est donc le sous-groupe (g) de G. On distingue maintenant deux
cas.

(5.12.1) Supposons que 'ordre de g est infini. Dans ce cas g" # e pour tout
n > 0; il s'ensuit que si n < 0 on a également g™ # e (car sinon on aurait
g~ " = (¢g")~! = e). Par conséquent, Ker f = {0} et f est donc injective. On en
déduit que f =n — ¢" induit un isomorphisme Z ~ (g). En particulier, (g) est
infini.
(5.12.2) Supposons que lordre de g est fini. Dans ce cas il existe n > 0 tel que
g™ = e, et f n’est donc pas injective. Son noyau Ker f est un sous-groupe de
Z, et est donc de la forme dZ pour un certain d > 0 (th. . Notons que dans
ce cas, le plus petit entier n > 0 tel que g™ = e, c’est-dire tel que n € Ker f,
est égal a d : par conséquent, d est 'ordre de g. Nous désignons par a — @
I’application de réduction modulo d.

Sin et m sont deux éléments de Z tels que m =m,ona ¢g" "™ =ecarn—m
appartient & dZ = Ker f, et donc g = ¢™. Ainsi, la formule 7 +— g™ définit une
application f de Z/dZ vers {g). On a pour tout (n,m) € Z? les égalités

f@+m) = f(n+m)=g""" =g"g" = f(m)f(m)
(la premiere égalité vient de la définition de ’addition dans Z/dZ, et la seconde

et la derniere de la définition de f). Ainsi, f est un morphisme de groupes. Il
est surjectif par définition. Par ailleurs on a pour tout n dans Z les équivalences

i

fR)=e < ¢g"=e¢ <= ncKer f=dZ < n=0.

Par conséquent, f est injective, et finalement bijective. On a donc démontré que
@ — g% induit un isomorphisme Z/dZ ~ (g). En particulier, les éléments g* pour
0 < i< d— 1 sont deux a deux distincts, (g) = {¢°,9,9%,...,9971} et (g) est
de cardinal d.

(5.12.3) Supposons que G soit fini, et notons n son cardinal. Le sous-groupe
(9) de G ne peut étre infini, et g est donc d’ordre fini, noté d. Il résulte de[5.12.2]
que (g) est de cardinal d. En vertu du théoréme d divise n.

Il résulte également de que pour tout entier m on a g™ = e si et
seulement si d divise m ; en particulier, g" = e.

(5.13) Groupes d’ordre premier. Soit p un nombre premier et soit G un
groupe de cardinal p. Soit g un élément non trivial de G — il en existe un car
p > 1. L’ordre de g divise p, et n’est pas égal a 1 puisque g # e. Par conséquent
cet ordre est p; le sous-groupe (g) de G est donc égal & G tout entier. En
particulier, G ~ Z/pZ.

Nous venons de démontrer qu’il y a a isomorphisme pres un seul groupe
d’ordre p, & savoir Z/pZ.

(5.14) Ordre d’une permutation. Soit X un ensemble fini, soit n son
cardinal et soit o appartenant a Sx. Le groupe Sx est fini de cardinal n!.
D’apres la permutation o est d’ordre fini divisant n!.

(5.14.1) Comment calculer cet ordre? Si ¢ est donné par un tableau de
valeurs, on peut évidemment utiliser ’algorithme grossier consistant a calculer

35



les puissances successives de ¢ jusqu’a ce que I’on obtienne I'identité. Mais nous
allons en présenter un qui est autrement plus efficace.

(5.14.2) La permutation ¢ peut s’écrire comme un produit C ... C,. de cycles &
supports deux & deux disjoints (théoréme , et 'on a décrit aux paragraphes
et sq. un algorithme permettant d’obtenir cette décomposition.

Pour tout 4, désignons par ¢; la longueur de C;. On a vu au que ¢; est
le plus petit entier m > 0 tel que C}" = Id ; autrement dit, 'ordre de C; est égal
a ¢;. D’apres le noyau du morphisme m +— C™ est alors précisément égal
a {;7Z : pour tout entier m, on a donc C}" = Id si et seulement si ¢; divise m.

Soit m un entier. On a

o™ =(Cy...Co)" =CPCy .. .Cm

car les C; commutent deux a deux, étant a supports deux a deux disjoints ((3.6.3)).
Par ailleurs, le support de CJ" est contenu pour tout ¢ dans le support de C;
et les C]" sont donc encore a supports deux & deux disjoints. Il s’ensuit
en vertu de loc. cit. que C7"...C" = Id si et seulement si C]" = Id quel que
soit .

L’ordre de o est donc le plus petit entier m > 0 tel que C™ = Id pour tout
i, c’est-a-dire tel que ¢; divise m pour tout i. Par conséquent, l’ordre de o est
égal au PPCM des V;.

(5.14.3) Supposons que X = {1,...,17} et que o est la permutation étudiée au
On a vu dans ce dernier paragraphe que la décomposition de o en produit
de cycles a supports deux a deux disjoints comprenait un 3-cyle, un 6-cycle, un
4-cycle et une transposition. L’ordre de o est donc égal a

PPCM(3,6,4,2) = 12.

(5.15) Bijections ensemblistes et isomorphismes entre groupes de
permutations. Soient X et Y deux ensembles et soit ¢: X — Y une bijection.

(5.15.1) Motivations heuristiques. La bijection ¢ met en correspondance
<parfaite> les éléments de X et ceux de Y : a un élément x de X correspond
I'élément ¢(z) de Y, et & un élément y de Y correspond I’élément ¢~ (y) de X.

Elle fait du méme coup correspondre a tout objet <ensembliste> défini sur
X un objet de méme nature défini sur Y. C’est par exemple le cas en ce qui
concerne les permutations. Plus précisément, soit ¢ une permutation de X, et
soit = un élément de X. L’élément de Y qui correspond & x est ¢(z) ; 'élément
de Y qui correspond & o(x) est ¢(o(x)). La permutation 7 de Y qui correspond
a o doit alors envoyer p(z) sur ¢(o(z)). Autrement dit, on doit avoir

pour tout z € X, c’est-a-dire 7 0 ¢ = @ o 7, c’est-d-dire encore T = oo o p L.

(5.15.2) Le paragraphe ci-dessus amene a introduire l’application
®: Sx — Sy définie par la formule ®(0) = pooop~! (notez que si o € Sx alors
podop l:Y — Y est bien une bijection, en tant que composée de bijections).

L’application ® est un morphisme de groupes. En effet, soient o et ¢’ deux
éléments de Sx. On a alors (en notant pour une fois les loi internes de Sx et
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Sy par le symbole o de composition, car c’est indispensable pour comprendre
ce qui se passe)
P(ooo’) = gocoo op!
= (lpoa'ogo_l opod' oy~
= (o) o d(d).
Le morphisme ® est un isomorphisme. En effet, soit 7 une permutation de
0. Pour tout 0 € Sx on a alors les équivalences

1

Plo)=7 <= apoaow_lzT
<~ ngafloToga.

Ainsi, 7 n’a qu'un antécédent par ®, & savoir ¢! o 7 0 . Le morphisme ® est

donc bijectif, de réciproque 7 — ¢~ toT0o¢ (notons que ce morphisme réciproque
est celui induit par la bijection ¢=! de Y sur X).

(5.15.3) Pour travailler avec l'isomorphisme @ introduit ci-dessus, il est en
général plus commode d’utiliser ’égalité ® (o) o ¢ = p o o plutét que la formule
®(0) = poo oy ! (les deux sont bien entendu équivalentes).

Par exemple, fixons un entier ¢ et supposons que o est un ¢-cycle (aq ... ap);
nous allons calculer ®(o). Puisque ®(0) o ¢ = p o g, on a pour tout x € X

Iégalité
®(0)(p(x)) = plo(x)).

Soit & un point fixe de o, c’esta-dire un élément de X n’appartenant pas a
{a1,...,a.}. On a alors ®(o(p(x)) = p(o(x)) = ¢(x). Ainsi, p(z) est fixe sous
D(0).

Soit ¢ compris entre 1 et 7. On a alors ®(c)(p(a;)) = ¢(o(a;)), et partant
P(0)(p(ai) = plair) sii <r et ®(o)(e(ar)) = ¢(ar).

On voit ainsi que ®(0) est le -cycle (¢p(a1)...p(ar)).

(5.16) Nous avons défini en [3.21]la signature d’une permutation de {1,...,n}.
Nous allons utiliser les résultats précédents (autour de l'isomorphisme ®) pour
étendre cette définition au cas d’une permutation d’en ensemble fini quelconque.

(5.17) Proposition. Soit X un ensemble fini et soit o une permutation de
X. Soit 11 ...7, une écriture de o comme produit de transpositions (il existe
toujours une telle écriture d’apreés . Lélément (—1)" de {—1,1} ne
dépend que de o, et pas de lécriture choisie. On l’appelle la signature de o
et on le note e(o) ; Vapplication o: Sx — {—1,1} est un morphisme de groupes.
Le noyau de € est appelé le groupe des permutations paires de X.

Démonstration. Soit n le cardinal de 'ensemble X . Choisissons une bijection
¢: X — {1,...,n} et notons ®: Sx ~ S, lisomorphisme induit (5.15.2).
On a (o) = ®(71)...P(7,), et en vertu de (appliqué avec £ = 2), la
permutation ®(7;) est pour tout 7 une transposition de {1,...,n}. Ainsi, ®(0)
est un produit de r transpositions; par conséquent, (—1)" est la signature de
®(0) (3.24), qui ne dépend bien que de o et pas de I'écriture choisie.

Si o' est une permutation de X s’écrivant comme un produit 71 ...7, de
transpositions, on a alors

oo’ =T ...TT ... T)

et donc e(oo’) = (—1)"t% = (=1)"(—1)® = e(0)e(0’). Par conséquent, ¢ est un
morphisme de groupes. [
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6 Isométries planes

(6.1) Dans cette section, nous identifions R? & C de sorte qu'un point (z,y) de
R? est vu comme le nombre complexe = +4y. On note U 'ensemble des nombres
complexes de module 1. Il est clair que 1 € U, que zz’' appartient & U pour
tout (z,2') € U?%, et que z~! € U pour tout z € U. Autrement dit, U est un
sous-groupe de C*.

Nous supposerons connue linterprétation géométrique du module et de
I'argument, ainsi que les notions de rotation et de symétrie orthogonale par
rapport a une droite. Mais nous allons les décrire par des formules explicites
que le lecteur poura prendre comme définition s’il le souhaite, d’autant que
toutes les propriétés utiles seront (re)démontrées a partir de ces formules.

(6.2) On définit la classe modulo 2 d’un réel r comme 'ensemble des réels de
la forme r+2k7 avec k € Z. On démontre (exactement comme en et sq.) que
deux réels r et v’ ont méme classe modulo 27 si et seulement si leur différence
est un multiple entier de 27, et si c’est le cas on dit qu’ils sont égaux modulo
2.

On définit de méme les notions de classe et d’égalité modulo 7 (ou modulo
tout autre nombre réel, mais nous ne nous en servirons pas).

(6.2.1) Si b est un élément de C nous noterons 7Tj 1'application z — z 4+ b de C
dans lui-méme ; c’est la translation de vecteur b.

(6.2.2) Si z est un nombre complexe, on peut toujours I’écrire sous la forme
re’® oll r est un réel positif ou nul et ¢ un réel. Si z # 0 cette écriture est
essentiellement unique : on a nécessairement r = |z| et ¢ = Arg(z) modulo 27 ;
si z = 0 on a nécessairement r = 0 et n’importe quel ¢ convient.

Il sera souvent utile de <centrer cette écriture ailleurs qu’en l'origines. Plus
précisément, un nombre complexe zy étant fixé, tout nombre complexe z peut
s’écrire sous la forme zy + re’® ol r est un réel positif ou nul et ¢ un réel
(appliquer ce qui précede & z — zp); on a alors nécessairement r = |z — zg| et
© = Arg(z — zp) modulo 27 si z # zg; si z = 29 on a nécessairement r = 0 et
peut étre choisi quelconque.

(6.2.3) Nous noterons ¥ la conjugaison complexe; c’est un élément d’ordre
2 de Sg, qui s’interprete géométriquement comme la symétrie orthogonale par
rapport a l’axe réel. Le sous-groupe (X) de Sc est égal a

(2% %'} = {1d, %}

(et pour tout n € Z on a X™ =1Id si n est pair, et X" = X si n est impair).

On vérifie immédiatement qu’on a les égalités suivantes pour tout n € Z,
tout (z,2") € C2, tout A € R et tout w € C* :

o (XM)2 =3 =1d.

Y(z7) = XM(2)X"(2);
o Xz 4+ A\) =X"(2) + E"(¢);
=) = [
o X (w™h) =¥ (w) L.

(6.3) Définition. Une isométrie (plane) est une application de C dans C qui
est de la forme z — aX™(z) +baveca € U,n € Z et b € C.
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(6.4) Commentaires. Soit u: C — C une isométrie.

(6.4.1) On peut décrire u par une formule z — aX"(z) + b comme ci-
dessus. Nous allons montrer que cette formule est essentiellement unique, et
plus précisément que I'élément a de U, I’élément b de C et 1'élément X" de (X)
sont uniquement déterminés (la derniére condition peut se retraduire en disant
que n est uniquement déterminé modulo 2).

Pour le voir, on commence par remarquer que u(0) = aX™(0) +b = b; par
conséquent, b est nécessairement égal a u(0).

On a ensuite u(1l) = aX™(1) + b = a + u(0), et a est donc nécessairement
égal & u(1) — u(0).

Enfin u(i) = aX"(i) + b et 'on a donc u(i) = ai + b si X" = Id (i.e. si n
est pair) et u(i) = —ai + b si ¥ = ¥ (i.e si n est impair). En conséquence le
nombre complexe

u(i) —b (i) —u(0)
a  u(l)—u(0)

est égal a7 ou (—1), et dans le premier (resp. le second) cas £™ est nécessairement
égal & Id (resp. X).

On dit que u est directe si X" = Id, c’est-a-dire encore si n est pair; on dit
que u est indirecte si X" = 3, c’est-a-dire encore si n est impair.

(6.4.2) Pour tout couple (z,2') € C? on a
u(2) — u(2)| = laf - |Z"(2) = Z"(2)| = [£"(z = 2)| = [2 = |-

En fait on démontre (nous ne le ferons pas ici et ne nous en servirons pas)
qu’une application v de C dans lui-méme est une isométrie si et seulement si
|v(2) —v(2")| = |2 —2'| pour tout (z, 2’) € C2. Bien entendu, c’est cette propriété
qui est a l'origine du terme <isométrie>.

(6.5) Quelques exemples.

(6.5.1) Les translations. Soit b un nombre complexe. La translation T} est
donnée par la formule z — z+b; c’est donc une isométrie directe. On a Ty = Id,
et si b # 0 alors T, n’a aucun point fixe.

Tout nombre complexe z a un unique antécédent par Ty, a savoir z — b; en
conséquence Tj est une bijection de réciproque T_.

Notons que le vecteur b est uniquement déterminé par la translation Ty : il
est égal & Tp(0) (c’est un cas particulier de ce qui a été vu au ; il est donc
licite d’évoquer le vecteur d’une translation.

(6.5.2) Les rotations. Soit § un nombre réel et soit zy € C. La rotation R, ¢
de centre zp et d’angle 6 envoie un nombre complexe z = zg + re'? (avec r € Ry
et ¢ € R) sur

2o +ret Pt = o4 retPet? (1)
= 20+ (z— z)e? (2)
ez + zo(1 — €'). (3)

Cette formule montre que R, ¢ est une isométrie directe (qui ne dépend en fait
que de zg et de la classe de # modulo 27) ; elle entraine aussi en vertu de m
que € est uniquement déterminé par R.,.0; par conséquent, # est uniquement
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déterminé modulo 27 par R, ¢ et il est donc licite d’évoquer I’angle (modulo
27) d’une rotation.

Il faut par contre faire un peu attention au centre. On a en effet R, o = Id
et ce, indépendamment de la valeur de zy. L’identité apparalt ainsi comme la
rotation d’angle nul et de nimporte quel centre. Mais si 6 est non nul modulo
27 alors e # 1, d’ot1 pour tout z € C les équivalences

z=el2 4 20(1—€?) = Q1—ez=(1-¢")2 — 2=2

et zp est donc uniquement déterminé par R, ¢ dans ce cas : c’est son unique
point fixe; il est en conséquence licite d’évoquer le centre d’une rotation d’angle
non nul modulo 27.

Soit z € C. En utilisant la description de R, ¢ via la formule on voit
qu’on a pour tout w € C les équivalences

Ro(w)=2 — zo—i—ew(w—zo) =z
= w—z=e "z —2)
= w=z0+=e%2—2)=R. _o2)

Ainsi R, ¢ est bijective, et sa réciproque est la rotation R, _¢ (ce & quoi on
s’attendait évidemment).

(6.5.3) Les symétries orthogonales. Soit A une droite de C; on note Xa la
symétrie orthogonale par rapport & A (lorsque A est 1’axe réel YA est donc la
conjugaison complexe qu’on note simplement X). Notons 6 I'angle (bien défini
modulo 7) de A avec la droite horizontale et choisissons un point v sur A. La
droite A est alors {y + Ae?}\cr.

Pour tout nombre réel o, le symétrique de ¢ par rapport a 6 est le réel
0—(¢p—0) = 20—¢. La symétrie X o envoie donc un nombre complexe z = y+re'?
(avec r € Ry et ¢ € R) sur

v+ re!0=#) = v+ e20re=i® (4)
= (5)

= 7+ —7) (6)

€2i92+ - 622'07. (7)

Il s’ensuit que XA est une isométrie indirecte.

Remarquons que la formule ci-dessus semble dépendre du choix d’un
point v sur la droite A, mais nous allons vérifier qu’il n’en est rien (et
heureusement, puisqu’elle est censée décrire YA qui ne dépend que de A, et
pas du choix d’un point sur celle-ci). Soit donc ¢ un (autre) point de A. On a
alors § = v + Ae pour un certain A appartenant & R, si bien que

§— 62i03 v+ )\61’9 _ €2i0(7+ /\ew)
v+ Aet? — 205 4 Ne™ )
v — 627;074- )\e’iQ _ )\61‘9

S T

On constate ainsi que si I'on remplace « par ¢, la formule ne change pas.
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Soit z € C. En utilisant la description de XA via la formule @ on voit qu’on
a pour tout w € C les équivalences

Ya(w) =z v+ (w—7y) =2
P w=") =2~

e 2(w—n)=2—7

1t

w=rv+e*7 =7 =3A(2).

Ainsi YA est bijective et est son propre inverse (ce qui veut dire que ¥3 = Id);
le calcul confirme I'intuition géométrique.

Mentionnons pour terminer que la droite A est uniquement déterminée par
YA : c’est en effet I’ensemble de ses points fixes. Pour le voir, choisissons z € C.
On a alors les équivalences

Ya(z)=2z = z=~+EZ—7)
= =z =20 (z—7)
= e z-y) =€=Z—7)
o ) =)

ce qui est le cas si et seulement si e~ (2 — ) est réel. Cela revient & demander
q’uil existe A € R tel que e~(z — ) = \, ce que I'on peut récrire z = v + Ae®.
L’ensemble des points fixes de XA est donc exactement ’ensemble {’y—&—/\ew},\eR,
qui est bien la droite A. Celle-ci est parfois appelée [’aze de Y.

(6.5.4) Les symétries glissées. Soit A une droite et soit b un vecteur parallele
a A. On appelle symétrie glissée d’axe A et de vecteur de glissement b la
composée YAy = Tp 0 sa; c’est une bijection (puisque c’est une composée
de deux bijections) ; notons que 3a o n’est autre que 3. Par définition, on a
pour tout z € C les égalités

Yan(2) Ya(z) +b

— 0% 4y 205 4

(d’apres la formule [7]de[6.5.3)). Par conséquent, Xa 5 est une isométrie indirecte.

L’intuition géométrique assure que XA et 7, commutent. Nous allons le
vérfier par le calcul. Choisissons un point v sur A, et soit § 'angle que A fait
avec laxe réel (il est bien déterminé modulo 7). Le vecteur b est alors de la
forme Ae? avec A € R. Soit z un nombre complexe. La formule (7) de

assure que Ya(2) = €29z 4 v — €295, 11 vient
Sa(Th(z) = sa(z+ Ae'?) (8)
= 2z 4 Ne V) 4y — 205 (9)
. T (10)
= sa(z)+b (11)
= Ty(3a(2)), (12)

comme annoncé. Notons une premiere conséquence de cette commutation : on
a
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ZQA,b = (ZA © Tb)2 = ZZ o Tb2 = Top.

car A et T, commutent

Ainsi EQA)b est une translation de vecteur de 2b, et le vecteur b est donc

uniquement déterminé par Xa; : il est égal a la moitié du vecteur de la

translation E2A,b' Il s’ensuit que ¥ao = T_, 0o ¥ap est elle aussi uniquement

déterminé par XA p; et puisque l'axe A est 'ensemble des points fixes de

YA =T_poXay, il est lui aussi uniquement déterminé par X ap. Il est ainsi

licite d’évoquer [’axe et le vecteur de glissement d’une symétrie glissée.
Comme XA =Tp0XA on a

Sah=3a' 0Ty =Sa 0Ty =Sa s

L”inverse d’une symétrie glissée est donc la symétrie glissée de méme axe et de
vecteur de glissement opposé.

Mentionnons pour conclure que si b # 0 alors XA, n’a pas de point fixe :
en effet si l'on avait XA 5(2) = z pour un certain nombre complexe z, on aurait
alors Zib(z) = z, mais on sait que Z2A7b(z) = Top(2) = z + 2b, qui est différent
de z puisque b # 0.

(6.6) Nous allons maintenant montrer que les exemples que nous avons décrits
ci-dessus couvrent en réalité toutes les isométries.

(6.6.1) Le cas des isométries directes. Soit a un élément de U et soit b un
nombre complexe. Soit u l'isométrie directe z — az + b. Soit 8 'argument de a
(qui est bien défini modulo 27); on a a = €. Si a = 1 (i.e. si § = 0 modulo
27) alors u = Tp. Supposons maintenant que a # 1. L’équation z = az + b a
alors une unique solution, a savoir zy := %; en termes géométriques, zg est
P'unique point fixe de u. Soit z € C. On a
u(z) = az+b

= zp—2z29+az+b

= zp—azg—b+az+b

= 2z0+a(z— z)

= 2+e%z—2z).
On reconnait la formule (2) de et 'on voit ainsi que u est la rotation de
centre zg et d’angle 6.

(6.6.2) Le cas des isométries indirectes. Soit a un élément de U, soit b un
nombre complexe, et soit u 'isométrie indirecte z: z — aZ + b. On désigne par
B le nombre complexe e~ */2b, et par 31 et (2 ses parties réelle et imaginaire.
Soit z € C. On a

u(z) = az+b
= iz eif2g
— ei9§+ei9/261 +iei9/2ﬁ2

_ iew/Z% —|—e“9(z _ ieiQ/Q%) +¢1/23,.
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_ ;,10/2 B i rdes
Posons vy = ie'?/ 5. On a par ce qui précede

u(z) =1+ 0 (F7) + 2.

On voit donc que u = T,io/25, 0 v, ou v est I'isométrie indirecte donnée par la
formule z — v + e (2 — ). D’aprés la formule (6) de v est la symétrie
orthogonale d’axe D := {y+ )\ew/Q})\eR. Comme le vecteur €?/2 3, est parallele
a l/), I'isométrie u est la symétrie glissée d’axe D et de vecteur de glissement
eie 261-

(6.7) On désigne par | 'ensemble des isométries de C. Par ce qui précede, les
éléments de | sont les translations, les rotations et les symétries glissées; on a
vu enl[6.5.1] [6.5.2) et [6.12.2] que chacune de ces transformations est une bijection,
dont la réciproque est une isométrie de méme nature. Par conséquent, | est un
sous-ensemble de S¢ stable par inversion. Il contient par ailleurs I'identité (qui
est aussi bien la translation de vecteur nul que la rotation de n’importe quel
centre et d’angle nul). Nous allons vérifier qu’il est stable par composition, ce
qui montrera que c’est un sous-groupe de Sc.
Soient u; et ug deux isométries de C, décrites par les formules respectives

z > a1 5™ (2) + by et z = aaX"?(z) + by

ol les a; appartiennent a U, les b; a C et les n; a Z. On a pour tout z € C les
égalités

ur(uz(z)) = ui(az¥™(z) + be)

a1 X" (a2X™?(2) + b2) + by

a1X™" (ag) (X" F"2(2)) 4+ a1 X" (be) + by
a3 (z) + bs

ou az = a1X™ (az), ol by = a1X"(bs) + by et ot ng = ny + ne. Comme
a1X™ (az) est de module 1 car a; et ag sont de module 1, la composée uj o ug
est une isométrie. Ainsi | est stable par composition et est un sous-groupe de
Sc, comme annonce.

(6.8) Quelques morphismes et quelques sous-groupes.

(6.8.1) Pour tout entier n, 'élément (—1)" de {—1,1} ne dépend que de la
parité de n, et donc que de I'élément X" de (). La formule

[z aX" + 0] — (—1)"

définit donc une application f de | dans {—1,1}, qui envoie par construction
toute isométrie directe sur 1 et toute isométries indirecte sur (—1). L’égalité
ny = ny +ny de entraine que f(uu') = f(u)f(u’') pour tout couple (u,u’)
d’isométries de C; autrement dit, f est un morphisme de groupes. En termes
plus concrets, cela signife que le produit uu’ de deux isométries u et v’ de C
est :

e direct si u et v’ sont ou bien toutes deux directes, ou bien toutes deux

indirectes;
e indirect si 'une des deux isométries u et u’ est directe et 'autre indirecte.
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Le noyau de f est I’ensemble des isométries directes de C; ce dernier est donc
un sous-groupe de |, que nous noterons IT.

(6.8.2) Soit g 'application de It dans U qui envoie une isométrie directe donnée
par la formule z — az 4+ b (avec a € U et b € C) sur 'élément a de U. L’égalité
az = a137"(ag) de devient simplement a3 = ajas lorsque ™ = Id, et
elle entraine donc que g(uu') = g(u)g(u’) pour tout couple (u,u’) d’isométries
directes ; autrement dit, g est un morphisme de groupes.

Le noyau de g est par définition I’ensemble des isométries directes données
par une formule z — az + b comme ci-dessus avec a = 1, c’est-a-dire I’ensemble
T des translations. Ce dernier est donc un sous-groupe de IT. Puisque l'on a
Tyt = Tp o T pour tout couple (b, c) de nombres complexes, la formule b — Ty,
définit un morphisme de groupes de C vers T. Il est surjectif par définition d’une
translation, et injectif car le vecteur d’une translation est uniquement déterminé

(cf. ; c’est donc un isomorphisme.

(6.8.3) Soit zp € C. Le stabilisateur Ijo de zy dans I est un sous-groupe de
IT. Une translation qui n’est pas l'identité n’ayant pas de point fixe, la seule
translation appartenant a Ijo est I'identité, qui est égale a R, o. Par ailleurs,
une rotation d’angle non nul modulo 27 a un unique point fixe (son centre);
elle appartient donc a Ijo si et seulement si son centre est zg. On en déduit que
Ijo est exactement 'ensemble {R., ¢ }ock.

Soit h I’application de U dans Ijo qui envoie un élément a de U sur I'isométrie
z +— zp+a(z—zp) (qui est la rotation de centre zg et d’argument Arg(a)). C’est
une application surjective d’apres la description de Ijo, et injective d’aprésm

On a par ailleurs pour tout a et b dans U et tout z € C les égalités

h(a)(h(b)(z)) = h(a)zo + b(z — 20)
= zp+alzo+b(z—20) — 20)
= 20+ ab(z — 2p)

= h(ab)(z2).

Ainsi h(ab) = h(a) o h(b); par conséquent, h est un morphisme de groupes, et
donc un isomorphisme puisque c’est une bijection. On vérifie immédiatement
que h~! est la restriction & I¥ du morphisme g défini au

Les groupes U et Ijo sont ainsi isomorphes. Notons une conséquence
fondamentale de ce fait : le groupe Ijo est abélien.

(6.8.4) Disons maintenant quelque mot du stabilisateur |, de zp dans |. Cest
un sous-groupe de | ; son intersection avec I est le groupe Ijo, c’est-a-dire par
ce qui précede ’ensemble des rotations de centre zg.

Soit w une isométrie indirecte. Il résulte de que u est une symétrie
glissée ; en vertu de I'isométrie u a un point fixe si et seulement si son
vecteur de glissement est nul, c’est-a-dire si et seulement si c’est une symétrie
orthogonale (dont l'axe est alors I'ensemble des points fixes). Par conséquent,
u € |, si et seulement si u est une symétrie orthogonale par rapport a une
droite passant par zg.

Le groupe |,, est ainsi constitué des rotations de centre zy et des symétries
orthogonales par rapport a une droite passant par z.

(6.9) Composition d’isométries directes : quelques compléments.
Soient u et v deux isométries directes. On peut écrire u = z — €%z + b et
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v =2zt %z +col b et p sont des nombres réels, et b et ¢ des nombres
complexes. La composée u o v est alors en vertu de une isométrie directe
donnée par une formule du type z — ee?z +d = T¥) 2z 4 d, ou d est un
nombre complexe (qu’on pourrait expliciter & I’aide de[6.7|mais nous n’en aurons
pas besoin). Distinguons maintenant quatre cas.

(6.9.1) Supposons que les angles 0 et ¢ sont tous deuz nuls modulo 2w. On a
alors e = ¢i¥ = ¢1(0+¥) = 1 et les isométries u, v et wow sont des translations.

(6.9.2) Supposons que l'un des deuz angles 6 et ¢ (disons 6) est nul modulo 27
et Uautre non. Dans ce cas € = 1 et u est une translation, tandis que e # 1
et que v est une rotation d’angle ¢. On a alors e!(?+%) = ¢ et 1 0 v est donc
également une rotation d’angle ¢ — mais en général, son centre n’est pas le méme
que celui de v (si c’est le méme elle coincide avec v, ce qui n’est possible que si
u = Id, c’est-a-dire si b = 0).

(6.9.3) Supposons que 0, ¢ et 6 + ¢ sont tous trois non nuls modulo 2w. Dans
ce cas e, €% et €?T¥) sont tous trois différents de 1; par conséquent u est
une rotation d’angle 6, v est une rotation d’angle ¢, et u o v est une rotation
d’angle 6 + ¢. On ne peut rien dire de particulier sur son centre, sauf si u et v
ont méme centre zg : dans ce cas le centre de u o v est aussi égala zg.

(6.9.4) Supposons que les angles 0 et ¢ sont tous deux non nuls modulo 2w, et
que 0 + ¢ = 0 modulo 2r. Dans ce cas ¢'? et €' sont tous deux différents de 1,
et e/(?+¥) = 1: par conséquent u est une rotation d’angle 6 et v est une rotation
d’angle ¢ = —6 (modulo 27), tandis que uowv est une translation. Le vecteur de
uow est nul si et seulement si v = u~!, c’est-d-dire encore si et seulement si u
et v ont méme centre.

(6.10) Compositions d’isométries indirectes : quelques compléments.
Soient u et v deux isométries indirectes. On peut écrire

u=zme%Z4+betv=12 %z +c,

ou 0 et o sont des nombres réels, et b et ¢ des nombres complexes. La composée
uwov est alors en vertu de [6.8.2 une isométrie directe donnée par une formule
du type z — e?e ¥z 4+ d = 9z 4 d, ou d est un nombre complexe
(qu'on pourrait expliciter a l'aide de mais nous n’en aurons pas besoin).
Distinguons maintenant deux cas, en remarquant tout d’abord qu’en vertu de
[6:6.2] les isométries u et v sont des symétries glissées, dont les axes respectifs
seront notés A, et A, : d’apres loc. cit., 'angle de A,, (resp. A,) avec axe réel
est égal & /2 (resp. ¢/2).

(6.10.1) Supposons que 8— est non nul modulo 2r. Cela signifie que 6/2—¢/2
est non nul modulo 7, c’est-a-dire que les axes A, et A, ne sont pas paralléles.
La composée uov = z — €' ®=¥) 2 4+ d est alors une rotation d’angle non nul
0 — ¢ ; notez que 0 — p = 2(0/2 — ¢/2) : cet angle est donc le double de 'angle

(A,, Ay). Il n’y arien de particulier a dire sur le centre de cette rotation, excepté
lorsque les vecteurs glissement de u et v sont nuls, c’est-a-dire celui lorsque u est
la symétrie X a, et ol v est la symétrie XA, . Dans ce cas 'axe A,, est I’ensemble
des points fixes de u, et axe A, est ’ensemble des points fixes de v. Les droites
A, et A, n’étant pas paralleles, leur intersection est un singleton {zp}, qui est
fixe a la fois sous u et v, et donc sous u o v; c’est par conséquent le centre de la
rotation (d’angle non nul) u o v.
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(6.10.2) Supposons que 8 — ¢ est nul modulo 2w. Cela signifie que /2 — /2 est
nul modulo 7, c’est-a-dire que les axes A, et A, sont paralleles. La composée
wov =ze"?"¥z 4 d=z+d est alors une translation.

Disons quelques mots de son vecteur. Pour ce faire, commengons par noter
qu’il existe un unique vecteur w orthogonal a la direction commune de A, et
A, c’est-a-dire multiple réel de ie?/2, tel que A, = T.,(A,). Pour le voir, on
choisit v sur A, et § sur A,, on pose € = e‘i9/2(7 —d), et on note €1 et g2 les
parties réelle et imaginaire de €. On a alors v = § +¢€%/2e = §+ie'?/ 2y +€'9/2¢,
et

Ay = {7+ 22}y cp = {6+ pe®? 4+ igge’?} yer = T (A)

poser p=A—e1

avec w = ig9e'?/2, d’on Dexistence. Et si w’ est un autre vecteur répondant aux
conditions requises alors § + w et § + w’ appartiennent tous deux & A,, et leur
différence w — w’ est de ce fait un multiple réel de /2 mais c’est aussi un
multiple réel de ie?/? (car c’est déja le cas de w et w'), et cette différence est
donc nulle; il vient w’ = w, d’olt I'unicité.

Le vecteur de glissement de u est de la forme A\e
est de la forme pe’®/? avec u € R, et w est de la forme vie

d’apres la formule (6) de les égalités
u(v(8)) = u(d+e(E )+ pe’’?)

_ u(5+uei9/2)

= v 46+ pei®/2 — 5) 4+ Nei?/?

= 540" ey + e (1uei®/2 — jvei®/2) 4 )i/

= 0+ive®? 4 e (ue™? 4 ive /%) 4 /2
§ +ive®? 4 ue®/? 4 iyei®/? 4 2ei0/?
= 64+ (N4 p)e?? 4 200/,

0/2 avec A € R, celui de v

/2 gyec v € R. On a

Le vecteur de la translation u o v est donc égal & (A + p)e?®/2 + 2vie’?/2. Sa
composante parallele aux axes A, et A, est ainsi la somme des vecteurs de
glissement de u et v; sa composante orthogonale a ces axes est quant a elle
égale a 2w.

(6.11) Interprétation concrete. Soient A, et A, deux droites de C. Les
faits suivants résultent de [6.10.1] et [6.10.2] :

(A) Si A, et A, ne sont pas paralleles et si zy désigne leur point
d’intersection alors XA, o XA, est la rotation de centre zy et d’angle
2(Ay, Ay).

(B) Si Si A, et A, sont paralleles et si w désigne le vecteur orthogonal
a leur direction commune tel que A, = T,,(A,) alors Xa, 0 Xa, est la
translation de vecteur 2w.

Nous allons maintenant mentionner de <vraiss> phénomenes qui peuvent
s’interpréter comme des conséquences de (A) et (B) — nous vous laissons
comprendre vous-mémes comment,.

(6.11.1) Conséquence concréte de (A). Si vous regardez votre image dans un
miroir puis que vous faites basculer celui-ci en arriere d'un angle 6, I'image
bascule de I'angle 26.
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(6.11.2) Conséquence concréte de (B). Si vous regardez votre image dans un
miroir puis que vous faites reculer celui-ci d’'une distance D, I'image recule de
la distance 2D.

(6.12) Quelques calculs explicites.

(6.12.1) L’application u: z — iz — 3 est, par son écriture méme et en vertu
del6.6.1} une rotation d’angle 7/2. On détermine son centre zg en caractérisant
celui-ci comme son unique point fixe, c’est-a-dire comme 'unique solution de
I’équation z = iz — 3. Il vient

-3 —3(1+1) 3 3

T T T 2 T T2

L’isométrie u est donc la rotation de centre —% — % et d’angle /2.

(6.12.2) L’application v: z — —Z+ 141 est, par son écriture méme et en vertu
de[6:6.2] une symétrie glissée. On trouve son vecteur de glissement en calculant
v2. On a pour tout z € C les égalités

v(v(z)) = —v(z)+1+i
= —(—Z+1+40)+1+i
= —(—z4+1—-49)+1+1
= z—1+1+1+1
= 242
On a donc v? = Ty, si bien que le vecteur de glissement de v est égal & (2i)/2 = i.

L’axe de v est alors égal a I’ensemble des points fixes de T_;ov =z +— —Z + 1.
Soit z € C. On a les équivalences

z2=-z+1 <+ z+z=1
< 2-Re(z) =1
Ainsi v est la symétrie glissée d’axe la droite verticale d’équation Re(z) = 1/2
et de vecteur de glissement 1.

(6.13) Soit n un entier > 3. Un polygone régulier & n sommets de C est un
sous-ensemble de C de la forme

{z0 + aezikﬂ/n}kez

ouzg € CetaeCx.

(6.14) Soit n un entier > 3 et soit P un polygone régulier & n sommets. Soient
zo € Cet a € C* tels que P = {zp + atek”/”}keZ.

(6.14.1) Comme e2*7/m = ¢247/m i et seulement si k et £ sont égaux modulo
n, les éléments zg + a, 2o + ae2™/™, ..., zo + ae? (= D7/" de P sont deux & deux
distincts, et

P={z+a,z+ aniﬂ-/n, ey 20+ a€2i(n—1)ﬂ-/n}.

Par conséquent, P comprend exactement n éléments, qu’on appelle parfois ses
sommets.
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(6.14.2) On a les égalités

n—1

1 _ 1 2ikm/n
EO DL D DL R
z€P k=0
1 n—1
— 2im /n\k
= — | nz
! (ra ey
k=0
1 (622'71'/77,)n -1
= = (nzo + aie%r/n 1 )
1
= — N2
n
Z0-

Ainsi zy est uniquement déterminé par P; on ’appelle son centre. Notons que
comme a #* 0, tout sommet de P est de la forme zy + b avec b # 0.

(6.14.3) Nous allons maintenant décrire P en termes de théorie des groupes. On
a défini plus haut un isomorphisme A du groupe U sur le stabilisateur
Ijo de zg dans le groupe des isométries directes; cet isomorphisme envoie un
élément a de U sur la rotation z — zp + a(z — zp). Soit pu, le sous-groupe de
U engendré par €™/ Par définition, p,, est ensemble des nombres complexes
de la forme eZ#™/™ avec k € Z, c’est-a-dire 'ensemble des racines n-iemes de
'unité ; comme €2™/" est d’ordre n, le groupe i, est isomorphe & Z/nZ.

L’image G de h(uy) est un sous-groupe de |7, isomorphe & i, (car h est
injective) et donc Z/nZ. Par définition, G est constitué des rotations de la forme
Ry okntn = R’j{h27r /n AVEC k € Z; on peut également le décrire comme le sous-
groupe de Ijo engendré par R, ox/n)-

Le polygone P est égal a

{ZO + aeQilﬂr/n}keZ7

c’est-a-dire encore a {R.; opx/n(20 + a@)}rez, ou encore a {g(z0 + a)}gec-
Autrement dit, P est 'orbite de zg + a sous GG. Mais on sait alors que P est
également l'orbite sous G' de n’importe lequel de ses sommets (lemme [4.6.4)).
Cela signifie qu’on a pour tout b € C tel que zg + b € P les égalités

P ={g(z0+b)}gec = {20 + b ™"} cn

(vous pouvez aussi le vérifier directement, sans faire appel aux résultats généraux
sur les orbites).

(6.15) Groupe des isométries d’un polygone. Soit n un entier > 3 et soit
P un polygone régulier & n sommets de C. Soit I (resp. I'*) I'ensemble des
isométries (resp. isométries directes) g de C que g(P) = P.

(6.15.1) Montrons que I' est un sous-groupe de I. Il est clair que Id € T'. Si g
et h sont deux éléments de I' on a alors (gh)(P) = g(h(P)) = g(P) = P, et gh
appartient donc & T'. Enfin si g € T alors comme P = g(P) il vient g~}(P) =
g g(P)) = (g7tg)(P) = P, et go! € T'. Ainsi I est bien un sous-groupe
de I, qu’on appelle en général le groupe des isométries de P. Par définition,
't = T'NnI™; c’est donc un sous-groupe de I, appelé groupe des isométries
directes de P.
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(6.15.2) Soit g € I. Par définition, g appartient a I si et seulement si g(P) = P
mais il suffit en fait que g(P) soit contenu dans P : en effet si c’est le cas alors
g(P) est un sous-ensemble de P de cardinal n (car g est injective) et est donc
égal a P tout entier.

(6.16) Groupe des isométries d’un polygone : description explicite.
Soit n un entier > 3 et soit P un polygone régulier & n sommets. On note I'
(resp. I'") le groupe des isométries (resp. isométries directes) de P. Le but de
ce qui suit est de décrire explicitement les groupes I' et I'" ; on note zg le centre
de P.

(6.16.1) Soit g une isométrie appartenant a I'. Ecrivons g = z aY™(z)+ 0
aveca e U meZet € C.Ona

9(z0) = g (i > Z>
zeP
= aX™ <71L Z Z> + 8
zeP

= Y a4 4

z€P

(Z aX™(z) + nﬁ)

zeP

Y (aZ™(2) + )

z€P

> g(2)

zEP

Z z

z€g(P)

1
= *E V4
n
zeEP
= Z0-

Sl— 3= 3l 3

Ainsi, I" est contenu dans le stabilisateur |, de zp, qui consiste précisément en
les rotations de centre zy et les symétries orthogonales dont ’axe passe par zg
(6.8.4]).

(6.16.2) Description de I't. Soit G le sous-groupe de Ijo constitué des rotations
dont 'angle est de la forme 2k7/n avec k € Z. On sait que pour tout z € P le
polygone P est 'orbite de z sous G (6.14.3)) ; en particulier, g(z) € P pour tout
g € G. Ainsi g(P) C P pour tout g € G, et G est par conséquent contenu dans
I'* (en vertu de[6.15.2).

Réciproquement, soit g un élément de I'". Il résulte de que g est une
rotation de centre zg, donc de la forme z — 2y + a(z — zp) pour un certain
a € U. Choisissons un élément de P, que nous écrivons sous la forme zg + a
avec a # 0. On a g(zo + a) = zp + aa. Mais g(zo + a) appartient & P (car g
appartient & I'"); puisque P est lorbite de zg + a sous G (6.14.3)), cela signifie
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2ikm/n

que g(zo + a) = zg + ae pour un certain entier k. Il vient

20 + ac = zo + ae>*/n

et partant o = 57/ car a # 0. En conséquence g appartient & G, d’ou

linclusion I'" C G, et finalement 1'égalité '™ = G. Le groupe des isométries
directes de P est donc le groupe des rotations de centre zy dont ’angle est un
multiple entier de 27 /n, ou encore le sous-groupe de Ijo engendré par R, 2r/n) ;
il est isomorphe & Z/nZ.

(6.16.3) Description des autres éléments I'. Pour décrire complétement I, il
reste a comprendre son sous-ensemble I'™ constitué des isométries indirectes.
Comme I C |, il résulte de que '™ est constitué de symétries orthogonales
dont ’axe passe par zp. Soit g une telle symétrie et soit # ’angle que fait son
axe avec l’axe réel. Nous allons déterminer pour quelles valeurs de 6 la symétrie
g appartient a I'".

Fixons un sommetde P, que nous écrivons zy + re’¥ avec r € RY et ¢ € R.
Pour tout entier relatif £ on pose wy = zg + retletkm/n)  Notre sommet initial
est wo, et le polygone P est ’ensemble des wj pour k pair, qui est en fait réduit
a {wp,ws, ..., wa,_2}; notons également que pour tout k, la droite (zowy) est
la droite passant par zo et dirigée par e(*T*7/7) ou encore la droite passant
par zp et d’angle ¢ + k7 /n avec 'horizontale.

L’isométrie g appartient & I'~ si et seulement si g(wsy) appartient & P pour
tout k, c’est-a-dire si et seulement si pour tout entier k, il existe un entier ¢ tel
que g(wag) = way.

Soit k € Z. On a en vertu de [6.5.3] les égalités

Glwa) = glzo + PHIETENY o 4i(20— =2k /n)

11 s’ensuit que g(way) appartient & P si et seulement si il existe un entier ¢ tel
que

20 + ,rei(20—tp—2k:7r/n) _ 20 + ,r,ei(cp+2€7r/n)
— ei(29—cp—2k7r/n) —_ ei(ga—i-%ﬂ'/n)
— 20 — p — 2km = ¢ + 20w /n modulo 27
= 260 = 29+ 2¢r/n+ 2knw/n modulo 27
= 0 = ¢+ 4n/n+kr/n modulow

Puisque 7 est multiple entier de 7/n, cela revient simplement & demander
que 6 soit égal & ¢ + km/n modulo 7/n, ou encore tout simplement que 6 soit
égal & ¢ modulo 7/n; cette condition ne dépend alors plus de k.

On voit ainsi que g appartient a ['~ si et seulement si 6 est égal a ¢ modulo
m/n. L’ensemble I'~ est donc constitué des symétries orthogonales dont ’axe
passe par zq et fait avec 'axe réel un angle de la forme ¢ + ¢7/n avec ¢ € Z;
c’est également ’ensemble des symétries orthogonales dont 1’axe est de la forme
(zowy) avec £ € Z. Si £ et ¢/ sont deux entiers, les droites (zowy) et (zowy)
coincident si et seulement si leurs vecteurs directeurs e (#+Hm/n) et ilett'n/n)
sont R-colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si ¢ + ¢7/n = ¢ + /7 /n modulo
7, ce qui se produit si et seulement si £ et £ sont égaux modulo n. On en déduit
que les symétries orthogonales

E(ZO’(UO)? MR Z(Zown_l)
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sont deux a deux distinctes, et que I'™ = {E(ZOU,O), ooy B(zown_q) y 3 Vensemble
'~ comporte donc n éléments, et ' =TT [T~ est en conséquence de cardinal
n+n=2n.

Remarquons pour terminer que pour tout sommet z de P, la symétrie
orthogonale X .) appartient & I'" puisque z est égal & wax pour un certain
entier k.

(6.16.4) Supposons que n est impair. Ecrivons n = 2m + 1 avec m € Z, et soit
k € Z. On a alors k = k(n — 2m) = nk — 2km et partant

km 2kmm
— =k — .
n n
Il S’ensuit que e!¥thm/n) — gikmgile—2kmn/n)  Par conséquent, les vecteurs

ellethm/n) et gile=2kmm/n) sont R-colinéaires, et la droite (zowy) est donc égale
& (2ow—2km) (ainsi qu'd (WarW_2km)). Or W_ogm est un sommet de P ; on vient
ainsi de démontrer que tout élément I'™ est de la forme X, avec w € P. On
sait par ailleurs que pour tout sommet w de P la symétrie 3, ,,) appartient a
I'~, et que I'” et P sont tous deux de cardinal n. En conséquence, lorsque w
parcourt P les symétries 3.,y sont deux & deux distinctes (ce qui veut dire
que les droites (zow) sont deux & deux distinctes), et I'™ = {3, ) fwep-

(6.16.5) Supposons que n est pair. Ecrivons n = 2m avec m € Z. Soit k € Z.
On a

2km e 2k +n)mr  2(k+m)r
= = - 7
d’olt I'égalité e'($F2htmm/n) — _eilethm/n) Par conséquent wojim) (qui est

un sommet de P) est le symétrique du sommet woy, de P par rapport & zg, et les
droites (zowar) et (20Wa(k4m)) coincident. Par ailleurs une droite passant par zo
contient au plus 2 points de la forme wy (et en particulier au plus deux sommets
de P) car ces points sont tous situés & la méme distance de zg (& savoir r).

On a ainsi établi que pour tout sommet w de P, le symétrique w’ de w par
rapport & zg appartient & P aussi, et que la droite (zow) = (zow’) = (ww') ne
contient aucun point de la forme wy & part w et w’ (c’est-a-dire aucun autre
sommet de P, ni aucun wy, pour k impair). Le sous-ensemble {X(. ) }wep de
I'~ comprend donc m = n/2 éléments. Les m autres éléments de I'~ sont les
symétries de la forme ¥, ., ,) pour k € Z (on peut se limiter aux entiers k tels
que 0 < 2k+1 < n). Remarquons que pour tout k, axe (zowag+1) de 2 (zowant1)
est la bissectrice de 1'angle formé par les deux droites (zowag) et (zowagt2), ou
encore la médiatrice du segment [wagwog12]-

(6.17) Exemples : le triangle et le carré.

(6.17.1) Le cas du triangle. Posons a = 1,b = *7/3 et ¢ = ¢*7/3, L’ensemble
P := {a,b,c} est alors un polygone régulier & 3 sommets — ce qu’'on appelle
le plus souvent un triangle équilatéral; son centre est l'origine. Le groupe
des isométries directes de P est égal a {Id, R(o,2x/3), R(0,4x/3)}- Les isométries
indirectes de P sont les symétries orthogonales par rapport aux droites joignant
respectivement l'origine a a, & b et & ¢ (qui sont les médiatrices du triangle).

(6.17.2) Le cas du carré. Posons a = 1,b = i,¢c = —i et d = —1. L’ensemble
P :={a,b,c,d} est alors un polygone régulier a 4 sommets — ce qu’on appelle le
plus souvent un carré ; son centre est I’origine. Le groupe des isométries directes
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de P est égal a {Id, R(0.x/2), R(0,x), R(0,37/2)} Les isométries indirectes de P
sont d’une part les symétries orthogonales par rapport aux droites (ac) et (bd)
(qui sont les diagonales du carré), et d’autre part les symétries orthogonales par
rapport aux droites joignant respectivement 1'origine & e’™/4 et €3™/* (ce sont
les deux médiatrices du carré).

(6.18) Isomsétries d’un polygone et permutation des sommets. Soit n
un entier supérieur ou égal & 3 et soit P un polygone régulier a n cotés ; soit zg le
centre de P et soit I' le groupe d’isométries de P. Tout élément g de I" induit par
restriction une bijection de P dans lui-méme, c’est-a-dire une permutation de
P; on définit ainsi une application p de I dans Sp qui est en fait un morphisme
de groupes (la restriction de la composée est la composée des restrictions).

(6.18.1) Le morphisme p est injectif. En effet, soit g un élément de Ker p. Par
définition, g est un élément de T" tel que g(w) = w pour tout w € P.

Si g est une isométrie indirecte alors g est une symétrie othogonale dont ’axe
A passe par zg. L’ensemble des points fixes de g est égal a A, et AN P contient
au plus deux sommets; on aboutit ainsi & une contradiction avec le fait que g
fixe les n sommets de P (rappelons que n > 3).

Par conséquent g est une isométrie directe. C’est donc une rotation de centre
20, et elle au moins un point fixe en plus de zg (puisque tous les sommets de P
sont fixes); il vient g = Id, et p est injectif.

(6.18.2) Supposons que n = 3. Le groupe I est alors de cardinal 2 x 3 =6, et
Sp est de cardinal 3! = 6. Comme I' et Sp ont méme cardinal, le morphisme
injectif p est alors un isomorphisme. Plagons-nous dans le cas ou P est le triangle
{a,b,c} décrit au et décrivons completement isomorphisme p dans ce
cas.
e On a p(Idc) = Idp.
e La rotation R 2x/3) envoie a sur b, b sur c et ¢ sur a. Son image par p
est donc le 3-cycle (abc).
e La rotation Rg4x/3) envoie a sur ¢, ¢ sur b et b sur a. Son image par p
est donc le 3-cycle (acbh).
e La symétrie orthogonale ¥, fixe a et échange b et c; son image par p
est donc la transposition (bc).
e La symétrie orthogonale ¥ fixe b et échange a et c; son image par p
est donc la transposition (ac).
e La symétrie orthogonale X fixe ¢ et échange a et b; son image par p
est donc la transposition (ab).
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