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Arithmétique modulaire

Le "groupe de l’horloge"
Heures :

2h + 5h = 7h
9h + 4h = 1h mod 12h
8h + 12h = 8h

Minutes :
45+ 25 = 10 mod 60 min
50+ 30 = 20 mod 60 min
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Addition modulaire Z7

Notation : Z/nZ = Zn
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Groupe additif (Zn,+)

(Zn,+) forme un groupe commutatif d’ordre n.

Définition
Un groupe est un couple ensemble-loi de composition
(G, ?) qui vérifie

associativité : ∀a, b, c ,∈ G : (a ? b) ? c = a ? (b ? c)

élement neutre : ∃e ∈ G,∀a ∈ G : a ? e = e ? a = a

inversion : ∀a ∈ G,∃b ∈ G : a ? b = b ? a = e

Propriétés
commutativité : ∀a, b, c ,∈ G : a ? b = b ? a

ordre de G : nombre d’éléments du groupe G
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Multiplication modulaire Z7
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Multiplication modulaire Z7 et Z8
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Anneau (Zn,+, ·)
(Zn,+, ·) forme un anneau commutatif.

Définition
Un anneau est un triplet, ensemble et deux lois de composition,
(G,+, ·) qui vérifie

(G,+) est un groupe commutatif avec élement neutre 0
associativité : ∀a, b, c ,∈ G : (a · b) · c = a · (b · c)
élement neutre : ∃e ∈ G,∀a ∈ G : a · e = e · a = a

distributivité : ∀a, b, c ∈ G : a · (b + c) = a · b + a · c

Propriétés
anneau commutatif : ∀a, b, c ,∈ G : a · b = b · a
élément inversible : a 6= 0 est inversible par rapport à · si
∃b ∈ G : a · b = b · a = e
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Inverse modulaire Z7

Inverse de a modulo n :

L’entier b = a−1 tel que a× b = 1 mod n

Notation : Z∗
n = L’ensemble des éléments inversibles de Zn
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Inverse modulaire Z8
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Inverse modulaire Z6
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