Arithmétique modulaire

Anca Nitulescu
anca.nitulescu@ens.fr

Ecole Normale Supérieure, Paris

5 octobre 2016

1/10] Anca Nitulescu anca.nitulescu@ens.fr Arithmétique modulaire



e Groupes additifs
e Anneaux et corps

Arithmétique modulaire

Arithmétique modulaire

Heures :
@ 2h+5h=T7h
@ Oh+4h=1h mod 12h
@ 8h+12h=8h
Minutes :
@ 45+25=10 mod 60 min
@ 50+30=20 mod 60 min
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Addition modulaire Z;

Notation : Z/nZ = Zp,

Zq
» 77 ={0,1,2,3,4,5,6} T Tol1il1213]41516
0l0(1121314]|5|6
1{1]2]3]4]5]6]0
»2+4=06 RSl
> Ats=9=Tr2=2medT 3[3[4[5]6]0]1]2
»3+4=0 B e e e e e
515|6|0[|1[|2(3(4
6|16[0[1]2]|3([4](5
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Groupe additif (Z,, +)

(Zp, +) forme un groupe commutatif d'ordre n.

Un groupe est un couple ensemble-loi de composition
(G, *) qui vérifie

e associativité : Va, b,c, € G : (axb)*xc=ax(bxc)
@ élement neutre : Je € G,Vae G : axe—exa=a
@ inversion : Vae G,3be G : axb=bxa=c¢e

v
Propriétés

e commutativité : Va,b,c,e G: axb=bxa

e ordre de G : nombre d'éléments du groupe G
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Multiplication modulaire Z;

Z7

» Z7; ={0,1,2,3,4,5,6}
x|[o[1]2]3T4[5][6
»3x5=5+5+5=10+5 0[0]j0]0]0]j0fO]fO
=3+5=8=7+1 1(0]11(2]|3[4]|5]|6
—1mod7 2of2]4]6]1]3]5
»3x5=15=2.-7+1 3[0[(3[6]2]5]1]|4
—1mod7 4lofal1|s5[2]6]3
> 6x4 =24 =3.7+3 =3 mod 7 510|5[3]1]6/4]2
6lof6[5]4]3]2]1
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2(0]2(4]|6|0|2]|4](6
3(0]|3[6]|1|4]|7]|2](5
4(0|4(0|4|0|4]|0](4
5(0]5(2|7|4|1]|6](3
6(0]6[4]2|0|6]|4](2
7|10[7[6]|5]4[3[2]1

0]1(2]|3|4[5]|6

0]11(2]|3|4[5]|6

X

0OfojofojojoOf0O]|O

1

2(0]2|4]6|1(3]5

3(0|3[6]2|5(1]|4

410|4|1]|5(2]|6(3

5(0]5(3|1|6[4]2

6(0]6[5]4|3[2]1
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Anneau (Z,, +, ")

(Zp,+,-) forme un anneau commutatif.

Un anneau est un triplet, ensemble et deux lois de composition,
(G, +,-) qui vérifie

@ (G, +) est un groupe commutatif avec élement neutre 0

@ associativité : Va, b,c, € G : (a-b)-c=a-(b-¢)
o élement neutre : Je € G,Vaec G: a-e—e-a=a
o distributivité : Va,b,c € G : a-(b+c)=a-b+a-c

| \

Propriétés

@ anneau commutatif : Va,b,c,e G: a-b=0b-a

@ élément inversible : a £ 0 est inversible par rapport a - si
dJbeG: a-b=b-a=e |
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Inverse modulaire Z;

Inverse de a modulo n :

L'entier b=altelque axb=1 mod n

Notation : Z; = L'ensemble des éléments inversibles de Z,

7z
> 77 = {172a3a4?5’6} x|1]2[3]4]|5]|6
1]11(2(3]14]5]|6
» 3 1=5mod7 2|12)4|6|1]3]|5
>4_1:2mod7 313[6]2|5]1(4
» 6 1=6mod7 RN
515|3|1|6[|4]2
6 |6|5|413|2]|1
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Inverse modulaire Zg

Zg

» 2.4 et 6 sont
non-inversibles x|10]1]2|3[4|5]|6]|7
» 1,3,5 et 7 sont inversibles 010/0]0)0f0J0]|0]0O
(et leur propre inverse!) 1(0]1]2]|3]4]5]|6]|7
» attention aux écritures 210(2(4/6]|0])2[4]6
> Gviter M 310|13[6|1|4]|7|2](5
410(4(0|14(0(4|0]|4
> proscrire JP<3_ 5(0(5(2|7|4]1|6]3
> écrire371 =3 6|lo|l6|al2[0]6]4]2
710(7(6]5]4]13]|2]|1
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Inverse modulaire Zg

Que faire avec Zg ? Ze

>ZGZ{07172’3’4’5} x|10]1]12|3|4]5
ojofof0O|0O]0O]|O
» 51 =5mod 6 1{of1]2[3]4]5
> 471 =27 mod 6 21012[{4]0)2/4
L'inverse de 4 n'est pas défini 31013]0]3]0]3
modulo 6 41014(12]0(4]2
5(0[5[4]3]2]1

X 5

Il « reste » {1,5}: VA 1 5

5 1
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