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Feuille TD : Matrice d’une application linéaire

Exercice 1 Soient trois vecteurs ei, es, e3 formant une base de R, On note ¢ I'application linéaire définie par
p(e1) = e3, p(e2) = —e1 +ea + e3 et P(e3) = e3.
1. Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (e1,ea,e3).
Déterminer le noyau de cette application.
On pose f1 =e1 —e3, fo =e1 —e2, f3 = —e1 +e2 +e3.
Calculer ey, es, e3 en fonction de f1, fo, f3.
Les vecteurs fi1, fa, f3 forment-ils une base de R??
Calculer ¢(f1), ¢(f2), §(f3) en fonction de f1, fa, fs.
Ecrire la matrice B de ¢ dans la base (f1, f2, f3) et trouver la nature de 'application ¢.
1 1 -1
8 Onpose P=| 0 —1 1 |.Vérifier que P est inversible et calculer P~1.
-1 0 1

9. Quelle relation lie A, B, P et P77

No e N

Exercice 2 Soit R? muni de la base canonique B = (i, 7).
Soit f : R? — R? la projection sur I’axe des abscisses Ri parallelement & R(7 + 7).

1. Déterminer Matp 5(f), la matrice de f dans la base (Z,j)
2. Méme question avec Matg: g(f) ot B’ est la base (;f J, =2 + 35) de R%.
3. Méme question avec Matp' s/ (f).

Exercice 3 Soit f 'endomorphisme de R?® dont la matrice par rapport & la base canonique (e1,e2,€3) est

15 —-11 5
A=1|(20 -15 8
8§ =7 6

Montrer que les vecteurs €] = 2e; + 3ea + €3, €5 = 3eq +4ex +e3, €5 = e1 + 2e2 + 2e3 forment une base de R3
et calculer la matrice de f par rapport a cette base.

Exercice 4 Soient A, B deux matrices semblables (i.e. il existe P inversible telle que B = P~*AP). Montrer que
1. Si I'une est inversible, I’autre ’est aussi.
2. Si I'une est idempotente, 'autre ’est aussi.

3. Si 'une est nilpotente, autre 1’est aussi.
4. Si A= M\, alors A = B.
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Exercice 5 Soit f 'endomorphisme de R? de matrice A = 5 32 dans la base canonique.
Soient ey = (—2,3) et ea = (—2,5). 2 3

1. Montrer que B’ = (e, e3) est une base de R? et déterminer Mats: ( f).
2. Calculer A™ pour n € N,
2
Tp+1 = 2xn + “Yn
3. Déterminer I'’ensemble des suites réelles qui vérifient Vn € N 5 3 9
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Yn+1 = 75‘%" - 3
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1 2 1 2 2 -1 7
Exercice 6 Soient A = ?) é 1 , B= E)l _31 ;1 11 . Calculer rg(A) et rg(B). Déterminer une base
7 8 1 3 3 -2 11

du noyau et une base de I'image pour chacune des applications linéaires associées fa et fg.

Exercice 7 Trouver toutes les matrices de M3(R) qui vérifient

1. M>=0;
2. M?>=M:
3. M2 =1.

Exercice 8 Soit f 'application de R, [X] dans R[X] définie en posant pour tout P(X) € R,[X] :
f(P(X)=P(X+1)+P(X —-1)—2P(X).

Montrer que f est linéaire et que son image est incluse dans R, [X].

Dans le cas ott n = 3, donner la matrice de f dans la base 1, X, X2, X3.

Déterminer ensuite, pour une valeur de n quelconque, la matrice de f dans la base 1, X,..., X".
Déterminer le noyau et 'image de f. Calculer leur dimension respective.

Soit @ un élément de 'image de f. Montrer qu'il existe un unique P € R,[X] tel que : f(P) = Q et P(0) =
P'(0) =0.
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Exercice 9 Pour toute matrice carrée A de dimension n, on appelle trace de A, et I'on note tr A, la somme des
éléments diagonaux de A :
n
trA= Z Qi
i=1

1. Montrer que si A, B sont deux matrices carrées d’ordre n, alors tr(AB) = tr(BA).

2. Montrer que si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n, M sa matrice par rapport &
une base e, M’ sa matrice par rapport a une base €', alors tr M = tr M’. On note tr f la valeur commune de ces
quantités.

3. Montrer que si g est un autre endomorphisme de E, tr(fog—go f) =0.

Exercice 10 Soit F un espace vectoriel et f une application linéaire de E dans lui-méme telle que f% = f.
1. Montrer que E = Ker f @ Im f.

2. Supposons que E soit de dimension finie n. Posons r» = dim Im f. Montrer qu’il existe une base B = (eq, ..., e,)
de E telle que : f(e;) =e;sii <ret f(e;) =0sii>r. Déterminer la matrice de f dans cette base B.
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