UPMC 1MO002 Suites, intégrales, algebre linéaire 2015-2016

Feuille 5
Matrices (Deuxieme feuille)

Il y a plusieurs types d’exercices : les exercices dits « de calculs » — marqués par un (C) — que vous devez pouvoir traiter

en autonomie et sans erreur : des questions de ce type seront posées a l’examen.

bl —X1 —2$2+3(E3+£C4 :bl
Exercice 1. Soit b= | by | € R3. On considere le systeme linéaire : (S) { 21 + zo + 223 + 224 = by
b3 3ry + 4w + 23+ 324 = b3

1. Ecrire la matrice A du systeme S, puis la matrice augmentée.

2. En faisant des opérations sur les lignes de la matrice augmentée, déterminer en fonction de b ’ensemble
des solutions.

3. Quel est le rang de S 7

‘Solution : 1. La matrice A et la matrice augmentée de S sont respectivement

-1 -2 3 1 -1 -2 3 1]|b
A=[1 1 2 2| e Up)=|1 1 2 2|b
3 4 1 3 3 4 1 3|bs

2. On utilise la méthode du pivot de Gauss :

D) (e )

2 2 ba 0 3 | ba+b1 )
3 41 3| b Ls = Ls =3I 0 6 | bs+3b
2 -3 -1| -b 2 -3 -1 —by
Ly —Ly: | 0 —5 3| —by—by|; Lz Lz+2La: | 0 —5 —3| —by—by |;
0 —2 10 6 | by+3b 0 0 0 0 [bs—2by+b
0 7 5| b+2b
L+ Ly —2L5: 0 -5 -3 —by — by = (A/|b/)
0 0 0 0 |bs—2by+b

L1 (——Lll

Le systeme S a une solution si et seulement si b3 — 2by + by = 0; dans ce cas, les solutions de S sont exactement

les solutions du systeme suivant :

(S/) x1 = by + 2by — T3 — Sy
T9 = —by — b1 + Hx3 + 314

ou x3 et x4 sont des variables libres.
3. Le systéme S a méme rang que le systéme équivalent S’, dont la matrice A’ est échelonnée & deux lignes.

| Ainsi, le rang de S est égal a 2. |

by —x1 — 2% + 3x3 + T4 + 225 = by
Exercice 2. Soit b= | by | € R3. On considére le systéme linéaire : (8) § 21 + 239 + 223 + 224 + 75 = by
b3 31 + 6xg + x3 + 314 + 5 = b3

1. Ecrire la matrice B du systeme S, puis la matrice augmentée.

2. En faisant des opérations sur les lignes de la matrice augmentée, déterminer en fonction de b ’ensemble
des solutions.

3. Quel est le rang de S7

’Solution : 1. La matrice B et la matrice augmentée de S sont respectivement

-1 -2 3 1 2 -1 -2 3 1 2|bh
B=|1 2 2 2 1] e Bp=[1 2 2 2 1|b
131 36 1 3 1|bs
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2. On utilise la méthode du pivot de Gauss :
2 -3 -1 -2|-b Ly Lo I 2 -3 -1 -2| —b
D=Lz (T 2 2 2 1\ b |5 ([ o 0 0 5 3 3 |by+b |;
36 1 3 1| b 3¢ L —dln 0 0 10 6 7 |bs+3b
) 1] 2 -3 -1 —2| - 2 -3 —31 —32 —b,
Lz%ngi 0 0 3 2 1 Lbo+by) |sLs L3 —10Ly: [ 0 32 i(batb)
0 0 10 6 7 | by+3b 0 0 0 b3—2b2+b1
1] 2 0o 4 % %m—%)
Ly Li+3Ly: [0 0 [t] 2 2| Llbotb) [;
00 0 0 bs — 2by + by
12 0 % o0 (b3 + by — by)
Li+ L+ 1L 5 5
{Ll IS TS N 50 | L(=3bs +7by — 2by) | = (B'IH).
2T T 0 0 0 0 by — 2ba + by

Les solutions de S sont exactement les solutions du systeme suivant :

T = L (3b2 — 2b1) — 2$2 — %1'4

(S/) T3 (b2 + bl) — 51‘4
Ts —b372b2+b1

ou x9 et x4 sont des variables libres.

3. Le systéme S a méme rang que le systéme équivalent S’, dont la matrice B’ est échelonnée a trois lignes.

\Ainsi, le rang de S est égal a 3.

|

Exercice 3. Résoudre les systemes suivants :

r 4+ 2y — 2z + t =1 r + y - 3z - 4 = -1
(1) r 4+ 3y + z - t = 2 (S5) 20 + 2y + 2z — 3t = 2
! - 4+ y + Tz + 2t = 3 2 3r + 6y — 2z + t = 8
2r + y — 8& 4+ t = 4 2z + y + 5 + t = 5
x -y + z + t =3
(S3) 5 + 2y — =z — 3 = )
3 —3x — 4y + 3z + 2t = 1
6 + vy — 2t = 8
\Solution : Pour résoudre ces systémes on utilise la méthode du pivot de Gauss.
Résolution du systéme S :
L2 < LQ — Ll + 2y - 2 + t = 1
. y o+ 2z — 2t = 1
Ly = Ly + In ' 3y + 62 + 3t = 4
Ly Ly —214 _3y — 6z — t = 2
+ 2y — 2z + t =1
L3 <+ L3 —3Lo . + 2z — 2t =1
Ly < Ly+ 3Ly ' 9 = 1
- T =5
+ 2y - z 4+ t =1
1 + 2z - 2t = 1
L3 — *Lg : 1
9 = 3
- 7 =5
+ 2y — 2z + t = 1
+ 2z — 2t = 1
Ly Ly+7L3 : . 1
_ 2
0 - 9

)
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Le systeme S; n’a pas de solution.

Résolution du systéme Ss :

Lo« Ly — 2L, + oy - 3 - 4 = -
I I._3L 8 + 56t = 4
3¢ L~ 3y + Tz + 13t = 11
Ly Ly — 2Ly — Yy 4+ 1z + 9 = 7T
+ vy - 3z — 4 = -1
-y + 1lz + 9 = 7
Lz L 3y + Tz + 13t = 11
8 + 56t = 4
+ y 32 — 4t = -1
- 11z — 9% = -7
Ly« —L
2 2 3y + Tz 4+ 13t = 11
8 + 5t = 4
+ y 3z — 4 = -1
11z — 9 = -7
Ly 4= Ls = 3L 10z + 40t = 32
8 + Ht = 4
+ y - 3z - 4 = -1
11z — 9 = -—
L3 — iL3 = 9 47
8 + b5t = 4
+ ¥y - 3z — 4 = -1
- 11z - 9 = -7
L4 — L4 — 8L3 N 4
+ t = 3
- 3t = -2
+ y - 3z - 4 = -1
- 11z - 9% = -7
L4 — —1L4 : 4
5
+ 8 + 5t = 6
- 11z - 9% = =7
L1 — L1 — L2 - 4
+ o= 3
-
5
- a = 2
Ly + Ly —8L3 2t = 2
Lo < Ly +11Ls o=
5
L, ¢ Ly + 3L, -2
Lo+ Lo —2L4 >
L Ls—L -
<_ —
3 3 4 %
N . 4 1
Le systéeme Sy a exactement une solution : ¢t = 5 z=0,y= 5 T =2

2015-2016
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Résolution du systéme Ss :

Lo e Lo =5 T ! 6. ! Stt _ ?io
. y — 62 — 8 = -
Ly = Ly +3L1 = Ty + 62 + 5t = 10
Ly Ly = 6L Ty — 6z — 8 = —10
-y + z + t = 3
L3 < L3+ Lo . 7y — 6z — 8 = -10
Ly« Ly— Lo . - 3t 0
0 = 0
1 -y + z 4+ t = 3
_ 6 8 10
L2<_7§2 - 7z — gt = =7
Lg(——*Lg = 0
3 0 = 0
-y + oz = 3
L1<—L1—§3 : - % = -
Lo+ Lo+ —Lg = 0
7 0 = 0
v =
_ ¢ _ _10
Ly« Ly + Ly 7 7
= 0
0 = 0

Les solutions du systéme Sz sont (z,y,t,2) = (& — £z, -2 + 82,0,2), ou 2 est une variable libre.

Exercice 4. Trouver trois nombres réels «, 5 et 7 tels que, pour tout polynéme P de degré 3,

/ " P(t) dt = aP(2) + BP(3) + 4P(4).

‘Solution : Notons P(X) = aX?® 4+ bX? 4 cX + d le polynome générique de degré 3. On a :

2 4

4 Bt 56
P(t)dt = |a— + b— + c— +dt| =60a+ —b+ 6¢+2d
) 4 3 2 ) 3

et

aP(2) 4+ BP(3) + vP(4) = a(8a + 4b 4 2c + d) + B(27a + 9b + 3¢ + d) + v(64a + 16b 4 4c + d)

= (8a+ 278 + 647)a + (da+ 968 + 167)b+ (2a+ 38 + 4y)c+ (a + B + v)d.

Pour avoir 1'égalité recherchée pour tout polynome P de degré 3, il faut et il suffit que, pour tout (a, b, ¢, d) € R,

56
(8a+ 278 + 647)a + (4da+ 968 + 167)b+ (2a+ 38 + 4y)c+ (o + B+ v)d = 60a + §b+ 6c + 2d,

ce qui équivaut au systeme
a+fB+vy=2
204+38+4y=6
4o+ 98 + 167y = %
8o+ 273 + 64y = 60
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Utilisons la méthode du pivot de Gauss :

L2 — L2 — 2L1 1 1 2 1 1 2
0 1 2|2 L3 < L3 — 5Ly 0 2 |2
L3 <— L3 — 4L1 : 39 ) 2 ;
0 5 12| Ly« Ly—19L, 0 0 23
Ly< Ly—8L4 0 19 56|44 0 0 18|6
1 1 2 L4 — L4 — 18L3 0 0 %
1 L Ly —L 4
L3+ L3 0 2 % ; St ’ 0 0 3
2 0 0 1|1} Ly ¢ Ly —2L3 0 0 1
0 0 18|6 Ly« Ly — Lo 0 0 010
. . 1 4 1
‘Il existe donc exactement une solution : a = 3’ b= 3’ v = 3"
Exercice 5. Résoudre en fonction du parametre réel m les systemes linéaires suivants :
r+2y—3z2=1 20 +y—3z=1 r+my+2z=m
(S1)dx+3y—42=2 (So)dx+3y—22=2 (S3)§ 2x+y+(m—2)z=1
2c+3y —bz=m Tx —4dy —m’z=m—4 mr+y+2z=2m-—1

’Solution : Résolution du systeme Sy :

2 -3|1 2 3| 1
1 3 4|2|<|o0 -1 1 |&e|o
2 3 —5|m 0 —1 1 |m-2 0

3| 1 0 —1] -1
-1 1 |efo 1] 1
0 |m-—1 0 0 0 |m-1

=[]

Sim # 1, §; n’a pas de solutions. Sinon, ses solutions sont (x,y,z) = (=14 2,1 + z,2), ol z est une variable
libre.

Résolution du systeme Ss :

2 1 -3 | 1 3 —2 2 3 -2 2
13 =2 2 |Jel0o -5 1 -3 |e|o -1 3
5 ; 55 5
7 —4 —m*|m-—4 0 —-25 —-m“+14|m—18 0 0 -m*“+9|m-—3
Sim = —3, Sy n’a pas de solution.

Si m = 3, les solutions de S sont (x,y,2) = (% + %z, % + %z,z), ou z est une variable libre.
Supposons m ¢ {—3,3} et poursuivons les opérations sur la matrice augmentée de Sy :
m—4

3 —2| 2 30| 2 0 0| 5ag
0 —: gl <10 0 | sty | & | O 0 | stmrs)
0 0 T m+3 0 0 - ﬁ—&-?; 0 0 - m}i-3

Dans ce cas, le systéme S, a exactement une solution : (z,y,z) = (5&;‘;), 53%12) , —ﬁ)

Résolution du systeme Ss :

m 2 m m 2 m
-2 1 m-2 1 <10 2m+1 m+2 2m + 1
m 1 2 |2m-1 0 -m*+1 2m—-2|-m?+2m—1
Sim = 1, la matrice augmentée de S3 est équivalente & 1271 & 0 110 et les solutions
0 3 3|3 0 1)1

de S5 sont (x,y,2) = (—2,1 — z,2), ou z est une variable libre.
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Si m = —1, la matrice augmentée de S3 est équivalente a

1] -1 2 |-1 1] -1 2 |-1 (1] -1 o |-1

0 -1 1 |-1]e]o0o [1] 1|1 |0 [1] o] 1|«

0 0 —4]0 o o [1]] 0 0 0 [1]] 0

et S3 a exactement une solution : (z,y,z) = (0,1,0).
Supposons m ¢ {—1,1} et poursuivons les opérations sur la matrice augmentée de S, :

m 92 m m 2 m

OOH
OHO
HOO

O = O

0 —m?+1 2m—2|-m*+2m—-1| &[0 —t | m
0 2m+1 m+2 2m + 1 0 0 miimed | dmi
Sim = %\/@, S3 n’a pas de solution.

Sinon, la matrice augmentée de S est équivalente a

m2 m mO% oow
0

! 2 1 (m+5) m26r7m5+)4
. m— m(m m(m-+
0 m+1 4m+12 A 0 0 m2+7Tm+4 < 0 m24+T7Tm+4
m—+ 4m—+2 4m+2
0 0 m24+Tm+4 0 0 m24+7Tm+4 0 0 m24+7Tm+4
. . 2(m?—2m—2) m(m+5) 4m+2
’et S3 a exactement une solution : (z,y,2) = ( (m2+7m+4 T T )

Exercice 6 (Inversion d'une matrice carrée). Soit b = (by,bs,b3) € R®. On consideére les systémes linéaires
suivants :

—8x1 — 8x9 = by 221 — x9 + 3x3 = by
(81) Tx1 + 929 + 923 = by (82) —4x1 + 229 + 3 = bey
78131 — Xy — X3 = b3 72%1 + o + 4$3 = b3

Les résoudre pour b = (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1). Que peut-on en déduire sur les matrices des deux systémes ?

’ Solution : Comme la méthode du pivot de Gauss ne dépend que de la matrice du systeme, et non pas des termes
connus, on va considérer les matrices augmentées

-8 -8 0|1 0 O 2 -1 311 0 0
MlD=[7 9 9]0 1 0] e (ADh=[-4 2 1|0 1 0],
-8 —-1 —-1]0 0 1 -2 1 40 0 1
oul A; (resp. As) est la matrice du systéme S; (resp. Sz) et I est la matrice identité de taille 3.
Résolution des systémes Sy :
_1 1 1
Ly =5 L 0 [=% 00 Ly 1L, 1 0 |-L 0o o
L2 «— LQ — 7L1 : 0 2 9 g 1 0]; L 7L : 0 % % % 0l;
Ly < Ly + 8L, 0 7 -1|-1 0 1 3 2 0o 0 % |- -I1
_1 _1 _9
Lz« _%LS . . 0 ff (1) 8 - L L L . y X O1 165 965
Lyt Ly 90, | ° 0 8w oy [P e 0 0 8w 6y
? 0 0 § ®& "6 0 0 § ® &
Le systeme S; avec b = (1,0,0) a exactement une solution : (211, Z21, Z31) := (O7 —%, %) De méme, les systémes
Sy avec b = (0,1,0) et b = (0,0,1) ont chacun exactement une solution, respectivement (zis, s, T32) =

11 7 o 9 9 2 : ) . cors 14 :
(f@, a5 %) et (z13, T3, T33) 1= (fg, &> f@). Notons X la matrice formée par les z;; : elle satisfait I'équation

matricielle A1 X = I, donc X = Al_1 et Ay est inversible.

Résolution des systémes Ss :

1 3 1 1 3 1
) —3 3(2 00 Ly Ly +4L4 —3 3|3 00
Lie—3L:|=2 2 1]0 1 0 SO R A
2 1 4]0 0 1 3 < L+ 2l 0 0 7|1 0 1
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Les systemes n’ont pas de solution. Ainsi, il n’existe pas de matrice (carrée) X telle que AX = I, autrement dit
la matrice A n’est pas inversible.

Exercice 7 (Inversion d’une matrice carrée). En résolvant un systéme linéaire, inverser la matrice

1 1 1
A= 2 1 1
1 2 1
| z a |
Solution : Pour inverser la matrice A on résout le systeme AX =Y oulonapos¢ X =| y |etY =|[ b
z c
x + Yy + z = a
AX =Y 2c + y + z = b
r 4+ 2y + z = ¢
On effectue Lo < Ly — Ly et Ly < Lz — Ly :
T + Yy + z = a
> z + 0 + 0 = b-a
0O +y + 0 = c—a
A

On trouve donc x =b—a,y=c—aet z=3a—b—c.
(0,1,0) et (0,0,1), on trouve

insi, en considérant les solutions pour ¥ = (1,0, 0),

-1 1 0
At=| -1 0 1
’ 3 -1 -1
Exercice 8. Soit £ un nombre réel et soient
1 1 2 1
|1 -1 | 1-k% ot B 2
v = 1 ) Vg = 2 ) U3 = 3 w = ]{12 -1
1 1 1+ k? 1

quatre vecteurs dans R*. Déterminer pour quelles valeurs de k le vecteur w s’écrit sous la forme avy + bvg + cvs
pour des nombres réels a, b et c.

’Solution : Le vecteur w s’écrit sous la forme avy 4+ bvy + cvz pour des nombres réels a, b et ¢ si et seulement si
le systeme linéaire suivant admet une solution :

a+b+2c=1
a—b+(1—-k)c=2
a+2b+3c=k—1
at+b+(1+EHc=1

(S)

Utilisons la méthode du pivot de Gauss :

12 1 1 2 1 1 2 1

1 -1 1-k| 2 0 -2 -1-k 1 0 1 k? -2
2 < 2 = 2

1 2 3 k-1 0 1 1 k-2 0 0 1-k |2k*-3

11 1+k| 1 0 0 —114+K| 0 0 0 —11+kK| 0

Si k=1, S n’a pas de solution.
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Supposons k # 1 et poursuivons les opérations sur la matrice augmentée de S :

2k% -3
1k
0 (11—k)(2k*—-3)
1—k

Sik¢ {f\/g, \/g, 11}, S n’a pas de solution.

’Sinon, S a exactement une solution : (a,b,c) = (

k2 —5k2—3k+9 —k>—k242k+1 2k%-3
1—k ) 1—k » T1—k

).




