UPMC 1MO002 Suites, intégrales, algebre linéaire 2017-2018

Feuille 4
Matrices (Premiére feuille)

Il y a plusieurs types d’exercices : les exercices dits « de calculs » — marqués par un (C) — que vous devez pouvoir traiter
en autonomie et sans erreur : des questions de ce type seront posées a l’examen.

0
Exercice 1 ((C) Produits de matrices). On considére : X = ( ! ) , Z=1| 2 , A= ( ; ? ),

1 2 3
B:<_011>,D: 3 21
2 1 3

Quels sont les produits matriciels possibles ? Les calculer.

’Solution : En regardant les tailles des matrices, les produits qu’on peut former sont AX, BX, DZ, AB, BA,
AA, BB, DD.

1 _9 13
LecalculdonneAXz( ),BX:< >7DZ: 71;
1 -1
11
. -1 3 1 -1 5 4 1 0
pulsAB-(2 3>,BA—(2 1)7AA—<4 5)7BB—<0 1),
13 9 14
enfin DD = |11 11 14
11 9 16

Exercice 2 (Matrices de rotation). Soit  un nombre réel. On considere la matrice

o= (Sl ).

1. On considere un vecteur non nul v = (Z) de R2. Montrer qu’il existe 7 > 0 et ¢ € R tel que v =

r cos(¢)
rsin(¢) )’
2. Calculer Ry - v.

3. Montrer que I’application R? — R? donnée par v — Rgv est la rotation de centre 0 et d’angle 6.

4. On considére un autre nombre réel #. Calculer Ry Ry . Quelle est application de R? — R? correspon-
dante ?

’ Solution : ‘

1. Posons z = a + ib. En posant r = |z| et ¢ = arg(z), on a z = re'®, puis a = Re(z) = rcos(¢p) et
b=1Im(z) = rsin(¢).
_ [cos(0) —sin(8)\ [(rcos(d)) _ [r(cos(¢)cos(f) —sin(@)sin(d))\  [rcos(é +0)
2. On caleule Rov = (sin(@) cos(0) rsin(¢) )~ \r(cos(¢)sin(f) + sin(¢) cos(9)) ) ~ \rsin(¢p +0) )
On remarque qu’il est bon de connaitre ses formules de trigonométrie.

3. Revenons a la notation complexe. En posant (2) = Ryv et w = c+id, d’apres les questions 1 et 2 nous
avons que z = re'? et w = re'(9t0) — ¢9; La distance entre v et 0, qui vaut 7, est donc la méme que
celle entre Ryv et 0, et I’angle entre v et Rgv est égal a ¢. L’application v — Ryv est donc la rotation de
centre 0 et angle 6.
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4. Option 1 : On calcule :
cos(f) —sin(0)\ [cos(¢) —sm
Rolte = (sm(@) cos(8 > <S1n 0')  cos(f )
0s(0") cos(0) — sin(0) sin(d) —(cos(#’) sin(f) + sin(@ )cos(@)))
(0)  cos(0’) cos(f) — sin(6’) sin(0)
= Rgior

Q

(0
cos(8) sm( )+ sm( )cos
os(0+6') —sin(0+6)
<5m(9 +60)  cos(0+6") )

Option 2 : la rotation de centre 0 et d’angle @ suivie de la rotation de centre 0 et d’angle €’ est la rotation
’ de centre 0 et d’angle 6 + 6. Donc RgRg = Rgyo:.

1 0 1
Dan=( % 1)

Q

Exercice 3 (Identités remarquables?). Soit A = (

O =

1. Calculer AB et BA.
2. Calculer (A + B)2.
3. Calculer A%2 4+ 2AB + B? et A2+ AB + BA + B? et conclure.

’ Solution :

-1 1 0 1
1. Ona AB = (1 O> et BA = <1 1>.
12\ 1 4
- e
2. Ona(A+B) = (_1 1) = (_2 _1>.

3. On a aussi A% = ((1) ?) et B2 = (_01 01>. On calcule donc A% + 2AB + B? = (_; 3) ot

A’ + AB+ BA+ B® = :é _41 =(4+B)%.
Bilan : les identités remarquables ne sont plus vraies avec des matrices. De fait, elles ne marchent que si

‘ AB = BA.

Exercice 4 (Puissance n-ieme). On considére une matrice diagonale D = (8 2) (a et b réels) et la matrice
11
()

1. Calculer par récurrence les puissances n-iemes D" et T".

2. Calculer la matrice X = D + T — 1.

n—1
n a” X" n Ppn—i—
3. Montrer que X" = (0 ( b">12>’ avec (X")12 = EO a'b L
K}

’ Solution :

an

1. Montrons, par récurrence sur n > 1, que D" = < 0 b”) et T" =

Initialisation : Lorsque n =1, on a bien D = (a 0) et T = ( 1>.
n
1

5 )

0 b
Hérédité : Soit n > 1 tel que D" = aO’ b?z et T" = é > On a alors D' = D"D =

a® 0 aO_a”HO ntl _nmp_ (1 1 1 1\ (1 n+1
(0 b”)(O b>_< 0 bn+1>.Deplus,T =T"T = 0 1 o 1)~ o 1 .

a 1
2. OnaX-(O b>’
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n
) a® ¢
3. Posons ¢, = (X")12. Montrons, par récurrence sur n. > 1, que X" = (O bﬁ), avec (X™)12 = ¢, =

n—1
§ azbnfzfl.
=0

Initialisation : On a bien X' = X = (8 2) Donc X152 = ¢ = 1.

n

Hérédité : Soit n > 1 tel que X" = (a ZZ) avec ¢, = Z atpn it

0
n n+1 n
On calcule alors X" = X"X = <a0 Zﬁ) (8 2) (a() a Z;zf{fn+) On a donc cnyy —
n-1 n—1 (n+1)—1
a® + bz aibn—i—l —q" + Zaibn—i — Z aib(n_i_l)_i_l.

| i=0 i=0 i=0

Exercice 5 (Produit de matrices élémentaires).
1. Calculer un produit de matrices élémentaires £;; Fy;.

2. Pour une matrice carrée quelconque A, calculer AFy; et E;; A

’ Solution :

1. On a E;; By = 0;,F4, ou 0, est le symbole de Kronecker : §;;, = 1 si j = k et 0 sinon.

L L
2. En écrivant la matrice A par lignes A= | : | alors E;jA=| @ | ow L) =Lj et Lj, =0si k # i.
L, L,
En écrivant la matrice A par colonnes A = [C1,...,C,], alors AEy, = [C1,...,Cl]ou C] = Cy et C; =0
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
Exercice 6. (C) Dans M3 4(R) soient A = -1 0 1 2 |etB=|2 1 0 —1]|. Ecrirela
3 4 5 6 1 0 -1 2
matrice ‘A puis calculer B *A.
| :i Bl i -2 6 14 |
Solution : On a ‘A = ,puis BA=|—-12 -4 4
-3 1 5
2 6 -6 2 10

’ -2

Exercice 7 (La transposée). Soient K=R ou C, A € M, ,(K) et B € M, _,.(K).
1. Montrer que ‘(AB) = 'B"A. (Calculer le terme d’indice (4,5) de chaque matrice.)
2. Pour tout 4, 7, calculer (A’A);;. En déduire que si K=R et A’A =0 alors A = 0.

’ Solution : ‘

1. Le produit AB existe et est une matrice de taille p x 7. Soient i € [|1,p|] et 5 € [|1,7[]. On a ("(AB));; =

(AB);; = Z Ak Byi. D’autre part, le produit ‘B ‘A existe aussi et est une matrice de taille p x r. On a

k=0
n

(‘B'A)i; = > (B)in(“A)x; = ZBM it = ("(AB))y;.

k=1
On en déduit que *(AB) et tB tA sont deux matrices de taille p X r qui ont les mémes coefficients. Elles
sont donc égales.
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2.

|

n
On a ( Z A (PA), Z A Aji. En particulier, si ¢ = j, alors (AtA)“- = Z Afk, qui est une
k=0 k=0
somme de carrés. Sl A'A = 0, cette somme est nulle, et donc tous les termes sont nuls eux aussi. Ceci
veut dire que pour tous ,7, 4;; =0, i.e. A =0. ‘

Exercice 8 (La trace). Soient K =R ou C, A et B dans M, (K).

1 2
1. Calculer tr (7 10).
2. Montrer que pour tous s et t dans K, on a tr(sA + tB) = str(A) + ttr(B).
3. Montrer que tr(AB) = tr(BA).
4. Calculer tr(A'A).
5. En déduire que si K = R, alors tr(A%A) > 0 et que ¢a vaut 0 si et seulement si A = 0.
’Solution :
1. On a tr 12 =1+10=11
SR AMA7 10) T -
2. Soient s,t € K. On a tr(sA + tB) = Z(SA +tB)y; = Z(SA)” Zs i +t(B)iy =
i=1 i=1 i=1
$Y A +tY By = str(A) + ttr(B).
i=1 i=1
n n n n n n
3. Onatr(AB) =) (AB)i=>» (Y Ai;jBji)=> () Bjidi) =Y (BA tr(BA).
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1
4. Onatr(A'A) = (A'A); = (D Ai;('A }:E:Aw&j:E: A%
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
5. Si K = R, d’apres la question 4, tr(A’A) s’exprime comme une somme de carrés : elle est donc positive.

|

De plus, tr(A‘A) = 0 si et seulement si tous les termes de la somme sont nuls, c’est-a-dire que pour tous
i,j € [|1,n|], A;; = 0. Ceci arrive si et seulement si A = 0.

Exercice 9 ((*) Une matrice remarquable). Soit (a, b, ¢) € R?, tel que a® + b* + ¢ = 1. On pose :

1+a® ab ac
M= ab  1+b  be et N=M-—Is.
ac be 1+¢
1. Montrer que N peut s’écrire comme produit d’'une matrice colonne et d’'une matrice ligne.
2. Calculer N™, ou n désigne un entier naturel.
3. En déduire 'expression de M™.
’Solution :
a
1. OnaN=|b (a b c).
c
a
2. On commence par remarquer que (a b c) b| = a®+ b + 2, qui est un scalaire. On va utiliser
c
I’associativité du produit de matrices pour le calcul.
a " a a\\"" a
Ona N" = b (a b c) =0 (a b c) b (a b c) =|b| (a®+b*+cH)" ! (a b c) =
c c c
a
@+ +A" b (a b ¢)=(a®+b*+c*)""'N =N.
c

Le calcul est légérement plus simple en simplifiant directement les a? + b2 + ¢2.
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3. Solution 1 : Montrons, par récurrence sur n > 1, que M"™ = I3 + (2" — 1)N.
Initialisation : Sin =1, on a bien M" = M = I3 + N.
Hérédité : Soit n > 1 tel que M™ = I3 + (2" — 1)N. Calculons M"*'. On a M" ™! = M"M = (I3 +
(2"—=1)N)(I3+N) = I3+ (2"—1)N+N+(2"—1)N? = I3+(2"—14+142"—1)N = I3+ (2" —1)N.
Solution 2 : Puisque NI3 = I3N = N, on peut développer le produit (I3 + N)™ a l'aide du binome de

n n
n

wton. On a "= k— " = n_ = n_ .
‘ Newton. On a (I3+ N) ]§<k>N 13+(];<k))]\7 L+(1+1)"=1)N=1I3+(2 1)N‘

Exercice 10 (La suite de Fibonacci). On consideére la suite (f,)nen définie par fo = 0, f1 = 1 et pour tout

1> 0, frss = fuss + fa. On mote M = (O !

1 1). Soit k un entier naturel.

1. Calculer par récurrence, en termes des éléments de la suite (f,,)nen, la valeur de M k ((1)>

2. Exprimer les coefficients de M* en termes de la suite (fn)nen.

3. (*) Comment doit-on adapter la matrice M pour voir apparaitre une suite récurrente d’ordre 2 autre que

(fn)nEN ?

‘ Solution :

1. Montrons, par récurrence sur k > 0, que M* (O) = <ffk )
k+1

(-0
0 f1
Hérédité : Soit k£ > 0 tel que MF (?) = <f£j_1> On a alors M*+1 ((1)> = M(Mk (?)) =M fl{-l:1> =
( fr+1 ) _ (fk+1)
fe + fusr froa2)”

2. D’apres la question 1, M* 0 = T , donc la deuxi¢me colonne de M* est Fi . Or, puisque
1 Jr41 fe+1

—_

Initialisation : Pour k = 0, on a bien M° (g)

MFHY = MF ((1) 1), la deuxiéme colonne de M* est égale a la premiere colonne de M k41 On déduit
que, si k>0, ona M* = L .
I
N oy . o 0 1 .
3. La matrice a considérer pour une suite définie par u,42 = aupy1 + bu, est A = b ool Ainsi,

A Up, _ un+1 _ un+1
| Un+1 AUp41 + buy, Upt2 ) |




