UPMC-Paris 6 Année universitaire 2013-2014

L1 - 1IM002 — Partiel du 2 Mai 2014

Durée : 3 H - Sans documents ni calculatrice

L’utilisation de tout appareil électronique et des téléphones portables est interdite. Pendant
I’épreuve, les téléphones portables doivent étre éteints et rangés. Les correcteurs tiendront compte
de la qualité de la rédaction et de la précision des raisonnements.

Le total des points est volontairement supérieur a 30 et les notes > 30 seront ramenées a 30.

Attention! Partie 11 (environ 12 pts) & rendre sur une feuille séparée.

Questions de cours (environ 4 pts)

1. Enoncer le théoréme du changement de variable pour une intégrale, en précisant soigneusement
les hypothéses sur les fonctions considérées.

2. Etant donné un entier naturel n > 2, on considére deux bases B et B’ de I'espace V = R"; P est
la matrice de passage de B a B’.

(a) Que représentent les vecteurs colonnes de P ?

(b) Etant donné un vecteur u de V, on note X (respectivement X') le vecteur colonne des
coordonnées de u dans la base B (respectivement B’). Donner une formule reliant X, X’

et P.

Partie I (environ 5 + 10 + 5 = 20 pts)

Exercice 1 On note In la fonction logarithme népérien et e = exp(1). Pour tout n € IN, on pose :
e

I, = / (Inz)"dx. On rappelle que, pour tout réel a : a® = 1.
1

. Calculer I et I.

. A T'aide d’une intégration par parties, montrer que I, +1 + (n + 1) I,, = e pour tout n € IN.

+1

1
2
e
3. Pour tout entier naturel n, montrer que 0 < I, < ——.
n
4. En déduire que la suite (I,)n,en est convergente, et préciser sa limite.
5

. Pour tout n € IN, on pose J, = n I,,. En utilisant la question 2, montrer que la suite (J;,)nen est
convergente, et préciser sa limite.



Exercice 2 Soient ug, vy deux réels. On consideére les suites réelles (uy)nen €t (vn)nenw définies, pour
tout entier naturel n, par
{ Up+l = Uy — 3y + 10 (%)
Upt1 = —dup+v,+14

Un

Pour tout n € IN, on pose : Z,, = < v
n

> € R?. On désigne par I la matrice identité de My(IR).

1. Déterminer une matrice A de My(IR) et un vecteur colonne Y de IR? tels que, pour tout entier
naturel n, la relation (%) s’écrive sous la forme : Z,11 = AZ, +Y.

2. Déterminer les valeurs propres de A, et les sous-espaces propres associés.

Dans ce qui suit, on désigne par f l’endomorphisme de IR*> de matrice A dans la
base canonique B.

3. Déterminer une base B = (€], €}, de R? telle que la matrice de f dans cette base soit D = (g _02> ,

. 1 1
et ou €] et €}, sont respectivement de la forme e} = ( " > et e, = ( ” ), (y1,72) € R2

Donner la matrice de passage P de la base canonique B a la base B, puis calculer P71,
Pour tout n € IN*, exprimer A" en fonction de D", P et P!, puis calculer explicitement A™.
Montrer que la matrice A — Is est inversible et calculer son inverse.

Montrer qu’il existe une unique solution X de I'’équation A X +Y = X et la déterminer.

® N> e

Pour tout n € IN, exprimer Z,, en fonction de A", X et Zy. Indication : on pourra considérer la
suite (W), )nen définie, pour tout entier naturel n, par : W,, = Z,, — X.

9. Exprimer lim — en fonction de ug et vg.
n——+oo 4

Exercice 3 [*] (cet exercice est plus difficile)

Soient a < b dans R et f : [a,b] — R une fonction continue a valeurs dans R .

T b
Pour tout réel x de [a,b] on pose : F(x) = / f(t)dt. On note I = F(b) = / f(t)dt.

1. En se référant a un théoréme du cours, que 'on énoncera, montrer que F' est dérivable sur [a, b],
et expliciter sa dérivée.

2. En déduire que F est monotone et réalise une bijection de [a, b] sur l'intervalle [F'(a), F'(b)] = [0, I].
Dans ce qui suit, on désigne par G : [0,1] — [a,b] la fonction réciproque de F.

3. Pour tout n € IN*, montrer qu’il existe une subdivision a = ¢ < 1 < --- < x,, = b de [a, b] telle

Tr+1 1 b
que, pour tout k =0,1,...,n — 1 on ait : / f(t)dt = / f(t)dt.
T n a
Indication : on pourra montrer que ceci équivaut a ce que, pour tout £ = 0,1,...,n, on ait
k1 k1
F(z) = —, clest-a-dire z, = G <>
n n
1

4. Montrer que lim
n—-+oo N

n—1 I

> o) = [ FG)ay

k=0 0

5. A Taide d’un changement de variable y = o(z) judicieux, montrer que la limite précédente

b
vaut / f(z)?dx.



