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UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE 20152016
1M002, Deuxieme Partiel — Corrigé

Durée : 3 heures

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de tout appareil électronique de
calcul et des téléphones portables est interdite. Les correcteurs tiendront compte de
la qualité de la rédaction et de la précision des raisonnements.

Cet examen comporte 5 exercices indépendants qui peuvent étre traités dans le désordre. Il
est noté suivant le bareme indicatif suivant :

Exercice 1 : 5 points; exercice 2 : 6 points ; exercice 3 : 6 points ; exercice 4 : 5 points ; exercice
5 : b points. Le total est de 27 points et la note sera ramenée sur 25.

2
Exercice 1. 1. Soit f une fonction continue et impaire sur R. Que vaut / f(t)dt?
-2

Solution : La fonction est continue et impaire : son intégrale sur I'intervalle [—2,2] vaut 0.

2. Vrai ou Faux : Toute application linéaire surjective entre deux espaces vectoriels de dimen-
sion finie est aussi injective 7 On donnera une justification ou un contre-exemple.

| |

x
Solution : C’est faux : I'application de R?* dans R donnée par < > — x est surjective mais non
injective.
’(Pour que l'affirmation soit vraie, il faut que les deux espaces soient de méme dimension.) ‘

3. Une matrice de M3(R) qui admet 0, 1 et 2 comme valeurs propres est-elle diagonalisable ?
Est-elle inversible 7 On justifiera la réponse.

’Solution . Elle est diagonalisable car elle a 3 valeurs propres distinctes et est de taille 3. Elle n’est‘
]pas inversible : 0 est valeur propre, donc le noyau n’est pas réduit a 0. ‘

Exercice 2.

1. (a) Donner une primitive sur |0, +oo[ de la fonction z — zIn(z). (Indication : on pourra
faire une intégration par parties).

’Solution : On peut faire une intégration par parties, en dérivant In(z) et en intégrant z. On obtient‘
2
x x

’qu’une primitive est 5 In(z) — —. |

4

s 1
(b) A l'aide d’un changement de variables, en déduire la valeur de / 2(t3 +1) In(t* + 1)dt.
0

’Solution . Effectuons le changement de variable z =t + 1. On a : ‘

%f%ﬁ+¢nm#+1mp241ﬁ+1ﬂmﬁ+¢xmmhzﬁamm@¢x

D’apres la question précédente, on en déduit :

/01 23 + ) In(£2 + 1)dt = [; In(z) — ﬂ
= @)~ 1) - ()
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2. 0 idere la suite (tn)pen défini 1 fj sin()
. 11 considere la sulte Uy )n cnnie par Uy, = — e
&N P n = 1+ cos?(ir)

(a) Montrer que la suite (u,)nen converge et exprimer sa limite sous forme d’une intégrale.

’Solution : On reconnait une somme de Riemann : d’apres un théoreme du cours, cette suite‘
converge vers
1 sin(7x)
———dx
0 1+ cos(mz)

(b) En effectuant un changement de variables, montrer que cette suite tend vers :

1 /1 1
— dx.
7T/—11+I2 .

’Solution : On fait dans I'intégrale précédente le changement de variable ¢ = cos(mz). Notons que‘

dt
t varie de 1 & —1 quand z varie de 0 a 1. On remarque que i sin(7z). Ainsi, on obtient
T
bien que la suite (u,)nen converge vers :
1 /! 1
— dx.
’ T /—1 1+ 22 ‘
(c¢) Donner la valeur de cette intégrale.
1
’Solution : On connait une primitive de la fonction ¢ — e : c’est la fonction arctan. Ainsi :
11 1 )
— ——dr = — |larctan(x
7T/—11+x2 7'('[ (@)
1
= — (arctan(1l) — arctan(—1))
T
B 1 <7r N 7T>
B T\4 4
B 1
B 2

|

Exercice 3. On pose ag = 6 et by = 0. On considere les suites réelles (a,)nen €t (by)nen définies,
pour tout n € N, par

(*) { Apt+1 = —ay, + 5bn

bn—i—l = an + an

n 6
et pour tout n € N on pose X,, = (Z > € R?. Notamment, X, = (O)

1. Montrer qu’il existe une matrice A € Ms(R) telle que la relation (x) s’écrive X, 11 = AX,,,
pour tout n € N.

‘Solution : Considérons la matrice ‘

A:<_11 g)

| La relation (x) s’écrit bien sous la forme matricielle X, = AX,. |
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2. Pour tout n € N, exprimer X,, en fonction de A" et Xj.

‘Solution :On a X; = AXy, Xy = AX; = A%2X,. On montre par une récurrence immeédiate que‘

5

1
On considere les deux vecteurs V; = <1> et Vo = ( 1

) de R2.

3. Montrer qu'’ils forment une base de R?.

’Solution : Les deux vecteurs forment une famille libre, car ils ne sont pas colinéaires. Comme RQ‘
’est de dimension 2, ils forment une base de R?, ‘

4. Ecrire Xy comme combinaison linéaire de V; et V5.

’Solution : On cherche a et b tels que Xy = aV; + bV5. Autrement dit, on veut résoudre le systéme‘

6=a-+6b
O=a—-0b"

]La solution est @ = b = 1. Autrement dit X, = V; + Vs. ‘

5. Montrer que AV; = 4V et AV, = —2V5. En déduire I'écriture des vecteurs A"V; et A"V,
dans la base (Vi, V3), pour tout entier n > 1.

Solution : On a AV, = (‘1 5) <1> = (4) = 4V;. De méme, AV, = <_1O> = —2Vh.

1 3/ 1\1 4 2

On en déduit par une récurrence immédiate que A"V; = 4"V; et A"V, = (—2)"V; pour tout entier
‘naturel n.

6. Exprimer les coordonnées du vecteur A" X, dans la base (V7, V), pour tout entier n > 1.

’Solution : On écrit, en utilisant la question précédente : ‘

A" Xy = A"(Vi + Vo) = A™V) + A"V = 4"y + (=2)" Vs

a
7. Pour tout n > 1, donner une formule explicite exprimant X,,. Montrer que b—" ey |

n

’Solution : On a, d’apres la question 2 et la question précédente : ‘

Xn=A"Xo =4"V1 + ( 2)V2—<4n>+<_(_2)n>—<4n_(_2)n .
Ainsi, on a a, = 4" 4+ 5(—2)" et b, = 4" — (—2)" pour tout entier n. Leur quotient (pour n > 1)
vaut : .
0, A"45(=2)0  1+5(3F)
b B2 1 (5]

. . a -
’Amsh ce quotient converge et — % 1

n

1
Exercice 4. On considere la suite (v, ),eny définie par v, = / cos (t"m) dt.
0
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1. Calculer vy et v;.

1 sin(¢
‘Solution :Onavy = / cos(m)dt = —1. D’autre part, t — (tm)
0 0

On en déduit :

est une primitive de ¢ — cos(tm).

1
vy = int} cos (tr) dt = = [sin(tm)], = 0.
m

’Ainsi, on obtient vg = —1 et v; = 0. ‘

2. Montrer que la suite (v,)nen est croissante.

’Solution : Pour tout 0 < ¢ < 1, et tout entier naturel n, on a 0 < "7 < "7 < . Or la fonction‘
cosinus est décroissante sur [0, 7]. On en déduit que pour tout entier naturel n et tout 0 < ¢t <1,
on a cos(t"m) < cos(t"™'x. En intégrant cette inégalité sur [0, 1], on obtient v, < v,,1. La suite
’est donc bien croissante.

3. Montrer que pour tout réel 0 <z <1, on a —7x < cos(mz) — 1 < 0.

| Solution : Considérons la fonction défine sur [0,1] par x — cos(mx) — 1. Elle vaut 0 en 0 et sa
dérivée est —msin(mz). Cette dérivée est donc comprise entre —m et 0. D’apres le théoreme des
| accroissements finis, on a —7rz < cos(mz) — 1 < 0. |

1
4. En déduire que pour tout n € N, on a —7r/ t"dt <wv, —1<0.
0

|Solution : Pour tout entier naturel n et tout t € [0,1], on a donc —7t" < cos(mt") — 1 < 0. En|
intégrant cette inégalité entre 0 et 1, on obtient

1
—7r/ t"dt <wv,—1<0.
0

5. En déduire que la suite (v,),en est convergente et donner sa limite.

|

1
Solution : On a / thdt =
0

T Ainsi, pour tout entier n, on obtient ’encadrement :
n

<, —1<0.
n+1

]On en conclut que la suite v,, est convergente, de limite 1. ‘

Exercice 5. On considere I’équation différentielle v — 63 + 9y = 0. On note S 'ensemble des
solutions, c’est-a-dire ’ensemble des fonctions y : R — R qui vérifient 1’équation.

1. Déterminer une base B de S.

’Solution : On considere le polynome caractéristique X* — 6X +9 = (X — 3)%. Il a comme racine‘
’double 3. Une base de S est donc composée des fonctions 1y : ¢t — €* et yp = te®. ‘

On considére maintenant 1’application T : S — R? définie par :
y(1)>
T(y) = :
0= (o)

’Solution : Si y et z sont deux solutions, et A un nombre réel, alors y + Az est solution, et on peut

écrire : (v £ A)(1) (1) + Az(1)
ro+3) = (U 50) = (W) ) = T+ are)

L’application T' est donc linéaire.

2. Montrer que T est linéaire.
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3. Déterminer la matrice M de T dans la base B de S et la base canonique de RZ.

|

3 3
Solution : On a T'(y;) = (36 3> et T(y2) = (46 3>. Ainsi, la matrice M est :
e e

e el
M = (363 4e? )

4. Montrer que M est inversible et calculer son inverse.

’Solution : On calcule le déterminant de M : det(M) = (e*)? = €°. Ce déterminant est non-nul,
donc M est inversible. On peut calculer I'inverse de M :

Mol 1 4 —e*\ [ de?  —e7?
T det(M) \=3¢® € ) T\ =3¢ e )°

5. Déterminer la solution de I'équation qui vérifie y(1) = y'(1) = 0.

’Solution : On peut remarquer directement que la fonction nulle est solution ! ‘
Sinon, par construction, les coefficients de cette solution dans la base B sont donnés par le produit

0 0
M1 (()) = (O) Donc la solution cherchée vaut 0 - y; 4+ 0 - y5 : on retrouve que c’est la fonction

‘ nulle. ‘




