UPMC Corrigé de 'examen du 8 mars 2014, sections MIPI 21, 22 & 23 1MO002

UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE 20132014
1M002, Corrigé de I'examen du 8 mars 2014 (2h30), sections MIPI 21, 22 & 23

Cet examen comporte 5 exercices et est noté sur 26. (Le total des points fait 30 et les notes > 26
seront ramenées a 26.)

1+ X9+ x3+ T4 =101
1 + 2w + 223 + 214 = bo
1 + 3x9 + 4x3 + 4wy = bg
211 + bxo + bx3 + Hxy = by

Exercice 1 (5 pts). Soit S le systeme linéaire a coefficients dans R :

1. Ecrire la matrice A du systéme, puis la matrice augmentée.

| z1 by

11 11
Solution : Le systéme s’écrit A 2= b2 ou A est la matrice 1222 . La matrice augmentée
T3 b3 1 3 4 4
T4 ba 2 555
est :
1 11 1|Hm
12 2 2|0b
(AT =11 3 4 4 bs
2 5 5 5|y

| |

2. En faisant des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée, déterminer rang(A)
et une ou des équation(s) de Im(A). Vous indiquerez les opérations élémentaires effectuées.

’Solution : Partant de la matrice (A | b) ci-dessous, soustrayons L; de Lo et de L3 et remplacons Ly par‘
L4 — 2L, on obtient :

1 11 1|8 1 11 1|H

01 1 1(by—0 L3—L3—2Lo 01 1 1(by—0

0 2 3 3|b3—01 L4—L4—3Lo 0 0O 1 1]|bg+b—2by
0 3 3 3|bsy—2b 0 0 0 O]bg+by—3bsy

On voit ainsi que A est de rang 3 et que Im(A) est le sous-espace vectoriel de R* formé des b qui vérifient
‘l’équation by + b1 — 3by = 0. ‘

3. Préciser les variables libres et donner des équations de Ker(A).

’Solution : Avec les opérations que 'on a effectuées, la variable z4 est libre et Ker(A) est donné par 16‘
T1+ax9+23+24=0

systeme To+x3+x4 =0 quiéquivaut a z1 =0 =29 et x3 = —x4.

’ r3+x4=0 ‘

4. Quelle est la dimension de Ker(A)? En déterminer une base.

‘Solution : D’apres le théoréme du rang, la dimension de l'espace de départ, ici 4, égale rang(A) +‘
dimKer(A), donc dimKer(A) = 4 — 3 = 1, ce qui était aussi visible sur les équations 1 = 0 = x9
0
0
—1
| ! |

et x3 = —x4 : Ker(A) est engendré par le vecteur v =

5. Résoudre le systeme lorsque by = bs = b3 =1 et by = 2.

‘Solution :Onabg+b;—3bp =241-3 =0, donc b € Im(A) donc le systéme admet au moins une solution. ‘
On sait alors que 'ensemble £ des solutions est un sous-espace affine de R* de direction Ker(A), i.e. toute
solution est de la forme Xg+ z4v, ot X est une solution particuliere choisie arbitrairement, par exemple
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r1+ae+a3=0b =1
en prenant x4 = 0; on obtient alors le systeme To+x3 =by — by =0 quidonne xg =0= x4, zo =0,
r3=bs+ b —2by =0

1 1
0 . N , 0
x1 = 1. Donc Xy = 0 est une solution particuliere et l'on a & = {Xo + x4v = . | 24 € R}.
—x4
0 T4 ‘
1 1 1
Exercice 2 (4 pts). Soient aj,ag,as3 € C. On consideére le déterminant V' (a1, az2,a3) = |a1 a2 az|.
2 2 2
a; as ag

1. Montrer que V (a1, az,a3) = (a2 — a1)(as — a1)(az — az). (On pourra faire des opérations sur les
lignes puis développer par rapport a la lére colonne.)

’Solution : En remplacant L3 par Ls — aj L on obtient que V(ay, ag,as) égale ‘

1 1 1 1 1 1
a a a Lemlemaili, g gy —q as—a; |=| 7N 4 al

1 2 ) 3 2 1 3 1 (a2 - a1>a2 (GS o al)a3
0 (CLQ — al)a ((Lg — al)ag 0 (a2 - al)ag (ag - CL1)CL3

ou la derniére égalité est obtenue en développant par rapport a la lere colonne. Mettant (as — a1) en
facteur dans la lére colonne et (a3 — a1) dans la 2éme, on obtient que

1 1
V(al,ag,ag) = (ag—al)(a;;—al) as = (ag—al)(ag—al)(ag—ag).
1 2 4
Soit t € R. On considere le déterminant D = |1 e 2|,
1 -1 1
2. Calculer D. Quand a-t-on D =07
’ 1 1 1 ‘
Solution : On a D = dét(A) ot A= |2 e —1|. Comme dét(A) = dét(*A) et comme ! = ()2,
4 eiQt 1

on obtient que : ' , ' ' '
D=V(2e" —1) = -3(e" —2)(=1 — ") = 3(e" —2)(1 + ™).

Par conséquent, comme e’ est de module 1 donc distinct de 2, on a D = 0 si et seulement si et seulement
’si e = —1 c.-.-d. si t = 7 modulo 2. ‘

1 2 4 1 2 4
3. Soient R = |1 cos(t) cos(2t)] et S = |0 sin(f) sin(2t)|. En utilisant la question précédente,
1 -1 1 1 -1 1

exprimer R et S en fonction de cos(t) et sin(t).

’Solution : Comme (1,e, %) = (1,cos(t),cos(2t)) + i(0,sin(t),sin(2t)) et comme le déterminant est‘
linéaire par rapport a chaque ligne (et chaque colonne), on a D = R+ S, et comme R, S € R on a donc
R =TRe(D) et S =ZIm(D). Comme

D= 3( cos(t) —2 +isin(t)) (1 + cos(t) —H’sin(t)) = 3(005(75)2 —cos(t) —2 —sin(t)? +isin(t)(2 cos(t) — 1))

on obtient S = 3sin(t)(2cos(t) — 1)) et R = 3(cos(t)? — cos(t) — 2 — sin(t)?) = 3(2cos(t)? — cos(t) — 3),
|la derniere égalité résultant de cos(t)? + sin(t)? = 1.

|
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4. Pour quelles valeurs de ¢t a-t-on S =07

‘Solution : S = 3sin(t)(2cos(t) — 1)) est nul si et seulement si sin(f) = 0 i.e. t = 0 modulo 7, ou Si‘
’cos(t) =1/2i.e.t = £7/3 modulo 27. |

5. (bonus) Pour quelles valeurs de t a-t-on R =07

’Solution : R = 3(2cos(t)? — cos(t) — 3) est nul si et seulement si cos(t) est racine du polynéme P :‘
2X? — X — 3. Le discriminant est 14 24 = 25 donc les racines sont (1 —5)/4 = —1 et (1 +5)/4 = 3/2.
’Comme cos(t) = 3/2 est exclu, alors R = 0 si et seulement si cos(tf) = —1 c.-a.-d. si ¢ = m modulo 27. ‘

Exercice 3 (6 pts). Soit (%g) I’équation différentielle linéaire homogene z”(t) — 32'(t) + 2x(t) = 0. On
rappelle que 'ensemble E de ses solutions est un R-espace vectoriel de dimension 2. Soit u : R — R
I'unique solution telle que u(0) = 0 et u’(0) = 1.

1. Ecrire le polynoéme (ou équation caractéristique) associé(e) a (ko) et déterminer ses racines dans R.

Solution : Le polynéme est X? —3X +2 = (X — 1)(X — 2), ses racines sont 1 et 2.

2. Donner une base B = (f,g) de E, puis exprimer u dans cette base.

’Solution : Comme les racines de P sont 1 # 2, une base B de E est donnée par les fonctions f(t) = e’ et‘
g(t) = €?!. Tl existe donc un unique couple (a,b) € R? tel que u = af + bg et Pon a donc v/ = af’ +bg =
af 4+ 2bg. Prenant les valeurs en ¢t = 0 on obtient le systeme :

a+b=u(0)=0
a+2b=1u'(0)=1

‘On en déduit b=1 et a = —b = —1, donc u(t) = —e' + €' pour tout ¢ € R. ‘

Soit (+*) I'équation différentielle linéaire 2”(t) — 32'(t) + 22(t) = €', o z est une fonction de R dans C.

3. Déterminer une solution zo(t) de () de la forme zo(t) = Ce®, pour un C' € C que 'on déterminera.

‘Solution : Pour z(t) = Ce™, on a zj(t) = Cie' et 2 (t) = Ci%e™ donc ‘
20(t) — 324() + 220(t) = C(i* — 3i + 2)e" = P(i)Ce™ = (1 — 3i)Ce™

1 1+3i
1-3 10 ° \

’et ceci égale e si et seulement si C' =

Soit (x) I’équation différentielle z”(t) — 32'(t) + 2x(t) = t cos(t).

4. Montrer que xo(t) = Re(zo(t)) est solution de () puis déterminer toutes les solutions de (x).

’Solution : En prenant la partie réelle des deux membres de 'égalité z{ (t) — 324(t) +2z0(t) = " on obtient‘
x((t) — 3x4(t) + 220(t) = cos(t) Ceci montre que zo(t) est une solution de (x). Alors toute solution v de
’(*) s’écrit de facon unique v = xg + af + bg, avec a,b € R. ‘

5. Exprimer x¢(t) puis x{(t) en fonction de cos(t) et sin(t).

’SOIution : Comme zo(t) = ! —1|—O3z (cos(t) + isin(t)) on a zo(t) = %(cos(t) — 3sin(t)) et donc xj(t) :‘
—1

’TO(Sin(t) + 3 cos(t)). |
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6. Soit v : R — R I'unique solution de (x) telle que v(0) = 0 et v'(0) = —1/2. Exprimer v en fonction
de xg, f et g.

’Solution : v s’écrit de fagon unique v = zo + af + bg, avec a,b € R. On a alors v’ = z{, + af’ + bg' =
x( + af + 2bg. Prenant les valeurs en ¢t = 0, on obtient le systéme

1
—+a+b=v(0)=0

10
-3 -1
- 2% =v'(0) = —
10 +a+ v'(0) 5
Qo b= — + 2 = 1 Liis @ = 0. Done v(t) = — (cos(t) — 3sin(t) — )
oub=—+4 — = — puis a = 0. Donc v(t) = —(cos(t) — 3sin(t) — ).
2 "0 10" 10
Exercice 4 (7 pts). On considere la fonction
Ry — R
[ O
x -
vr+1

et la suite (up)pen définie par ug = 3 et up+1 = f(up).

1. Dresser le tableau des variations de f et tracer approximativement son graphe en prenant approxi-
mativement 2 cm comme unité de longueur sur chacun des axes.

-1
Solution : f est dérivable sur Ry de dérivée f'(z) = 7(56 +1)7%2. On a f'(z) < 0 pour tout = € R,

donc f est strictement décroissante et 'on a le tableau de variations suivant :

T 0 400
f'(x) -
1
f(x) N\
0

’On renvoie a la figure 1 pour le graphe de f. ‘

2. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et que pour tout n € N, on a : u, € [1/2,3].

’Solution : Comme f(R4) C]0,1] C R4, la suite (upn)nen est bien définie. De plus, comme f est décrois—‘
sante, f([0,3]) C [f(3), f(0)] = [1/2,1] et donc on a u, € [1/2,3] pour tout n € N (et méme u,, € [1/2,1]
| pour tout n € N*). |

3. Calculer et comparer u; et us. Représenter graphiquement sur le graphe de f les termes uyg, . . ., ug.
’Solution :Onawu = f(3) =1/2 et ug = L \/2/3. 1l est clair que uy < 1 < wug, et comme
Lolution : 1 2 \/3/—2 . q 2 05
u2—1<g—u2 onau <u
’ 1= 3 < 37U 1 2 ‘

4. Montrer que la suite (ua,)nen est décroissante et que la suite (ugp41)nen est croissante.

‘Solution : Notons f? = fo f. Comme f est strictement décroissante alors f2 est strictement croissante.‘
Comme ug > ug on a donc ug > ug > ug > --- donc la suite (ug,)nen est strictement décroissante.
Comme f est strictement décroissante, on a u; = f(ug) < f(u2) = ug < us = f(us4) < --- donc la suite
’(U2n+1)n€N est strictement croissante. ‘
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us u9

U1 Uy (n

FIGURE 1 — Le graphe de f (en bleu) et les 5 premiers termes de la suite

5. Déterminer un réel k €]0,1[ tel que |f'(z)] < k pour tout x € Ry. En déduire que, pour tout

n>1,0na |[u,p1 — up| < §]un — Up—1].

1 1
Solution : Pour tout x € Ry, on a|f'(x)| = ————= < =. Donc, d’apres le théoréme des accroissements
2(x +1)3/2 = 2

1
finis, pour tout x,y € Ry on a |f(z) — f(y)] < §|x —y|. Appliquant ceci & © = u,, et y = u,_; on obtient

1
|un+1 - un| < *|un - unfl"
| 2 |

6. En étudiant les variations de g(x) = f(x) — x, montrer que f admet dans Ry un unique point fixe
p. Montrer de plus que p € [1/2,1].

’Solution : Pour tout # € Ry, on a ¢'(x) = f'(z) — 1 < 0 donc g(z) est strictement décroissante sur RJF.‘
1
On a vu a la question 2 que g(1/2) = f(u1) —uj est > 0 et I'on a g(1) = 7 1 < 0. Donc, d’apres

le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe p €]0, 1] tel que g(p) = 0. Comme ¢ est strictement
’décroissante, p est I'unique zéro de g dans R, donc 'unique point fixe de f dans R,.

, 5 . .
7. Montrer par récurrence que |u, — p| < gne1 POUr tout n € N, puis que la suite (up)nen converge
vers p.
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’Solution : Comme ug =3 et p>1/2o0n a |ug—p| < 5/2, d’ou le résultat demandé pour n = 0. Supposons‘

avoir montré que |u, — p| < gnt1 Pour un certain n € N. Alors, d’apres la question 5, on a

1 5
[un+1 —pl = |f(un) = f(p)| < §’un —-pl < on+2°

. . ) . 5
Ceci montre, par récurrence sur n, que |u, — p| < o1 pour tout n € N. De plus, Comme la suite OIS

converge vers 0, il résulte du théoreme des gendarmes que la suite |u, — p| converge aussi vers 0, donc
’que la suite u, converge vers p.

Exercice 5 (8 pts). On note D = {z € C tels que |z| < 1} et on définit la fonction

D — C
F 23+ 30 ;
’_>

§ 1

1. Montrer que F(D) est inclus dans D.

1
;Solution : Pour tout z € D, on a |23| = |z|® < 1 et donc |F(2)| < Z(‘Z|3+3|i|) <1.0Onadonc F(D) C D.}

2. On pose ug = 1 et upy1 = F(uy) pour tout n € N. Montrer que la suite (up)pen est bien définie
et que tous ses termes sont dans D.

’Solution : Comme ug € D et F(D) C D alors la suite (u,)nen est bien définie et tous ses termes sont‘
’dans D. ‘

3. Pour tout a € C, montrer que X° — a® = (X — a)Q(X) pour un polynéme Q de degré 2 que I'on
déterminera. (On pourra faire la division euclidienne de X® — a3 par X — a.)

’Solution : On peut savoir par coeur que (X —a)(X?+aX +a?) = X>—a?, ce qui se vérifie immédiatement ‘
en calculant le produit dans le terme de gauche. Ou bien on peut faire la division euclidienne suggérée :

X3 —a3‘X—a
aX? —ad® | X?’+aX +a
a’X —a
0

3
4. Déduire de la question 3 que pour tous z et y dans D, on a |F(z) — F(y)| < Z|x —yl.

|

1 2 2
Solution : Pour z,y € D on a F(z) — F(y) = Z(Z‘S —y3) = W(w — y) et comme z2, zy et y?
sont tous les trois de module < 1, on obtient
2 2
x4+ |zy| + |y 3
F(@) — B < VAW, 3y

3
5. Montrer que pour tout n € N*, on a |up+1 — up| < Z|un — Up—1].

’Solution : Comme upy1 = F(uy,) et u, = F(up—1), ceci découle de la question précédente appliquée é‘
’x:un et y = up_1. ‘
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6. Montrer que la suite (uy)nen est de Cauchy. En déduire qu’elle est convergente. Notons ¢ sa limite.

’Solution : Posons k = 3/4. Soit n € N, supposons avoir montré que |u,+1 — un| < k™ |u1 — ug| (ce qui est
le cas pour n = 0). Alors on a :

[Unt2 — Unt1| = [F(unt1) — Fun)| < kluppr —un| < EH [u1 — o).

Ceci montre, par récurrence, que |up+1 — up| < k™ |u; — up| pour tout n € N. Alors, pour tout p < g,
écrivant que
Ug — up = (Ug — Ug—1) + (Ug—1 — Ug—2) + -+ + (upt1 — Up)

on obtient que |ug, — up| < (K971 + k972 4 - + KP) Jug — ug|. Or

p Lok, 1

=1 4 p4=2 4 ... 4 kP — LP(] ce g Ry =
R4 kT R =P+ k4 k )=k T ST

kP
et donc, pour tout p < ¢ on a |ug — u,| < ﬁ]ul — up|. Comme k = 3/4, la suite (k?)pen converge vers

0 et il en résulte que la suite (u,)nen est de Cauchy. D’apres un théoreme du cours, elle converge donc
lvers une limite £.

7. Montrer que £ € D et F({) = /.

‘Solution : Comme |u,| < 1 pour tout n et comme les inégalités larges sont préservées par passage a la‘
limite, on a aussi [¢/| < 1ie.a € D.

Comme F est continue en ¢, la suite (F'(uy,))nen converge vers F'(£); mais comme F'(u,) = un 41 cette
’suite converge aussi vers £. Par unicité de la limite, on a donc F'(¢) = ¢. ‘

8. Est-ce que la limite ¢ dépend du choix de la condition initiale ug € D 7 Justifiez votre réponse.

’Solution : D’apres la question 5, 'application F': D — D est contractante de rapport k = 3/4. Montrons‘
3
que ¢ est son unique point fixe dans D. Si ¢ en est un autre, on a |[¢/ — | = |F({') — F(¢)] < ZM/ — 1,

d’ott £ = ¢'. Par conséquent, comme vu plus haut, pour tout ug € D la suite définie par un+1 = F(uy)
’converge vers ce point fixe £. La limite £ ne dépend donc pas du choix du point ug dans D. ‘




