UPMC 1MO002 Suites, intégrales, algebre linéaire 2015-2016

1MO002 ; Partiel du ler mars.
Corrigé
Durée 2h.

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de tout appareil électronique de
calcul et des téléphones portables est interdite. Les correcteurs tiendront compte
de la qualité de la rédaction et de la précision des raisonnements.

Cet examen comporte 5 exercices indépendants qui peuvent étre traités dans le désordre.
Il est noté suivant le baréme indicatif suivant :

Exercice 1 : 5 points; exercice 2 : 3 points; exercice 3 : 10 points; exercice 4 : 6 points;
exercice 5 : 4 points. Le total est de 28 points et la note sera ramenée sur 25.

Exercice 1.

1. Enoncer le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

’Solution : L’énoncé de ce théoreme est : de toute suite réelle ou complexe bornée, on peut‘
’extraire une sous-suite convergente. ‘

2. Vrai ou Faux : pour deux matrices A et B carrées de taille 2, on a det(A + B) =
det(A) + det(B) ? On donnera une preuve ou un contre-exemple.

’Solution : C’est faux : en prenant A = I, et B = —I5, la matrice A + B est la matrice nulle.‘
Donc dét(A+ B) = 0. Mais dét(l3) = 1 et dét(—13) = 1. Donc dét(A) + dét(B) = 2. Ca montre
‘bien que ’égalité proposée n’est pas vérifiée. ‘

3. Vrai ou Faux : toute suite complexe dont les parties réelle et imaginaire sont bornées est
convergente 7 On donnera une preuve ou un contre-exemple.

’Solution : C’est faux. On peut prendre par exemple la suite (i"),ey dont les parties réelle et‘
’imaginaire sont bornées, mais qui n’est pas convergente. ‘

Exercice 2. Soient les matrices

1. Calculer les matrices AB et BA.

Solution : Le calcul direct donne AB = (8 i89) et BA = (8 i%) On remarque que

|AB = BA! |

2. Soit X = (:%) Calculer la matrice colonne U = ABX.

|

0 18

Solution : On a déja calculé AB = (9 9

). En multipliant a droite par X, on trouve U =

—18

ABX = (_9

). On peut remarquer qu’on obtient U = 9.X.

|
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3. On pose V = BX. Calculer la matrice colonne W = BAV — 9V/.

Solution : On peut réaliser le calcul direct de V = (:g) et BAV = (:gi) pour obtenir que

0
W= <O>
Une autre solution est d’utiliser les remarques qu’on a faites : W = BAV -9V = BABX —-9BX.
Or ABX = 9X (question précédente). Donc BABX = B(ABX) = B(—9X) = —9BX. Ainsi,

W = 0.

Exercice 3. Soit f application définie sur R par f(z) = e!~2. (On rappelle que 2 < e < 3.)

1. Etudier les variations de f (on pourra calculer sa dérivée) et les limites en —oo et +o0.

1, =«
Solution : La fonction f est définie, continue et dérivable sur R. Sa dérivée vaut f'(z) = —561’5.

Cette dérivée est donc strictement négative pour tout réel z. La fonction f est strictement
décroissante sur R.

De plus, connaissant les limites de ’exponentielle en o0, on déduit :

lim f(z) =+o00 et lim f(z) = +4o0.

T—r—00 T—r—00

e

‘Solution :Ona f(1) = e!l™2 = ez = \/e. De plus, f(\/e) = e~ 2 . Pour montrer que ce nombre‘
e

est > 1, il suffit de montrer que 1 — > > 0, ou encore que /e < 2. Or on nous a rappelé que

e<3,donce<4ete<?2.

Comme [ est continue sur [1,v/e] et décroissante, on a f([1,v/e]) = [f(Ve), f(1)]. Les inégalités
|obtenues donnent [f(ve), f(1)] C [1,V/e]. Finalement, on a bien f([1,/¢]) C [1, Ve]. |

3. Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution dans [1, /€] que I’on notera

L.

’Solution . f est une application continue, et l'intervalle [1,+/e] est stable par f, donc on sait‘
que f a un point fixe dans [1,+/e], c’est & dire une solution de f(x) = . Il reste & montrer
I'unicité. Pour ¢a on pourrait utiliser le fait que f est décroissante. Une autre possibilité est de
constater que f est contractante sur cet intervalle : si x € [1,+/e], on a

Or f(x) appartient & [1,+/e], donc est inférieur & v/e. Ainsi, sur [1,/e], on a |f'(x)| < On

a déja vu a la question précédente que ce dernier nombre est < 1.

oS

Ainsi f est contractante sur [1,+/e], et le cours nous garantit qu’elle possede un unique point
’ﬁxe sur cet intervalle.

4. On définit la suite (u,),>o par la donnée de ug € [1,/e] et w1 = e'~"3" pour tout entier
naturel n.
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0.5 1 1.5 2 2.5 3
FIGURE 1 — Le graphe de f (en bleu) et les 4 premiers termes de la suite

(a) Dans cette question uniquement on choisit ug = 1. Tracer approximativement le
graphe de f pour x compris entre 0 et 3 et représenter les 4 premiers termes de cette
suite sur ce graphe.

Solution :

(b) Montrer que la suite est bien définie et que u,, appartient & [1,+/e] pour tout entier
naturel n. Montrer de plus l'inégalité |ug — ¢| < 1.

’Solution : On a vu que lintervalle [1,v/e] est stable par f. Comme wuq est dans cet intervalle,
un résultat du cours nous garantit que la suite est bien définie et que tous les termes sont dans
cet intervalle.

De plus, ug et ¢ sont deux points de cet intervalle, donc leur distance |ug — £| est inférieure a la
longueur de cet intervalle qui est v/e — 1. Or, on a déja vu que v/e < 2, donc v/e —1 < 1. On
| obtient bien [ug — ¢] < 1. ‘

(c) Montrer qu'il existe un réel ¢ < 1 tel que

VneN, |u, — ¢ <"
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Solution : On a déja vu plus haut que f est ¢ = contractante. Par théoreme du cours, on

a pour tout n > 0, |u, — ¢| < "|ug — £|. Or on a vu que |ug — ¢| < 1. Donc on obtient bien
[|un — €] < " |

(d) La suite (uy)n>0 est-elle convergente ? Si oui donner sa limite.

‘Solution : D’apres la question précédente, |u,, — | tend vers 0. On en déduit que la suite (Un)nzo‘
]est convergente, de limite £. ‘

Exercice 4. Soient b un nombre réel. On considere le systeme suivant en les variables x, y, z,t :

—r+2y+ 2+t = 2
r—2y+ 2+t = 4
r— y—2z+ t = 2
rT— Yy +3t = b

1. A quelle(s) condition(s) sur b le systéme a-t-il des solutions ?

’Solution : On réalise le pivot de Gauss sur la matrice augmentée :

-1 2 1 12
1 -2 1 14
1 -1 -2 1]2
1 -1 0 3|b

-102 1 1 2
0 0 2 2 6
0 1 -1 2 4
0 1 1 4]0+2

On peut alors multiplier la premiere ligne par —1 et échanger les lignes 2 et 3 :

1
0
0
0

-2
1
0
1

-1

-1
2
1

-1 -2
2 4
2 6
4 |b+2

On enleve la deuxieme ligne a la quatrieme pour obtenir

1
0
0
0

Enfin, on enleve la troisieme ligne a la quatrieme, puis on divise la troisieme par 2 :

1
0
0
0

-2
1
0
0

-2
1
0
0

-1
-1
2
2

-1
-1
1
0

-1
2
2
2

-1
2
1
0
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La matrice obtenue est échelonnée. Le systeme de départ est alors équivalent a :

r—2y— z— t = =2
y— z+2t = 4
2+t = 3

0 = b-8

’Le systeme a donc des solutions si et seulement si b = 8. ‘

2. Dans ce(s) cas, donner I'ensemble des solutions du systéme et donner la solution du
systeme qui vérifie t = 1.

’ Solution : Pour écrire les solutions, on peut continuer ’algorithme et rendre la matrice du Sytéme‘
échelonnée réduite : on ajoute d’abord 2 fois la deuxieme ligne a la premiere pour obtenir :

1 0 -3 3 6
0 1 -1 2 4
0 0 1 1 3
00 0 0/b—-8

Ensuite, on ajoute 3 fois la troisieme ligne a la premiere et on ajoute la troisieme ligne a la
deuxieme :

1 0 0 6| 15
01 0 3 7
0 0 1 1 3
00 0 0[b—28
Le systeme est donc équivalent a :

xr = 15—6t

y = 7-—3t

z = 33—t

Ainsi, sous la condition b = 8, 'ensemble des solutions du systemes est :

15 — 6t

7T—3t

3_¢ pour t € R
t

’et I'unique solution vérifiant t =lest xt =9, y =4, z=2,t = 1.

Uy — 1
21

Exercice 5. On considere la suite complexe définie par ug =1+ et u, 1 =

1. Calculer et représenter dans le plan complexe les termes ug, w1, us.

| 1+i—1 1 -1 -1 1 |
‘Solution:Onauozl—ki,ul:%:éetugzulzi :2—;:1’. ‘
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2. Soit @ un nombre complexe et (v,),en la suite définie par v,, = u, + a pour tout entier
n. Exprimer v, en fonction de v, et a. En déduire qu’il existe un unique a tel que la

1
suite (vp,)nen est géométrique de raison % et donner la valeur de a.
)

‘Solution :On a v,11 = upy1 + a. En utilisant la formule pour u, 1, puis que w,, = v, — a, on a‘

Uy — 1 1 ‘ 1 .
Unt1 =~ +a:2—i(vn—a—1+2m) :2—i(vn—1+(—1+2l)a).

’La suite v, est géométrique si et seulement si —1 + (=14 2i)a = 0, soit a = Y ‘
= i

3. Pour la valeur de a trouvée dans la question précédente, la suite (v, )nen converge-t-elle ?
Si oui, déterminer sa limite.

1 1
Solution : La suite (v, )nen est géométrique de raison —. Le module de la raison est 3 donc est

i
’strictement inférieur & 1. Ainsi la suite (v,)nen tend vers 0. ‘

4. La suite (uy,)nen converge-t-elle 7 Si oui, déterminer sa limite.

1

Solution : On a par construction que pour tout entier n, u, = v, —a = v,, — 1—+2 Comme on
— 1
. . . 1 1 2.
’VIGHt de montrer que v,, — 0, on obtient que la suite (u,),en converge vers " Tii2 + e ‘
— 1




