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1. Avant-propos

Avertissement: Dans la suite vous trouverez mes notes au style libre prises au fil de
Ueau et remises en forme avec quelques commentaires ("ndje" ou bien sections dédiées). Il
est clair que des erreurs peuvent s’étre glissées et je m’en excuse par avance. Vous pouvez
utiliser l'adresse mail donnée en page de garde pour me les adresser. Je vous souhaite une

bonne lecture.

Veuillez noter que sur le site web du College de France vous trouverez toutes les
vidéos des cours, des séminaires ainsi que les notes de cours non seulement de cette année

mais aussi des années précédentes!.

Je tiens a remercier ’ensemble de I’équipe du College de France qui réalise et monte

les vidéos sans lesquelles 1’édition de ces notes serait rendue moins confortable.

Notez également que S. Mallat? donne en libre acceés des chapitres de son livre "A

Wavelet Tour of Signal Processing’, 3eéme edition. ainsi que d’autres matériels sur son site

de 'ENS.

Cette année 2025 c’est la huitieme du cycle de la chaire de la Science des Données

de S. Mallat, le theme en est: Génération de données en IA par transport et débruitage.

Enfin, dans le repository GitHub 3, j’ai mis des notebooks d’applications numériques
illustrant le cours depuis 2022. Autant que faire se peut, les notebooks peuvent étre

exécutés sur Google Colab.

2. Séance du 15 Janv.

Durant cette séance Stéphane Mallat va nous brosser le programme du cours de
I’année qui concerne les modeles génératifs qui sont au coeur de bien des applications que
le public a appris a manipuler pour générer du texte, des images, des vidéos etc, pour le

meilleurs comme pour le pire. Le point de vue du cours est le méme que celui pris des les

1. https://www.college-de-france.fr/chaire/stephane-mallat-sciences-des-donnees-chaire-statutaire/
events

2. https://www.di.ens.fr/~mallat/CoursCollege.html

3. https://colab.research.google.com/github/jecampagne/cours_mallat_ cdf


https://www.college-de-france.fr/chaire/stephane-mallat-sciences-des-donnees-chaire-statutaire/events
https://www.college-de-france.fr/chaire/stephane-mallat-sciences-des-donnees-chaire-statutaire/events
https://www.di.ens.fr/~mallat/CoursCollege.html
https://colab.research.google.com/github/jecampagne/cours_mallat_cdf

débuts du cycle des conférences: le pourquoi, et non le comment. C’est-a-dire que le cours
n’est pas dédié a la mise en ceuvre pratique de tel ou tel code d’architecture de réseaux de
neurones, il y a d’autres endroits ou vous trouverez cela, mais il s’attache a faire découvrir
les fondements mathématiques de ces architectures, et par certains cotés quelles sont les

limites de notre compréhension des performances de plus en plus étonnantes des modeles.

2.1 Quelques faits marquants de ’année écoulée

Pour commencer, S. Mallat nous fait un petit panorama de ce qu’il I’a marqué durant
cette année dans le champ qui nous intéresse ici. Il est tres impressionné par la rapidité,
I’accumulation des recherches menées dans le domaine notamment grace a 'accumulation
des financements et 'attrait pour des chercheuses et chercheurs de qualité. Le domaine

avance donc a grands pas.

Tout d’abord, il est remarquable que les prix Nobel de Chimie et de Physique
2024 aient couronné des réalisations reliées aux réseaux de neurones. Celui de Chimie
récompense Demis Hassabis et John Jumper qui ont réussi grace au modele Alphafold
de DeepMind* & prédire la structure tridimensionnelle de presque toutes les protéines
connue. C’est un probleme que l'on pensait irréalisable a partir de base données de sé-
quences et surtout avec une telle précision. Bien entendu cela a un impact considérable
dans le domaine de la Chimie, de la Pharmacologie et aussi de la Médecine pour expliquer
des maladies causées par des repliements anormaux de structures aminée, etc. Celui de
Physique qui a plutét surpris dans la communauté des physiciens, a été décerné a John
J. Hopfield et Geoffrey E. Hinton pour leurs travaux pionniers dans les années 1980 a la
base du développement marquant qu’il s’en est suivi dans le domaine de 'apprentissage
automatique artificiel. Leurs deux contributions mentionnées par le comité Nobel sont
les réseaux de Hopfield et les Machines de Boltzmann. S. Mallat fait remarqué que G.
Hinton a eu un impact dans le domaine de I'apprentissage notamment concernant 1’algo-
rithme de base de la back-propagation ® mais aussi sur toutes les architectures profondes.
Concernant J. Hopfield, I'impact a été surtout dans le pont qu’il a tissé entre apprentis-

sage neuronal et Physique Statistique®. Ce travail a été fondamental et d’ailleurs on I'a

4. Jumper et al., 2021, https://www.nature.com/articles/s41586-021-03819-2
5. Voir Cours 2019 Sec. 8
6. NDJE: Si vous voulez en savoir plus vous pouvez consulter une petite note que j’ai mise en ligne sur le


https://www.nature.com/articles/s41586-021-03819-2

déja appréhendé dans les cours précédents ” mais aussi nous le verrons dans ce cours ot

la Physique Statistique est en arriére plan.

Ensuite, concernant les grands modeles de langages (LLM) qui datent de 3 ans (déja!)
le développement récent qui retient ’attention concerne les systemes de preuves en Mathé-
matique. S. Mallat nous dit que I'avancée récente est la rencontre entre deux approches:
la premiere par induction qui est utilisée classiquement en Machine Learning (ML) en
partant des données comme dans le cas des LLM, et la seconde par déduction qui est celle
utilisées par les codes de vérifications de preuves informatiques (Lean® ou Coq?). Donc,
dans les codes "mixtes", une production de preuves est effectuée par les LLM suivi d’un
apprentissage par renforcement qui est garanti par le systeme de preuves. Cette double
approche est mise en oeuvre par exemple dans les codes AlphaProof et AlphaGeometry
de DeepMind . Ces modeles ont remporté la médaille d’argent des Olympiades de Ma-
thématiques, et nul doute que la médaille d’or sera dans leur escarcelle bientot si ce n’est
déja fait a '’heure ot sont écrites ces lignes. Au dela de ces challenges, S. Mallat nous dit
que les stratégies de preuve se sont considérablement améliorées et le domaine est tres

actif.

Un autre domaine qui évolue tres rapidement est celui de la robotique et selon S.
Mallat c¢’est la révolution a venir apres les LLM. La raison en est que des que 1’on va vouloir
acquérir ’ensemble des données des capteurs communicants, la on va explorer un champ
considérable qui va bien au-dela d’Internet actuel. Et donc, les systemes d’interprétations
vont devoir agréger des données tres hétérogenes par nature. Une grosse difficulté de
la robotique pour réaliser des taches qui nous paraissent simples comme la préhension,
marcher dans des terrains chaotiques, et qu’il faut beaucoup d’information temps réel et
d’une certaine facon il faut des données labellisées. Or, on ne peut pas simplement envoyer
le robot dans un environnement inconnu, car la quantité de données qu’il faudrait pour
I’apprentissage est beaucoup trop grande a ’heure actuelle. On a alors recours a des
simulations dans lesquels on plonge ces systémes neuronaux. Et donc, tout repose sur la

possibilité de simuler des environnements complexes de plus en plus réalistes.

repository Github de ces courshttps://github.com/jecampagne/cours mallat_ cdf/tree/main/Cours2025
7. Voir par ex. Cours de 2023 dédié a I’Entropie
8. https://lean-lang.org/
9. https://coq.inria.fr/
10. Voir article https://deepmind.google/discover/blog/ai-solves-imo-problems-at-silver-medal-level /


https://github.com/jecampagne/cours_mallat_cdf/tree/main/Cours2025
https://lean-lang.org/
https://coq.inria.fr/
https://deepmind.google/discover/blog/ai-solves-imo-problems-at-silver-medal-level/

Le dernier domaine qui a marqué cette année n’est pas sans rapport avec le pré-
cédent, car il s’agit de la possibilité des simulations par IA en Physique. Notamment,
la météorologie et climatologie, ont vu l'apparition de modeles tels que GraphCast et
GenCast de DeepMind '!. GraphCast effectue des prédictions a 10 jours et est tout a fait
compétitif par rapport aux modeles classiques de résolution des équations différentielles.
GenCast est plutdt probabiliste basé sur des modeles par diffusion que nous étudierons
cette année, et génere des prédictions sur une quinzaine de jours. Il y d’autres approches
qui allient les contraintes physiques et ML comme NeuralGCM de Google !2: ce code fait
des prédictions a 2-15 jours et reproduit les températures sur une période de 40 ans passée

de maniere plus précise que les modeles atmosphériques traditionnels.

Bien entendu, il y a d’autres codes disponibles, mais on remarque que tous ces
systemes sont produits par des sociétés privées avec des capitaux conséquents pour pouvoir
disposer de capacité de calcul non moins conséquentes. NDJE: Notons au passage la
généralisation de JAX '3 comme librairie de développement, et vous noterez qu’un certain

nombre des notebooks que j’ai mis & votre disposition sont écrits dans ce langage 4.

2.2 Panorama de la génération par IA

L’'TA générative fait partie du champ de I'apprentissage statistique avec a la base
la construction de modeles a partir des données. Au cours des années précédentes, nous

avons vu que dans ce domaine, on distingue:

— Les problémes supervisés ot I'on a une donnée z € R? (d trés grand en pratique
comme des images, des sons, des champs, etc), et l'enjeu est de répondre a une
question y (entiere ou continue). La stratégie est d’utiliser une base de données
d’entrainement constituée de couple {z;,v;}i<,. La difficulté réside tout d’abord
dans la constitution de cette base de données labellisées qui doit étre suffisamment

peuplée et non biaisée.

11. Voir article https://deepmind.google/discover /blog/graphcast-ai-model-for-faster-and-more-accurate-global-weather-f
et les modeles https://github.com/google-deepmind/graphcast

12. Voir article https://research.google/blog/fast-accurate-climate-modeling-with-neuralgem/

13. https://jax.readthedocs.io/en/latest/

14. Pour plus de d’information je mets & votre disposition des notebooks dédiés https://github.com/
jecampagne/JaxTutos dont celui-ci pour commencer JAX_Cophy_tuto.ipynb


https://deepmind.google/discover/blog/graphcast-ai-model-for-faster-and-more-accurate-global-weather-forecasting/
https://github.com/google-deepmind/graphcast
https://research.google/blog/fast-accurate-climate-modeling-with-neuralgcm/
https://jax.readthedocs.io/en/latest/
https://github.com/jecampagne/JaxTutos
https://github.com/jecampagne/JaxTutos

— Les problemes non-supervisés ou l’enjeu cette fois est de construire un modele
des données z sous forme d’'une distribution de probabilité (pdf) p(x) qui nous
renseigne ot sont concentrées les données dans le grand espace R?. La stratégie
ici est également d’utiliser une base d’entrainement mais non labellisée, constituée
d’échantillons {x; };<,, que I'on suppose indépendants identiquement distribués (iid)
(hypothese fondamentale). A Uintérieur de cette catégorie de problémes, on distingue

la sous-catégorie suivante.

— Les problémes auto-supervisés dont les LLM font partie, ot 'on définit des labels
y; a partir des échantillons de la base de données {x;};<,. Typiquement, pour un
modele de langage, a partir d’'une phrase dont tous les mots sont connus, on en
cache un pour le faire deviner au modele, puis a partir d’'un paragraphe on cache
une phrase, etc. On peut bien entendu étendre ce type de masquage sur des images

et cela se généralise a d’autres types de données.

Ce qui va plutot nous intéresser durant le cours concerne les catégories des problemes non-
supervisés et auto-supervisés. Pourquoi le probleme de découvrir la pdf p(z) sous-jacente

a des données est-il difficile? et Pourquoi a-t’il été révolutionné par I'TA?

2.3 Retour sur la malédiction de la dimension

Ce sujet a été maintes fois abordé dans les cours, et cela des le premier datant de
2017-18, mais il est toujours bon de prendre conscience pourquoi déterminer la pdf p(z) est
un probléme difficile a priori'®. Ce que I'on cherche & déterminer c’est la localisation des

données qui s’agregent sur une surface de dimension d’ plongée dans I’espace de dimension

d (Fig. 1).

Le probleme est facile si la dimension d’ est trés petite méme si d est grand par
ailleurs. On peut penser par exemple a un systeme robotique a base de rotules ou po-
tentiellement d peut étre tres grand selon la digitalisation de 1’espace exploré, mais en
sous-jacent le nombre de degré de liberté qui fixe d’ est quant a lui de 'ordre de la ving-
taine. Le probleme devient alors abordable. Le point est que les problemes auxquels nous

allons nous confronter ne sont pas du tout de cette nature: remarquons par exemple une

15. NDJE. A posteriori, on se demande s’il n'y a pas des formes de régularités sous-jacentes qui per-
mettent que les réseaux de neurones arrivent & obtenir p(x). C’est par exemple traité dans le cours de
2021



FIGURE 1 — Schématisation de la localisation des données sur une surface de dimension

d' plongée dans l'espace de dimension d.

image d’un intérieur de maison, ne serait-ce que la texture des matériaux introduit une
complexité qui fait exploser le nombre de degré de liberté et donc d’ est sans doute tres
grand méme si plus petit que d. Typiquement, S. Mallat nous dit que d’ est de I'ordre
de O(10*7%) dans une image ott d = 10°. Donc, la variété sur laquelle se concentre les
données est en pratique de grande dimension. Cependant, si d’ est grand ce qui nous
mettrait en difficulté, il se peut que p(x) comporte des régularités. C’est ce coin qui va

nous servir pour construire des modeles et atteindre notre but.

Prenons par exemple le cas d’un bruit blanc gaussien (bbg), c’est une probabilité de

d variables indécentes, dont chacune d’elles est distribuée selon une loi gaussienne, par

exemple % z; ~ N(0,0%/d). Ainsi
2d) o shatd) (e
202 [~ P 202 - 202
(1)

Or, z = 2% | 2 est une variable aléatoire. Si les x; sont #id selon A'(0,1) on obtiendrait

d d
p(!Eth, e ,l‘d) = sz(%) o8 H exp{—
i=1 i=1

16. NDJE. je reprends un argument développé dans le cours de 2024 ou la variance est distribuée
uniformément sur les d variables.



Gy, /€ = 2

FIGURE 2 — Localisation de ||z||? si toutes les composantes sont iid z; ~ N(0,0?/d) en

dimension d.

que p(z) est la distribution du x? & d degrés de liberté " dont I'espérance est E[z] = d.
Par changement de variables, on obtient alors

d

2 2 2
|z]|* = ;zz — (2)

et de méme la variance du x? a d degrés est 2d, donc

20*
Var(Ja|?) — = (3)

Ainsi la localisation des échantillons d’un bruit blanc gaussien se fait sur une couche
sphérique dont ’épaisseur tend vers 0 quand d augmente. On peut donc voir en grande
dimension cette localisation comme une variété sphérique (Fig. 2) de dimension égale &
celle de I'espace moins 1 unité donc grande, mais le seul degré de liberté est la variance

a2,

Dong, la stratégie va étre de chercher des paramétrisations a petit nombre de degré
de liberté et qui pour autant permettront de décrire des surfaces de grande dimension
afin de correspondre au mieux aux cas pratiques rencontrés. Bien entendu un bbg n’est
pas treés structurant si 'on peut dire, mais on peut penser a paramétriser des matrices

de covariances, et a utiliser des modeles plus sophistiqués comme on va le voir. Le coeur

17. NDJE. la loi x?(d) est (1/2)%/2/T'(d/2)z%/?>~1e=%/2.
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du probleme sera de choisir une paramétrisation adéquat et de 'apprendre a partir des

échantillons. Quelle est la difficulté dans ce contexte?

Imaginons que pour choisir notre paramétrisation, nous prenions une hypothese
assez simple donnée par une régularité de type Lipschitzienne a savoir quelle est dérivable
presque partout, soit Vr,y dans le domaine de définition il existe une constante K telle
que

Ip(x) — p(y)| < Kz -y (4)

Est-ce une hypothese suffisante pour pouvoir estimer p(x)? Si tel est le cas, la pdf est
réguliere, et si x € [0,1]¢, il suffit d’échantillonner I’espace avec un intervalle € assez fin
pour pouvoir effectuer une sorte d’interpolation pour connaitre p(z) dans tout 1’espace.
Or, si 'on veut garantir que x soit a une distance inférieure a € de n’importe quel z;,
alors on peut se convaincre facilement qu’il faut au moins n échantillons tels que (nb. on

utilisera la dimension d comme celle de la variété/surface des = pour simplifier 1’écriture)
n>e? (5)

Remarquons que si I’on procede a un histogramme en découpant 1’espace en petite boite de
taille 4, il faut également plusieurs échantillons par boite pour au moins faire une moyenne
ayant un sens. Ainsi, pour ¢ = 1/10 et d de l'ordre de quelques milliers, on dépasse

largement le nombre d’atomes de I’Univers. Il s’agit de la malédiction de la dimensionalité.

Cela nous orienterait vers 'usage d’hypothéses bien plus fortes que Lipschitz, donc
des régularités bien plus fortes pour p(z). Or, jusqu’a "récemment", nul pensait que qu’il
était possible de concevoir des distributions de probabilités de visages, de chambres a
coucher, de protéines, etc. Ce que nous dit S. Mallat, c’est qu’avant les réseaux de neurones
essentiellement ce sont les modeles gaussiens, voire des versions plus sophistiquées qui
étaient utilisés, mais malgré tout ils restaient tres confinés a des classes de processus assez
simples (Voir Cours 2023). Ce domaine a réellement changé du tout au tout avec les

modeles génératifs basés sur des réseaux de neurones.

Par la suite S. Mallat effectue un tour d’horizon introductif aux modeles génératifs.
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2.4 Les modéeles auto-régressifs LLM

Une stratégie de modélisation est au cceur des LLM: ce sont des modeles auto-
régressifs. Les données sont des séquences, donc il y a un ordre total, et chacune des
données est quantifiée (token) c’est-a-dire que la donnée ne prend qu’une valeur dans un
ensemble fini. Ainsi, si la valeur d’un token est représentée par x;, on peut alors considérer
la série ordonnée {xy, T, ..., 2, 1} et tenter de prédire x; ot t peut matérialiser un temps
discret. Si par la suite I'on dispose de la pdf conditionnelle p(z|xy, 2, ..., x:—1), alors on
peut produire des échantillons x; connaissant les tokens passés. En sous-jacent, on uti-
lise la décomposition suivante en utilisant les probabilités conditionnelles de complexités

croissantes:

T
p(z1, ... x7) = p(x)p(za]xr)p(as|zy, x2) - - - = p(aq) Hp(a:t|x1, ey Tpq) (6)

t=2
Notons au passage que 'hypothese de Markov simplifie le probleme (Cours 2023) en
requérant que p(x¢|zy,...,x—1) = p(ay|z,_q), c’est-a-dire que si t — 1 est le présent, il
suffit pour prédire ’avenir. Mais d’une maniere générale, il faut pouvoir modéliser toutes
les probabilités conditionnelles p(x;|zy,...,2;_1). Clest la ou les Transformer introduits
en 2017 ' ont pu montrer leur capacité & modéliser des dépendances & longue portée.
Notez que la prise en compte ou non de la négation en début de phrase peut influer
grandement le sens de celle-ci: "Ne pas prendre en compte la dépendance a grande échelle
est fondamentale”. Et ne parlons pas des virgules qui font passer des nuits blanches aux
diplomates écrivant des traités de toutes sortes. Or, le probleme de ces dépendances a
longue portée aurait pu étre insoluble face la malédiction de la dimensionalité, mais c’est

aussi 'astuce du mécanisme d’attention qui permet de résoudre le probleme.

Nous n’étudieront pas cette année ce type de problemes car les données que nous

allons rencontrer sont multi-dimensionnelles.

18. Ashish Vaswani et al. 2017, Attention Is All You Need, Advances in neural information processing
systems, page 5998-6008. https://arxiv.org/abs/1706.03762


https://arxiv.org/abs/1706.03762
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FIGURE 3 — Deux facons d’indexer les pixels d’une image.

2.5 Données multi-diemnsionnelles

Le cadre des LLM présenté ci-dessus n’est pas bien adapté aux cas de données
multi-diemnsionnelles présentent dans des problemes de Physique, d’analyses d’images,
etc. Prenons une image pour illustrer le propos: il n’y a pas de maniere naturelle pour
organiser les pixels de maniere séquentielle. Voyons les deux exemples d’indexage de la
figure 3. Si 'on veut rendre compte d’interaction entre un pixel ¢ et ses 8 proches voisins
sur la grille 2D, il y a clairement un probleme car certains des pixels seront indexés dans
la séquence selon ¢ — 1 et 2+ 1 ce qui rendrait compte d'un lien causal direct mais d’autres
pixels auront des index tres délocalisés. On introduit des liens de causalité a grande
échelle d’'une maniere artificielle. Finalement, lors de la modélisation des probabilités, on
va introduire une dépendance selon le schéma de cheminement unidimensionnel utilisé
sans pour autant user de la topologie naturelle de la grille 2D. Or, cette topologie est tres
importante. Ceci dit des codes existent qui exploitent les descriptions unidimensionnelles

mais ils n’atteignent pas les meilleurs résultats.

Notre approche sera d’utiliser au mieux toute I'information multi-diemnsionnelle du

probleme.
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2.6 Modeles probabilistes avec énergie de Gibbs

Ce type de modélisation s’inscrit dans le schéma de R. Fisher élaboré au début des
années 1920, et nous ’avons abordé lors des Cours de 2022 a 2024. Ce sont des modeles
a la base de la Physique Statistique, ou 'idée pour apprendre p(z) est de se donner une
famille paramétrée de pdf {py(z)}s suffisamment "large" pour pouvoir trouver une valeur
0* du parametre qui permet d’ajuster au mieux p(z). La choix de la famille est bien
entendu crucial. Si 'on consideére que p(z) est non nulle, le log est alors défini et la forme

exponentielle est un choix classique
po(x) = Zy e V0 (7)

La modélisation revient alors a trouver la paramétrisation de I’énergie Uy () (par analogie
a la Physique) adaptée au probléme. Les événements z les plus probables sont ceux qui
minimisent 1’énergie (soit Uy). C’est alors que les a priori (ex. symétries, invariants, etc)
ou l'information en général sur le probléme, rentrent en jeu pour introduire de la structure
dans la paramétrisation Uy(x). Cependant, en ML qui traite par exemple de la génération
de visages, I’on a pas vraiment d’information a priori contrairement a la Physique qui est

guidée par des Principes. Donc, en ML on part avec un handicap.

Ceci dit une fois le choix fait d’'une paramétrisation, on va chercher & minimiser la
métrique de Kullback-Leibler ' entre py(z) et p(z). Cette minimisation est équivalente
dans le schéma de Fisher, a utiliser le Maximum de Vraisemblance afin de trouver 6*.
Les x sont bien localisés la ot il y a une plus grande probabilité, et I’ensemble typique ou
se localise x est une notion de Cl. Shannon a introduite dans les années 1940 (Voir Cours

2022). Cette phase est un probléme d’optimisation.

Dans le cas gaussien Uy(x) est convexe, on a aucun probléeme, mais cela devient
trés compliqué quand Uy(z) n’est pas convexe. Le point délicat par exemple dans un
modele a deux minima de méme probabilité, est que la génération d’échantillons = doit
rendre compte que x peut se trouver dans I'un ou l'autre des minima d’énergie car ils
rendent compte de configurations différentes. Certes, si on se contentait de générer que
des x correspondant a 1 seul minimum, on obtiendrait de bons échantillons, mais on ne

rendrait pas compte de la diversité. Pensez par exemple a la génération de visages ou l'on

19. Voir par ex. Cours 2022 Sec. 6.3, Cours 2024 Sec. 5.2
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F1GURE 4 — Exemple de générations d’images de champs de Physiques.

ne produirait que ceux d’un seul genre. Ce probleme de rendre compte de la diversité, et

donc de la généralisation, est le probleme clé que I’on rencontre dans le domaine.

Nous résumerons a la séance suivante ces techniques a base de chaines de Markov et
Monte Carlo. Ces techniques permettent de modéliser des champs tels que (Fig. 4): des
champs en cosmologie, de turbulence et ¢* (ou Ising). Dans ce cas z est état du systéme
a ’équilibre est la probabilité est donnée par la forme exponentielle citée et il s’agit de la
distribution de Gibbs. Ces problemes sont "relativement classiques" bien compris car ils
relevent de la catégorie de champs ergodiques (ex. Cours 2023).

Cependant, cette hypothese d’ergodicité n’est pas adaptée aux cas de génération
d’images de visages, vues d’intérieur de maison, etc (rappel: I’érgodicité implique une
invariance par translation). Et pour pouvoir mettre en ccuvre des modeles génératifs

capables de réaliser des images comme sur la figure 5, il va falloir opter pour autre chose.

2.7 Generative Adversarial Networks (GAN)

Les GAN ont été introduits par Goodfellow et al. 2 en 2014. Nous les avons évoqués
durant le Cours de 2019 Sec. 2.8., et le schéma a l'origine est donné sur la figure 6. Deux

réseaux agissent en adversaires: le réseau génératif (G) qui par exemple & partir d’un bruit

20. Goodfellow, I., Pouget-Abadie, J., Mirza, M., Xu, B., Warde-Farley, D., Ozair, S., Courville, A., and
Bengio, Y. (2014). Generative adversarial nets. In Advances in Neural Information Processing Systems,
pages 2672-2680. https://arxiv.org/pdf/1406.2661


https://arxiv.org/pdf/1406.2661
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FIGURE 5 — Exemple de générations de 2x6 images de visages: a gauche par le modele
de type Normalizing Flows (source: Glow Diederik P. Kingma et al. arziv:1807.03059), &
droite par un modele de type Generative Adversarial Networks (source: Xin Wang et al.
arziv:2202.07145).

e Generative network for non-stationary processes:

—~

convolutions X =G(2)

VA
Gaussian ﬂ Wy / Wg W;
White

1. Goodfellow et. al.

e Discriminative network: p

FIGURE 6 — Schéma d’un GAN de Goodfellow et al. avec deux réseaux adversaires: un

générateur et un discriminant (classificateur).
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blanc gaussien (z ~ m(z) = N(0,1)) produit de nouvelles images z, et le discriminant
(D) fournit la probabilité que I'image qu’'on lui présente est issue de la base de données
d’entrainement (real image), plutét qu’issue d'une génération G(z) (fake image). Afin,
d’optimiser les deux réseaux, a partir des images d’entrainement (de pdf pgasa), l'idée est

de résoudre un probléme de minmax qui se présente comme suit:
minmas { By, o) 10g D(@)] + Exenis)log(1 — D(G(2)))]} ®)

Malgré les problemes de mise en oeuvre que nous allons mentionné ci-apres, 1'évolution
des GANs a permis I’éclosion de générateurs dans bien des domaines: en Physique, dans
le médical, la météo, etc. Une technique a par exemple utilisé non pas des images de
bruit blanc mais des images comme conditionnement. S. Mallat nous montre un exemple
a ’écran d’images cérébrales issues d'un scanner "CT" et la prédiction a partir d’'un
GAN. De méme, il nous présente un exemple en météorologie a partir d’images radar de
précipitations?! qui en 2021 était capable de faire des prédictions & 90 minutes sur des

zones typique de 1.3km de rayon.

Le point délicat est que la minimisation n’est pas facile car il s’agit d’un point selle.
Et beaucoup de recherche vont élaborer des améliorations. Que se passe-t’il? En fait, dans
un GAN il n’y a rien qui force le générateur a explorer tout ’espace des possibles pour x.
Il s’agit d’un défaut d’échantillonnage dit de "mode collapse" qui a avoir avec la non prise
en compte de tous les minima évoqués plus avant. On obtient via G(z) des échantillons
tout a fait corrects, mais ’ensemble des = produits peut trés bien ne représenter qu’une
partie des modes possibles (manque de diversité, probleme de généralisation). Pour palier

22 mais finale-

ces problemes, diverses techniques de régularisation sont mises a l'ceuvre
ment S. Mallat nous dit que le probleme d’optimisation est assez mal maitrisé. Le danger
principal est de biaiser les générations et d’entrainer des formes de mémorisation de
la base d’entrainement. Tant que 'on se contente de "belles images" il n’y a rien de cho-
quant mais des que I'on veut utiliser les échantillons pour des applications (ex. médicales,
météorologiques) cela est treés problématique, car il se produit des artefacts dont 1’origine

sont les biais de la base de données d’entrainement reproduits par le générateur.

21. NDJE. Sans doute tiré de https://www.nature.com/articles/s41586-021-03854-z.

22. Voir par exemple le modeéle light-weight-GAN de Liu B., Zhu Y., Song K., Elgammal
A., 2021, in International Conference on Learning Representations. https://openreview.
net/forum?id=1Fqg133qRal. Voir la Sec. 2 de l'article.


https://www.nature.com/articles/s41586-021-03854-z
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FiGURE 7 — Transport de la pdf des variables latentes z vers la pdf des données z.

2.8 Modélisation par transport

En fait, ce que I'on a chercher a faire dans la section précédente c¢’est de transformer
une distribution 7(z) des variables (latentes) z ayant par exemple une pdf d’un bruit
blanc, en une distribution des données x (p(z)). On parle alors de transport 7" tel que
p = Tym (Fig. 7). Donc, on peut se poser la question plus générale de I'estimation des
transports: quelle classe de transports nous faut-il chercher? et comment guider notre

choix?

Qui dit transport de probabilités, nous dit que 'on veut chercher des transports
optimauz introduits par G. Monge en 1781 puis abordés par Léonid Kantorovich dans les
années 1940 par la Théorie de la mesure. Le point est que le transport 7' n’est pas unique
en général, on peut permuter n’'importe quel couple (z;,x;) tout en préservant les pdf de
départ et d’arrivée. Dongc, il nous faut un principe qui nous fixe le choix. Si le domaine
de x et z est le méme (ex. une image de méme dimension), on peut utiliser la fonction de

cotit d(z,T(x)) o ||z — T(x))|| ou bien ||z — T(z))||* qu’il faut alors minimiser.

Ceci dit, S. Mallat nous indique que les modeles basés sur ce type de transports ne
sont pas performants a ’heure actuelle pour les probléemes en grande dimension. D’autres

algorithmes ont été utilisés.

2.8.1 Normalizing Flows (NF)

Un transport comme Normalizing Flow (ou Flow) 7" est défini comme un difféo-

morphisme (c’est-a-dire, un bijecteur) entre I’espace des données et un espace latent, tel
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FIGURE 8 — Schematic Normalizing Flow process. On the top the forward or generative
direction from a simple z distribution to a more complex one for . On the bottom the

backward or training direction from complex to simple distributions.

que:
x=T(z) & z=T'(z). 9)
Si la distribution de z est 7(2) (par exemple, N/(0, 1)), alors la relation suivante s’applique:

p(x) = 7(z)|det Jp(2)| ' = 7(T"(x))| det Jp—1 (z)], (10)

ol Jr et Jp-1 sont les jacobiens des transformations T' et T~ !, respectivement. Contrai-
rement aux GAN, les dimensions des espaces latents et des données sont les mémes par

définition dans les modeles basés sur les flux.
Le flux T est généralement construit comme une composition de plusieurs flux indi-

viduels {T;};<, tels que:

T=ToTho--oT, < T '=T1'oT ool (11)

n

La figure 8 illustre une vue schématique de la direction forward ou générative et de la

direction backward/reverse ou training. Si nous notons z; = T;(z;_1) pour tout i < n (en
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utilisant zp = z et z, = x), alors:

n—1

log | det Jp| = > log|det Jr,(z1)|. (12)

1=0

Chaque bijecteur T; est paramétré et on cherche la structure qui permet 'optimi-
sation, ou la pdf p(x) maximise la vraisemblance des données qui sont dans la base de
données. C’est une approche intéressante d’'un point de vue mathématique qui fait un lien
entre le transport optimal et les techniques de la section 2.6. Un modele qui marche sur
ce principe de flows est Glow dont des exemples de générations de visages sont présentés
sur la figure 5. Mais S. Mallat nous dit qu’on a du mal a structurer ces bijecteurs, et il
faut donc injecter beaucoup d’information a priori, et ces modeles restent limités pour

des problémes en tres grandes dimensions.

2.8.2 Transport par Score-diffusion

C’est un sujet abordé lors de la derniere séance du Cours de 2024. En se reportant
a ’équation 11, on se demande comment décomposer l'opérateur 77 En fait, au lieu
de prendre une décomposition discréte, on introduit une variable continue de "temps'
et T peut alors étre décomposé en grand nombre de transformations élémentaires "plus
simples" ou l'on va injecter de l'information. On se trouve alors dans le domaine des

équations différentielles ordinaires (ODE) ou z; va étre modifié selon une équation de

type
dl’t

dt

La pdf pi(x;) est alors donnée par I’équation de Joseph Liouville qu’il a élaboré dans le

= vy(xy) (13)

cadre de la Physique hamiltonienne.

S. Mallat nous dit que ce type de transport est malgré tout un peu trop restreint,
en particulier pour qu’il existe une solution a 1’équation ci-dessus, il faut que la vitesse
vz soit Lipschitz or ¢’est une contrainte qu’il est difficile & obtenir numériquement. On va
alors se tourner vers les équations différentielles stochastiques (SDE) ou le transport est

localement plus irrégulier. Dans ce cas, x; est solution de

de, = —xydt +V2dW, t € [0, Taal, (14)
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FIGURE 9 — Exemples de réalisations de transports selon 1’équation différentielle stochas-
tiques dX = —aX dt + o dW avec dW = N(0,dt) (« = 0.1,0 = 0.2).

ou dW, représente un processus de Wiener (mouvement brownien) et 7,,,, représente la
durée maximale du transport supposée suffissamment grande. A chaque étape (¢;,t;41) le
transport n’est plus déterministe comme pour les Normalizing Flows mais probabiliste 23
(Fig. 9). La pdf p;(x;) est régie comme pour les ODE, par une équation différentielle, qui
est une équation ?* de Fokker-Planck obtenue dans les années 1914-17 lors de I'étude du

mouvement brownien.

En fait, ce point de vue d’un processus régit par une équation différentielle, va nous
donner une technique tres classique d’échantillonnage de probabilité. Faisons remarquer
que si nous voulons que partant d'une pdf py nous aboutissions a p(z), c’est qu’il y a
une convergence qui s’opere et d’une certaine maniere p(z) doit étre un point fixe de
I’équation. Nous verrons que si ’'on paramétrise p(x) selon une distribution de Gibbs
(Eq. 7) alors la condition de stationnarité nous dit que la vitesse vi(x;) (Eq. 13) doit
satisfaire:

w(@) = V. log pu(x) = —VUi(x) (15)

25

ou V, log p(x) s’appelle le score *°, ce qui nous ameéne aux algorithmes de Score Diffusion.

23. NDJE. Vous pouvez modifier le notebook Ornstein_Uhlenbeck. ipynb disponible sur Github https:
//github.com/jecampagne/cours_mallat__cdf dans le répertoire "cours2024".

24. Adriaan Fokker (1887-1972) et Max Planck (1858-1947)

25. NDJE. Voir Cours 2024 Sec. 5.2 la remarque que je fais sur cette appellation car il faut bien


https://github.com/jecampagne/cours_mallat_cdf
https://github.com/jecampagne/cours_mallat_cdf
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Diffusion Inverse

FIGURE 10 — Processus de Diffusion et Inverse permettant de déterminer le transport

dz, ——mtdt+\/2de dzy = — (zv + 2V log pe (ze)) dt’ + V2dWy

entre un bruit blanc et la pdf des données.

Tout cela nous donne une base de connaissance qui nous vient de la Physique Statistique.

Pour aller plus loin, nous allons remarquer que I'objectif est le suivant. Il nous faut
découvrir un transport 7' qui a partir d'un bruit blanc nous donne la distribution sous-
jacente des données. Mais en regardant le schéma 8, il nous parait alors qu’il serait plus
simple d’identifier T' comme (7~')~!. En fait, il est plus simple de passer de p(z) a une
distribution A/(0, 1) définissant ainsi 771. C’est ce qui a motivé le travail de Yang Song
et al. (2021, arXiw:2011.13456).

Ainsi, en partant d’un échantillon de la base de données qui est une réalisation
de p(x) par hypothese, pour aboutir a une réalisation d’un pur bruit blanc gaussien, il
suffit d’ajouter progressivement du bruit (transport 'Diffusion" de la figure 10) (il y a
une renormalisation a chaque étape pour que I'image d’origine disparaisse). Il s’agit de
la réalisation d’un processus stochastique régit par 1’équation de diffusion d’Ornstein-

Uhlenbeck ¢ qui est la plus simple et s’écrit
dry = —xdt + /2 dW, (16)

Une fois que 1'on a le chemin 77!, il nous faut l'inverser. C’est tout a fait possible en

remarquer qu’il s’agit ici de considérer le gradient par rapport & x et non par rapport aux éventuels
parametres 6;.
26. Leonard Salomon Ornstein (1880-1941) et George Eugene Uhlenbeck (1900-88) tous deux physiciens.
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FIGURE 11 — Usage d'un réseau profond pour effectuer une tache de débruitage. Voir
par exemple Kai Zhang et al. (2021) arXiw:2008.13751 (Sec. 3.1). A gauche: I'image z; &
débruiter; a droite: Z résultat du réseau de neurones et x I'image telles que le réseau doit
minimiser ||z — Z||? et cela pour tous les échantillons de la base de données et les valeurs

de la variance du bruit contenu dans les images bruitées.

7

utilisant une équation de Langevin 2" amortie qui s’écrit

d{L‘t/ = — (ZL’t/ + 2Vw 1ngt/ ({L‘t/)) dt, + \/ﬁdVVt/ (17)

ou apparait le score de la pdf a 'étape t'.

Si le schéma est mathématiquement clair, le point qui nous reste a résoudre est
de pouvoir disposer du score & toutes les étapes du transport "Inverse' (Fig. 10). C’est
a priori un probléme difficile, car il nous faut apprendre d fonctions (pour le calcul du
gradient) en grande dimension. C’est 1a ou il y a eu une grosse surprise: les réseaux de

neurones profonds permettent d’apprendre ces scores. Quelle est I'idée sous-jacente?

En définitive, il faut aller piocher dans un probléme connexe qui traite du débruitage
d’un signal z; tel que
v=v+z z~N(0,0?) (18)

car en fait le transport Inverse (Fig. 10) effectue bien un débruitage pour retrouver un
échantillon x. Or, qui dit débruitage dit trouver un estimateur z de z. Il y a alors un
résultat standard des années 1950-60 qui stipule que chercher Z tel qu’il réalise le probleme

de minimisation

min (B, (13— o) (19)

27. Paul Langevin (1872-1946)
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FIGURE 12 — Exemple d’une génération d’image en utilisant l'interface de ChatGPT qui
utilise DALL-E.

est équivalent a effectuer 1’ascension de gradient suivante (en 1 step)
&=+ 0*V, log pi(xy). (20)

Dong, si le probléeme de minimisation est équivalent a trouver Z, utilisons alors un réseau
de neurones profond (Fig. 11) par exemple de type U-Net ?® | entrainons le en minimisant
la loss quadratique (apprentissage supervisé), alors on aura & pour x;, et donc on aura

acces a V. log pi(z;) en inversant I’équation ci-dessus.

Maintenant, la question (fondamentale) qui se pose est de savoir si le réseau de
neurones arrive a obtenir le débruiteur optimal? En fait, il semble y arriver et méme tres
bien et cette technique est par exemple mise en oeuvre dans les applications grand public
telles que DALL-E, Midjourney, StableDiffusion, etc (Fig. 12). Comme on peut en juger

la qualité des images est impressionnante.

Cependant, S. Mallat attire notre attention sur le fait qu’il existe toujours une

28. Olaf Ronneberger et al. (2015) arXiv:1505.04597.
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question fondamentale sous-jacente: les résultats sont-ils vraiment des échantillons de
p(z), ou bien est-ce que par un jeu d’assemblage astucieux sont-ils des mélanges des images
d’origine 7 Dans le second cas de figure, les images produites dépendent totalement de
la base de données d’entrainement, on serait alors face a un probleme de généralisation.
Le but du cours va étre de comprendre les concepts et propriétés mathématiques de
ces algorithmes de génération, et cette question de généralisation est omniprésente en

apprentissage.

Dans le cas des modeles génératifs, on obtient un estimateur de p(z) obtenu a par-
tir de la base d’entrainement, mais on considere que ce n’est pas un bon estimateur si
"par malheur" il venait a varier si I’on changeait la base de données, fusse-t’elle toujours
d’images de chambres a coucher ou de visages si on s’intéresse a I'un ou 'autre cas. Dans
ce probleme si 'estimateur est bon sa variance doit tendre vers 0 quand la taille de la
base de données tend vers I'infini. Ce point a été testé dans larticle?® de Kadkhodaie et
al. (2024) que S. Mallat avait évoqué dans le Cours de 2024 (Sec. 9.4). Le point qui les a
étonné est qu'au fur et a mesure que la taille de la base d’entrainement augmente, vers
N = O(10°) (pour des images 80x80), une transition s’opére entre un comportement
de type "mémorisation" et un comportement de "généralisation" qui semble donc indi-
qué que le modéle a appris p(x) (Fig. 13). Cependant, S. Mallat nous indique qu’il faut
réaliser que pour des petites images, pour atteindre la généralisation il a fallu beaucoup

de données!

Maintenant, le résultat précédent montre que I’on peut atteindre une petite variance
de l'estimateur, mais il faut également garantir que I’estimateur soit non biaisé. C’est-
a~dire il faut s’assurer que I'on a bien convergé vers p(x), or cela pose la question de
I’obtention du "bon score', ou du maniere équivalente il s’agit du probleme I’optimalité
du débruitage. Or, cela nous fait passer dans un chapitre classique des mathématiques
a savoir I’Analyse Harmonique. NDJE. Ce sujet a été abordé durant le Cours de 2021.

Dans le cas du débruitage qui a été étudié durant les années 1950 a 2000, on peut citer:
— Estimation linéaire: filtre de Wiener;
— Estimation non-linéaire 3° parcimonieuses: bases orthonormales;

— Bases d’ondelettes, curvelettes, bandelettes: optimalité?

29. Kadkhodaie Z., Guth F., Simoncelli E. P., Mallat S., 2024, in The Twelfth International Conference
on Learning Representations. https://openreview.net/forum?id=ANvmVS2Yr0
30. NDJE. Voir les Sec. 3.1 et 3.2 du Cours de 2021 pour la distinction linéaire/non-linéaire.


https://openreview.net/forum?id=ANvmVS2Yr0
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F1GURE 13 — Deux modeles génératifs S7 et Sy sont entrainés avec deux bases de données
d’images de visages (80 x 80 pixels) sans recouvrement et chacune de taille N. On donne
ensuite la méme image de bruit aux deux modeles afin de synthétiser une nouvelle image.
On peut trouver I'image de la base de donnée qui approcherait au mieux cette image
synthétisée. Tant que N < O(10,000), S; et Sy produisent des images différentes et
ressemblant d’autant plus a une image de la base de données que N est petit. Des que
N = 100,000, les images synthétisées par S; et Sy sont d’une part (quasi-)identiques et
d’autre par différentes des images les plus proches des deux bases de données. On assiste
bien a une transition vers un modele qui généralise bien: il a appris la distribution de

probabilité p(x).
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Au passage, notez la diversité des sujets de math qui s’agregent autour des modeles
génératifs: transport optimal, équation différentielle stochastique, optimisation, et tiens
I’Analyse Harmonique. Pourquoi? en gros quand on a un signal a débruiter la premiere
idée qui vient et d’effectuer une séparation entre basses fréquences (plutét composées par
le signal) et hautes fréquences (plutdt composées par le bruit). Cette technique est celle
de Wiener (filtrage dit linéaire) qui s’implémente en Fourier. Dans les années 1980, on a
réalisé que I'on pouvait faire mieux en utilisant des opérateurs non-linéaires, avec au coeur
le probleme de la représentation des données, et la mise au point de bases parcimonieuses
(Iénergie de la fonction a traiter est concentrée sur un petit nombre de coefficients). En
fait, les réseaux de neurones arrivent a faire beaucoup mieux, d’une certaine manieére ils
s’adaptent mieux a la topologie du signal, et un enjeu de la recherche et de comprendre

pourquoi.

En regardant un peu de haut la recherche dans ce domaine, tout ce qui est en
dehors du réseau de neurones, c’est-a-dire dés qu’il nous donne le score, les maths sont
bien comprises. Donc, la chose a comprendre c’est ce que fait le réseau quand il apprend
le score, et c’est que 'on va tenter de faire dans ce cours qui se trouve a la frontiere de la

recherche.

Si le temps le permet, nous irons jusqu’'a voir comment on peut conditionner I'ap-
prentissage par exemple en donnant une prescription ¢ au générateur. Il s’agit d’un pro-

bléeme que 1'on peut voir sous 'angle de Bayes:

p(zle) o p(efx)p(x) (21)

ou p(c|x) c’est un classificateur et p(z) est le générateur inconditionnel. Les séminaires de

cette année porteront sur les sujets de générations par TA.



