Algorithms for Networked Information
DM1

a rendre le 12 novembre 2014

Chacun des 2 exercices vaut 12 points. Il y a donc la possibilité d’accumuler 4 points de bonus avec ce DM.
Exercice 1 PageRank et temps de mélange (12 points)
On définit la distance en variation totale entre deux mesures de probabilité u et v sur Q par :

- = A)—v(A)|.
lp—viTv glggm( )—v(A)

1. Montrer que

1
3 2 @-vel= 3 (p@)-v).

x€Q w(x)=v(x)

2. Montrer que pour B = {x, u(x) = v(x)} et tout AcQ,ona:

p(A) = v(A) < u(B) - v(B)

3. En déduire que

1
lp=virv = 3 > ) = vix)l.
x€Q)

Un couplage entre deux mesures de probabilité p et v est une paire de variables aléatoires (X,Y) définies
sur un méme espace de probabilité telle que la distribution marginale de X est py, i.e. P(X = x) = u(x) et la
marginale de Y est v, i.e. P(Y = y) =v(y).

4. Montrer que

le—viry < inflP(X #Y): (X,Y) est un couplage de u et v.}

5. Montrer que

Y o) Av)=1— g - vy € [0,11.
xeQ)

6. En déduire un couplage (X,Y) tel que |[u—v]tv=P(X #Y).



Une chaine de Markov a espace d’états Q et de matrice de transition P est une suite de variables aléatoires
(Xo,X1,...) telles que

PXir1=yI1Xs =2,Xs 1 =%¢-1,... X0 =x0) = P(X¢11 = y|X; =x) = P(x, ).

Une chaine est dite irréductible si pour tous x, y € Q, il existe ¢ tel que P!(x,y) > 0. Soit T'(x) = {t = 1, P!(x,x) > 0}.
La période de x est le pged de T'(x). Une chaine est dite apériodique si tous les états ont pour période 1.

7. Montrer que si P est irréductible alors tous les états ont méme période.

8. Montrer que si P est irréductible apériodique si et seulement s’il existe un entier positif ¢ tel que P’ est
strictement positif.

9. Montrer que dans ce cas, il existe une unique distribution stationnaire sur (, satisfaisant 7 = nP.

On note P!(x,-) pour la loi de la chaine de Markov au temps ¢ commencée en Xo = x € Q et P! pour le cas ol
la loi de X est p. On définit

d(z) max |PX(x,") - 7ll1v,
xeQ

d() max | P*(x,)) - P'(y,)l1v.

x,y€Q)

10. Montrer que
d(t) < d(t) < 2d(¢).

11. Montrer que

d(t) sup |uP! = |y,
u

d(t)

sup |uP! = vP! |1y,
uv

ou u et v sont des distributions sur Q.
12. Montrer que
uP =vPlrv <l =virv.

En déduire que d(¢) et d(¢) sont décroissantes en ¢.

13. Pour un couplage (X;,Y;) de P%(x,-) et de P*(y,-), montrer que

1
1P, ) =Py, iy = 5 Y |E[P!(Xoyw) = P'(¥,w)] .

14. En déduire que (d) est sous-multiplicative : d(t +s) < d(£)d(s).
On définit le temps de mélange par

tmix(€) = min{z, d(¢) <€} et, tix = tmix(1/4).

15. Montrer que d(ktmix) <27 et tmix(€) < Mogy €™ M1 mix.
On définit un couplage de chaines de Markov avec matrice de transition P comme le processus (X;,Y);2, ayant
la propriété que chacun des processus (X;) et (Y;) est une chaine de Markov de matrice de transition P (ces
processus peuvent avoir des points de départs différents). Tout couplage peut étre modifié de telle sorte que :
si Xs =Y alors X; =Y; pour tout ¢ = s. On définit alors le temps de couplage par

Tcouple = min{t, X; = Yy}



16. Comme exemple, considérer la marche aléatoire sur {0,1,...,n} qui monte ou descend avec probabilité
1/2 et qui aux bords, reste immobile avec probabilité 1/2. En construisant un couplage, montrer que
Pl(x,n) < Pi(y,n) dés que x < y.

17. Montrer que

||Pt(x7') —Pt(y, Iy < I]:Dx,y (Tcouple > t) .

18. Considérer la chaine de Markov associée au calcul de PageRank (qui choisit avec probabilité 1— a
un sommet uniformément au hasard a chaque étape). Montrer que son temps de mélange satisfait
tmix < ﬁ. Qu’en déduire sur la vitesse de convergence de I'algorithme ?

Exercice 2 Enchere de positions (12 points)

On consideére le modéle introduit en cours pour le probleme d’assignation d’agents a =1,...,A a des empla-
cements s = 1,...S. On suppose les emplacements ordonnés selon leur ’click-through rate’ (CTR) : x1 > xg >
--- > xg. Chaque agent a une valeur v, qui est le profit moyen par clic et uys = vo%s indique alors le pro-
fit moyen pour l'agent a s’il obtient 'emplacement s. On suppose également les agents ordonnés selon leur
valeur, v1 >vg > ->vy.

Les emplacements sont vendus grace a une encheére. Chaque agent enchérit b, et 'emplacement avec le
meilleur CTR est alloué a 'agent ayant fait I'offre la plus haute, le second meilleur emplacement a I'agent
avec la seconde meilleure offre, etc. A chaque clic, 'agent obtenant la position s devra payer un prix ps égal a
Poffre de 'agent ayant fait I'offre inférieure la plus proche. On note a(s) I'indice de I'agent ayant fait la s-iéme
meilleure offre. On a donc pour s < S, ps = bys+1). On supposera que le nombre d’agents A est supérieur au
nombre d’emplacements S < A (de sorte que p; est bien défini pour s < S). On utilisera la convention x; =0 et
ps=0pours>S.

Au final, le profit de 'agent obtenant 'emplacement s =S est : (Vg(5) — Ps)xs = (Vg(s) = ba(s+1))%s- On modélise
Ienchere de positions par un jeu & information compléte. Chaque agent fait simultanément une offre b,. Les
offres sont ordonnées et les prix déterminés comme décrit ci-dessus. La stratégie d'un agent est donc un réel
positif b, = 0.

1. Montrer qu'un équilibre de Nash pour ce jeu doit satisfaire :

(va(s) —ps)xs = (Ua(s) —Dy)xy, pourt>s

(Va(s) = Ps)xs = (vg(s) —Pt-1)x:, pourt<s,

avec p; = bg(+1)-
On définit un équilibre de Nash symétrique (ENS) par : pour tout ,s,

(Va(s) —Ps)xs = (Va(s) — P)xe, avec py =byy1. 1)

Montrer que pour un ENS, on a vys) = ps.
Montrer que pour un ENS, on a v4s—1) = Ug(s) pour tout s. Donc en particulier a(s) =s.
Montrer que pour un ENS, on a p;_1 = ps pour tout s <S. Si vgs > ps alors ps_1 > ps.

Montrer qu'un ENS est un équilibre de Nash.

S S

Montrer que si un ensemble d’offres (b1,b9,...,b4) satisfait (1) pour ¢ = s+ 1,s — 1 uniquement alors
toutes les inégalités sont satisfaites.

7. Montrer que b% < b, < bV avec

U

byxs—1 = Y vp1(x—1—xp),
t=s

L

byxs—1 = Y vilag_1—xp).
t=s



En sommant ces équations, on obtient une borne inférieure Ré N et une borne supérieure RgNS sur le revenu
de ’encheére (pour Google) :

S
U
RENS = sUs(xXs — Xs541),
s=1
L S
RENS = Z SUs11(2s — X541)-
s=1

Cependant ces bornes ne sont valides que pour les ENS. Soit RlL,j v et RgN, le revenu respectivement minimum

et maximum sur tous les équilibres de Nash possibles.

U _pU L L
8. Montrer que Ry =Rpyo=Rpys =Ry
On considére maintenant que le jeu n’est plus a information compléte. Les valeurs v, sont privées tandis que

les CTR x; sont publiques.

9. Pour cette question, on considéere un cas particulier avec trois agents et deux emplacements ainsi que
les valeurs suivantes : vy = 10, ve =4, vg = 2 et x1 = 200, xg = 199. Montrer qu’étre honnéte n’est pas
une stratégie dominante.

10. On modifie le systéme d’enchére de la maniére suivante : 'attribution des emplacements se fait comme
précédemment mais le payement est modifié de la facon suivante :

Ps—1= 2 baw(xe—1—x¢)
t=s
A quelle enchere correspond le cas S = 1? Pour tout S, montrer que la stratégie dominante est mainte-
nant d’étre honnéte.

11. Montrer que le revenu de 'enchére non-manipulable est Ré NS

12. Pour cette question, on considére un cas particulier avec trois agents et deux emplacements ainsi que
les valeurs suivantes : v; = 12, vg = 8, vg =4 et x1 = 400, x2 = 200. Calculer le revenu de ’encheére
non-manipulable. Comparer au revenu de ’encheére décrite en début d’exercice lorsque les joueurs sont
honnétes. Est-ce un équilibre de Nash ?



