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Exercice 1
Soit (X, )n,>1 une suite de v.a. indépendantes et de méme loi. On suppose que X; est de carré
intégrable, de moyenne m et de variance o? > 0. On définit:

n

Xt X 1 N2
My, = - Jn:n_lg(Xk—mn).

1. Jusitifier que \/n™2=" converge en loi vers (0, 1).

2. En déduire un intervalle de confiance asymptotique pour m au niveau 95% (en supposant o
connu).

3. Montrer que 6,, converge presque siirement vers o. L’estimateur 62 est-il sans biais? On pourra
montrer que 2162 = L3 X7 — 2.
4. Montrer que K
S T A a0, 1),

n

5. En déduire un intervalle de confiance asymptotique pour m au niveau 95%.

Exercice 2:
Le but de cet exercice est d’estimer un temps d’attente qui suit une loi exponentielle de parametre

A > 0 inconnu. Soit (E;);>1 une suite de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de parametre A > 0 inconnu.

On pose m,, = W et

n

1
62 = > (B, — 1),

k=1

1. Donner un intervalle de confiance asymptotique pour + au niveau 95%. En déduire un intervalle

A
de confiance asymptotique pour A au niveau 95%
2. Appliquer la méthode delta avec la fonction f(z) =1/z.

Exercice 3: Soit (X,),, des v.a.r. ii.d. de loi uniforme sur [0, 6].

1. Etudier la convergence, le biais, la variance, I’écart quadratique moyen, et la fluctuation asymp-
totique de l'estimateur m,, = 2(X; + --- + X,,)/n de 6. Construire un intervalle de confiance
asymptotique;

2. Montrer que Pestimateur M, = max(Xy,...,X,) de 6 a pour densité (n/0)(z/0)" 'Ly g(x)
puis calculer E(My) et Var(My). Comparer avec 'estimateur moyenne empirique m,;



3. Montrer que M, L 0. Montrer de deux manieres différentes que la convergence est p.s.;

4. Montrer que W,, = n(M,/0 — 1) converge en loi quand n — oo, et déterminer la limite.
Construire un intervalle de confiance asymptotique.

5. Montrer que M, est I'estimateur de maximum de vraisemblance de 6.

Exercice 4: Théoreme de Cochran
Soit X un vecteur colonne aléatoire de R" de loi N'(m, 021,), et R" = E1&- - -® E, une décomposition
de R™ en somme directe de p sous-espaces vectoriels orthogonaux de dimensions dj,...,d, avec
dy +---+d, = n. Soit P, la matrice du projecteur orthogonal sur Ej et Y} := P, X la projection
orthogonale de X sur Fj.

1. Montrer que les projections (Y1, ...,Y},) sont indépendantes et Y ~ N (Pym, c?Py);
2. Monter que [|Y; — Pym||?,...,||Y, — P,m/|? sont indépendantes et o72||Y; — Prm||* ~ x?(dy).

Exercice 5: Echantillons gaussiens
Soit (X1, ..., X,,) un échantillon de loi A(m, c?). On lui associe la moyenne empirique et la variance
empirique définies respectivement par
n
D (XX

k=1

1
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Xn:_g Xk et O'EL:
n
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Monter que les variables aléatoires X,, et o2 sont indépendantes avec

o2

2 —
X, ~N (m, %) et uai ~x*(n —1).

Exercice 6: Test d’aquéquation du chi-deux
Il s’agit d’un test non-paramétrique classique.

1. Soient p = (p1,...,0%), ¢ = (q1,- .., qx) des lois discretes avec p; > 0 pour tout 1 < i < k, et
(pi — Qi)2
D(p,q) =) ——.
=30 0

Y

Montrer que D(p,q) > 0 avec égalité ssi p = ¢q. S’agit-il d'une distance?

2. Soit X7i,..., X, un échantillon d’une loi discréte inconnue g = (q1,...,qx) sur {1,...,k}. On
souhaite savoir si cette loi g est égale a une loi discrete de référence p = (pq,...,pr) (qui est
connue). Pour cela, on introduit les hypotheses statistiques antagonistes:

Hy:p=gq, Hi:p#gq.
On introduit la statistique de test S, = S(Xj, ..., X,) définie par

k ~\2 k 9
~ bi — 4, n; — N
i=1 t

i=1 g



e §=(Ny/n,...,Ng/n) est 'estimateur empirique de ¢;
o Ny:=card{l <m<n:X,=i}=>"_ 1, -y est Ueffectif de ¢ dans I’échantillon;

e n; := np; est effectif théorique sous Hy.
En pratique, on calcule les n; et les N; (comptage) puis S,,. Montrer que

e si Hy est fausse alors S,, — 400 presque sturement quand n — oo;

e si Hy est vraie alors S,, — x?(k — 1) en loi quand n — oco.

Indication: établir que
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. Fixons un seuil de tolérance 0 < «a < 1, typiquement o = 5/100, appelé niveau du test, et
considérons la région R, = [0,a] ol a est le quantile 1 — a de la loi x*(k — 1), appelée région
d’acceptation du test. Au vu de Xq,..., X, on décide comme suit:

e Si S, € R, on accepte I'hypothese Hy;
e S5i S, € R, on rejette 'hypothese Hy.

De maniere résumée la décision prise avec le test est T;, := Hyg . . Montrer que

e Si Hj est vraie alors la probabilité de rejeter a tort Hy tend vers o quand n — oo;

e Si Hj est fausse, alors la probabilité d’accepter a tort Hy tend vers 0 quand n — oo.

On parle d’erreurs de premiére et de seconde espéce du test (— niveau et puissance).



