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Algorithmique et Programmation
TD n° 2 : Tris et hachage

Exercice 1. Nous voulons calculer le nombre moyen d’affectations Moy(n) de D'algorithme naif de
recherche du maximum sur un tableau de n éléments distincts. Soit P, ; le nombre de permutations
ayant k maximum provisoire de gauche a droite (MPGD).

1. Montrer que

- Pn k
Moy (n) = Zk n' .
k=1 ’

2. Montrer que le nombre de permutations ayant k MPGD vérifie :
- P1=1P,0=0,pourn>1et P, =0 pour k> n.
- Ink = (’Il - ]-)Pn—l,k + Pn—l,k—la pour n > 27 k > 1.

3. Pour résoudre cette relation de récurrence, utiliser la série génératrice associée aux (P, k)ken et
montrer que si G,(z) = 3,5 Pnxz", alors pour n > 1, nous avons

Gn(z)=2z2(z+1)...(z+n—1).

4. En conclure que Moy(n) = G/,(1)/Gy(1) et que Moy(n) = H,, le n-itme nombre harmonique

1 1
H,=14+—-—4---+—
2 n

de Pordre de O(logn).

Exercice 2. Dans cet exercice, nous allons utiliser une variante du tri rapide pour déterminer le k-iéme
élément d’un ensemble de n éléments munis d’une clé. Nous supposons que les n clés sont distinctes deux
a deux. Nous considérons dans un premier temps, la fonction SELECTIONNER suivante :

Fonction SELECTIONNER(Z, 4, j, k) : élement
// on suppose que k € [1,n].
si ¢ = j alors retourner ¢[i] fin si
p := PIVOTER(t, 1, j) ;
sik<p
alors retourner SELECTIONNER(Z, i, p, k)
sinon retourner SELECTIONNER(t,p + 1,7,k — p)
fin si

ou la fonction PIVOTER retourne un entier p € {i+1,...,j — 1} et réorganise en temps O(n) le tableau
t[i..j] en deux sous-tableaux t[i..p] et t[p + 1..j] tels qu’un élément quelconque de t[i..p] posséde une clé
inférieure ou égale a celle d’un élément quelconque de t[p 4 1..5].

1. Montrer que la procédure SELECTIONNER détermine le k-iéme élément du tableau.

2. Monter que que sans hypothése particuliere sur I’algorithme de pivotage, la fonction SELECTIONNER
peut réaliser O(n?) comparaisons.

3. Montrer que si I'algorithme de pivotage garantit que la taille du sous-tableau de I’appel récursif ne
dépasse pas an ou a < 1, la complexité en nombre de comparaisons de la fonction Sélectionner est

O(n).



On considere ’algorithme de choix du pivot suivant :

— Découper le tableau en [n/5] blocks {Bi, ..., B|,/5} de cinq éléments ; les élements restants (au plus
4) ne seront pas considérés dans la suite de 1’algorithme ;

— Déterminer les éléments médians my, des By, k € {1,...,|n/5]};

— Utiliser la fonction SELECTIONNER pour déterminer ’élement d’ordre [ (n+5)/10] de laliste mq, ..., m /5 ;
(si [n/5] est pair, I'élement selectionné est I’élement médian de la liste mq,...,m |5 /5])-

4. Montrer que le pivot choisi est strictement supérieur & au moins 3| (n — 5)/10] éléments de ¢ et
est inférieur ou égal & au moins 3| (n — 5)/10] éléments de t. En déduire que pour n > 75, le sous
tableau de 'appel récursif est de taille au plus égale & 3n/4.

On consideére alors la fonction SELECTIONNER, suivante :

Fonction SELECTIONNER(t, %, j, k) : élement
si j —i <74 alors
TRIER(t,1,7);
retourner 1’élément d’ordre k de t;
sinon
pour ¢ de 1 & |(j —4)/5] faire
m(q) := MEDIAN(t,5(q — 1) +4,5(¢ — 1) + i + 4)
fin pour
r := SELECTIONNER(m, 1, | (j —4)/5], | ( — i +5)/10])
p := PARTITION(t, 4, j, 1)
sik<p
alors retourner SELECTIONNER(, 4, p, k)
sinon retourner SELECTIONNER(t,p + 1,7,k — p)
fin si fin si

La procédure TRIER est un algorithme de tri quelconque. La fonction MEDIAN fournit 1’élement de rang
3 d’une liste de 5 éléments. La procédure PARTITION réorganise le tableau ¢ en prenant ¢[r] comme pivot ;
apres son exécution, un élément quelconque de T'(i..p] a une clé inférieure ou égale & t[r], un élément
quelconque de t[p + 1..j] a une clé strictement supérieure a t[r].

5. Démontrer la validité de la fonction SELECTIONNER.
6. Montrer que la complexité de la fonction SELECTIONNER est O(n).

Exercice 3.

1. Ecrire un algorithme naif qui calcule le minimum et le maximum sur un tableau de n éléments et
donner sa complexité dans le pire cas.

2. Une idée pour améliorer I’algorithme est de regrouper par paires les éléments & comparer, de maniere
& diminuer ensuite le nombre de comparaisons & effectuer. Décrire un algorithme fonctionnant selon
ce principe et analyser sa complexité.

3. Montrer l'optimalité d’un tel algorithme en fournissant une borne inférieure sur le nombre de
comparaisons a effectuer.
Indication : On pourra utiliser la méthode de 1’adversaire.
Soit A un algorithme qui trouve le maximum et le minimum. Pour une donnée fixée, au cours du
déroulement de ’algorithme, on appelle :
— novice (N) un élément qui n’a jamais subi de comparaisons,
— gagnant (G) un élément qui a été comparé au moins une fois et a toujours été supérieur aux

éléments auxquels il a été comparé,



— perdant (P) un élément qui a été comparé au moins une fois et a toujours été inférieur aux
éléments auxquels il a été comparé,

— moyens (M) les autres éléments.

Le nombre de ces éléments est représenté par un quadruplet d’entiers (i, j, k,1) qui vérifient 7 +

j+ k+1=mn. Donner la valeur de ce quadruplet au début et a la fin de I’algorithme. Exhiber une

stratégie pour I’adversaire, de sorte a maximiser la durée de I’exécution de I'algorithme. En déduire

une borne inférieure sur le nombre de tests a effectuer.

Exercice 4. FiLTRE DE BLoOM
Le filtre de Bloom, congu par Burton H. Bloom en 1970, est une structure de données probabiliste qui
optimise I'espace utilisé. Cette structure est utilisée pour tester si un élément fait partie d’un ensemble.
Les faux positifs sont possibles, mais les faux négatifs ne le sont pas. Les éléments peuvent étre ajoutés
a la série, mais pas supprimés.

Un filtre de Bloom consiste en un tableau T' de m bits initialisé & zéro. Nous disposons de k fonctions
de hachage aléatoire et indépendantes hq, ..., hj & image dans [0, m — 1] et nous faisons 'hypothese que
les fonctions de hachage envoient chaque élément vers un élément uniformémemt aléatoire de [0, m —1].
Pour placer un élément z dans cette structure, nous appliquons chaque fonction de hachage et nous
plagons un 1 dans T'[h;(z)]. Ensuite, pour tester si un ensemble y appartient & cet ensemble, il suffit de
calculer tous les h;(y) et de vérifier qu’ils valent tous 1.

Déterminer la probabilité de faux positifs en fonction de m et k.

Exercice 5. Pour deux ensembles R et S d’entiers, nous notons
R+S={r+s|(r,s) e Rx S}

1. Soient R et S deux ensembles finis d’entiers tels que R+ R et S+ .5 sont triés. Montrer que R+ .S
peut étre trié en au plus (#R)? + (#S5)% — 1 comparaisons.

2. Soit X un ensemble fini de n entiers. Montrer que X + X peut étre trié en O(n?) comparaisons.

3. En déduire un algorithme qui prenant en entrée deux suites finies d’entiers (x;)1<i<n €t (Yi)1<i<n
trie les éléments (z; + y;)1<i,j<n en O(n?) comparaisons.



