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© Degre

© Idéaux de K[X] - pged - ppcm

© Polynémes irréductibles

@ Théoréme fondamental de I'arithmétique de K[X]

© Racines d'un polynome
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Definition (Application degré)

Soit F = (a;)i>0 un polyndme a coefficients dans K
Q deg: K[X] - NU{—o0}
@ Si F =0 i.e. si tous les a; sont nuls, on pose deg(F) = —oc.
© Si F #0, deg(F) est le plus grand entier n >0 tq a, # 0
On dit que deg(F) est le degré de F

Soient P et Q deux éléments de K[X]

Q deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)) ; égalité si
deg(P) # deg(Q)
Q deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

© L'anneau K[X] est intégre et le groupe de ses éléments
inversibles est K (éléments non nuls de K)
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Division euclidienne dans K[X]

Theorem

Soient A et B deux polynémes de K[X] tq B # 0. Il existe un
unique couple (@, R) € (K[X])? tq A= BQ + R, deg R < deg B
Q, R est le quotient, reste de la division euclidienne de A par B

Lemme

U et V polynémes de K[X] tq V # 0 et deg(U) > deg(V) Alors, il
existe Q € K[X] tq deg(U — VQ) < deg(V)

Definition (A et B deux polynémes)

B divise A, A est multiple de B, s'il existe Q € K[X] tq A = BQ.
Si B # 0, le reste de la division euclidienne de A par B est nul

Lemme (A et B deux polynémes non nuls)

Si A divise B et que B divise A, il existe A € K non nul tq A= \B
On dit alors que A et B sont associés.
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|déaux de K[X]

Definition
P est un polynéme de K[X]. L'ensemble (P) = { PR|R € K[X]}
est un idéal de K[X]. C'est I'idéal de K[X] engendré par P

Theorem

I un idéal non nul de K[X]. Il existe un unique polynéme unitaire
PeK[X]tg!=(P)

Theorem

Deux polynémes A et B de K[X] non tous les deux nuls, et
I = {AU+ BV|U,V € K[X]}. Il existe un unique polynéme
unitaire D € K[X] tq | = (D), appelé le pgcd de A et B.

Il existe U et V dans K[X] tq D = AU + BV
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pgcd

Theorem

F un polynéme unitaire de K[X]. F est le pgcd de A et B ssi les
deux conditions suivantes sont satisfaites :

@ /e polynéme F divise A et B.
@ Tout diviseur de A et B dans K[X] divise F.

Definition

A et B premiers entre eux, ou que A est premier avec B, si D =1

Corollary
A et B premiers entre eux ssi (U, V) € (K[X])? tqg AU+ BV =1

Theorem (Gauss)

Soient F, G et H des polynémes de K[X] tq F divise GH et F
premier avec G. Alors, F divise H
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ppcm

Definition

Deux polynémes non nuls A et B de K[X]. L'ensemble (A) N (B)
est un idéal de K[X]. Il existe donc un unique polyndéme unitaire
M e K[X] tq (A)N(B) = (M), M est le plus petit commun
multiple de A et B, ppcm de A et B

Theorem

F un polynéme unitaire de K[X]. Alors, F est le ppcm de A et B
ssi les deux conditions suivantes sont vérifiées :

© /e polynéme F est un multiple de A et B
@ Tout multiple de A et B dans K[X] est un multiple de F

Proposition
Soit D le pged de A et B. On a (AB) = (DM).
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Polynémes irréductibles

Definition

Un polynéme de K[X] est dit irréductible (dans K[X]) si son degré
est supérieur ou égal 3 1 et si I'ensemble de ses diviseurs est formé
des éléments non nuls de K et des polynémes qui lui sont associés.

Definition

Un polynéme P € K[X] de degré > 1 est irréductible s'il ne
posséde pas de diviseur Q € K[X] tq 1 < deg(Q) < deg(P) — 1.
C'est le cas des polynémes de degré 1. Ce sont les seuls si K est le
corps C des nombres complexes. Deux polynémes irréductibles de
K[X] sont premiers entre eux ou sont associés. Un polynéme qui
n'est pas irréductible est dit réductible.
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Théoréme fondamental de I'arithmétique de K[X]

Theorem

Soit P I'ensemble des polynémes irréductibles unitaires de K[X]. P
polynéme non nul de K[X] s'écrit de maniére unique sous la forme
P = Algep F™, ou A€ K, etou les ng sont des entiers naturels
nuls sauf un nombre fini d’entre eux

Lemme

Soit A un polynéme irréductible divisant un produit de polynémes
A1 -+ A, dans K[X]. Alors, A divise ['un des A;.

Corollary

Soient P = A][pcp F™F et Q = p[[rep F™, D et M, le pged et
le ppcm de P et Q.

D=\ H FMin(nF,m,:) et M =p H FMax(n,:,m,:)
FeP FeP
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Racines d'un polynéme

Soit P =ag + ...+ a,X" un polynéme de K[X]. On appelle
fonction polyndme associée a P |'application P : K — K définie par

n
P(x) = Z aix' quel que soit x € K
i=0

P € K[X] et a un élément de K. a est une racine de P si P(a) =0

Soient P € K[X] et a un élément de K. P(a) = 0 ssi X — a divise P
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Racine Multiple

Definition (Ordre de multiplicité d'une racine)

Soient P un polynéme non nul de K[X] et a € K une racine de P.
L'ordre de multiplicité de a (dans P) est le plus grand entier naturel
r tq P soit divisible par (X — a)".

Si r =1, a est racine simple de P, et si r > 2, a est une racine
multiple de P.

Definition

(Polynéme dérivé). Soit P = ag+ a1 X +-- -+ a,X" un polynéme
de K[X]. Le polyndme dérivé de P, noté P’ = > 7, ia;X'~1

Proposition

Soit P un polynéme de K[X]. Pour qu'un élément a € K soit
racine simple de P, il faut et il suffit que P(a) =0 et P'(a) # 0
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Racine Multiple (suite)

Theorem

Soient P un polynéme de K[X] et a1, ..., ax des éléments de K,
distincts deux a deux, qui sont racines de P d’ordre de multiplicité
ni,...,ng respectivement. Il existe un polynéme Q € K[X], tq

k

et que Q(a;) soit non nul pour tout i =1,... k.

Corollary

Soit P un polynéme non nul de degré n dans K[X]. Alors, P
posséde au plus n racines distinctes dans K.
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