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Symbole de Legendre

Soient m et n des entiers relatifs. m est un résidu quadratique
modulo n si m+ nZ est un carré dans Z/nZ : il existe a € Z tq
m = a® mod n. (m est un carré modulo n)

Definition

Soient p un nombre premier et n un entier relatif. On note (g)
I'entier défini comme suit. On a :

Q (g) = 0si p divise n

2] (%) =1 si p ne divise pas n et si n est un carré mod p
n

(s ] (5) = —1 si n n'est pas un résidu quadratique mod p

Q () =nmod2
o (%):nmod3
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Critéere d'Euler

Soit p un nombre premier impair. On a

()-e

(—1 est un carré modulo p ssi on a p =1 mod 4)

Theorem (Critére d'Euler)

Soit p un nombre premier impair. Pour tout entier relatif n,

(n) = np%l mod p
p

Soit p un nombre premier impair. L'ensemble des carrés de
x 7 —1
(Z/pZ)* est un sous-groupe de (Z/pZ)* d'ordre P5=
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Symbole Legendre et plus petit non résidu quadratique

Corollary (Multiplicité)

Soit p un nombre premier. Quels que soient les entiers m et n,

(5)=-G)6)

De plus, si n n'est pas divisible par p,
(5)-()
p p

Soit p un nombre premier impair. Soit n le plus petit entier naturel
qui ne soit pas un résidu quadratique modulo p. On a

n<l+.,/p

Proposition
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Le symbole (%)

Soit p un nombre premier impair. On a

(2 est un carré mod p ssi on a p = +1 mod 8)

Lemme (Gauss)

Soit a un entier relatif non divisible par p,
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Sommes de Gauss

Definition (Somme de Gauss)

Soient g un nombre premier impair, A un anneau commutatif,
d'élement neutre multiplicatif 1 = 14, et « un élément de A tq
l+a+...+a9 1 =0ie af =1 («aracine g-itme de I'unité) o
et (é) ne dépendent que de la classe de i mod g,

SOk

i€Z/qZ i=0

Theorem

—1
0 7?=(-1)7gq
© p nombre premier impair distinct de q. Si pa = 0,

()
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Loi de réciprocité quadratique

Soient p et q deux nombres premiers impairs distincts. On a

(3) === ()

(p> = (q) si p ou q est congru a 1 modulo 4,

q P
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Symbole de Jacobi

Soient m un entier relatif et n un entier naturel impair,
my __
@ (7)=1
@ Sin>3tqn=p1...pr (pas nécessairement distincts)

<':) = ﬁ <Zj>, donc (%) =0,-1loul

i=1

(1) (%) = 0 ssi m et n ne sont pas premiers entre eux

Q (%) ne dépend que la classe de m mod n

0 (™) =(P)(%) et (m) = () (7)
Q Si m et n sont premiers entre eux, (’"72) =let(3)=1
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La loi de réciprocité quadratique aux symboles de Jacobi

(%) = 1 n’'mplique pas que m soit un carré mod n

Soient m et n des entiers naturels impairs.

(7)== ()

Autrement dit, on a

<T> = (%) si m ou n est congru 3 1 mod 4,

()-(2) o
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