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Devoir Surveillé 3

16 novembre 2024

INFORMATIQUE MPI∗

DURÉE DE L'ÉPREUVE : 4 heures

L'usage de la calculatrice et de tout dispositif électronique est interdit.

Ce sujet comporte onze pages numérotées de 1/22 à 22/22

Si, au cours de l'épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il le signale sur sa
copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené à prendre.

Tournez la page S.V.P.
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Vue d'ensemble du sujet

Ce sujet est composé de 3 parties indépendantes, utilisant les langages de programmation C et OCaml.

Les di�érentes parties sont indépendantes et peuvent être traités dans n'importe quel ordre. Il n'est pas nécessaire
d'avoir répondu aux questions d'une partie pour répondre aux questions d'une autre partie.

� La partie I pose quelques exercices sur les automates �nis déterministes.
� La partie II s'intéresse au problème de la coupe minimale dans un multigraphe et propose un algorithme

probabiliste pour sa résolution.
� La partie III s'intéresse au problème du �ot maximum, étudie l'algorithme de Ford-Fulkerson, puis montre

le lien avec le problème de la coupe minimale.

Pour répondre à une question, il est permis de réutiliser le résultat d'une question antérieure, même sans avoir
réussi à établir ce résultat. En langage C, il est inutile de rappeler que les entêtes <assert.h> , <stdbool.h> ,
etc. doivent être inclus.

Quand l'énoncé demande de coder une fonction, sauf indication explicite de l'énoncé, il n'est pas nécessaire de
justi�er que celle-ci est correcte ou de tester que des préconditions sont satisfaites.

Le barème tient compte de la clarté des programmes : nous recommandons de choisir des noms de variables
intelligibles ou encore de structurer de longs codes par des blocs ou par des fonctions auxiliaires dont on décrit
le rôle. Lorsqu'une réponse en pseudo-code est permise, seule la logique de programmation est évaluée, même
dans le cas où un code en C a été fourni en guise de réponse.

Partie I. Automates �nis déterministes (10 pts)

□ 1 � Dessiner un automate �ni déterministe qui reconnaît le langage décrit par l'expression régulière (b|ab*a)*.

Réponse 1.
q0 q1

b

a

b

a

On considère l'automate suivant :

q0

q1

q2

q3

0

1

1

0

0

1

□ 2 � Démontrer que cet automate reconnait le langage correspondant à l'expression régulière 00*1|11*0.

□ 3 � Quel est le langage reconnu par cet automate ? Démontrer votre réponse.

Réponse 3. On a ∀n > 0, δ∗(q0, 0
n) = q1 et δ∗(q0, 1n) = q2.

Donc δ∗(q0, 0
n1) = δ∗(q0, 1

n0) = q3.
00*1|11*0 est inclus dans le langage reconnu par l'automate. Montrons qu'il ne reconnaît aucun autre mot.
Soit u = u1u2 . . . u|u| ∈ {0, 1}∗.
Si u = ϵ, u = 0, u = 1, u n'est pas reconnu.
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Si u = 0n, δ∗(q0, u) = q1 et u n'est pas reconnu.
Si u = 1n, δ∗(q0, u) = q2 et u n'est pas reconnu.
Sinon, il existe k tel que uk ̸= u1. Soit k le plus petit tel indice.
Si k = |u|, alors u est reconnu et est dans le langage, sinon, δ∗(q0, u1 . . . uk) = q3 et δ(q3, uk+1) n'est pas dé�ni,
donc u n'est pas reconnu par l'automate.

□ 4 � Soit L ⊂ Σ∗ un langage reconnaissable par un automate déterministe complet A. Montrer que son
complémentaire Σ∗ \ L est reconnaissable.

□ 5 � Soit L ⊂ Σ∗ un langage reconnaissable. Montrer que le langage des pré�xes de mots de L : {u ∈ Σ∗ | ∃v ∈ Σ∗, uv ∈ L}
est reconnaissable.

Réponse 5. Soit L ⊂ Σ∗ un langage reconnaissable et A = (Q, i, δ, F ) un automate déterministe complet qui
le reconnaît.
Alors (Q, i, δ,Q \ F ) reconnaît Σ∗ \ L. En e�et, ∀u ∈ Σ∗, δ ∗ (i, u) existe, et u ∈ Σ∗ \ L si et seulement si
δ ∗ (i, u) /∈ F .
Soit L ⊂ Σ∗ un langage reconnaissable et A = (Q, i, δ, F ) un automate déterministe émondé qui le reconnaît.
Alors (Q, i, δ, F ) reconnaît le langage des pré�xes de mots de L : {u ∈ Σ∗ | ∃v ∈ Σ∗, uv ∈ L}. En e�et, comme
A est émondé, tous ses états sont coaccessibles.
∀u ∈ Σ∗, si δ∗(i, u) n'existe pas, il n'est pré�xe d'aucun mot de L.
Si δ∗(i, u) = q existe, alors comme q est coaccessible, il existe q′ ∈ F et v ∈ Σ∗ tel que δ∗(q, v) = q′, donc u est
un pré�xe de uv ∈ L.
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Partie II. Calcul d'une coupe minimum d'un graphe (C � 45 pts)

Un agent secret a pour mission de perturber le réseau de communications ennemi en coupant certains �ls dans
le réseau. Ayant peu de moyens, l'agent a pour consigne de couper le moins de �ls possibles pour accomplir
cette tâche. Le réseau de communications est modélisé à l'aide d'un multigraphe non orienté G = (S,A), où S
est l'ensemble des sommets du graphe et A l'ensemble de ses arêtes. Résoudre le problème de l'agent secret,
c'est rechercher une coupe minimum dans G.

Dé�nition 4 (Multigraphe)
Un multigraphe est un graphe dans lequel des couples de mêmes sommets peuvent être reliés par plus d'une
arête.

Dans toute la suite, on considérera les multigraphes sans arêtes du type (s, s) (boucles).

Dé�nition 5 (Coupe)
Une coupe d'un multigraphe non orienté G = (S,A) est une partition non triviale (S1, S2) de S, c'est-à-dire
telle que S1 ∪ S2 = S , S1 ∩ S2 = ∅ et S1, S2 ̸= ∅. On dira que les arêtes reliant S1 à S2 sont les arêtes de la
coupe.
La taille d'une coupe (S1, S2) est dé�nie par |(S1, S2)| = |{(s, t) ∈ A, s ∈ S1, t ∈ S2}|. Autrement dit, c'est le
nombre d'arêtes de G qui relient S1 et S2.

Dé�nition 6 (Coupe minimum)
Une coupe minimum est une coupe de taille minimale.

Pour trouver une coupe minimum d'un multigraphe G = (S,A), on pourrait énumérer l'ensemble des coupes
possibles (il y en a 2|S|...), ou encore utiliser un algorithme de �ot (le plus e�cace étant en |S|3). Nous proposons
dans la suite un algorithme probabiliste, l'algorithme de Karger, basé sur la notion de contraction d'arête.

Contraction d'arête

Soient G = (S,A) un multigraphe et a = (s, t) ∈ A une arête de G de sommets s et t. Contracter l'arête a
consiste à :

(i) Créer un nouveau sommet u = (st) dans S. u est un supersommet du nouveau graphe.

(ii) Pour toute arête (r, s) ou (r, t), r ∈ S , ajouter une arête (r, u) à A. Dans le cas où (r, s) et (r, t) existent,
deux arêtes reliant r à u sont créées.

(iii) Supprimer de A toutes les arêtes ayant s ou t comme extrémité.

(iv) Supprimer s et t de S.

Un supersommet peut donc être vu comme un ensemble de deux sommets du graphe initial, obtenu après une
contraction d'arête.
Le multigraphe obtenu est appelé graphe contracté et est noté G/st. Si plusieurs arêtes relient s à t dans G,
contracter l'une d'entre elles supprime toutes les autres du graphe G/st. Dans toute la suite, on notera G0 le
graphe initial, avant transformations par contractions.
On considère le graphe G0 de la �gure 1.

s1

s4

s5 s6

s3

s2

Figure 1 � Graphe G0 exemple

□ 6 � Donner le graphe obtenu par contraction d'une arête (s5, s6).

Réponse 6.
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s1

s4

s5s6

s3

s2
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Après plusieurs contractions, un supersommet u du graphe résultant contient un sous-ensemble Su ⊆ S de
sommets de G0.

□ 7 � Soit u un supersommet et s, t ∈ Su. Montrer qu'il existe un chemin Γ entre s et t dans G0 tel que chaque
arête de Γ a été contractée.

Réponse 7. Il s'agit d'un invariant :
Initialisation : Au départ, chaque supersommet u ne contient qu'un sommet s. La propriété est vraie pour le
chemin Γ = ∅.
Hérédité : Si cette propriété est vraie, elle le reste après la contraction d'une arête (s∗, t∗) :
Soit u un supersommet après cette contraction. S'il ne contient ni s∗, ni t∗, il véri�e immédiatement la propriété.
Sinon, il est la contraction de deux supersommets v et v′ qui contenaient respectivement s∗ et t∗ à l'étape
précédente.
Soit s, t ∈ S2

u. Si s, t ∈ S2
v ou s, t ∈ S2

v′ , alors le chemin Γ qui existait avant la contraction convient toujours.
Si s ∈ Sv et t ∈ Sv′ , alors il existe un chemin Γ entre s et s∗ d'arêtes qui ont été contractées et un chemin Γ′

entre t∗ et t qui ont été contractées. Le chemin Γ ∪ (s∗, t∗) ∪ Γ′ est un chemin entre s et t d'arpetes qui ont été
contractées.

□ 8 � Montrer qu'en contractant une arête s, t dans un multigraphe G, la taille d'une coupe minimum du
graphe contracté G/st est au moins égale à la taille d'une coupe minimum de G.

Réponse 8. Soit (S1, S2) une coupe de graphe contracté G/st. C'est aussi une coupe de G dans laquelle on
aurait mis s et t dans le même Si. Ainsi, la coupe minimum de G/st est une coupe de G et sa taille est supérieure
ou égale à la coupe minimum de G.

□ 9 � Montrer que la taille d'une coupe minimum de G/st est strictement plus grande que celle d'une coupe
minimum de G si et seulement si l'arête (s, t) est une arête de toutes les coupes minimum de G.

Réponse 9. (s, t) ne peut pas être une arête d'une coupe de G/st.
Donc si (s, t) est une arête de toutes les coupes minimum de G, alors aucune coupe de G/st n'est minimum
pour G. En particulier, une coupe minimum de G/st a strictement plus d'arêtes qu'une coupe minimum de G.
Si il existe (S1, S2) une coupe minimum de G qui ne contient pas l'arête (s, t), alors s et t sont dans le même
Si, et (S1, S2 est aussi une coupe de G/st. Donc une coupe minimum de G/st ne contient pas strictement plus
d'arête qu'une coupe minimale de G.

Premier algorithme

On construit un premier algorithme qui essaye de trouver une coupe minimum en contractant aléatoirement
une arête de G, jusqu'à ce qu'il ne reste que deux sommets (Algorithme de Karger).

Algorithme de Karger

Karger(G, n)
Entrees : G = (S,A) multigraphe non orienté, n ∈ N
Sorties : Une coupe minimum de G.
Algorithme :

pour i = |S| à n en décrémentant de 1 faire
Tirer aléatoirement (loi uniforme) une arête a = (s, t) ∈ A
G = G/st

�nPour
retourner G

// Appel
Karger(G, 2)

□ 10 � Appliquer l'algorithme de Karger au graphe de la �gure 1, en contractant successivement (s5, s6),
((s5s6), s2), (s1, s4) et ((s5s6s2), s3). Chaque graphe contracté sera représenté. La coupe calculée est-elle une
coupe minimum?
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Réponse 10.

s1

s4

s5s6

s3

s2

s1

s4

s5s6s2

s3

s1s4 s5s6s2

s3

s1s4 s5s6s2s3

La coupe calculée est de taille 2, mais (s1s3s4s5s6, s2) est une coupe de taille 1. Donc elle n'est pas minimum.

D'après la question 9, tant que l'on ne contracte pas une arête faisant partie de toutes les coupes minimum
de G, alors l'algorithme de Karger trouvera une coupe minimum. On cherche alors la probabilité de ne jamais
contracter une telle arête.

□ 11 � Soit d(s) le degré d'un sommet s ∈ S. Montrer que
∑

d(s) = 2|A| (lemme des poignées de main).

Réponse 11. On a
∑

d(s) =
∑
s

t|(s,t)∈A1. Or chaque arête est compté 2 fois : une pour le couple (s, t) et une

pour le couple (t, s). Donc
∑

d(s) = 2|A|.

□ 12 � En déduire qu'une coupe minimum a une taille d'au plus
2|A|
|S|

.

Réponse 12. Soit s ∈ S. La coupe (s, S \ {s}) a pour taille d(s). Or, il existe un sommet u de degré inférieur

ou égal à la moyenne des degrés
2|A|
|S|

.

Soit C = (S1, S2) une coupe minimum de G. L'objet de la question suivante est de minorer la probabilité que
l'algorithme de Karger renvoie C. Pour cela, on remarque que cet algorithme ne renvoie pas C si et seulement
si lors d'une itération on choisit une arête qui traverse C, c'est-à-dire telle qu'un sommet est dans S1 et l'autre
dans S2.

□ 13 � Donner une borne supérieure sur la probabilité de choisir une arête qui traverse C à la i-ème itération.

En déduire que la probabilité P|S| que l'algorithme de Karger renvoie C est supérieure ou égale à
2

|S|(|S| − 1)
.
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□ 14 � Donner une borne supérieure sur la probabilité de choisir une arête qui traverse C à la i-ème itération.
En déduire une borne inférieure sur la probabilité P|S| que l'algorithme de Karger renvoie C.

Réponse 14. Notons (Si, Ai) le graphe après i contractions. On a |Si| = |S| − i. Soit Ci une coupe minimale

de ce graphe. Par la question précédente, on a |Ci| ≤
2|Ai|
|Si|

. On choisit chacune de ces arêtes avec probabilité

1

|Ai|
. Donc la probabilité pi de choisir une arête de Ci est inférieure ou égale à

2

|Si|
.

Comme indiqué par l'énoncé, on a :

P|S| = Π
|S|−3
i=0 (1− pi)

≥ Π
|S|−3
i=0 (1− 2

|Si|
)

≥ Π
|S|−3
i=0

|Si| − 2

|Si|

≥ Π
|S|−3
i=0 |S| − i− 2

Π
|S|−3
i=0 |S| − i

≥ 2

|S|(|S| − 1)

□ 15 � Déduire de la question précédente qu'un multigraphe non orienté G = (S,A) possède au plus
|S|(|S| − 1)

2
coupes minimum.

Réponse 15. Soit n le nombre de coupes minimum de G. Chacune de ses coupes est renvoyée par l'algorithme de

Karger avec probabilité au moins
2

|S|(|S| − 1)
. Donc cet algorithme renvoie une coupe minimum avec probabilité

au moins n
2

|S|(|S| − 1)
. Comme cette probabilité est inférieure à 1, on a n ≤ |S|(|S| − 1)

2
.
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Deuxième algorithme

Le résultat précédent n'est pas satisfaisant car sa probabilité d'erreur est trop grande. On peut cependant
l'améliorer facilement en utilisant une technique d'ampli�cation : on itère l'algorithme de Karger plusieurs fois
et on retourne la valeur minimale obtenue (algorithme de Karger ampli�é).

Algorithme de Karger ampli�é

KargerAmpli�e(G, N)
Entrees : G = (S,A) multigraphe non orienté, N ∈ N
Sorties : Une coupe minimum de G.
Algorithme :

t = ∞
pour i = 1 à N faire

X = Karger(G,2)
si |X| < t alors

t = |X|
C = X

�nSi
�nPour
retourner C

□ 16 � Montrer que la probabilité maximale que l'algorithme de Karger ampli�é ne trouve pas une coupe

minimum est égale à

(
1− 2

|S|(|S| − 1)

)N

.

Réponse 16. Chaque appel à Karger échoue avec une probabilité inférieure ou égale à 1− 2

|S|(|S| − 1)
.

Comme ces évènements sont indépendants, la probabilité qu'ils échouent tous est majorée par

(
1− 2

|S|(|S| − 1)

)N

.

□ 17 � On rappelle que pour tout x ∈ R, 1 + x ≤ ex. Montrer que la probabilité que l'algorithme de Karger

ampli�é renvoie une coupe minimum est supérieure à 1− e
−2N

|S|(|S|−1) . En déduire, pour c > 0 �xé, la plus petite

valeur de N telle que cette probabilité soit supérieure à 1− 1

N c
.

Réponse 17. La probabilité d'échec étant majorée

(
1− 2

|S|(|S| − 1)

)N

, en utilisant l'identité 1+x ≤ ex, avec

x = − 2

|S|(|S| − 1)
, on obtient qu'elle est majorée par

e
−

2

|S|(|S| − 1)


N

= e
−

2N

|S|(|S| − 1) .

La probabilité de réussite est donc minorée par 1−e
−

2N

|S|(|S| − 1) . On a équivalence entre les inégalités suivantes :

1− e
−

2N

|S|(|S| − 1) ≥ 1− 1

N c

e
−

2N

|S|(|S| − 1) ≤ 1

N c

− 2N

|S|(|S| − 1)
≤ −c lnN

N

lnN
≥ c|S|(|S| − 1)

2
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Il faut donc choisir N = min

{
N ∈ N

∣∣∣∣ N

lnN
≥ c|S|(|S| − 1)

2

}
, qui est dé�ni car lim

N→+∞

N

lnN
= +∞.

□ 18 � Les algorithmes proposés dans cette partie sont des algorithmes probabilistes. Sont-ils de type Monte
Carlo ou Las Vegas ? Justi�er la réponse.

Réponse 18. Ce sont des algorithmes de type Monte Carlo car ils fournissent un résultat correct avec une
certaine probabilité et leur temps d'exécution est indépendant des choix aléatoires e�ectués.

Implémentation en langage C

Cette partie comporte des questions de programmation qui seront abordées en utilisant exclusivement le
langage C. Les codes seront commentés de manière pertinente.
On suppose qu'un graphe est codé à l'aide de l'ensemble de ses arêtes, chaque arête étant dé�nie par ses deux
sommets, représentés par des entiers.

□ 19 � Dé�nir en C des types structurés Arete et Graphe . Pour ce dernier, on s'attachera à avoir un
accès direct au nombre de sommets et au nombre d'arêtes. On rappelle la dé�nition d'un type structuré par
struct nom_s {type_1 champ_1;...; type_n champ_n;}; et ensuite typedef struct nom_s nom; .

Réponse 19.

C

struct arete = {

int s; // sommet de départ

int t; // sommet d'arrivé

};

struct graphe = {

int n; // nombre de sommets

int m; // nombre d'arêtes

arete *a; // liste des arêtes

};

typedef struct arete_s arete;

typedef struct graphe_s graphe;

Pour tout u supersommet, les Su forment une partition de S. Pour coder ces sous-ensembles, on a donc naturel-
lement recours à la structure de données Unir & Trouver (Union-Find), qui va permettre de trouver rapidement
à quel sous-ensemble Su un sommet s ∈ S appartient (Trouver) et de fusionner deux supersommets Su et Sv

déjà construits (Unir).
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On suppose donc disposer :

(i) d'un type subset, décrivant un supersommet d'un graphe contracté.

struct subset {

int parent; // recherche par compression de chemin pour Trouver

int rang; // Union par rang .

};

typedef struct subset subset;

(ii) d'une fonction de prototype int Trouver(subset subsets[], int s) , qui retourne le numéro du su-
persommet dans lequel le sommet s se trouve (par compression de chemin),

(iii) d'une fonction de prototype void Unir(subset subsets[], int Su, int Sv) qui fusionne les deux
supersommets Su et Sv (union par rang) et maintient à jour la liste des supersommets.

Il n'est pas demandé d'écrire ces deux dernières fonctions.

□ 20 � Écrire une fonction de prototype int contracteArete(Graphe G, subset subsets[], Arete a)

qui contracte l'arête a . On veillera à ne pas contracter l'arête si ses deux extrémités sont dans le même
supersommet. La fonction renvoie 0 si aucune arête n'est contractée et −1 sinon.

Réponse 20.

C

int contracteArete(Graphe G, subset subsets[], Arete a){

int i = Trouver(subsets, a.s);

int j = Trouver(subsets, a.t);

if (i == j) return 0; //On ne peut pas contracter a

Unir(subsets, i, j); //Contraction

return -1;

}

□ 21 � Écrire une fonction de prototype int compteAretesCoupe(Graphe G, subset subsets[]) qui compte
le nombre d'arêtes du graphe contracté �nal G résultant de l'algorithme de Karger.
subsets est la partition des sommets du graphe initial S calculée par l'algorithme de Karger.

Réponse 21.

C

int compteAretesCoupe(Graphe G, subset subsets[]){

int cpt = 0;

for (int i = 0; i < m; i = i + 1)//parcours des arêtes

if (Trouver(subsets, G.a.s) == Trouver(subsets, G.a.t))//Dans la coupe

cpt = cpt + 1;

return cpt;

}

□ 22 � En déduire une fonction de prototype int kargerMinCut(Graphe G0) qui renvoie la taille de la coupe
calculée par l'algorithme de Karger sur le graphe G0 . Les supersommets initiaux sont les |S| sommets de G0,
chacun ayant un rang nul et un numéro parent égal au numéro du sommet.
Pour e�ectuer un tirage aléatoire uniforme, on utilisera la fonction int rand(); de la librairie stdlib.h

qui renvoie un nombre aléatoire entre 0 et RAND_MAX ≥ 32767. RAND_MAX est une constante dé�nie dans

stdlib.h .

Réponse 22.
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C

int kargerMinCut(Graphe G0){

subset *subsets = malloc(G0.n * sizeof(subset));

for (int i = 0; i < G.n; i = i + 1){

subsets.parent[i] = i;

subsets.rang[i] = 0;

}

int n = G.n;

while (n > 2){

n = n + contracteArete(G, subsets, rand() % G.m);

}

int res = compteAretesCoupe(G, subsets);

free(subsets);

return res;

}

□ 23 � Donner la complexité au pire des cas de cet algorithme.

Réponse 23. L'implémentation proposée n'est pas exactement la même que l'algorithme de Karger proposé
car il est possible de tomber sur une arête entre deux sommets d'un même supersommet. Cette implémentation
a donc un temps d'exécution qui peut varier selon les tirages aléatoire et peut ne jamais �nir si on retombe
toujours sur la même arête (ce qui arrive avec probabilité 0).
Dans le pire des cas, on peut même avoir une boucle in�nie garantie, par exemple pour un graphe de 3 sommets
sans arêtes.
Si on suppose qu'on a réglé ces deux problèmes et qu'on peut tirer en O(1) une arête aléatoire qui peut être
contractée, alors la complexité de l'algorithme devient O((|S| + |A|)α(|S|)), où α(n) est la complexité des
opérations Unir et Trouver sur des partitions d'un ensemble de taille n. Le facteur |S| vient des contractions,
et le facteur |A| vient du calcul de la taille de la coupe.
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Partie III. Problème de �ot maximum (max-flow) (OCaml � 45 pts)

Dé�nition et analyse

En théorie des graphes, un réseau de �ot est un graphe orienté où chaque arête possède une capacité et peut
recevoir un �ot. Le cumul des �ots sur une arête ne peut pas excéder sa capacité. Un �ot est valide ou réalisable
si pour chaque sommet, la somme des �ots entrants est égale à la somme des �ots sortants, sauf si le sommet
est une source (qui n'a pas de �ot entrant) ou un puit (qui n'a pas de �ot sortant).
Un exemple de réseau de �ot est représenté en �gure 2.
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Figure 2 � Exemple de réseau de �ot G0 (à gauche) et de �ot valide f0 sur ce réseau (à droite).

Le s − t problème de �ot maximum (s − t−max-flow) consiste à trouver, dans un réseau de �ot, un �ot
réalisable depuis une source unique donnée et vers un puit unique donné dont la valeur est maximum :

s− t−max-flow

Instance : un graphe orienté G = (S,A), dont les arêtes sont étiquetées par une capacité : c : S×S → N,
avec c(u, v) = 0 si (u, v) /∈ A. Une source s ∈ S, et un puits t ∈ S.
Solution : un �ot f : S × S → N tel que :

Contrainte de capacité : f(u, v) ≤ c(u, v)
Antisymétrie : f(u, v) = −f(v, u)

Conservation du �ot : Pour tout u ∈ S \ {s, t} F (u) =
∑
v∈S

f(u, v) = 0

Optimisation : Maximiser la valeur F (s) du �ot.

Par exemple, sur la �gure 2, on a f(o, p) = 1 et f(r, p) = −2.

□ 24 � Quelle est la valeur du �ot f0 représenté en �gure 2 ?

Réponse 24. La valeur de f0 est 3 (calcul : 1 + 2 = 3).

□ 25 � Représenter un �ot de valeur maximum du réseau G0 représenté en �gure 2.

Réponse 25. La valeur d'un �ot maximal est 5. Voici un exemple de �ot atteignant cette valeur :
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Nous allons maintenant étudier le lien entre le problème de �ot maximum et le problème du couplage maximum
dans un graphe biparti. Commençons par un exemple de couplage maximum.
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Figure 3 � Exemple de graphe biparti B0.

□ 26 � Dessiner un couplage maximum du graphe B0 représenté en �gure 3

Réponse 26. Voici un exemple de couplage maximum, contenant 5 arêtes. Les arêtes n'appartenant pas au
couplage sont représentés en pointillés :

□ 27 � Étant donné un graphe biparti (S,A), où S = X ∪ Y et A ⊂ X × Y , construire un réseau de �ot et
un couple (s, t) tel que la valeur du �ot maximum dans ce réseau de s vers t est égal au nombres d'arêtes d'un
couplage maximal de (S,A).

Réponse 27. On crée le réseau de �ot suivant :
� les sommets sont S′ = S ∪ {s, t}. On rajoute une source et un puit ;
� les arêtes sont A′ = A ∪ {(s, x) | x ∈ X} ∪ {(y, t) | y ∈ Y } ;
� les capacités sont c(a) = 1 si a ∈ A′ et c(a) = 0 sinon.

les �ots vont uniquement de s vers les sommets de X vers les sommets de Y vers t. Comme un sommet de X ne
peut pas avoir de �ot entrant supérieur à 1, il ne peut avoir un �ot entrant que de 0 ou 1, donc il ne peut être
lié qu'à un seul sommet de Y . Réciproquement, on a aussi tout sommet de Y qui ne peut être lié qu'à un seul
sommet de X car il a un �ot sortant d'au plus 1. On a donc bien tout �ot valide qui correspond à un couplage,
la valeur du �ot correspondant au nombre d'arêtes dans le couplage.

Notons k−max-matching le problème de seuil associé au problème de couplage maximum dans un graphe
biparti, et k − s− t−max-flow le problème de seuil associé à s− t−max-flow.

□ 28 � En déduire une réduction polynomial de k−max-matching à k − s− t−max-flow.

Réponse 28. La construction précédente su�t, il su�t de montrer que sa taille est polynomiale en la taille du
graphe biparti. On a juste ajouté 2 sommets et n arêtes.

□ 29 � Citer un algorithme permettant de trouver en temps polynomial un couplage maximum dans un graphe
biparti.
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Réponse 29. On peut résoudre le problème du couplage maximum dans un graphe biparti en recherchant des
chemins augmentant. Lorsqu'il n'y a plus aucun chemin augmentant, on a trouvé un couplage maximum.

Nous allons maintenant présenter une technique similaire pour résoudre le problème du �ot maximum.
Étant donné un �ot f dans un réseau de �ot (G, c), nous dé�nissons la capacité résiduelle d'une arête cf (u, v) =
c(u, v) − f(u, v), et le graphe résiduel Gf = (S,Af ) où (u, v) ∈ Af si et seulement si cf (u, v) > 0. Notons
qu'une arête (u, v) peut être présente dans le graphe résiduel même si elle n'appartient pas au réseau initial, si
f(u, v) < 0 (c'est-à-dire qu'un �ot a déjà été attribué de v vers u).

□ 30 � Représenter le graphe résiduel G0,f0 correspondant au �ot représenté en �gure 2.

Réponse 30.
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□ 31 � Montrer que f est maximum si et seulement si il n'existe pas de chemin de s vers t dans le graphe
résiduel Gf .

□ 32 � Montrer que f est maximum si et seulement si il n'existe pas de chemin de s vers t dans le graphe
résiduel Gf .
Indication : Pour le sens direct, on pourra considérer un chemin du graphe résiduel. Pour le sens réciproque, on
pourra considérer le �ot f∗ − f , où f∗ est un �ot de valeur maximum.

Réponse 32. Sens direct (par contraposée) : Remarquons que si il existe un chemin (s, u1, . . . , uk, t) dans
Gf , alors le �ot f ′ obtenu à partir de f en augmentant de 1 les �ots des arêtes (s, u1), (ui, ui+1), et (uk, t) (et
donc en diminuant de 1 les �ots des arêtes (u1, s), (ui+1, ui), et (t, uk)) est un �ot valide dont la valeur est plus
grande de celle de f de 1. En e�et, pour tout les sommets ui, on a augmenté de 1 le �ot entrant et le �ot sortant
donc la conservation du �ot est véri�ée. De plus, les capacités ne peuvent pas être dépassées car sinon, l'arête
(ui, ui+1) n'appartiendrait pas au graphe résiduel.
Réciproque (par contraposée) : Supposons que f n'est pas maximum et montrons qu'il existe un chemin
dans Gf . Soit f∗ un �ot de valeur maximum. f∗ − f est un �ot pour le réseau résiduel (Gf , cf ) dont la valeur
est positive. Il existe donc nécessairement un chemin de s vers t dans Gf , d'après la conservation du �ot. En
e�et, il existe un sommet u1 tel que (f∗ − f)(u, t) > 0, et par induction, on peut construire une suite de tels
sommets ui distincts tels que (f∗ − f)(ui+1, ui) > 0 qui ne peut s'arrêter que si ui+1 = s.

□ 33 � En déduire un algorithme permettant de déterminer un �ot maximum. Quelle est sa complexité en
fonction de |A|, |S|, et la valeur f∗ du �ot maximum? (justi�er brièvement)

Réponse 33. On peut chercher des chemins dans le graphe résiduels. tant qu'un tel chemin existe, on incrémente
le �ot de ses arêtes. Si il n'existe plus de tel chemin, on a trouvé un �ot maximum. La complexité de cet algorithme
est O((|S| + |A|)f∗) car à chaque étape, on augmente la valeur de notre �ot par 1, donc on fait au plus f∗

recherche, et le parcours du graphe ainsi que la mise à jour du �ot se fait en O(|S|+ |A|).
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Implémentation d'une solution en OCaml

Dans cette section, nous utiliserons le langage OCaml, et nous représenterons un réseau de �ot, un �ot, ou un
graphe par sa matrice d'adjacence. Par exemple, le graphe G0 et le �ot f0 présentés en �gure 2 seront représentés
par le code suivant :

let g0 = [|

[|0;3;3;0;0;0|]; (* s *)

[|0;0;2;3;0;0|]; (* o *)

[|0;0;0;0;2;0|]; (* p *)

[|0;0;0;0;4;2|]; (* q *)

[|0;0;0;0;0;3|]; (* r *)

[|0;0;0;0;0;0|]; (* t *)

|]

let f0 = [|

[| 0; 2; 1; 0; 0; 0|]; (* s *)

[|-2; 0; 1; 1; 0; 0|]; (* o *)

[|-1;-1; 0; 0; 2; 0|]; (* p *)

[| 0;-1; 0; 0; 0; 1|]; (* q *)

[| 0; 0;-2; 0; 0; 2|]; (* r *)

[| 0; 0; 0;-1;-2; 0|]; (* t *)

|]

On supposera que les sommets sont numérotés de 0 à n− 1 pour n = |S|, avec s = 0 et t = n− 1.

□ 34 � Écrire une fonction valeur_flot : int array array -> int qui prend en entrée un �ot f représenté
par une matrice et qui renvoie la valeur de ce �ot.

Réponse 34.

let rec somme tab i =

if i = Array.length tab then 0 else

tab.(i) + somme tab (i+1)

let valeur_flot f = somme f.(0) 0

□ 35 � Écrire une fonction flot_valide : int array array -> int array array -> bool qui prend en
entrée un réseau de �ot (G, c) représenté par une matrice et un �ot f représenté par une matrice et qui véri�e
si le �ot f est valide pour le réseau (G, c).

Réponse 35.
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let flot_valide c f =

let n = Array.length c in

let rec antisymetrie i j =

if i = n then

true

else if j = n then

antisymetrie (i+1) 0

else

f.(i).(j) = - f.(j).(i)

&& antisymetrie (i+1) (j+1)

and capacite i j =

if i = n then

true

else if j = n then

capacite (i+1) 0

else

f.(i).(j) <= c.(i).(j)

&& capacite (i+1) (j+1)

and conservation i =

if i = n - 1 then

true

else

somme f.(i) 0 = 0

&& conservation (i+1)

in antisymetrie 0 0

&& capacite 0 0

&& conservation 1

□ 36 � Écrire une fonction graphe_residuel : int array array -> int array array -> int array array

qui prend en entrée un réseau de �ot (G, c) représenté par une matrice et un �ot f valide représenté par une
matrice, et qui renvoie le réseau résiduel (Gf , cf ) représenté par une matrice. On ne véri�era pas que f est
valide.

Réponse 36.

let graphe_residuel c f =

let n = Array.length c in

Array.init n (fun i -> Array.init n (fun j -> c.(i).(j) - f.(i).(j)))

Nous allons implémenter l'algorithme de Ford-Fulkerson : tant que l'on trouve un chemin de s vers t dans le
graphe résiduel, prendre le poids minimal w (selon cf ) sur ce chemin, et augmenter le �ot de chacune des arêtes
du chemin de w.
Pour cela, nous avons besoin de 3 composantes principales :

� un parcours de graphe parcours : int array array -> bool * int array qui renvoie un couple

b, arbre où b vaut true si et seulement si il existe un chemin du sommet 0 au sommet n − 1, et le

tableau arbre est tel que la case i contient le numéro du parent de i dans l'arborescence correspondant
au parcours du graphe, ou −1 si le sommet i n'a pas été découvert par le parcours ;

� récupérer le chemin depuis l'arborescence : chemin : int array -> (int * int) list prend en en-
trée un tableau représentant une arborescence comme dé�ni précédemment, et renvoie la liste des arêtes
à suivre pour aller du sommet 0 au sommet n− 1 ;

� calculer le minimum des poids du chemin : poids_min : int array array -> (int * int) list -> int

prend en entrée un réseau résiduel (Gf , cf ), et une liste d'arêtes ℓ et renvoie le minimum des cf (u, v)
pour (u, v) ∈ ℓ ;
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� mettre à jour le �ot : maj_flot : int array array -> (int * int) list -> int -> unit prend
en entrée un �ot f , une liste d'arrêtes ℓ et un poids w et ajoute w au �ot de toutes les arêtes présentes
dans la liste ℓ.

□ 37 � Écrire la fonction maj_flot : int array array -> (int * int) list -> int -> unit .

Réponse 37.

let rec maj_flot f l w = match l with

| [] -> ()

| (i,j)::q -> f.(i).(j) <- f.(i).(j) + w;

f.(j).(i) <- f.(j).(i) - w;

maj_flot f q w

□ 38 � Écrire la fonction poids_min : int array array -> (int * int) list -> int .

Réponse 38.

let poids c (i,j) = c.(i).(j);;

let rec poids_min c l = match l with

| [] -> max_int

| [a] -> poids c a

| a::b::q -> poids_min c ((if poids c a < poids c b then a else b)::q)

□ 39 � Écrire la fonction chemin : int array -> (int * int) list .

Réponse 39.

let chemin arbre =

let n = Array.length arbre in

let rec chemin_vers i =

if i = 0 then [] else

let j = arbre.(i) in

(j,i)::chemin_vers j

in chemin_vers (n-1)

□ 40 � Écrire la fonction parcours : int array array -> bool * int array .

Réponse 40.
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let parcours g =

let n = Array.length g in

let arbre = Array.make n (-1) in

let visited = Array.make n false in

let rec visite i =

visited.(i) <- true;

if g.(i).(n-1) > 0 then

arbre.(n-1) <- i

else

for j = 0 to n - 2 do

if not visited.(j) && g.(i).(j) > 0 then

begin

arbre.(j) <- i;

visite j;

end

done

in visite 0; (arbre.(n-1) >= 0, arbre)

□ 41 � Écrire la fonction ff : int array array -> int array array qui prend en entrée un réseau de �ot
et renvoie un �ot maximum en utilisant l'algorithme de Ford-Fulkerson.

Réponse 41.

let ff c =

let n = Array.length c in

let f = Array.make_matrix n n 0 in

let rec ameliore c gf =

let (b,arbre) = parcours gf in

if b then begin

let chem = chemin arbre in

let w = poids_min gf chem in

maj_flot f chem w;

let gf = graphe_residuel c f in

ameliore c gf

end

in ameliore c c; f
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Max-�ow min-cut theorem

Dans un graphe orienté pondéré, on dé�nit la taille d'une coupe comme la somme des poids des arêtes traversant
cette coupe. On se contentera des graphes dont les arêtes ont des poids entiers, mais le résultat suivant reste
correct pour des poids réels positifs.
Le s− t problème de coupe minimale (s− t−min-cut) consiste à trouver, dans un graphe pondéré, une coupe
de taille minimale :

s− t−min-cut

Instance : un graphe orienté G = (S,A), dont les arêtes sont pondérés par une fonction : w : S×S → N,
avec w(u, v) = 0 si (u, v) /∈ A. Deux sommets s et t de S.
Solution : une coupe X ⊂ S, telle que s ∈ X et t /∈ X.
Optimisation : Minimiser la taille de la coupe∑

u∈X,v∈S\X

w(u, v) + w(v, u)

Théorème : Max-�ow min-cut
La valeur du �ot maximum est égale à la taille de la coupe minimale.

□ 42 � En utilisant le théorème max-�ow min-cut, proposer une solution déterministe au problème de la coupe
minimale d'un multigraphe et évaluer sa complexité.

□ 43 � Ce théorème nous permet de proposer la solution déterministe suivante au problème de coupe minimale
d'un multigraphe :

� créer un graphe pondéré à partir du multigraphe en remplaçant toutes les arêtes (s, t) par une seule arête
dont le poids est le nombre d'arêtes remplacées ;

� pour chaque couple de sommets (s, t), calculer la valeur du �ot maximal de s vers t ;
� renvoyer la valeur obtenue.

Évaluer la complexité de cet algorithme.

Réponse 43.
� créer un graphe pondéré à partir du multigraphe en remplaçant toutes les arêtes (s, t) par une seule arête

dont le poids est le nombre d'arêtes remplacées (O(|S|+ |A|)) ;
� pour chaque couple de sommets (s, t), calculer la valeur du �ot maximal de s vers t (O((|S|+ |A|)f∗)) ;
� renvoyer la valeur obtenue (O(1)).

La complexité est O((|S|+ |A|)f∗), où f∗ est la valeur du �ot maximal ou encore de la coupe minimale.

□ 44 � On veut comparer l'approche randomisée (algorithme de Karger ampli�é) et l'approche déterministe
que l'on vient de présenter. À partir de quel tolérance à l'erreur l'approche déterministe est-elle plus rentable ?
Reformulation : si on autorise l'algorithme de Karger ampli�é à avoir la même complexité que l'approche
déterministe, déterminer la probabilité d'erreur.

Réponse 44. Si on suppose que l'algorithme de Karger ampli�é pour unN donné a une complexité en O(N(|S|+

|A|)α(|S|)) et une probabilité d'erreur de e

−2N

|S|(|S| − 1) , alors on peut prendre N =
f∗

α(|S|)
pour avoir avec la

même complexité que l'algorithme déterministe un probabilité d'erreur de e

−2f∗

|S|(|S| − 1)α(|S|) .
Si on souhaite une probabilité d'erreur plus faible, il faudra préférer l'algorithme déterministe qui s'exécutera
plus vite. Si une probabilité d'erreur plus élevé nous convient, on pourra choisir N pour satisfaire cette contrainte
et rester plus rapide que l'algorithme déterministe.

□ 45 � Montrer que pour tout graphe G = (S,A) dont les arêtes sont pondérés par une fonction w : S×S → N,
pour tout couple de sommets s et t dans S, pour toute coupe X telle que s ∈ X et t /∈ X, et tout �ot f de s
vers t, la taille de X est supérieure ou égale à la valeur de f .
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Réponse 45. Si on s'intéresse aux �ots entrants et sortant de X,
∑
u∈X

∑
v∈S

f(u, v) on a :

Par conservation du �ot :
∑
v∈S

f(s, v)

Par antisymétrie :
∑
u∈X

∑
v/∈X

f(u, v).

Donc la valeur de f véri�e F (s) =
∑
u∈X

∑
v/∈X

f(u, v) ≤
∑
u∈X

∑
v/∈X

w(u, v) qui est la taille de la coupe X.

□ 46 � Démontrer le théorème max-�ow min-cut.

Réponse 46. Au vu du résultat précédent, il ne reste qu'à montrer qu'il existe une coupure X dont la taille
est égale à la valeur d'un �ot maximal f .
On a montré précédemment que f est maximal si et seulement si il n'existe pas de chemin de s à t dans le
réseau résiduel Gf . On pose X l'ensemble des sommets accessibles depuis s dans le réseau résiduel Gf . On a
s ∈ X et t /∈ X.
∀u, v ∈ X × (S \X), f(u, v) = w(u, v), car le poids dans le réseau résiduel est 0.
En utilisant le même argument que pour la question précédente, on a la valeur du �ot f qui est égale à la taille
de la coupe X. Toute coupe X ′ a une taille supérieure ou égale à la valeur de f par la question précédente, donc
X est minimale.

Fin de l'épreuve


