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Vue d'ensemble du sujet

Ce sujet est composé de 3 parties indépendantes, utilisant peu de programmation en langage OCaml, et pas de
programmation en langage C.

Les di�érentes parties sont indépendantes et peuvent être traités dans n'importe quel ordre. Il n'est pas nécessaire
d'avoir répondu aux questions d'une partie pour répondre aux questions d'une autre partie.

� La partie I étudie le problème des k-moyennes et la méthode vue en classe d'un point de vue plus
théorique.

� La partie II s'intéresse à la complexité amortie de la structure de donnée unir et trouver implémentée
avec union par rang et compression de chemin.

� La partie III s'intéresse à l'algorithme de Tarjan pour le plus petit ancêtre commun d'une liste de paires
de n÷uds dans un arbre, et à quelques considérations sur son implémentation en OCaml.

Pour répondre à une question, il est permis de réutiliser le résultat d'une question antérieure, même sans avoir
réussi à établir ce résultat.

Quand l'énoncé demande de coder une fonction, sauf indication explicite de l'énoncé, il n'est pas nécessaire de
justi�er que celle-ci est correcte ou de tester que des préconditions sont satisfaites.

Le barème tient compte de la clarté des programmes : nous recommandons de choisir des noms de variables
intelligibles ou encore de structurer de longs codes par des blocs ou par des fonctions auxiliaires dont on décrit
le rôle. Lorsqu'une réponse en pseudo-code est permise, seule la logique de programmation est évaluée, même
dans le cas où un code en C a été fourni en guise de réponse.
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Partie I. Problème des k-moyennes

Dans cette partie, on s'intéresse au problème d'optimisation des k-moyennes dé�ni ainsi :

k-means problem

Instance : un ensemble de points X = (x1, . . . ,xn), avec n ∈ N, un entier k ∈ N∗.

Solution : une partition S = (S1, . . . , Sk) de X.

Optimisation : minimiser
k∑

i=1

∑
xj∈Si

∥xj − µi∥22, où µi est l'isobarycentre des points dans Si.

Nous rappelons aussi l'algorithme de la méthode des k-moyennes vu en cours :

k-means algorithm

Choisir k points aléatoires (µ1, . . . , µk) parmi X.

Calculer la partition : Si =
{
xj

∣∣∣ i = argmini′∈J1,kK∥xj − µ′
i∥
}
.

Calculer les isobarycentres Gi =
1

|Si|

∑
xj∈Si

xj .

Tant qu'il existe j tel que µj ̸= Gj :
poser µi = Gi pour tout i ∈ J1, kK et recalculer les Si puis Gi.

Dans un premier temps, on considère l'exemple constitué des 4 points suivants, pour k = 2 :

A(0, 0) B(0, 2) C(10, 0) D(10, 2)

□ 1 � Appliquer la méthode des k-moyennes pour trouver une partition, avec pour initialisation µ1 = A et
µ2 = B.

□ 2 � Donner une solution au problème des k-moyennes sur cet exemple. Quelle initialisation permettrait de
trouver cette partition à l'aide de la méthode des k-moyennes ?

□ 3 � Montrer que l'isobarycentre µ = 1
|S|

∑
x∈S

x d'un ensemble de point S véri�e

∑
x∈S

(x− µ) = 0.

ou montrer que pour tout point M de coordonnées xM, il véri�e :∑
x∈S

(x− xM) = |S| (µ− xM)

En déduire que c'est le point qui minimise la somme des distances au carré :

µ = argminy
∑
x∈S

∥x− y∥22

□ 4 � Montrer qu'à chaque étape de l'algorithme, la quantité
k∑

i=1

∑
xj∈Si

∥xj − µi∥22 décroît strictement.

□ 5 � Montrer que l'algorithme termine nécessairement, et donner une borne supérieure sur sa complexité dans
le pire des cas.

On considère maintenant le problème de seuil associé au problème des k-moyennes :
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k-means problem - seuil

Instance : un ensemble de points X = (x1, . . . ,xn), avec n ∈ N, un entier k ∈ N∗, et L ∈ R.

Solution : V s'il existe une partition S = (S1, . . . , Sk) de X telle que
k∑

i=1

∑
xj∈Si

∥xj − µi∥22 ≤ L, où µi

est l'isobarycentre des points dans Si. F sinon.

□ 6 � Montrer que ce problème est dans la classe NP.

On cherche maintenant à montrer que ce problème est NP-complet 1. On part de la variante du problème 3-Sat
suivante, que l'on admettra être NP-di�cile :

3-Sat

Instance : Une formule booléenne sous forme normale conjonctive φ(x1, . . . , xn) =

m∧
j=1

Cj , où chaque

clause Cj = ℓj,1 ∨ ℓj,2 ∨ ℓj,3 possède exactement 3 littéraux ℓj,k = xi ou ℓj,k = x̄i pour un certain
i ∈ J1, nK, et chaque pair de variables xi, xj apparaît dans au plus 2 clauses : une fois en tant que
{xi, xj} ou {x̄i, x̄j}, et une fois en tant que {x̄i, xj} ou {xi, x̄j}.

Solution : V si φ est satis�able. F sinon.

On introduit aussi le problème Not-all-equal 3Sat dont on admet qu'il se réduit à une généralisation du
problème des 2-moyennes.

NaeSat*

Instance : Une formule booléenne sous forme normale conjonctive φ(x1, . . . , xn) =

m∧
j=1

Cj , où chaque

clause Cj = ℓj,1 ∨ ℓj,2 ∨ ℓj,3 possède exactement 3 littéraux ℓj,k = xi ou ℓj,k = x̄i pour un certain
i ∈ J1, nK, et chaque variable xi apparaît au moins 2 fois.

Solution : V si il existe un modèle de φ pour lequel chaque clause contient exactement 1 ou 2 littéraux
satisfaits. F sinon.

□ 7 � Soit φ(x1, . . . , xn) une instance de 3-Sat. Construire une formule φ′ sous forme normale conjonctive
équisatis�able avec φ mais dont chaque variable apparaît exactement 3 fois : 1 fois dans une clause de 3 littéraux,
et 2 fois dans des clauses de 2 littéraux.
Indication : On pourra remarquer que x̄i ∨ x′

i et x̄′
i ∨ xi assurent que xi et x′

i ont même valeur de vérité, et que

cette construction peut être généralisé à plus de 2 variables.

On construit à présent une formule φ′′ à partir de φ′. Soit m le nombre de clauses de φ′ contenant 3 littéraux et
m′ le nombre de clauses de φ′ contenant 2 littéraux. On dé�nit 2m+m′+1 variables : s1, . . . , sm et f1, . . . fm+m′

et f , et on dé�nit φ′′ de la manière suivante :
La j-ième clause de φ′ contenant 3 littéraux α∨β∨γ est remplacé dans φ′′ par 2 clauses : α∨β∨sj et s̄j∨γ∨fj .
La j-ième clause de φ′ contenant 2 littéraux α ∨ β est remplacé dans φ′′ par la clause α ∨ β ∨ fm+j .
On ajoute à φ′′ les m+m′ clauses suivantes : f̄1 ∨ f2 ∨ f , f̄2 ∨ f3 ∨ f , . . ., f̄m+m′ ∨ f1 ∨ f .

□ 8 � Véri�er que φ′′ est bien une instance de NaeSat*.

□ 9 � Montrer que si v est un modèle de φ′′ pour lequel chaque clause contient exactement 1 ou 2 littéraux
satisfaits, alors v(f) = v(f1) = . . . = v(fm+m′).

□ 10 � Démontrer que φ 7→ φ′′ est une réduction polynomiale de 3-Sat à NaeSat*.

On peut en déduire que le problème de seuil associé au problème d'optimisation des k-moyennes est NP-complet,
même si k = 2. On peut aussi montrer que le problème des k-moyennes est NP-complet dans un espace euclidien
de dimension 2.

1. Pour plus de détails, suivre : The hardness of k-means clustering

https://cseweb.ucsd.edu/~dasgupta/papers/kmeans.pdf
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Partie II. Unir & trouver

On considère dans cette partie la structure Unir & trouver implémentée par une forêt, avec union par rang et
compression de chemin, et on s'intéresse à la complexité amortie de m opérations, chacune unir ou trouver,
dans une ensemble de n éléments. On rappelle une implémentation en langage C.

Union-�nd structure C

struct subset {

int parent; // recherche par compression de chemin pour Trouver

int rang; // Union par rang .

};

typedef struct subset subset;

subset Make(){ // créer un singleton

subset sg;

sg.parent = -1;

sg.rang = 0;

return sg;

}

subset *Init(int n){ // créer n singletons dans un tableau

subset *s = malloc(n * sizeof(subset));

for (int i = 0; i < n; i = i + 1){

s[i] = Make();

}

return s;

}

int Trouver(int i, subset *s){

int r = i;

while (s[r].parent != -1){

r = s[r].parent;

}

int tmp = s[i].parent;

while (tmp != r){

s[i].parent = r;

i = tmp;

tmp = s[i].parent;

}

return r;

}

void Unir(int i, int j, subset *s){

assert(s[i].parent == -1 && s[j].parent == -1);

if (i == j){ return; }

if (s[i].rang == s[j].rang){

s[j].parent = i;

s[i].rang = s[i].rang + 1;

}

else if (s[i].rang < s[j].rang){

s[i].parent = j;

}

else {

s[j].parent = i;

}

}
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On dé�nit la fonction log∗2 : n 7→


0 si n ≤ 1

1 si n = 2

1 + log∗2(log2(n)) si n > 2

.

Elle correspond au nombre de fois qu'il faut appliquer la fonction log2 à un nombre n pour obtenir un nombre
inférieur ou égal à 1.
On dé�nit aussi les intervalles Ik = {n ∈ N | log∗2(n) = k}.

□ 11 � Donner les plus petits nombres n tels que log∗2(n) vaut : 2, 3, 4, 5, 6 et montrer que Ik est de la forme
JB, 2B − 1K.

□ 12 � Montrer que si s[i].parent vaut j ̸= −1, alors s[i].rang < s[j].rang .

□ 13 � Montrer que tout élément i tel que s[i].parent vaut −1 et s[i].rang vaut k a au moins 2k éléments

dans l'arbre dont il est racine (c'est-à-dire qu'il existe au moins 2k éléments j tels que Trouver(j, s) renvoie
i).

□ 14 � En déduire que si le nombre total d'éléments est n, tous les rangs sont inférieurs à log2(n).

□ 15 � Montrer que pour tout k, le nombre de racines de rang k est au plus n
2k
.

□ 16 � Montrer que pour tout k > log∗2(n), aucune racine n'a son rang dans Ik.

On dé�nit à présent les 3 quantités suivantes, qui dénombre des liens suivis par les di�érentes opérations
Trouver :

� T1 le nombre de liens i → j traversés, avec j une racine ( s[j].parent vaut −1) ;
� T2 le nombre de liens i → j traversés, avec i et j qui ont leur rang dans des intervalles Ik di�érents ;
� T3 le nombre de liens i → j traversés, avec i et j qui ont leur rang dans un même intervalle Ik.

□ 17 � Montrer que T1 = O(m). On rappelle que m est le nombre total d'opérations Unir et Trouver .

□ 18 � Montrer que T2 = O(m log∗2(n)).

□ 19 � Pour un i donné dont le rang est dans l'intervalle JB, 2B − 1K, montrer que le nombre de liens i → j
traversés, où j n'est pas une racine et a son rang dans JB, 2B − 1K, est inférieur à 2B .

□ 20 � En déduire une borne supérieure sur T3.

On en déduit la complexité amortie O(log∗2(n)) par opération Unir ou Trouver .
Avec une analyse encore plus approfondie, on peut montrer la complexité amortie O(α(n)), où α est l'inverse
de la fonction d'Ackermann (c'est plutôt une réciproque), qui croît encore plus lentement que log∗2.
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Partie III. Tarjan's o�-line lowest common ancestors algorithm

Cet algorithme, du à Robert Tarjan 2, sert à calculer dans un arbre T , pour une ensemble de paires de n÷uds
P = ({u, v}) les plus petit ancêtre communs de u et v. Il est donné par le pseudo-code suivant :

function TarjanOLCA(u) is

MakeSet(u)

u.ancestor := u

for each v in u.children do

TarjanOLCA(v)

Union(u, v)

Find(u).ancestor := u

u.color := black

for each v such that {u, v} in P do

if v.color == black then

print "Tarjan's Lowest Common Ancestor of " + u +

" and " + v + " is " + Find(v).ancestor + "."

On cherche à le comprendre, et à l'implémenter en OCaml, avec le type suivant pour les arbres (on se restreint
à des arbres binaires localement complets non vides) :

type 'a tree = Leaf of 'a | Node of ('a tree * 'a * 'a tree)

□ 21 � Proposer un type adapté pour représenter l'ensemble P et justi�er votre choix.

□ 22 � Quel type de parcours d'arbre peut-on reconnaître dans cet algorithme ? Justi�er.

□ 23 � Pour représenter les champs ancestor et color présentés dans le pseudo-code, nous souhaiterions
utiliser des tableaux. Or, nous avons besoin pour cela que les n÷uds possèdent une étiquette unique entre 0 et
n− 1, où n est la taille de l'arbre.
Écrire une fonction label (tree : 'a tree) : (int * 'a) tree qui prend en entrée un arbre T et qui
renvoie un arbre T ′ qui contient les mêmes n÷uds que T mais dont l'étiquette contient en plus un unique
identi�ant entier entre 0 et n− 1, où n− 1 est la taille de l'arbre.

□ 24 � Étudier la complexité de cet algorithme.

Étudions sa correction

□ 25 � Démontrer que chaque paire (u, v) apparaît une et une seule fois dans l'a�chage (print) proposé par
l'algorithme décrit en pseudo-code.

□ 26 � Démontrer que tant que le plus petit ancêtre commun à u et v n'est pas noir, il est l'ancêtre (ancestor)
du représentant (Find) du premier des deux n÷uds rencontrés parmi u et v.

□ 27 � Proposer une implémentation de cet algorithme de Tarjan.

Fin de l'épreuve

2. Un autre algorithme porte le nom de Tarjan, et sert à calculer les composantes fortement connexes dans un graphe orienté.


