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Méthodes a noyaux en apprentissage statistique

e Motivations:

— Algorithmes généraux et modulaires pour |'analyse de données
multivariées

— Peu d'hypothese sur le type de données

— Garanties théoriques

e Principe de séparation entre

1. Représentation des données a l'aide de noyaux (fonction de
comparaison de deux données)
2. Algorithmes utilisant uniquement des évaluations de noyaux



Plan du cours

. Noyaux et espaces de Hilbert a noyaux reproduisants (RKHS)
e Noyaux définis positifs, Noyaux de Mercer, RKHS

. Méthodes a noyaux générales

e Astuce du noyau et théoreme du représentant
e Kernel ridge regression, Kernel PCA / CCA

. Méthodes a noyaux et optimisation convexe
e Rappels d'optimisation convexe

e Support vector machines

. Design/apprentissage du noyau

e Données structurées - applications
e Normes ¢ et parcimonie



Principe

e Représenter les données d'entrée xq,..

carrée définie par K;; = k(x;,x,)
e X “input space’ arbitraire
o K € R" ™ = matrice de noyau

e Algorithmes utilisent toujours K'!

., Typ € X par une matrice



Noyaux définis positifs

e Fonction k: A x X — R
e Symmétrique: Vz,y € X, k(z,y) = k(y, x)

e Condition de positivité : Vxq,...,x, € X, la matrice de noyau K
est définie positive, i.e.,

Va e R", o' Ka = Z a;oik(zi, ;) 20

2,J=1



Examples de noyaux définis positifs

o Lindaire: X =RY, k(z,y) =x'y
e Générique: supposons donné un “feature map” ¢ : X — F,

k(z,y) = (®(z), 2(y))#
— Example: F = R4, mais peut &tre plus général

e Polynomial en 1 dimension (X = R):

- ®(z) = (1,2 %2,2%) " = k(z,y) = (1 +ay)’
— ®(z) € R avec ®(z)), = (kil)l/zxk_l = k(z,y) = (1 + zy)?
— Polynomial en dimension p > 17



Noyaux définis positifs = produits scalaires

e Théoreme (Aronszajn, 1950): k est un noyau d.p. ssi il existe un
espace de Hilbert F et un “feature map” @ : X — F tels que

k(r,y) = (®(2), ©(y))F

e Remarques:

— F peut avoir une dimension infinite
— Déterminer ® a partir de k£ pas évident a priori
— Recettes plus ou moins explicites (RKHS, Mercer)



Opérations sur noyaux définis positifs

e structure de cone

— k noyau d.p., @« > 0 = ak noyau d.p.
— k1, ko noyaux d.p. = k1 + ko noyau d.p.

e k1, ko noyaux d.p. = kiks noyau d.p.



Noyau polynomial en dimension p > 1

Premiere expansion: k(x,y) = Zii (kil)(gﬁy)kﬂ

Deuxieme expansion:

. . 1
11+ g=k

d ’ Ll |
(x'y)" = (Zﬂ%) = ) )

®(x) contient tous les monomes (avec des poids) x?[l
11+ +1g < k

Dimension de F: (pjl'd) (grand!)

e o o /I:d
z ' avec



Noyaux invariants par translation sur X' = R?

e Noyau de la forme k(z,y) = q(x — y), ¢ € L*(RP) continue

e Proposition: k est d.p. ssi la transformée de Fourier QQ(w) de ¢ est
positive ou nulle pour tout w € RP

— Preuve ...

[ u —_— —_— 2
e Example classique: noyau Gaussien k(z,y) = e~ “/lz—vl

e Quel est (si il existe) le “feature space” et le “feature map"?



Résumeé provisoire

e Noyau d.p. & K matrice symmétrique semi-définie positive
e Noyaux explicitement de la forme k(x,y) = (P(x), P(y))r
e Noyaux implicitement de cette forme (e.g., noyau Gaussien)

e Deux théories permettent de “construire” ®:

— Espaces de Hilbert a noyaux reproduisants (RKHS)
— Noyaux de Mercer



Définition d’un RKHS

e Soit X un ensemble quelconque et F un sous-espace de des fonctions
de X dans R, qui est muni d'un produit scalaire Hilbertien.

e F est un RKHS avec noyau reproduisant £ : X x X — R ssi:

— JF contient toutes les fonctions de la forme

k(l‘? ) Y= ]C(ZIZ‘,y)

- Vre X and f € F,

flo) = {f, k(- x)F

(i.e., k(-,x) correspond au “Dirac” en x)



Propriétés des RKHS (Aronszajn, 1950)

e Unicité: si il existe un noyau reproduisant, il est unique

e Existence: un noyau reproduisant existe ssi Vo € X, la forme linéaire
f — f(x) est continue

e Si k est un noyau reproduisant, alors k est un noyau défini positif

e Si k est un noyau défini positif, alors k est un noyau reproduisant
(pour un certain RKHS F)

e Preuves...



Construction du RKHS pour un noyau d.p.

e Construction de Fy |I'ensemble de combinaisons linéaires finies de
fonctions k(-,y), y € X

e Produit scalaire sur F(y défini par
(D aik( @), ) Bk y))m =) Y aibik(wi ;)
i j i

— Indépendant de la décomposition (preuve...)

— Produit scalaire (preuve...)

— Complétion de l'espace pré-Hilbertien Fy par les limites de suites
de Cauchy pour obtenir |'espace de Hilbert F

e Interprétation de la norme || f||%?



Interprétation de la norme || f||=

e La norme contrdle les variations de f:

o [f(z) = fy)l =I[(f, k(- x) = kCy)#l < | FIAIECG, 2) = k(- y)llF

e La norme du RKHS controle la constante de Lipschitz de f pour la
métrique di(z,y) = ||k(-,z) — k(- y)|| 7

e Cas des noyaux invariants par translation sur RP?:

— k(z,y) = q(z — y)
F(w
— On obtient | fl|% = Jus | Q((w))| dw
— NB: transformée de Fourier F(w) = [ f(z)e ™" dx

— d =1, Gaussian kernel, Exponentlal kernel (Sobolev space)



Noyaux de Mercer

e Construction semi-explicite d'un “feature space” égale a |'ensemble
des suites de réels

e Hypotheses: X espace métrique compact muni d'une mesure v,
noyau k noyau d.p. continu.

e Théoréme de Mercer: il existe une base Hilbertienne de L*(v) de
fonctions continues (1; et une suite décroissante (\;) tendant vers

zero, telles que

Ve,y € X, k(z,y) = ZAM (y)

e Corollaire: Feature map @ : X — /%, x — (vVA0;(x))sen



Noyaux de Mercer - Schéma de preuve

e Opérateur linéaire L; défini par
Lof() = [ K f@av
X

e Cet opérateur est continu, compact, auto-adjoint et positif

e Théoreme spectral (résultat classique d'analyse fonctionnelle implique
|'existence d'une base Hilbertienne 1), et de la suite \; de vecteurs
propres et valeurs propres: L, = ;.

e Construction “semi-explicite”



“Example ou tout peut étre calculé”

e “input space”: X = [0, 1] avec contraintes de périodicité, muni de la mesure de
Lebesgue

o Base de L?: co(z) =1, c,(x) = V2cos2nvz, s,(x) = V/2sin27vz, v > 0.

e Norme:
g = ([ se d:c) + [ i
= C(), L2‘|‘Z Cuy | L2‘|‘<31/7f>L2)(27TV)
e Noyau
k(zy) = 1+ (2w (y) + su(2)s,(y))



Résumé - Noyaux

e Noyaux définis positifs = produits scalaire de “features”

k(r,y) = (®(x), ©(y))

e Noyaux de Mercer: “feature map’ obtenu a partir de |'opérateur de
convolution

e RKHS: construction explicite sans hypotheses

e interprétation de la norme du RKHS en terme de régularité des
fonctions

e Noyaux classiques: linéaires, polynomiaux, Gaussiens



Plan du cours

. Noyaux et espaces de Hilbert a noyaux reproduisants (RKHS)
e Noyaux définis positifs, Noyaux de Mercer, RKHS

. Méthodes a noyaux générales

e Astuce du noyau et théoreme du représentant
e Kernel ridge regression, Kernel PCA / CCA

. Méthodes a noyaux et optimisation convexe
e Rappels d'optimization convexe

e Support vector machines

. Design/apprentissage du noyau

e Données structurées - applications
e Normes ¢ et parcimonie



Meéthodes a noyaux
Principes et premiers algorithmes

e Astuce du noyau - exemples simples
e [héoréeme du représentant
e Apprentissage non supervisé: Kernel ridge regression

e Apprentissage supervisé: Kernel PCA / CCA



Astuce du noyau

e noyau d.p. correspond a des “features” potentiellement nombreux et
souvent implicites

e Principe: tout algorithme sur des vecteurs de dimension finie
n'utilisant que des produits scalaires peut €tre utilisé en remplacant
le produit scalaire par n'importe quel noyau défini positif

e Nombreuses applications



Exemple de méthodes a noyaux - |

e Distances dans le “feature space”

di(z,y)”* = [|2(2) — 2(y) |7 = k(z,2) + k(y,y) — 2k(z,y)



Exemple de méthodes a noyaux - Il
Algorithme simple de discrimination

Données x1,...,x, € X, classes y1,...,y, € {—1,1}
Compare les distances aux moyennes de chaque classe

Equivalent a classifier = en utilisant le signe de

{zyz—l} 2 Kz -

1,y;=1 1, y;=—1

Preuve...

Interprétation géométrique des fenétres de Parzen



Exemple de méthodes a noyaux - Il
Centrage des données

n points x1,...,x, € X
Matrice de noyau K € R", K;; = k(x;,x;) = (®(z;), D(z;))

Matrice de noyau des données centrées K;; = (®(x;) — pu, ®(x;) — 1)
ol p1 =5 > P(ws)

Formule K = II,, K11, avec 1I,, = I,, — % et £ matrice constante

égale a 1.
preuve...

NB: i n'est pas de la forme ®(z), z € X (cf. probleme de la
pré-image)



Théoreme du représentant

e Soit X un ensemble, un noyau d.p. k£ et son RKHS associé F, et
x1,...,T, n points dans X.

e Soit J : R"™! — R strictement croissante par rapport a la derniére
variable

e Toute solution du probleme d'optimisation suivant

min J(f(x1), ..., f(zn), | fll7)

JeF

s'écrit de la forme f =" | a;k(-, ;).
e Cadre classique: minger Y . Li(f(2:)) + M| fll %

e Preuve...



Kernel ridge regression (spline smoothing)
e Données z¢,...,2, € X, noyaud.p. £, y1,...,yn € R

e Moindres carrés

1 n
min—Y (i — f(z:))% + || f]|%

feF n 4
1=1

e Vue 1: théoreme du représentant = f = Z?:l a;k(-, x;)

— équivalent a

1 n
min — Z(yz — (Ka))* + X' Ka

aER™ N,

1=1

— Solution égale a a = (K +nAl) "1y + ¢ avec Ke =0
— Solution f unique!



Kernel ridge regression

Exemple (from Vert, 2007)




Kernel ridge regression
Remarques

e Liens avec le lissage par splines

e Autre vue: F € R¢ & € R?*4

|
min —||y — Sw||* + A[Jw]|?
weERI M

e Solution égale 3 w = (®'® +nAl)"1d "y
e Noter que w = @' (PP +nAl)~1y

o dw égal a K



Kernel PCA

e Analyse en composante principale linéaire

— données x1,...,T, € RP,

w ! Yw var(w ' X)
max ——— = max —
weRP W "W wERP w ' w

— w est le plus grand vecteur propre de >
— Débruitage, représentation des données

e Kernel PCA: données z1,...,x, € X, noyau d.p. k

— Vue 1: max Var(<q)(TX)’w>) Vue 2: max var(f(X))
wEF w ' w rer  |Ifll%
— Solution f,w = >, a;k(-,2;) et a plus grand vector propre de
K =1I,KTI,
— Interprétation en termes d'opérateurs de covariance




Denoising with kernel PCA (From Scholkopf, 2005)

(Gaussian noise ‘speckle’ noise
origQ | Z3IYSCTEY0 1 Z34S61¥9
nolsy TS EERTENO L LAY S TTY
n=1070990878707888081787°%
Pl 40123v067070123036707
(| 160123986 T8901234936729
A (MOW2346ﬁTf$OT£3¥$G?39
SO EERERTERO I L AYSHETTY
n = 5'...'.'..0'...0.'.3
K 40183398678901830367879
Pl 1012398678901 2349867279
(0 (lO1TZ3486T7TE701234861729
A 22001Z34867€90123486727

linear PCA

reconstruction

kernel PCA

reconstruction



Canonical correlation analysis

A

: 51 o 52 ’

A

Y
Y

e Given two multivariate random variables 1 and x5, finds the pair of
directions &1, & with maximum correlation:

T . T &l Crabs
p(x1, ) = maxcorr(&y x1,&, ro) = max

£1,€2 §1,82 (5?61151)1/2 (5502252)

1/2

e Generalized eigenvalue problem:

(0 C12>(§1): (011 0 ><§1>
Cy1 O Eo PL 0 O & )



Canonical correlation analysis in feature space

(I)(Zbl)

]

f};

Y

A

L

e Given two random variables z; and z» and two RKHS JF; and
Fo, finds the pair of functions fi, fo with maximum regularized

correlation:

cov(f1(X1), fa(X2))

max

fifoeF (var(fi(X1)) + Anll f1llF) 12 (var(f2(X2)) + Anll follF,) /2

e Criteria for independence (NB: independence # uncorrelation)



Kernel Canonical Correlation Analysis

e Analogous derivation as Kernel PCA
o K, Ky Gram matrices of {z%} and {z}}

a7 K1 Koo
max
a1, aseRr?N (T (K2 + MK )a)V2(ad (K2 4+ AKy)an)1/2

e Maximal generalized eigenvalue of

0 K]_K2 1 o K12 + )\Kl 0 1
K2K1 0 0% — P 0 K22 + )\KQ %)



Kernel CCA
Application to ICA (Bach & Jordan, 2002)

e Independent component analysis: linearly transform data such to get
independent variables

Sources Mixtures

7
) “’Q
»
SO
LN

Whitened ICA _
Mixtures 2 Projections /\ y2




Empirical results - Kernel ICA

e Comparison with other algorithms: FastICA (Hyvarinen,1999), Jade
(Cardoso, 1998), Extended Infomax (Lee, 1999)

e Amari error : standard ICA distance from true sources
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r 0.1
0

0.3

3 10.1
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Plan du cours

. Noyaux et espaces de Hilbert a noyaux reproduisants (RKHS)
e Noyaux définis positifs, Noyaux de Mercer, RKHS

. Méthodes a noyaux générales

e Astuce du noyau et théoreme du représentant
e Kernel ridge regression, Kernel PCA / CCA

. Méthodes a noyaux et optimisation convexe
e Rappels d'optimisation convexe

e Support vector machines

. Design/apprentissage du noyau

e Données structurées - applications
e Normes ¢ et parcimonie



Rappels d’optimisation

e Livre tres utile (et gratuit!):
S. Boyd and L. Vandenberghe. Convex Optimization. Cambridge
Univ. Press, 2003.



Rappels d’optimisation

Probleme général, x € X

minimiser  f(x)

soumis a  h;

gj

)
)

( 0
() <0,

A\

Pas d'hypotheses sur f,g;, h; (pour le moment!)

f* € [—00,00) le minimum global

Lagrangien: A € R™, € RY

L(x,\ 1) =

+Z)\h

+ Z 1595 (x)



Rappels d’optimisation

o Lagrangien: A € R™, p e RY

Lz, A, p) +ZA hi(@) + ) 1ig;()

e Fonction duale

q(A, p) = inf L(z, A, p)

reX
.

= inf  f(2)+ D Nihi(@) + 3 pig;(x)

\

e Probleme dual (toujours concave):

min  q(\, 1)
AeRm,ueRﬁ



Dualité

e d* maximum global du probleme dual
e Dualité faible (toujours vraie) d* < f*

e Dualité forte d* = f* si:

— h; affines, g; convexes, f convexe
— Condition de Slater (point primal strictement faisable)
— Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité:
* ¥ minimizes L(x, \*, u*)
+ “complementary slackness”: Vi, j, \zh;(z*) = 0, pihi(z*) =0

® preuve...



Algorithmes d’apprentissage “linéaires”
et régularisation

e Données: , €¢ X, y;, €)Y, 1=1,...,n

e Minimiser par rapport a f € F:
Sty s+ S
i=1

Erreur sur les données + Régularisation

e Régression linéaire: y € R, prédiction y = f(x), colit quadratique
Uy, f) =35y —9)* =5y — f)?



Couts pour la classification linéaire

e Classification linéaire: y € {—1,1}
prédiction y = signe(f(x))

e coiit de la forme £(y, f) = £(yf)

e “Vrai" colit: L(yf) =1,1<0

e Colits convexes classiques:
5

— 0-1

4 — hinge
square
logistic

3




Support vector machine (SVM)
e Données: x; e RP, y; € {—1,1},i=1,...,n
e Probleme primal: .
minimiser 1HwH2—|—CZ§-
2 L
soumis a & >0, & > 1 — yi(wai +0b), Vi

e Probleme dual:

maximiser E ozz—— E 00y Y 5 8
1,=1

soumisa 0<q;<C, Vi

n
> i =0
i=1



Support vector machine (SVM)

e Probleme dual:

maximiser g oz,—— g 00y Y5 K
i,J=1

soumisa O0<o; <C, Vi
mn
E a;y; = 0
i=1

o A l'optimum, w =", a;x;
e Conditions d’optimalité - vecteur supports
e Interprétation géométrique

e Kernelization



Algorithmes pour la SVM

e Programmation quadratique O(n?*?°) en général pour précision
maximale

e Précision requise > 10716, j.e., x n~1/2

— Algorithmes du premier ordre effiaces
— complexité pratique de I'ordre de O(n?) (SMO)

e Algorithmes de chemin (Hastie et al., 2004)



Couts pour la classification linéaire

e Classification linéaire: y € {—1,1}
prédiction y = signe(f(x))

e coiit de la forme £(y, f) = £(yf)

e “Vrai" colit: L(yf) =1,1<0

e Colits convexes classiques:
5

— 0-1

4 — hinge
square
logistic

3




Régression logistique

e Données: z; e RP, y; € {—1,1},i=1,...,n

e Probléme primal:

)\ n
minimiser §HwH2 + Z log(1 + exp(—y;(w ' x; + b))
i=1

e Colit différentiable

— O(n?®) si kernelisé

— O(nd? + d?) si I'input space a d dimensions

e Comparaison régression logistique / SVM



SVM multi-classes

e Plusieurs stratégies

1. pertes dédiées

2. Utilisation de SVM binaires
— “one-vs-one”
— “one-vs-rest”



Estimation de support

e Probléeme primal de la SVM:
L L2, A%
minimiser §HwH +C Z_Zl &

soumis a & >0, & > 1 — yi(wai +0b), Vi

e Et si toutes les étiquettes sont égales a 17

L Lo | A\
minimiser §HwH —1—02&

soumis a & =0, w' x;+b>1—¢&;, Vi



Méthodes a noyaux - Résumé

e Classification / régression
e Kernel PCA / CCA

e Autres

— Clustering
— Ranking
— etc...



Théorie de I'apprentissage pour les méthodes a
noyaux

o Classification avec perte > " | &(yif(x;))
o fn estimateur a partir de n points sur la boule {f, || f||z < B}

o p-perte = Ly(f) =Ep(Y f(X))

e Résultat 1

A SL.B
ELy(fn) — L} < =2

+ inf L — Lx
v LIflF<B olf) = L

e Résultat 2 (Liens avec la “vraie” perte), Vf:

L(f) = L7 < p(Lg(f) — Lg)



Choix du noyau - données vectoriels

e Noyau linéaire : choix de C
e Noyau polynomial : choix de C et de |'ordre

e Noyau Gaussien : choix de C et largeur de bande

— grande largeur de bande = noyau linéaire
— faible largeur de bande ~ plus proche voisin

e Validation croisée ou optimization des bornes?

e Données non vectorielles - autres noyaux?



Plan du cours

. Noyaux et espaces de Hilbert a noyaux reproduisants (RKHS)
e Noyaux définis positifs, Noyaux de Mercer, RKHS

. Méthodes a noyaux générales

e Astuce du noyau et théoreme du représentant
e Kernel ridge regression, Kernel PCA / CCA

. Méthodes a noyaux et optimisation convexe
e Rappels d'optimisation convexe

e Support vector machines

. Design/apprentissage du noyau

e Données structurées - applications
e Normes ¢ et parcimonie



Données structurées

e L'input space X est arbitraire!

e Domaines d'applications avec données structurées

— Traitement du texte
— Bioinformatique
— Analyse d'image

e Principes de construction de noyau

— ®(x) explicite, k(x,y) calculé comme (®(x), P(y))
— ®(x) explicite tres grand, k(z,y) simple a calculer
— ®(x) implicite trés grand, k(x,y) simple a calculer



Noyaux pour documents

e Document représenté par le compte de mots
e O(x)0t = nombre d'occurence du mot dans le document x

e [res utilisé en texte



Noyaux pour séquences

Séquences = suite finite (de longueur arbitraire) déléments d'un
alphabet X

Feature space indexé par toutes les séquences possibles s
®(x)s = nombre d’'occurence de s dans x

noyau k(z,y) = 2 (P(2)s, P(y)s)

calculable en temps polynomial

Variantes



Noyaux pour images (Harchaoui & Bach, 2007)

e La plupart des applications des méthodes a noyaux:
— Construction d'une large base de descripteurs (e.g., ondelettes)
— Utiliser une SVM avec beaucoup de points étiquetés

e Développer des noyaux spécifiques

— Utiliser la structure naturelle des images
— Information a priori pour réduire le nombre de données étiquetées



Noyaux pour images

e Représentations et noyaux classiques

— Vecteurs de pixels 4+ noyaux entre vecteurs
— “Sacs” de pixels ou de pixels filtrés + noyaux entre histogrammes

= Géométrie globale naturelle peu utilisée

e Utilisation de la géométrie?

— Extraction de points saillants (e.g., descripteurs SIFT, Lowe, 2004)
— Segmentation



Segmentation

e But: Extraire des objets d'intéréet

e Beaucoup de méthodes disponibles, ...
. mais, trouvent rarement |'objet d'intérét en entier

e Graphes de segmentation

— Permet de travailler sur des sur-segmentations “plus siires”
— D'une grande trame carrée (millions de pixels) a un petit graphe
(dizaines ou centaine de noeuds)



Graphe de segmentation

e Méthode de segmentation

— Gradient LAB avec filtres de contours orientés (Malik et al, 2001)
— Ligne de partage des eaux avec post-traitement (Meyer, 2001)
— Tres rapide



Ligne de partage des eaux

image gradient watershed

287 segments 64 segments 10 segments

-.




Ligne de partage des eaux

gradient watershed




Graphe de segmentation

e Méthode de segmentation

— Gradient LAB avec filtres de contours orientés (Malik et al, 2001)
— Ligne de partage des eaux avec post-traitement (Meyer, 2001)
— Tres rapide

e Graphe étiqueté non orienté

— Sommets: régions connexes
— Arétes: entre régions voisines
— Etiquettes: ensemble des pixels de |la région

e Difficultés

— Etiquettes de tres grande dimension
— Graphe planaire non orienté
— Neécessite des comparisons inexactes entre graphes



Graphes de segmentation




Chemins et marches

e Etant donné un graphe G,

— Un chemin est une suite de sommets voisins distincts
— Une marche est une suite de sommets voisins

e Notions apparemment similaires




Chemins
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Noyaux de marches

o WZ (resp. W§) = marches de longueur p dans G (resp. H)

e Noyaux de bases sur les étiquettes k(¢, (')

e Proposition/définition: noyaux de marcges d'ordre p:

kD (G H) = > ] k(eu(r), tals:)).
(11, .-.,7p) € WG =1
(81y-.-,8p) € Wi




Programmation dynamique pour le noyau de marches

e Programmation dynamique en O(pdgduncnu)
o k), (G,H,r,s) = somme restreinte aux marches démarrant de r et s

e Proposition: Récurrence entre ordre p — 1 et p

Ko(GH,rs)=k(Cu(r), la(s) Y k) (G, H,',s").
r’ e Ng(r)
s’ € Nu(s)

_— e — — = T






Expériences de classification

e Coil100: base de 7200 images de 100 objets sur un fond uniforme,
avec 72 images par objet.




Expériences de classification

e Corelld: base de 1400 images naturelles avec 14 classes différentes




Comparaison de noyaux

e Noyaux :

— noyaux entre histogrammes (H)

— noyaux de marches (W)

— noyaux de sous-arbres (TW)

— noyaux de sous-arbres pondérés (wWTW)

— combinaison par algorithmes de noyaux multiples (M)

e Hyperparametres sélectionnés par validation croisée

e Taux d'erreur moyens sur 10 réplications:

H W T™W wiW | M
Coil100 | 1.2% 08% |0.0% |0.0% | 0.0%
Corell4d | 10.36% | 8.52% | 7.24% | 6.12% | 5.38%




Performance sur Corell4

noyaux entre
histogrammes (H)

noyaux de marches (W)

noyaux de sous-arbres
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Apprentissage semi-superviseé
e Les méthodes a noyaux permettent la flexibilité
e Exemple: apprentissage semi-supervisé (Chapelle et Zien , 2004)

e 10% d’exemples étiquetés, 10% d'exemples de test, 10% to 80%
d'exemples non étiquetés

Influence of the unlabeled examples

0.45} E

0.4r

0.35¢
0.3
0.25¢

0.2r %

0.15¢

01 -

0.05¢

Test error

eEQEE

0.1 02 0.3 04 05
Fraction of unlabeled examples




Normes /¢

o Cadre classique (linéaire): min > £(y;,w'z;) + )\Zw

d
wek 1=1
n
e Cadre “parcimonieux”: min » £(y;, w
weR4 i1

e Propriétés:

— Solution w parcimonieuse
— Algorithme efficaces

e Etude des propriétés



Normes /¢
Colit quadratique (LASSO):

p
min |ly — Xw|*+ X)) |wj]
wERC =1

Exemple simple: features indépendants

Parcimonie?

Etude détaillée:

— Conditions d’optimalité (optimisation!)
— Algorithmes (trés) efficaces de chemin de régularisation
— Consistence pour |'estimation du modele?



Conditions d’optimalité

e w avec J = {j, w; # 0} est optimal ssi
X; Xywy—X,;Y 4 dsign(wy) =0
I XX sws— XY oo < A

e Preuve...



Algorithme de chemin

e Algorithme du LARS (Least angle regression)

e Si le modele (signes) est connu, alors

wy = (X7 X;) XY = NX; X ;) sign(w,)

e Affine en )\

e Tout le chemin pour le colit d'une inversion de matrice



Consistence d’estimation du modele

w supposé parcimonieux pour le modele

Théoreme, 2007: Estimateur du modele est consistent ssi

1X e X 5 (X 7 X ) Ssign(w;) oo < 1

Peu de corrélation pour |'optimalité

NB: extension a I'estimation du rang



Apprentissage avec noyaux multiples
(Bach et al, 2004)

o Cadre limité a K =3 " 7K, n >0

e Interprétation en termes de normes /1 par blocs

— m “feature maps’ ;X — F;, j=1,...,m.
— Minimisation par rapport a wy € F1,..., W, € Fmnm
— Prédicteur: f(z) = wy ' ®1(x) + - +wpy ' ()

/ N\
r— BT w0 @)+ A w0 D)
N

<I>m(:13)T Wi,

— Parcimonie par blocs = régularisation par blocs: ||w1||4- - -4 ||wm ||



Apprentissage du noyau
Noyaux multiples - dualité (Bach et al, 2004)

e Probléme d'optimisation primal:

n 2
> iy Gi(wi ®i(xi) + - 4w, Prn () + 5 (Jwi ]| + - - -+ [[wm]])

e Proposition: Probleme dual (obtenu par cénes du second-ordre)

max — S dF (=) — %minjg{lem} o' Ko
Conditions de KKT: w; =n; > 1" a;®;(x;)
avec o« € R™ and n > 0, Z;”:lnj —1

— « est la solution duale pour le probleme a noyaux simple et matrice
™m
de noyau K(n) =} i, n; K



Image: Performance sur Corell4

Performance comparison on Corell4
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Application a la bio-informatique (Lanckriet et. al,

2004)

e Prédire la fonction d'une protéine

e Sources de data hétérogenes

— Séquence d'acide aminés

— Interaction protéine-protéine
— Interactions génétiques

— Données d'expression

e Taux d’erreur passe de 70% a 90%



Plan du cours

. Noyaux et espaces de Hilbert a noyaux reproduisants (RKHS)
e Noyaux définis positifs, Noyaux de Mercer, RKHS

. Méthodes a noyaux générales

e Astuce du noyau et théoreme du représentant
e Kernel ridge regression, Kernel PCA / CCA

. Méthodes a noyaux et optimisation convexe
e Rappels d'optimisation convexe

e Support vector machines

. Design/apprentissage du noyau

e Données structurées - applications
e Normes ¢ et parcimonie



Noyaux définis positifs

e Fonction k: A x X — R
e Symmétrique: Vz,y € X, k(z,y) = k(y, x)

e Condition de positivité : Vxq,...,x, € X, la matrice de noyau K
est définie positive, i.e.,

Va e R", o' Ka = Z a;oik(zi, ;) 20

2,J=1



Noyaux définis positifs = produits scalaires

e Théoreme (Aronszajn, 1950): k est un noyau d.p. ssi il existe un
espace de Hilbert F et un “feature map” @ : X — F tels que

k(r,y) = (®(2), ©(y))F

e Remarques:

— F peut avoir une dimension infinite
— ® souvent implicite!



Définition d’un RKHS

e Soit X un ensemble quelconque et F un sous-espace de des fonctions
de X dans R, qui est muni d'un produit scalaire Hilbertien.

e F est un RKHS avec noyau reproduisant £ : X x X — R ssi:

— JF contient toutes les fonctions de la forme

k(l‘? ) Y= ]C(ZIZ‘,y)

- Vre X and f € F,

flo) = {f, k(- x)F

(i.e., k(-,x) correspond au “Dirac” en x)



Théoreme du représentant

e Soit X un ensemble, un noyau d.p. k£ et son RKHS associé F, et
x1,...,T, n points dans X.

e Soit J : R"™! — R strictement croissante par rapport a la derniére
variable

e [oute solution du probleme d'optimisation suivant

min J(f(x1),..., f(xn), || f]|F)

fer
s'écrit de la forme f =" | a;k(-, ;).

e Cadre classique: minger > o Li(f(x;)) + M| f]|%



Algorithmes d’apprentissage “linéaires”

et régularisation

Données: z; e X, vy, €V, 1=1,...,n

Minimiser par rapport a f € F:

- A
Sty f@) SR
1=1

Erreur sur les données

Régression :

Classification

colit quadratique

_|_

Régularisation



Couts pour la classification linéaire

e Classification linéaire: y € {—1,1}
prédiction y = signe(f(x))

e coiit de la forme £(y, f) = £(yf)

e “Vrai" colit: L(yf) =1,1<0

e Colits convexes classiques:
5

— 0-1

4 — hinge
square
logistic

3




Support vector machine (SVM)
e Données: x; e RP, y; € {—1,1},i=1,...,n
e Probleme primal: .
minimiser 1HwH2—|—CZ§-
2 L
soumis a & >0, & > 1 — yi(wai +0b), Vi

e Probleme dual:

maximiser E ozz—— E 00y Y 5 8
1,=1

soumisa 0<q;<C, Vi

n
> i =0
i=1



Méthodes a noyaux - Résumé

e Classification / régression
e Kernel PCA / CCA

e Autres

— Clustering
— Ranking
— etc...



Méthodes a noyaux - Points chauds

e Normes /4

e Apprentissage du noyau

e Données structurées en entrée

e Données structurées en sortie

e Collaborative filtering

e Algorithmes pour données massives

e Analyse fine de tests a base de noyaux
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