Algorithme Somme Produit et modele de Markov Caché 2011/2012
Cours 7 — 9 novembre 2011

Enseignant: Guillaume Obozinski Scribe: Piotr Bojanowski, Yin Chen

7.1 Algorithme somme-produit

7.1.1 Motivations

L’inférence est avec I'estimation et le décodage, I'une des trois opérations qu’il est essentiel
de pouvoir réaliser efficacement dans les modeles graphiques. Etant donné un modele de
Gibbs discret de la forme p(z) = % [Icec Ve(xe), avec C 'ensemble des cliques d’un graphe,
I'inférence permets

e De calculer une marginale p(x;) ou bien plus généralement p(z¢).

e De calculer la fonction de partition Z

e De calculer une marginale conditionnelle p(x;|X; = z;, X} = xy)
Et comme conséquence des précédents:

e De calculer le gradient dans une famille exponentielle

e De calculer I'espérance de la log-vraisemblance d’une famille exponentielle a I’étape E
de l'algorithme EM (comme par exemple pour les HMM)

Exemple 1: le modele d’Ising

Soit un vecteur X = (X;)iev de variables aléatoire & valeurs dans {0,1}/V!, dont la distribu-
tion a la forme exponentielle

p(z) = e~ A0 H i H i TiTj (7.1)

eV (i,J)eE

Nous avons donc la log-vraisemblance :

l(n) = meﬁ Z nigriv; — A(n) (7.2)

icV (i,j)€E

ainsi nous pouvons écrire la statistique exhaustive :

= ((irimer) &
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or nous avons vu pour les familles exponentielles que

I(n) = ¢(x)"n — A(n) (7.4)
Vi l(n) = o(x) — V, An) (7.5)
Eq[6(X)]

Donc on souhaite calculer E,[¢(X)] ce qui dans le cas du modele d’Ising donne :

E,[Xi] = Py[X; = 1] :
E,[X.X;] = B,[X; = 1, X, = 1] (7.7)

L’équation 7.6 est I'une des motivations pour résoudre le probleme l'inférence. Afin de
pouvoir calculer le gradient de la log-vraisemblance, nous devons connaitre les lois marginales.

Exemple 2: le modele de Potts

Les X; sont des variables aléatoires a valeurs dans {1,...,K;}. On note Ay la variable
aléatoire telle que A, = 1 si et seulement si X; = k. Alors

= exp Z Z i kOik Z Z Z Ni g ek OiOjir — A1) (7.8)

i€V k=1 (¢,7)€E k=1 k'=1

et

B (( zk5;:' Zzl;kk’) (79)
E,[Ag] = P [Xi = K] (7.10)

E, [AgA ] = ]P’n[X =k X; =k (7.11)

Tout ceci motive le besoin de savoir faire de 'inférence.

@ Probleme: Le probléeme d’inférence est un probleme NP-dur dans le cas général.

Dans le cas des arbres le probleme d’inférence est efficace car linéaire en n.

Pour les graphes “presque arbres” on utilise I’algorithme de I'arbre de jonction (Junc-
tion Tree Algorithm) qui permet de se ramener a la situation d’un arbre.

Dans le cas général on est obligé de faire de I'inférence approchée.
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7.1.2 Inférence sur une chaine

On note X; une variable aléatoire a valeurs dans {1,...,K},i €V ={1,...,n}.

= % H Vi(;) H Yi—1i(Tiz1, ;) (7.12)

On souhaite calculer p(x;) pour un certain j. La solution naive serait de calculer la
marginale

plaj) = > plar,...,z,) (7.13)

Tv\{s}
Malheureusement ce genre de calculs présente une complexité de O(K™). On développe
donc I'expression

p( Z sz Z; sz 1, xz laxz) (7.14)

fCV\{a} =1

0> sz 7 Hm (@1 2 ()1 (1, 0) (7.15)

fCV\{J} =1
Z ZH@Z’Z L le 1 xl 17x2)¢n(xn)77bn 1n($n 171'71) (716)
@‘V\{J n} Tn =l

Ce qui nous permet de faire apparaitre le message envoyé par (n) a (n—1) : fp—pn_1(Tn_1).
En continuant, on obtient :

n—1

Z 1_‘[¢Z Li H 1 17i<$i—17xi)an(xn)@z)n—l,n(xn—l,l’n) (717)

mvwn} =1 =2

J/

~~
Mn—n—1 (xnfl)

:% Z H¢Z 1'7, dez 1,3 xz 1,[E2)

TY\{j,n,n—-1} t=1

X Z wnfl(mnfl)’l/}nflnfl(xnf% mnfl)ﬂn%nfl(xnfl) (718>

Mn—l—)n—2($n—2)

= — Z NlﬁQ(xn*2) unflﬁnfg(l‘nfﬂ (719>

TV\{1,j,n,n—1}

Et finalement on obtient :
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p(z;) = % fj—1-5 () Yi(x5) pjt1-5(x5) (7.20)

Avec uniquement 2(n — 1) messages on a calculé p(x;) Vj € V. Z se calcule en sommant

Z = Z Him1—i(23) Vi(2s) pig1—i(24) (7.21)

X

7.1.3 Inférence dans les arbres non orientés

On note 7 le noeud dont on veut calculer la loi marginale p(z;). On décide également que
i est la racine de notre arbre. V j € V, on note C(j) I'ensemble des enfants de j et D(j)
I’ensemble des descendants de j. Nous avons la loi jointe :

sz z) [ ¢ty (7.22)

zeV (i,j)eE

Pour un arbre avec au moins 2 noeuds on définit par récurrence:

F(wi, 25, vp()) = $ig(i, 25)15(;)) H F(xj, xx, o)) (7.23)
keC(j)

Puis en réécrivant la loi marginale

Z 77ij xz H F xl7x]7$D )) (724)

x\f\{ } JEC(7)

% xz H Z .CE“.%’],Q?D y)) (725)

JEC(3) T5,Tp(j)

) TT D0 v ay)vy(as) H() F(@5, a0 2 (7.26)
C@j

E
JEC(i) %5,%D(j)
1
2 i(;) H Zw” zi, ;)0 (x;) H Z F(xj, x, xp)) (7.27)
jec@) =zj keC( )Ik TD(k)
Nk—?jr(mj)
1
=~y w) [T - wis(wiay)vi(a)) H fsj () (7.28)
jec) = keC(j
MJ—T:(J»’Z)

Ce qui nous donne la formule de récurrence pour I’Algorithme Somme-Produit (ASP) :

7-4



Cours 7 — 9 novembre 2011 2011/2012

fj—i (i) wa i, T3)P5(;) H k() (7.29)

keC(j)

7.1.4 Algorithme Somme-Produit (ASP)

ASP séquentiel pour un arbre enraciné

Pour un arbre enraciné, de racine (i), I'algorithme Somme-Produit s’écrit de la maniere
suivante :

1. Toutes les feuilles calculent g, (27, )
Hn—smo (Tr,) = Z Vn(Tn) V7 (Tns Ty ) (7.30)

2. Ttérativement, a chaque pas de temps, tous les noeuds (k) qui ont requ des messages
de tous leurs enfants envoient pig_,, (7r,) a leur parent

3. A la racine, on a

L,
p(wi) = 7 Vi) Hﬂw ;) (7.31)

JEC(1)

Cette algorithme permet seulement de calculer la marginale p(x;) a la racine. Pour pouvoir
calculer toutes les marginales (ainsi que les marginales pour les arétes), il faut non seule-
ment collecter les messages depuis les feuilles jusqu’a la racine, mais ensuite les redistribuer
jusqu’au feuilles. En fait, 'algorithme peut alors étre écrit indépendamment du choix d’une
racine:

ASP pour un arbre non orienté
Le cas des arbres non orientés est légerement différent :
1. Toutes les feuilles envoient i, (Zx,)

2. A chaque pas de temps, si un noeud (j) n’a pas encore envoyé de message a 1'un de ses
voisins, disons (i) (Attention, i ne désigne pas ici la racine!), et s’il a re¢u les messages
de tous les autres voisins N (j)\i, il envoie & (7) le message

,u]—n fz Z % T w] Z(x“ 'IZ) H Hok—s (37]) (732)
keN(G)\{i}

7-5



Cours 7 — 9 novembre 2011 2011/2012

ASP parallele (flooding)

1. Initialiser les messages de facon quelconque

2. A chaque pas de temps, chaque noeud envoie un nouveau message a chacun de ses
voisins en utilisant les messages recu a l'itération précédente:

Marginales

Une fois tous les messages passés, nous pouvons aisément calculer ’ensemble des lois marginales

1
VieV, p(z;) = E i () H fi—si(T;) (7.33)
keN (i)
.. 1
v (Zvj) € Ea p(xhxj) = Z w (xl) ¢j<xj w], Ty, T H ,Ukaz xz H Mk*)j :Uj 7 34)
keN (@)\j keN (G)\i

Probabilités conditionnelles

On peut utiliser une notation astucieuse pour calculer les probabilités conditionnelles. Sup-
posons que 1’on s’intéresse a

p(zi|es = 3,210 = 2) x p(4, x5 = 3,10 = 2)
On peut poser
Us(x5) = s(5) (25, 3)
Soit de maniere générale, si on observe X; = x ;o pour j € Jyps, on peut définir des potentiels
modifiés: i
Vi (x;) = j(x;) 6(x5, )

de telle sorte que

p(x| Xy, = H@bl x;) H i (2, x;) (7.35)
ZEV (i,J)€EE
En effet, on a
p<x|XJobs = xJobso) p<XJobs = 'rJobs(]) = p('r) H 5('TJ7Q:JO) (736>
jEJobs

de telle sorte qu’en divisant 1'égalité par p(X,, = x,,.0) on obtient I'équation précédente
avec Z = Zp(X;, =), 0)-

Il suffit donc d’appliquer 'algorithme somme produit a ces nouveaux potentiels pour
calculer les marginales p(x;| X, = ©.,.0)
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7.1.5 Remarques

e [’algorithme ASP est également appelé belief propagation ou “Algorithme de Propa-
gation de Croyance”. C’est un algorithme exact d’inférence sur les arbres.

e S5i G n’est pas un arbre, 'algorithme ne converge pas en général vers les bonnes
marginales, mais donne parfois des approximations raisonables. On parle alors de
“Loopy belief propagation” et cet algorithme est néanmoins beaucoup utilisé en pra-
tique.

e [’unique propriété que nous avons utilisée pour construire 'algorithme est le fait que
(R, +, x) est un semi-anneau. Il peut étre intéressant de remarquer qu’il en est de
méme pour (R, max, x) et (R, max, +).

exemple Pour (R, max, x) on définit I'algorithme Max-Produit, encore appelé “al-
gorithme de Viterbi” qui permet de résoudre le probleme du décodage, c’est a
dire de calculer la configuration des variables la plus probable étant donnés des
parametres fixés, par les messages

i (T3) = max i (s, 25)5(x;) | e (7.37)

Tk

Si on effectue 'algorithme max-produit par rapport a une racine que 'on choisira, la
phase de collecte des messages vers la racine permet de calculer la probabilité maximale
sur toutes les configurations, et, si a chaque calcul de message on a également enreg-
istré les argmax, on peut effectuer une phase de distribution qui au lieu de propager
des messages, permet récursivement de calculer I'une des configurations qui atteint le
maximum.

e Dans la pratique, on est susceptible de travailler avec des valeurs tellement faibles
que l'ordinateur risque de renvoyer des erreurs. A titre d’exemple, pour k variables

1
binaires, la loi jointe p(zy, xs...7,) = on peut prendre des valeurs négligeables pour k
grand. La solution est de travailler en logarithme : sip = )", p;, en posant a; = log(p;)
on a :

log(p) = log

>
D elea >] (7.38)

log(p) = a; + log

Avec a} = max; a;. Passer au logarithme assure une stabilité numérique.
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7.1.6 Preuve de ’algorithme
On va montrer que ’algorithme ASP est correct par récurrence. Pour le cas de 2 noeuds, on
a:

po1,2) = 1)) ra(n, )

En marginalisant, on obtient :

1

P(xl) = z% (9131) Z %2(9517 $2)¢2($2)
m:f(xl) ’

Donc, on en déduit:
1
p(%) = E¢1($1>M2—>1($1)

Et 1
p(x2) = §¢2($2)M1—>2($2)

On suppose que le résultat est vrai pour les arbres de taille n — 1, et on considere un
arbre de taille n. Sans nuire a la généralité on peut supposer que les noeuds sont numérotés
de telle sorte que le n—ieme soit une feuille, et on appellera 7, son parent ( m, est unique
car le graphe est un arbre). Le premier message passé est :

Hn—smn (Tr,) = Z U Tn) Ynm, (Tns T, ) (7.39)
Et le dernier message passé est:
fr,—sn(Tn) = Z Vo (T ) n, (T, T, ) H H—sm, (T, ) (7.40)
Ty keN (mn)\{n}

Nous allons construire un arbre 7' de taille n — 1, ainsi qu'une famille de potentiels, de
telle sorte que les 2(n — 2) messages passés dans T (i.e., tous les messages exceptés le premier
et le dernier) soient égaux aux 2(n — 2) messages passés dans 7. On définit 'arbre et les
potentiels comme suit:

e T=(V,E)avec V ={1,....,n—1} et E = E\{n,m,} (i.e., c’est le sous-arbre corre-
spondant aux n — 1 premiers sommets).

e Les potentiels sont tous les mémes que ceux de T', excepté le potentiel

127% (Tr,) = m, (Iﬂn>ﬂn—>7rn (7r,) (7'41)

7-8



Cours 7 — 9 novembre 2011 2011/2012

On peut obtenir deux propriétés importantes:

1) Le produit des potentiels de I'arbre de taille n — 1, est égal a:

P(xr, . pmr) = % H Vi(;) H 77Z)i,j<xi7xj>1;7fn<x7rn)

1#n, Ty (3,7)€E\{n,mn}
1
= Z H ?/)z(l"z) H ¢i,j(xiaxj) Z¢n(xn)wﬂn($ﬂn)¢n,ﬂn($n7xﬂn)
i#n,ﬂ'n (3,5)EE\{n,mn} Tn
= Z sz xz H ¢z,g xl7xj
Tn ( ,])EE

= Zp(xla s 7xn—17$n)
Tn

ce qui montre que ces nouveaux potentiels définissent sur (Xi,..., X, 1) exactement la
distribution induite par p en marginalisant X,,.

2) Tous les message passés dans T correspondent aux message passés dans T (hormis le
premier et le dernier).

Maintenant, en faisant I’hypothese de récurrence que I’algorithme somme produit est correct
pour les arbres de taille n — 1, nous allons montrer qu’il est correct pour les arbres de taille
n. Pour les noeuds i # n,m,, le résultat est évident, puisque les messages passés sont les
memes:

Vie V\{n,m), plas) = % Gilw) T i) (7.42)
keN(3)

Pour le cas ¢ = m,, on déduit:

p(zr,) = wm Tr,) H Lk—r, (Tx,)  (produit sur les voisins de 7, dans T)
n)

1 -
= E¢Wﬂ (xﬂn) H Hk—m, (xﬂ'n)

keN (mp)\{n}

1
= Z¢wn (xﬂn ):un—ﬂrn (xﬂn) H Hk—mn (xﬂ")

kEN (n)\{n}

= wﬂn xﬂ'n H ,Ukﬁﬂn xﬂ'n

kEN 7Tn)

Pour le cas © = n, on a:
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p(z)
P\Tn, Tr, ) = p\T) = % T Q/Jml Lr, wn,ﬂn xnvxﬂn
V\{n,mn} V\{n7T
a(@my)
Donc :
P(Tn; Tr,) = U, (an)a(xﬂn)¢n(xn)¢n,ﬂn (T, T, (7.43)
Par conséquent:
p(g’.ﬂ'n) = %rn (xﬂn)a(xﬂ'n> Z wn(mn)wn,ﬂ'n (xna xﬂ'n)
s (@)
Donec:
p(ZL‘ﬂ )
o(Tr,) = . 7.44
S A P R (7:44)
En utilisant (7.31), (7.32) et le résultat précédent, on en déduit:
P(Tn; Tr,) = Yr, (xﬂn)¢n(xn)¢n,7rn (T, T, p(xﬂn)
Ve (T, ) s, ()
1
—@Dnn ('Tﬂ‘n) erj\/’(ﬂ- ) Hk—sm, (-Tﬂn)
= Uy (T, ) (T )0 (T, T ) 2 .
R P PR Py
1
= Zwﬂ*n ('Tﬂ'n)wn(xn)wn,ﬂ*n (xnvxﬂ'n) H Hk—sm, (xﬂ'n)
keN (mn)\{n}

En sommant par rapport a x,,, on obtient le résultat pour p(x,):
1
= Zp(xTU xﬂ'n) = Ewn(xn)/ﬁﬂ—n%n(ajn)
Ty,

Proposition:

Soit p € L(G), pour G = (V, E) un arbre, alors on a:

p(:cl,...,xn):%]_[w( )11 px“x] (7.45)

eV z])GE
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Preuve: on le montre par récurrence. Le cas n = 1 est trivial. Ensuite, en supposant que
n est une feuille, on peut écrire p(xy,...,z,) = p(x1,..., T 1) p(xs|T,, ). Mais multiplier
par p(z,|T,, ) = % p(z,,) correspond exactement a rajouter le potentiel d’aréte pour

(n,m,) et le potentiel de noeud pour la feuille n. La formule est donc vérifiée par récurrence.

7.2 Chaines de Markov Cachées (HMM)

Dans le modele de Markov Caché (HMM: Hidden Markov Model), nous notons zg,z21,...,2r les
états discrets correspondant aux variables latentes, et yo, y1,...,yr les observations discretes
ou continues. Supposons:

1. zp suit une loi multinominale de parametre m, 7 € Ag, Vk € {1,2,..., K}, on a:
T — P(Zok = 1)

2. {20,...,2r} est une chaine de Markov avec P(z; = 1z = 1) = App, A =
(Akx ) 1<k <k matrice de transition.

3. On a:

T—-1 T
(20, 21, Yo, - yr) = p(20) [ [ p(zesalz) [ [ ol 20)
t=0 t=0

Les taches a accomplir sont:
o Le filtrage : p(zir1|y1, -y Ut)
e Le lissage : p(z|y1, -y yr)

e Maximiser : max p(zy,...,27)
21,27

On utilise I'algorithme de somme-produit. Tout d’abord on calcule les messages a faire
passer. Comme on conditionne sur les variables o, . . ., yr on devrait considérer les potentiels
&(zt, Y1) = p(Ye|26)0 (Yr, [Ye)obs) avec [yilobs la valeur de Y; effectivement observée. En fait, par
souci de simplicité, on identifiera y; et [y]ons dans le reste du calcul de fagons a ne pas devoir
écrire toutes les fonctions de Dirac, en gardant a ’esprit que les variables y; sont des valeurs
fixées numériquement alors que z; est une variable prenant toutes les valeurs dans {1, ..., K}
et qu’il faudra marginaliser.

Hyo—z0(20) = P(Yol20)
ag—sz (21) = ZP(ZI|Z0)/~LZ!0—>ZO(ZO)

20

Mytfl—ﬁztfl(zt—l) = P(?Jt—1|zt—1)

Pz or sz (2) = Zp(zt‘zt*1>ﬂzt—2*>zt—1(ztfl) p(zi-1lyi-1)

Zt—1
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Propriété:

Les messages arrivant en t vérifient:

Hzt—1ﬁzt<zt)ﬂytﬁzt<zt) = p(zt7 Yo, - - - ?yt) (746)

Cette propriété découle immédiatement par récurrence de la formule de calcul des messages.

Maintenant, on définit deux coefficients:

Forwa’rd: O[t(Zt) - ,uzt,1—>zt (Zt>,uyt—>zt (Zt) - p(Zt, y07 R yt)
Backward: fi(2:) = iz, (%)

Par récurrence, il est facile d’obtenir les résultats suivants, par la formule de récurrence
des messages.

ar(z) = p(yt|zt)2p(zt|zt_1)at_1(zt_l)

Zt—1

Be(z) = Zp(zt-l-l|Zt)p(yt+1|Zt+1)6t+1(zt+1)

Zt+1

Avec les initialisations:

ao(z0) = p(Yolzo)p(20)
Br(zr) = 1

Proprieté 7.1 1. p(ze, 90, - - -, yr) = au(2e) Be(2)

2. p(yo,- -, yr) = ;Oét(zt)ﬁt(zt)

_ pGeyossyr) a2z Be(ze)

3. p(alyos - yr) =BG T Saioni a0
2t

4. pourt <T, p(% Zt+1|y07 . ;yT) = m at(Zt) ﬁt+1(2t+1)p(zt+1|2t)p(yt+1\2t+1)

Algorithme de EM

Avec les notations précédentes, on écrit la vraisemblance complete:
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T—1 T
l.(0) = log (P(Zo) HP Ze41] %) Hp Yel2) )
t=0 t=0

K T-1 K T K
= tos (I T IT 45 T T tol= =)
i=1 t=0 i,j=1 t=0 i=1
K T-1 K T K
= 25(20 = i) log(m;) + Z Z 0(ze41 = 14,20 = j)log(Ai;) + Z 25(% = i) log(p(ye|2t))
i=1 t=0 i,j=1 =0 i=1

Quand on applique l'algorithme EM a I’estimation des parametres d’'un HMM on utilise
I'inégalité de Jensen pour obtenir une borne inférieure de la vraisemblance

10gp<y07 s 7yT) Z Eq[logp<ZO7 sy ZT7 Yo, - - - 7yT)] - Eq[lc(g)]

A la Ekieme itération de I'algorithme, pour I’étape E, on calcule la borne inférieure pour
q(z0,. .., 20) =P(Zy = 20, ..., Zp = 20|Yo = o, ..., Yr = ;0" 1) = P(Z = 2|V = y;0"71)
pour (Yo,---,yr) = ([Yolobs, - - - » [UT]obs) les valeurs observées.

o E[0(Zo = i)ly] = P(Zo = ily; 6*)
o E[0(Z, = i)ly] = P(Z, = ily; 6* )

o E[6(Zyp1 =14,2, = jly; 05 = P(Zyyr =4, 2y = jly; 0571)

Le calcul a I’étape E revient donc & remplacer les variables cachées §(zg = i),0(z; = 1)
et §(zi11 = 1,2, = j) par les quantités ci-dessus dans I'expression de la log-vraisemblance.
Ensuite a 'étape M, de la k-ieme itération, on maximise la nouvelle log-vraisemblance de
la maniere habituelle en 6, c’est & dire en 7, A) et par rapport aux parametres de la loi
conditionelle de 1, sachant z;, pour obtenir les estimateurs des parametres 6*.
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