Algorithme Somme Produit et modéle de Markov Caché 2009/2010
Cours 5 — 28 octobre 2009

Enseignant: Francis Bach Scribe: Karen Randria, Pierrick Paillet

5.1 Algorithme somme-produit

Sur un arbre non orienté (i.e., un graphe non orienté sans cycles), on considére une fonction
u(z) se factorisant dans G:

H ¢1j T sz xz

(i,J)EE eV
Le but est de calculer les marginales de u(x).

@ Le graphe moralisé d'un DAG est un arbre uniquement si ce DAG ne contient pas de
V-structures.

Définition 5.1 Les lois marginales sont données par:

T4, JF0
u(wiwy) = Y uf)

T, ki, kA ]

Le principe sous-jacent de cet algorithme est de remarquer que ce qui a été fait pour z;
n’a pas besoin d’étre fait a nouveau pour z;, 7 < ¢. On consideére donc les messages suivants,
auxquels on va attribuer un protocole de passage particulier:

Définition 5.2 Pour un couple (i,j) € E, le message m;; de i — j (fonction de x;) est égal

a:
mg; ‘1'] § % T wm iL‘Z,Jjj H mk”t xz

keN (i)\j

Pour calculer le message de ¢ vers 7, on prend donc en compte le potentiel lié¢ a 'aréte
(i,7) et les messages envoyés par les voisins de i qui ne sont pas j (N (i) \ 7). Il faut donc
avoir défini tous les messages précédents pour pouvoir calculer le message qui nous intéresse.
On peut cependant remarquer que si i est une feuille de 'arbre, il n’a qu’un seul voisin (j).
D’ou le protocole de passage suivant, valable seulement dans le cas de I’arbre:

Remarque 5.3 Pour un arbre a n neeuds, on compte 2(n — 1) messages. En effet, il y a
n — 1 arétes et on passe dans les deux sens.
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Construction d’un ordre de passage
Lorsque les messages sont passés en série, les ordres de passage respectant le protocole
sont tous obtenus comme suit:

1. Définition d’une “racine” r (n’importe quel sommet)
2. Orientation du graphe

3. Choix d’un ordre topologique pour I’arbre orienté (sans perte de généralité, on considére
que cet ordre est (1,...,n)).

Nous pouvons alors distinguer 2 phases:

e La collecte (fleche en pointillés)

n — T,

n—1 — w1

2 — 7T2:1

Ce qui permet d’obtenir les n — 1 messages m;; 0 % j

e la distribution (fleche en tirets)

7T2—>2

T, — N

Ce qui permet d’obtenir les n — 1 messages m;; 0 i j

Figure 5.1. Collecte et Distribution des messages
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Théoréme 5.4 Si le “protocole” de passage des messages est respecté, une fois les 2(n — 1)
messages passés, nous avons:

o Vi, u(w;) = i) erN(i) M; ()
o Vi,j € B, ulwi,x;) = vi(@:)V;(x)) Vi (i, 25) [Teenrany M (@) Trenryn mi ()

@ L’algorithme somme-produit n’est exact que pour les arbres. L’application aux graphes

avec cycles (souvent appelée “loopy belief propagation”) pose beaucoup de problémes
de convergence méme si elle est souvent utilisée (voir chapitre sur les méthodes approchées
d’inférence).

5.1.1 Exemple a 3 noeuds

2 1 3

O——0

Figure 5.2. Modéle a trois noeuds

M31(ZE1) = Z¢3($3)¢13(I1,$3) attention ¢13 = ¢31

m21($1) = Z ¢2($2)¢1z($1, 132)

on passe ensuite a la distribution : myy(z2) = Z Py (1) Y12(x1, x9)msy (1)
1

m13($3) = Z U ($1)1/)13($1, $3)m21($1)

Au final
u(zr) = Z¢1($1)¢2($2)¢1z($17562)1/13(36’3)%3(171,$3)
= Ui(z1) Z Vo (22)Y12(21, 72) Z V3(x3)i3(w1, 73)
= ¢1($1)m21($1)m31($1)
de méme, on obtient par exemple : wu(x3) = 3(x3)miz(z3)
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5.1.2 Complexité totale

La complexité de I'algorithme de passage d’'un message de ¢ — j avec des variables prenant
r valeurs vaut:

O(r*( #W () -1))

On en déduit que la complexité totale est O(r?n), i.e., linéaire en n, ce qui est plus rapide
que I’élimination.

5.1.3 Risque d’underflow

On risque de travailler avec des valeurs tellement faibles que I'ordinateur peut renvoyer des
erreurs. Par exemple :

1
pour k variables binaires — p(z1, 2...2,) = o donc si k = 40 la valeur est trés faible.

La solution est de travailler avec des logarithmes. Par exemple :

a+b = ceet+ef = ¢

= C = log(e” +€P)
= C = A+log(l1+e% ) siA>B

Remarque 5.5 Il existe un paralléle entre [’algorithme utilisé pour la FFT et ’algorithme
somme-produit.

5.1.4 Algorithme max-produit

Dans le contexte du cours, seule la propriété que (R, +, x) soit un semi-anneau commutatif
est utilisée. En particulier, on a besoin de la distributivité du produit par rapport a la
somme : a.b+ a.c = a(b+ ¢). Cette distributivité est aussi présente sur le semi-anneau
commutatif (R, max, x). En effet il suffit de remplacer + par max et garder le produit. On
peut donc faire une substitution entre les deux semi-anneaux et utiliser la nouvelle régle de
distributivité max(a.b, a.c) = amax(b, c).

Ainsi, toutes les procédures d’élimination et d’algorithmes somme-produit, qui ne sont basées
que sur la distributivité s’appliquent. Par exemple, pour calculer max, u(x), on fait passer
les messages

mij(xj) = HiaX %(% ¢2] xlvxj H mk‘z xz
‘ keN ()\j
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5.2 Algorithme somme-produit - Preuve

On considére la procédure suivante (dite “en série”) pour I'ordre de passage des messages: on
définit une racine en choisissant un des sommet (au hasard); cette racine permet de définir
un unique arbre orienté.

On considére un ordre topologique quelconque (i.e., tel quun noeud apparait toujours
apreés ses parents), et on suppose que les noeuds sont etiquettés en suivant ’ordre topologique,
ie, V ={1,...,n}. Voir figure.

v
pes
L . .
I 4 )'*?__5
| & ;--y > O
) U
8

Les 2(n — 1) messages sont passés dans Iordre suivant:
n—-m,n—1—>m_1,...,2 > Ty, Ty —2,...,T, >N

Cette procédure respecte bien le protocole de passage des messages, i.e., un sommet n’envoie
un message que quand il a recu un message de tous ses autres voisins.
Nous allons démontrer qu’une fois les 2(n — 1) messages passés, les marginales sont égales a

keN (i)

\V/(’L,j) € Ev u(xﬂx]) %(%)%(% %3 xz;l'] H mkz xz H mg, ; J:] (54)

keN (3)\j EeN()\i

Le résultat se démontre par récurrence sur le nombre de sommets. L’hypothése de récur-
rence est que pour tout arbre de taille n, toute famille de potentiels, toute racine, et tout
ordre topologique correspondant, les équations (5.3) et (5.4) sont vraies.
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5.21 n=2

Si T a deux sommets 1 et 2, alors deux messages sont passés, de 1 vers 2: mya(x2) =

> e, Y1(71)t12(21, 72), puis de 2 vers 1: my(z1) = Y, ¥o(w2)¢12(21, 72). D’autre part, on
a par définition

u(zy) = Z¢1($1)¢2($2)¢12($1,I2)
= wl(l’l)zwz(l’z)%z(%,@)

u(z1) = Yi(w)mar(r),

et de fapn analogue, u(xs) = ¥ (xe)mya(x2). Ainsi, 5.3 est vérifiée.

Enfin, on a directement par définition u(xy,z2) = ¥(x1)Y(x2)Y (21, 22). D’out 5.4 est
également vérifiée.

On a donc montré que le résultat est vrai pour n = 2.

5.2.2 n—1—n

On suppose que le résultat est vrai pour les arbres de taille n — 1, et on considére un arbre
de taille n, avec racine et ordre correspondant.

Comme le sommet n (dernier dans ordre topologique) n’a qu’un seul voisin 7, le premier
message passé, de n vers 7, est

Moy (T,) = D W (@0) U, (T, T,

Le dernier message passé, de m, vers n est égal a:

Men(Tn) = Z%rn (27, )V, (Tn, 77, ) H M, (T, )

Ty, keN (mn)\{n}

Nous allons construire un arbre T' de taille n — 1, ainsi qu’une famille de potentiels, de
telle sorte que les 2(n —2) messages passés dans 1" (i.e., tous les messages exceptés le premier
et le dernier) soient égaux aux 2(n — 2) messages passés dans 7. On définit arbre et les
potentiels comme suit:

o T =(V,E)avec V ={1,....,n—1} et E = E\{n,m,} (ie., c’est le sous-arbre corre-
spondant aux n — 1 premiers sommets).

e Les potentiels sont tous les mémes que ceux de T, excepté le potentiel zﬁﬂn(:cﬂn) =
¢Wn (xﬂ'n )mnﬂ'n (Iﬂ'n) .
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e La racine est inchangée et 1’ordre topologique est aussi conservé.

Le produit des potentiels de I’arbre de taille n — 1, est égale a:

n—1
ﬂ(l’l, - ,$n_1) = H @Dl(xl) H @bij(xia xj) My, ($ﬂn)
=1

(i,79)EE\{n,mn}

n—1
= v TL - vulenn) | 3 vnan)um (oo 2e)
=1

(4,79)EE\{n,mn}

— Zle(mz) H Vij (w5, 7;)
T i=1 (i.j)eE

= Zu(a:)

Tn

et est donc égal a la marginalisation de u(z) aux n — 1 premiers sommets.
Par construction, tous les messages passés dans T correspondent aux messages passés
dans 7' (hormis le premier et le dernier). Nous montrons maintenant que les équations (5.3)
t (5.4) sont vraies.

Cas1l:i1#n,i#m,

Les messages correspondant a ces noeuds sont les mémes dans les deux arbres T et T, et
comme les marginales sont les mémes (car @ est elle-méme la marginalisation de u sur les
n— 1 premiers sommets), les équations (5.3) et (5.4) sont vraies par hypothése de récurrence.
En particulier, (5.3) est vraie pour tout i ¢ {n,m,} et (5.4) est vraie pour tout i ¢ {n,m,}
et j voisin de 1.

Cas2:1=m,

Dans ce cas, par hypothése de récurrence,

W(xy) = U () H M, (Tx,)  (produit sur les voisins de m, dans T)
keN (mn)
= /(;ﬂ'n ('rﬂ'n) H mk‘ﬂ'n (xﬂ'n)
keN (mmn)\{n}
= Y(xn,)Mpm, (Tr,) H M, (2, ) par définition de v,
keN (mn)\{n}
= xﬂn H Mkr, xﬂ'n
kEN (7n)

Comme u(x,,) = u(x,, ), 'équation (5.3) est vérifice.
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Cas3:i=n
Il reste & montrer que les marginales sur n et (n,m,) sont effectivement correctes. On a:

w(Tp, Tr,) = Z u(z)

Tq
IFEN,IFETy

u(z)
= ¢n<xn)¢ﬂn(‘rﬂn)¢nw”(mn7xﬂm) Zc: ¢n(xn)¢ﬂ ($7r )¢n7r (3771 X )7
o - " n y Ly,
alzr,)

et par conséquent

u(z,,) = Z W(Tp, Tr,)

Tn

- (Z wn(xn)wmrn (xm mﬂn)> wﬂn <x””)a(x”">

= M, (T, ), (T, ) (T, ).

On en déduit alors

B 1 u(Tr,)
a(zy,) = Ve (Tr,) M, (T,)
et )
U,([L'n,l'ﬂ—n) = wn(l'n)wmrn (xnvl’ﬂ'n)TnU(l‘—gg)'

En utilisant le résultat montré pour le cas 2, on obtient:

wﬂ'n (xﬂ'n) HkGN(ﬂn) mkﬂ'n (xﬂ'n)

U(Tn, Tr,) = Un(T0)Vnr, (Tn, Tr,) Mo ()
= ¢n (In)wﬂn (mﬂn)¢nﬂn (l’n, xﬂ'n) H Mir, (Iwn)
kEN (mn)\n

ce qui montre le résultat pour la probabilité jointe sur z,,z,, . En sommant par rapport a
Zn,, on obtient immeédiatement le résultat pour u(zx,):

u(z,) = Z w(Tp, Tr,)

= Z wn(mn)djwn (x7rn)¢n7rn (:Ena xml) H M, (:L‘ml)
Ty, kEN (mmn)\n
= Pn(Tn) Z Vo (T, ) Y0, (T Ty ) H Mier, (T, )

Ty kEN(ﬂ—n)\n
= Yn(Tp)Mn,n(x,) par définition de my, ,,
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5.3 Chaine de Markov Cachée (HMM)

g ql q2 qT

— — <
e p - d
T /‘\ T -f"f‘\" T Protocole de passage des
0 1 2

Figure 5.3. Modéle de Markov Cachés

On note qg...qr les états discrets, et yo...yr les observations discrétes ou continues.

Taches On suppose que ¢ suit une loi multinomiale de parameétre 7 et que les ¢ ne prennent
que k valeurs. ¢;+1|q; a pour loi la matrice k x k de transition p(qi+1|q:)-
Les taches a accomplir sont :

e L’Inférence :

— Le filtrage : p(qes1|y1, - Ut)
— Le lissage : p(q|y1, -, y7)

— Maximiser : max, p(q|y)

e [’apprentissage.

Les observations sont décrites par : y5...y5 = d(y; = v;)
T T

On prend comme modele p(¢,y) = p(qo) Hp(ytht |JECa=
= t=1

T
et comme fonction u(q,y) = H My =v;)
t=1
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5.3.1 Application de I’algorithme somme-produit

Comme on a un arbre, on utilise l'algorithme somme-produit. Dans le cadre simple des
HMM d’autres méthodes pourraient étre envisagées, mais c’est en fait un bon prétexte pour
apprendre a 'utiliser. D’ailleurs, pour des arbres compliqués, 1’algorithme somme-produit
marchera encore ce qui n’est pas nécessairement le cas des méthodes ad-hoc.

On identifie d’abord pour potentiels p(qo), p(qe+1|q) et p(ylq:), t =0,..., T — 1.
Les messages sont envoyés selon le protocole : y; — ¢i,q¢i — ¢iv1 dei =0a1 =T —1 et
enfin yr — qr. Ils valent :

Myo.40(00) = P(Y0|q0)

Mao,q1 (Q1> = Zqo p(QI|QO>my0,QO (QO>

mqut (Qt> = p(ytl%)
Magy,qi41 (Qt—H) = th p((]t.H|qt)mqt717qt(qt)myt7qt(qt)

Proprieté 5.6 Les messages arrivant en t+1 vérifient mg, g, (Ge+1)Myss 1 qin (@G41) = P(Yos -Yet15 Ge41)

Pour obtenir ces formules, il suffit d’appliquer 'algorithme somme-produit au graphe
obtenu en supprimant le futur.

Soit a(q) = Mg, 4.4, (¢)My, 4, (qr), alors a; est une probabilité égale & p(yo, ..yet1, ¢ry1) €t
on a la formule de récursion « suivante :

at+1(Qt+1) = p(yt+1 |Qt+1) ZP(%H |Qt)at(Qt)
qt

avec pour initialisation ag(qo) = p(%olqo)p(qo)-
On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 5.7

Py, yr) =Y alg)

Le calcul de p(y) se fait donc en O(Tk?) opérations (car chaque récursion est un pro-
duit matrice/vecteur). On effectue résent la rétropropagation des messages. Soit (;(q;) =
Mg, 1.q.(qe), alors on a la formule de récursion suivante :

5t(Qt) = ZP(%H |Qt)5t+1(fh+1)p(yt+1 |Qt+1)

qt+1

avec pour initialisation 8r(qr) = 1.
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Théoréme 5.8 p(qi, Yo, ----yr) = au(q)Bi(qr),

p(% qt+1, Yo, ---, yT) = p(Qt+1 |Qt)04t(Qt)5t+1(Qt+1)p(3/t+1\Qt+1)-

Finalement, le calcul de max, p(q|y) se fait en remplagant les sommes par des max. La
tache d’inférence est donc effectuée.

Pratique En pratique, 'application directe de la formule de récursion pour le calcul de oy
ne marche pas pour un grand nombre d’états, car on atteint alors la précision machine de
1071 pour les éléments de la somme. Il existe plusieurs solutions pour calculer efficacement
les valeurs. Parmi celles-ci, citons le codage en log :

log(i41) = log p(yes1|gis1) + 108D plgura|ar)es )

qt

On utilise alors la formule log(>~ e¥?) = log(d e¥i™maxYi) 4 max ¥, qui permet d’éviter
les problémes d’arrondi.

Estimation des paramétres
Supposons donnés :

* p(qo) = gy,

® p(@+1lar) = Agpyras

® p(yila:) = f(ye, a1, B).

Alors on écrit la vraisemblance compléte:

T-1 T
L. = log(p(qo) H (ge+1]ge) Hp Yelqe)
=0 t=0

k T-1 k T k
log(H (qo=1) H A° 7Qt+1 i,qt=7) HHf Ui, i, B (gr=i )
i=1 t=0 i,j=1 t=0 i=1
k T-1 k T k
Z (q0 = i)log(m;) ZZ (qe1 =i, q0 = ) log(Aiz) + > Y (g = i) log(f (g, i, B))
Py =0 i,j=1 =0 i=1
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Pour 'étape E de I’algorithme EM, on calcule donc :

e E(0(q0 = )ly) = p(qo = ily)
o E(0(q: = i)ly) = pla: = ily)

o E(0(q1 =1, ¢ = jly) = p(qes1 = i, ¢ = jly)

Il suffit alors de remplacer les variables cachées 6(qy = ©),0(q = @) et é(qa1 = 4, q = J)
par les quantités ci-dessus : puis on maximise la nouvelle log vraisemblance de la maniére
habituelle pour obtenir les estimateurs des parameétres.

5.4 Naive Bayes

Cadre On considére un document texte ¢ formé de mots pris dans un ensemble de mots
de taille p ( Pordre de grandeur de p est 10%). On définit une variable z; € {0, 1} valant 1 si
le ¢ mot est dans le document et 0 sinon. On va chercher a classifier le document ¢ parmi
une ensemble de K classes de document.

Hypothése Sachant la classe y, les mots sont indépendants.

®

Théoréme 5.9 o Soit G un DAG sur Xy, X,,..X,

o Soient n observations completes id de X1, Xo,...X,,

e Supposons que chaque proba conditionnelle ne dépende que d’un seul paramétre : p(x;|z,,, 0;)

Alors le Maximum de Vraisemblance se découple.
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Pratique On va evaluer p(z; = 1ll¢ = k) = n; et ainsi par Bayes on pourra estimer
p(q = klz; pour ¢ € {1,p}) et ainsi classifier le document g.

5.5 Vecteurs Gaussiens

Cadre On ne considére plus des variables discretes mais gaussiennes. Posons © = (x1, ..., z,) €
R™ un vecteur gaussien de moyenne j et de matrice de variance-covariance ..

Remarques préliminaires
e Supposer 1 = 0 ne change rien au probléme
o ¥, ; = Elx;z]
e ),;i=0 = X, LX;

5.5.1 Condition de factorisation dans un graphe

Proprieté 5.10 Soit G = (V, E) un modéle graphique non orienté.
p(z) € L(G) <= V(i,j) ¢ E= (X71),;, =0

Démonstration En développant le produit matriciel, on constate que :
1 _
p(x) o H%p(—§($z‘ — ) (@5 = ) (571 )
2%
or :

H%p(—%(% — )y —p) (i) = 11 €$P(—%(93i — i) (25— 1) (B71)iy)

D’ou la conclusion. [}
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