Cours MVA 2005 - Modeles graphiques
Devoir a la maison 1 - Correction

(rédigée a partir de la solution de Laurent Jacob et Roland Donat)

1 Elimination pour modeles dynamiques

1.1 Premier graphe (modeéle de Markov caché)

Le graphe de la figure 1 est un arbre orienté donc la largeur arborescente est égale a 1. La
version moralisée est présentée sur la figure 2 (la moralisation n’ajoute pas d’arc pour un
arbre orienté). La figure 3 propose un ordre d’élimination. Comme pour tous les arbres, le
graphe reconstitué est identique au graphe moralisé (figure 2).
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F1G. 1 — Modele de Markov caché
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FiG. 2 — Modele de Markov caché moralisé
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Fi1G. 3 — Ordre d’élimination pour le modele de Markov caché




1.2 Deuxieme graphe
Le graphe de la figure 4 comporte des structures en V. La version moralisée est présentée sur

la figure 5. la largeur arborescente est égale a 2 et la figure 6 propose un ordre d’élimination.
Le graphe reconstitué est identique au graphe moralisé en figure 5.
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FiGc. 4 — Deuxieme graphe
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Fi1c. 5 — Deuxieme graphe moralisé
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Fia. 6 — Ordre d’élimination pour le deuxieme graphe



1.3 Troisieme graphe
Le graphe de la figure 7 comporte des structures en V. La version moralisée est présentée sur

la figure 8. la largeur arborescente est égale a 2 et la figure 9 propose un ordre d’élimination.
Le graphe reconstitué est identique au graphe moralisé en figure 8.
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Fia. 7 — Troisieme graphe
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Fi1c. 8 — Troisieme graphe moralisé
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Fia. 9 — Ordre d’élimination pour le troisieme graphe



1.4 Quatrieme graphe (modéle de Markov caché factoriel)
Le graphe de la figure 10 comporte des structures en V. La version moralisée est présentée

sur la figure 11. la largeur arborescente est égale a 3 et la figure 12 propose un ordre
d’élimination. Le graphe reconstitué est présenté en figure 13.

Pour ces modeles factoriels il est important d’éliminer les sommets par colonnes afin d’éviter
des cliques trop larges.
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F1G. 10 — Modeéle de Markov caché factoriel
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F1G. 11 — Modeéle de Markov caché factoriel moralisé.



FiGg. 12 — Ordre d’élimination pour le modele de Markov caché factoriel
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Fi1G. 13 — Modele de Markov caché factoriel : graphe reconstitué correspondant a ’ordre
d’élimination de la figure 12

2 Estimation de parametres — Lois Normales

2.1 MLE d’une loi normale multivariée

On dispose de N points i.i.d. x; € RP, i = 1,... N, issus d’une loi normale N (u, ), avec
1€ RP et X2 € RP*P symmétrique, strictement définie positive. On a donc

1

N
par,. oy | wE) = [[ e (—%m—wz—%x—m), avec ¢ = (20)P/%(det 2)1/2
C
=1

N
1 1 _ _ _ _
= c_NeXp (—5251 a:Z-TE lzz:i—xiTE l,u—uTE 1:1:Z-+MTZ 1u>

N
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En passant au logarithme, on obtient

N
N 1
Inp(xi,...,on | 1, X) = —Nlnc— guTZ_lu ~3 ng—E_lxi — 227 tay) T
i=1

Pour p, 'estimateur de maximum de vraisemblance, noté fipry, doit vérifier
a%lnp(ml,...,xN]u,E):O = —NEfl,u]:[i—Eflzijilxi:O
= p= oy il T

. . N
Finalement, on a jip;y = % D oisq T

Pour ce qui est de 32, on rappelle que 'on a
1
plar, ..oy |1 2) = c(det )N 2 exp (—— Z:(a:Z — ) 2Nz — ,u)) , avec ¢ = (2m)~NP/2,

24
=1

Il s’agit a présent de trouver les valeurs de la matrice ¥ qui minimisent la vraisemblance
p(z1,...,zn | 1, ¥). Remarquons tout d’abord que (z; — u) X712 — ) € R, ainsi il est
possible d’écrire

tr ((JUZ — ) Nz — ,u)> = (zi—p) 2z — p),

ou tr(A) désigne la trace de la matrice A.

En utilisant ce qui précede, on obtient

N
1
P, o [ ) = e (dev) M exp (—5 S i) 2 - u))
=1

N
= ¢ (detX) M2 exp (—% Ztr ((xz )N — u)))

i=1

on utilise l'identité matricielle tr(AB) = tr(BA)
| N
_ —N/2 4 o _ 3 Ty-1
¢ (detX) exp ( 5 ;:1 tr ((gvZ p)(z—p)' X >>

N
= ¢ (det2)" M2 exp (—%tr (Z(xz —p)(z — u)TE_1>>

=1

= ¢ (det 2)™ V2 exp (—;tr (SZI)> ,

avec S = Zfi (@i — p)(x — )T € RP*P une matrice symétrique définie positive.

La log vraisemblance est égale a :

N 1 N 1
logc — ) logdet ¥ — §tr(5271) =logc+ 5} logdet A — §tr(SA)
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ot A = Y71, la log-vraisemblance est une fonction concave en A et sa dérivée est égale &
(voir chapitre 13 du polycopié) :
N 1
—At-Z8
2 2
Le maximum est donc atteint pour A = NS~
Finalement, on en déduit l'estimateur du maximum de vraisemblance 3y défini par

N

A 1 . .
Yymy = N Z;(xi — v ) (@i — fiav)
1=



2.2 Densité a posteriori - loi normale
On dispose de N points i.i.d. z; € R, i =1

,...IN avec

o?), o~ N(uo, 7

), 0%, 7*€R, R
La densité a posteriori du parametre p a pour définition

p(p | (xi)ie{l,...,N})

x| p~ N,

_ p(ien,ny | p)
L@,y | P2
N

1
7 Cl ==
=1
Ainsi on obtient

Jop((@i)ieqr,.. vy | Wp(p)dp

L Vars ‘5(9%;“)2] glmexpl‘
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o33 )r(2Ee )]
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(k_emd 2<2Egﬂ fm)

o2 + 72
En remarquant que p(u | (7);eq1

(| (in)ie{l,A..,N})

(5]

N}) est la composée d’une fonction exponentielle et
d’une fonction quadratique en u, on en déduit qu’il s’agit d’une densité gaussienne. Ainsi
en posant que p(t | (z:)ieqs

oY) ~ N (un, 0%), on a
(1] @hetrny) = o 1(“‘“N>2
Ti); — | — .
PULT AT ieq, N} \/%GN 2 oN
Par identification, il vient
1 N N 1 5 o272
D e g2
]2V o2 | 72 N
et

— >0
N72 4 02
_ E: Ho _
o3 o2 xi+72<:>'uN_<
i=1

N72

2
o
N72—|—02> par < NT2 4+ 2) Ho

o
NB : pas besoin de calculer le terme constant ; savoir que log p(u) est une fonction quadra-
tique concave de p suffit & montrer que la loi posteriori est normale



2.3 Densité a posteriori - loi normale multivariée

On dispose de N points i.i.d. z; e RP, i =1,... N avec
x|~ N, %), p~N(po, T), B,T€RPP g € RP.

La densité a posteriori du parametre p est donnée par

N
Pl | (%i)ieqr,...n3) Ci [ p(i | wp(w)
=1

N
1
= Chexp [5 <;J(Nz—1 +T YHp—2u" (2—12:@ +T‘1uo>>] .
=1

Pour des raisons analogues au cas précédemment, on a p(p | (i)icq1,..n}) ~ N(un, Xn).
Ainsi, par définition la densité est proportionnelle a

1 _
Caex | 300~ )23t = )|

ce qui permet d’en déduire, en utilisant I'identité matricielle (A~'+B~1)~"! = B(A+B) A
et par identification :

1 1.\*
YHA=NY 4T —= SNy =TT+ =2 >

et
N 1. \! 1 1. \!

»not :NE*E 4+ =TT+ =X —(T+ =% )
N HN - Ti+ Mo == UN + N MML+N + N Ho

NB 1 : la moyenne a posteriori est une combinaison convexe entre la moyenne a priori et la
moyenne empirique.
NB 2 : lorsque N — 0o, un — HUML-

NB 3 : les expressions sont cohérentes avec les résultats précédents.

3 Probabilités marginales — Algorithme Somme Produit et
paires

On cherche & démontrer par récurrence sur n que I’hypotheése H,, : soit T' = (V, E) un arbre
a n sommets et n — 1 arétes. Une fois les 2(n — 1) messages de l'algorithme SOMME-
PRODUIT passés en série, les marginales sont égales a

Vi eV, a(x;) = (x) H myi(x;), (1)
keEN(3)
V(i j) € B, alwi,x;) = (@)@ (@i, 2) [ meil@) [ mwslz), (@)
keN O\ {5} keN()\{i}

est vrai Vn € N\ {0,1}.



Supposons que n = 2.

T a deux sommets x1 et zo. u(z) a donc pour expression

u(wy, x2) = (1) (22)Y (21, T2).

D’autre part, on a par définition

a(zy) = Y (@)(w)y(z1,72)

a(r1) = P(r1)mza(r1),

et de facon analogue, a(x2) = ¥ (x2)m 2(z2). Ainsi, (1) est vérifiée.

Enfin, on a directement par définition a(x1,x2) = u(z1,z2) = ¥(x1)Y(z2) (21, 22). D’on,
(2) est également vérifiée.

On a donc montré que Hoy est vrai.

Supposons maintenant que Hy est vrai Vk € {2,...,n— 1}.

Soient 7" = (V, E) un arbre de taille n, et I = {1,...,n}, un ordre respectant la structure
de T. On définit T = (V, E) un arbre de taille n — 1 avec V=V \{l1} et E=FE\{1,m}.
Autrement dit, T est identique a T' excepté que 1'on a enlevé une de ses feuilles (et comme
T est un arbre, il a toujours au moins une feuille). On définit également I=T1\{1}, @,
m, et N qui représentent respectivement dans 7', l'ordre, la loi jointe, les potentiels, les
messages et le voisinage dans 7.

Par définition, on a

i(x) = Y ule)
= Y@ I e

z1 i€V (i,j)€E
ﬂ(x) = waz H 1/1%7% Zlﬁ J51 -lexm)
eV (i,5)€E

»
oty (@)

Ainsi @(z) se factorisera dans T avec les potentiels ¢ définis par



Par construction de T, tous les messages passés sont les mémes dans T et T si 'on peut
montrer que les messages émis de 71 sont les mémes; on a :

Vie N(mM\1}, mei(z) = Y v(@e)v@izng)  [[ 0 mem (@)

Ty keN (m1)\{1}

= Z¢(xﬂl)m1,ﬁ1(x7rl)w(xi>wm) H mkﬂl(xﬂl)
Ty ke./\/’(ﬂ'l)\{i,l}

= Z Q;Z) 1:71'1 IEZ, :'I"Tl'l) H mkmrl (xfrl)
o kN m\G)

= Thm,i(:vi).

On vient donc de montrer que les messages passés dans 1" sont identiques & ceux passés
dans T privé du nceud 1.

Passons maintenant au calcul des marginales dans T'.

Cas1l::>1
On a

VieV, a(z;) = Zu(:c)

2j
= Z H w(xp) H ¢($paxq)
3, PEV (p.)EE
- Z Hd}xp H V(Tp, 2q) Z¢ 1) (T, 1)
J?é’b J?ﬂ pev (P, q)GE
= > v 11 @pagmin @x)
jig1 PEV (r9)EE
= > )
i1

VieV, a(z;) = az;).
Or, par hypothese de récurrence, on a

VieV, a(x;) = () H i (1),

keN (i)

et on a vu précédemment que I’équivalence des messages dans T et T lorsque 4 = 1. Aussi,
on obtient
VieV, a(z;) = H myi(x1).
kEN(3)
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De fagon analogue, on a également

V(i,j) € E, a(z;,z;) = Z u(z) = Z (x)
k;éf,llcc;éj k;éi,kifj,kyél

V(’L',j)EE, CL(.CL‘Z',CE]') = EL(?El’,IE]’),

et par hypothese de récurrence,

(i, j) € R, a(wi,z;) = v(x)b(@) (o) [ wal) [ ().

keN ()\{j} keN (j)\{i}
D’on,
V(i j) € E, alwi,x;) = ¥(@)(x)v(@i,2) [ meile) [ mws)).
keN(\{5} keN(5)\{i}

On vient de montrer que H,, est vrai pour tous les noeud de I'arbre sauf le noeud 1.

Cas2:i=1
On a
alvn, o) = Y ulx)
i#l?ci;ﬂl
_ u(z)
dlenen) = Wleen)i@nam) D G Sy
i#1, iy
a(xry)
et par conséquent
a(ﬂ-l) = Za(xl’xm)
= (Zw(xl)w(xlaxm)> 1/1(%1)04(%1)
a(m) = m1,7r1(x7r1)7/’(377r1)a(337r1)‘
On en déduit alors
alm) = 1 a(zr,)
i ¢(mﬂ1) mi,m ($ﬂ1) ‘
et
O e

En utilisant ’hypothese de récurrence sur a(x, ), on obtient :
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(arsm) = Vbl gy N e Mo ()

= ¢($1)¢(xﬂ1)¢($lamﬂ1) H mk,m(xm)
keN (m1)\{1}

ce qui montre le résultat pour la probabilité jointe sur x1, 2;,. En sommant par rapport a
Zx,, on obtient immédiatement le résultat pour a(zy).
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