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VERIFICATION STATIQUE DE LA COHERENCE
DYNAMIQUE DES PROGRAMMES

1°) - PRESENTATION DU PROBLEME -

La notion de type ou mode dans les langages de programmation, permet générale-
ment une vérification statique (3 la compilation), de la cohérence dynamique

(3 1l'exécution) des programmes. Toute valeur a un mode unique, qui caractérise
les actions qui peuvent &tre exécutées sur ou avec elle. En ALGOL 68 par

exemple, les déclarations

struct (int jour, string mois, int an) t = (11, "juillet", 1971) ;

struct (long bits ¢) u

permettent au compilateur de détecter que les écritures
mois of u

ou
c of t

Pd
sont erronees.

Pour certains types toutefoils, certaines opérations sur des objets de ce type,
ne sont pas définies pour certaines valeurs ayant ce type. Par exemple, en

PASCAL [1] on peut déclarer :

type personne = record
nom : alfa
pére, mére : 4 personne ;
end 3
var x, y, z : t personne ;
mais 1'opération x * * nom n'est définie que si x + nil. Les techniques de
compilation actuelles ne permettent pas de déterminer que x n'est pas nil
quand on accéde 3 un champ de l'enregistrement repéré par x. De ce fait,
certains compilateurs* insérent des tests dans le code généré pour détecter

ce genre d'erreur 3 l'exécution du programme.

* La plupart des compilateurs utilisent le mécanisme de protection mémoire
(& un cout pratiquement nul), mais cette technique n'est pas utilisable pour

des langages d'implémentation de systéme, comme LIS.



x * 4 nom sera compilé comme

if ¥ ¥ nil then

cee X * 4 nom ...
else

erreur 4 1l'exécution ;

i s

Ces tests sont généralement redondants avec ceux que le programmeur a placés

dans son programme d'aprés la logique de son probléme.

Un deuxiéme exemple de vérification dynamique de la cohdrence des programmes,
est celui des objets de type discret numérique ("Subrange Type" [1, 6.1.2],

type discret numérique en frangais).

Ce type est défini comme un intervalle fermé du type entier, par indication

de la plus petite et de la plus grande valeur dans cet intervalle.

Exemple 1 : var v : -10 .. +23 ;

La définition du langage PASCAL est telle qu'un compilateur ne peut pas
vérifier statiquement, qu'une variable de type discret numérique t ne prendra

en cours d'exécution que des valeurs situées dans l'intervalle défini par t.

Le point de vue de 1'écrivain de compilateur est alors le suivant [2] :

a) - En Pascal, le type d'un objet 0 déclaré de type discret numérique t est
le type entier.

b) - On teste d 1'exécution que les valeurs de l'objet 0 sont dans les limites
de 1'intervalle défini par t.

Exemple 2 : Dans 1'instruction d'affectation :

v i=v +5
on doit tester a 1l'exécution, que la valeur délivrée par l'expression est

dans l'intervalle ~10 .. 23.

Malheureusement le colit de ces tests de validité insérés systématiquement

par le compilateur dans les programmes est généralement jugé excessif par

les utilisateurs. Ils utilisent donc une version du compilateur qui n'effectue
pas l'insertion de vérifications dynamiques, ce qui les conduit 3 exploiter

des programmes faux, & découvrir leurs erreurs aprds une longue période



d'exploitation dans le meilleur cas, 3 obtenir des résultats erronés mais
tenus pour corrects dans le pire. Pour cbtenir un compromis entre fiabilité
et colt d'exploitation des programmes, nous pensons que le programme objet
doit tenir compte de toutes les déclarations de l'auteur du programme
source, et que pour cela, le compilateur doit insérer un nombre minimum

(et suffisant) de vérifications dans le programme objet.

Ce document présente une technique de compilation, permettant de déterminer
statiquement en chaque point d'un programme, un domaine de valeurs possibles
pour les objets de ce programme. Par exemple, on peut déterminer que dans

le programme PASCAL :

var j : integer

t : array [1 .. 11] of real ;

J =03
while § < 10 do
j oe= 341
[o] goo (& o o0 R
end

la valeur de j en [a] est comprise entre 1 et 11, donc, en particulier qu'il
est inutile de tester dynamiquement gque j est compris entre les bornes du

tableau T.

La détermination statique des domaines des valeurs dynamiques des objets
d'un programme, est basée sur 1'interprétation abstraite des programmes
telle qu'elle a été utilisée par SINTZOFT pour faire des preuves de program-
mes [3], par KILDALL pour l'optimisation globale [4], par WEGBREIT pour
1'extraction de propriétés des programmes [5], et par KARR pour découvrir
des relations linéaires (ox + By + ... = Y) entre des variables (X, y, ++)

d'un programme [6].

Dans notre cas, cette interprétation abstraite des programmes consiste a
"exécuter" ces programmes, non pas avec des valeurs associées aux variables,
mais avec des domaines de valeurs associées aux variables. On peut ainsi
déterminer quel est le domaine des valeurs possible pour les variables en
chaque point d'un programme, ce qul permet d'assurer statiquement la

cohérence dynamique des programmes.



2) - EXEMPLE -

L'exemple que nous cholsissons pour la présentation informelle de la méthode
est volontairement trés simple. Il permet de présenter la méthode, sans

prétendre illustrer sa puissance
var j : integer ;
3= 1
while j < 10 do

J Jj+1 3

sous forme d'organigramme, on obtient

B
vrajs
b 4
e |J := j+l
— J

Pour faire l'interprétation abstraite, on associe 3 chaque arc de 1'organi-
gramme, un contexte abstrait, qui est un ensemble de couples (identificateur,
valeur abstraite),différant par leurs identificateurs. Une valeur abstraite,
est un objet qui désigne un ensemble de valeurs concrétes. C'est ainsi, que
dans notre exemple, les valeurs abstraites seront des intervalles fermés

sur les entiers, [a, b], qui désignent les valeurs concrétes entiéres, a,

atl, at2, ..., b (b = a).



A la fin de 1'interprétation abstraite, les contextes abstraits ont la

propriété suivante

(P) quelle que soit la valeur concréte "VC" affectée 3 un identificateur "i"
sur un arc "a" d'un programme "p", lors d'une exécution réelle (quelconque
mais correcte) de "p", "Vc" appartient d 1'ensemble des valeurs concrétes
désignées par la valeur abstraite "Va" de "i" dans le contexte abstrait "C"

~

associé d 1l'arc "a" 3 la fin de 1l'interprétation abstraite.

La construction des contextes abstraits associés aux arcs du programme se
fait pas & pas, comme suit : on commence par l'arc d'entrée du programme,
avec un certain contexte initial, et le contexte vide sur les autres arcs.
Pour chacun des trois types de noeuds (affectation, décision, jonction), on
décrit une transformation qui spécifie le(s) contexte(s) abstrait(s) sur

1'(es) arc(s) de sortie de ce noeud en fonction

- des contextes abstraits sur les arcs d'entrée du noeud,

- et quand c'est nécessaire, du contenu de ce noeud.

Ces transformations ont la propriété que si les contextes d'entrée satisfont
(P), alors le(s) contexte(s) de sortie satisfait(ont) (P). Ces transformations
sont appliquées, jusqu'd ce que les contextes abstraits soient'stabilisés',
c'est-d-dire que 1l'application d'une transformation sur un noeud gquelconque

ne modifie pas le(s) contexte(s) sur 1'(es) arc(s) de sortie.

Nous décrivons maintenant sommairement ces transformations pour les différents
types de noeuds. Elles constituent les opérations de base ou élémentaires de
1l'interprétation abstraite. Nous ne faisons pas une présentation générale,
mais nous utilisons 1l'exemple de valeurs abstraites de type intervalle

d'entiers, pour déterminer les domaines de valeurs des variables entiéres.

L'interprétation abstraite &lémentaire d'un noeud affectation

Nys Gy = (35 v,)

consiste & évaluer 1'expression "expr' dans le contexte Cl’

ce qui délivre



une valeur 'v", qui est affectée & j, c'est-d-dire que la valeur ",
associée a j dans le contexte C2 est remplacée par "v" (ou un couple (j, v)

est introduit dans 02 si j n'avait pas de valeur dans le contexte 02).
Une expression réduite a une constante ¢ s'évalue en 1'intervalle [c, c].

Une expression réduite 3 un identificateur s'évalue dans un contexte C, en
la valeur associée 3 cet identificateur dans le contexte C. (Pour simplifier
d ce point, notons que si 1'identificateur n'est pas défini dans le contexte
C, son évaluation peut conduire 3 la valeur par défaut [-o, +=]).

Une expression e somme de deux expressions e, te, s'évalue, en évaluant

e, ce qui donne [a, B], en évaluant collatéralement e,

[y, 8] puis en délivrant la valeur abstraite [a +7vy , B + 8].

ce qui donne

L'interprétation d'un noeud test comme

nls C]_ - {{jﬂ [aa B-I)}

s'effectue comme suit :

ler cas : B < 10 : Pour toutes les valeurs possibles de j comprises entre

o et B, le tedt est vrai, donc on continue 1'interprétation abstraite par

la branche n,, avec le contexte C, égal a C,» puisqu'aucun élément du con-
texte C, n'a été modifié par la comparaison.

2éme cas : o > 10, on continue 1'interprétation par n,, avec C égal a C

2 i

3&me cas : o < 10 < B

Dans une interprétation réelle, 1'arc n, sera suivi si j < 10, donc pour

les valeurs de j comprises entre o et 10, tandis que l'arc n, sera suivi

pour les valeurs de j comprises entre 11 et B. Dans 1'interprétation abs-
traite, les deux chemins sont suivis de facon quasi-paralléle

ng, C3 S0 e, Q00D et n,, C, = {(3, [11, Bl)}. Le choix du chemin a suivre

en premier n'a aucune importance. On voit donc, qu'd cause des noeuds de



test, l'interprétation abstraite doit suivre, non pas un chemin d'exécution,
mais plusieurs, a tour de rdle. Quand on sélectionne un chemin parmi ceux a

suivre, on l'exécute, jusqu'd arriver 3 un noeud de sortie

>

(auquel cas, on s'arréte et l'on cholisit de poursuivre avec un autre chemin

candidat 3 1'exécution) ;

ou a un noeud de jonction :

(auquel cas, on suspend 1l'exécution de ce chemin, pour continuer avec un

des chemins candidats 4 l'exécution). Les noeuds de jonctions permettent
donc la synchronisation des exécutions quasi-paralléles. Ceci est nécessaire
puisque 1'information dont on dispose sur l'arc B, est 1'"union" des infor-
mations dont on dispose sur les arcs s
tion par l'arc de sortie du noeud de jonction il est naturel d'attendre

ees O Avant de continuer 1'exécu-

d'avoir rassemblé toutes les informations disponibles sur les arcs d'entrée.
Quand toutes les exécutions quasi-paralléles sont bloquées sur les noeuds
de jonction, on peut calculer 1'information disponible sur l'arc de sortie

de chacun de ces noeuds, puls reprendre les exécutions quasi-paralléles.

Supposons que les exécutions quasi-paralléles soient bloquées sur un noeud

de jonctions dans 1'état :

o, € = {3,055, s D} ay, C, = {(3,1[1,, s,1)}

n

B, C
Sur la branche Oy j est compris entre il et s, tandis que sur la branche
0y j est compris entre i2 et Sye On dispose donc sur la branche de sortie

B, de 1l'information que j est compris dans 1'union des intervalles [il, sl]

et [i2, 82]. On peut définir cette union, comme suit



[i, s,] v liy, s,] = [min(i;, 1)), max(s;, s,)]

Noter que dans le cas d'intervalles disjoints, cette opération correspond a

une perte d'information puisque si par exemple s, < i2, on affirme sur la

a5
branche B de sortie que j peut €tre compris entre s, et 12 ce qul n'est pas
le cas sur la branche o, ou 0,. Cette perte d'information se justifie, puisque

1 2
la notion d'appartenance a des intervalles disjoints n'existe pas comme notion

de base du langage PASCAL. De facon générale 1'interprétation abstraite peut
ignorer toutes les informations qui ne sont pas utiles pour 1'analyse parti-

z

culiére du programme interprété.

Dans 1l'interprétation abstraite d'un programme, on est amené a la suite de
chaque itération dans un cycle, a passer par l'arc B. Supposons qu'une
premiére itération ait associé le contexte C 3 l'arc B. (Eventuellement

C = ® contexte vide 3§ 1l'initialisation). Quand cette exécution s'arréte a
nouveau sur le noeud n de jonction, elle le fait avec C, sur o, et C2 sur Q.

Soit C' = C. U CQ’ union des contextes C, et C2. Supposons pour simplifier

que C' = {(§, [i',s'}t et ¢ = {(5, [i, i])}. On remarque tout de suite que
si C' = C, il est inutile de continuer 1'interprétation abstraite, qui avec
les m@mes hypothéses ne peut conduire qu'aux mémes conclusions. De méme si
cr 2 C, (C' eest inclus dans C), c'est-d~-dire que 1 < i' < g' £ g, il est
également inutile de continuer 1'interprétation abstraite sur la branche B,
avec la justification intuitive que si le domaine de j est plus petit sur
l'arc B qu'il n'était auparavant, il en sera de méme sur tous les arcs des
chemins d'origine B. Enfin, si le domaine de j dans C' n'est pas inclus ou
égal 3 celui de j dans C, il faut continuer 1'interprétation abstraite sur
1'arc B, parce que les conclusions que l'on a obtenues 3 1'itération précé-
dente ne sont pas les plus larges que 1'on peut obtenir. Dans ce cas l'inter-

prétation continue en remplagant C par C U C'. (A la premidre itération avec

s UC =C). Noter, qu'aprés m passages sur l'arc B, on utilise le contexte
(ver {(2 U c'y) u C'y) ... U C'm) sur cet arc. Pour que le processus termine,
i i = = I ot = ( = ot et 1P =
il faut que la suite Co = o, C, (o U C l), c, ((p u C l) uC 2), Cm
(...((2 0 c'y) G C'y) ... ¥ C'm) converge, plus précisément, qu'il existe §

tel que CQ+1 est inclus ou égal a Cl' Noter, que notre opération u d'union,
n'assure pas cette convergence dans le cas général : si par exemple

cr, = {(3, [1, i)}, on a ¢, =8, ¢ =c'y={(G, [1, 1D}, ...,

c, = C'i U C'i_l = {(j, [1, i1)}, suite non convergente. Pour assurer cette

convergence, on remplacera C par C V C', avec
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[11, sl] \ [12, 52] = [(si i, < i alors -« sinon 11),
(§E.82 > s; alors +« sinon Sl)]

On a maintenant

C =29

o

c, = e V{3, [1, 1D} = {(3, 1, 1D}

= 7 !
02 Cl Ve 1

= {3, [1, 1D} ¥ {5, [1, 21D}

= {(§, [1, 11 V [1, 2D} = {(§, [1, +=])}
C. = C2 v C'3

= {(3, [1, +=D} 7 {(3, [1, 3]}

= {(§, [1, +=1 V [1, 31D} = {(5, [1, +=])}

:C2

On a évidemment une perte d'information, mais les exemples que nous donnerons
confirment que ce choix est judicieux, en particulier, nous démontrerons que
1'interprétation abstraite de tous les programmes termine, méme si ces

programmes ne terminent pas dans les exécutions réelles.

Avant de traiter notre exemple introductif, il reste 3 expliquer pourquoi,
sur un arc de sortie d'un noeud affectation ou test, on ne fait pas 1'union

des contextes obtenus & chaque itération :

~ ~
cme . éme . .
n - itération (n+l) - itération

1 1
l Cn cn+l

()
l 2 l Cn-l—l

si une itération supplémentaire a &té nécessaire c'est que cr

!
41 R'est pas

inclus dans C'n.

Mais d'aprés le traitement fait aux noeuds de jonctions C'n est inclus dans

H 3 ! I:I 343 1y =
C n+l? puisque C ntl est de la forme C 0 V C'. Dans ces conditions 1l'inter

.

prétation du noeud affectation dans le contexte C'n+l qui inclut C'n, produit
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un contexte C qui inclut Cn’ par conséquent Cn = C qui inclut Cn 3 C. I1

+1
en va de méme pour les noeuds tests.

Une présentation plus rigoureuse de 1'algorithme d'interprétation abstraite

suit cette introduction informelle, et compléte cette explicationm.

Le programme que nous avons choisi en exemple, est interprété en commencant

par les conditions initiales

Ty Cl =0
a 3 =1
2, C, =0
= g
4, C, = @
6, C6 -5 © faux -.[::>d
vrai i
e
N

1'interprétation commence par le noeud a, 1'expression 1 dans 1'instruction
j := 1, a la valeur abstraite [1, 1] et par conséquent G = {3, [1, 1D}
Le noeud de jonction b, synchronise les chemins d'exécution quasi-paralléles.

Le contexte C!' de sortie est

c'=c. ucC

o 0 {(3, [1, 1D} = {(, [1, 1D}

<]l

puis C, := @ V C!' = {3, I1, 1D}
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1'interprétation du noeud c, nous conduit 3 prendre la branche vraie, car si
j est égal a 1 il est inférieur ou égal & 10, donc C5 = {(5, [1, 1D}. L'inter-

prétation du noeud e, j := j+1, conduit

Qs

©

s = 1, [1, 11 + I1, 1))

{(3, [2, 2D}

On obtient, en attente sur le noeud b :

=

v
(@]
11

©1

{3, [1, 1D}

{(3, [1, 1D}

b, Cl1L = @ d
faux

vrai 5, C5 = {(3, [1, 1D}

6,C; = {(3,[2,21))

e j i = j'{‘l

Le contexte de sortie sur le noeud b, est

(@]
It
(@)
cil
(@)
1

» UCs = 13, [1, 1D} U {(3, [2, 2D}
{5, I1, 2D}

On remplace donc C3 par C3 V C' soit :

c, = 1(3, [1, 1D} ¥ {(3, [1, 210}

1]

{5, 1, 117 [1, 2D} = {(5, [1, +=D}
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: . . : p: q .
1'interprétation du noeud c, nous conduit alors a deux chemins d'exécution :

- D'une part, sur l'arc 4, avec CL+ = {(3, [1, +*D} qui conduit au noeud d
et termine,
- D'autre part, sur l'arc 5, avec C. = {(i, [, 10D} 1'interprétation du

noeud e, conduit alors a :

C

5 {3, [, 101+ I, 1D}

{(5, [2, 11D}

On obtient, en attente sur le noeud b :

g Cl =9
a5 =4
2, ¢, = {(3, [1, 11}

{3, [1, +=])}

4, ¢, = {(3, [11, +=1)}
d
faux '[::>

{(3, [1, 101)}

6,C¢ = {(3,[2,111)}

3
ol
NS
ot
@]
1]

]
[
1]
(N
-
=

Le contexte de sortie sur le noeud b, est :

2 C6

{5, [1, 1D} 0 {5, [2, 121}

(el

C! =C

]

{3, [1, 11 v [2, 11D} = {(5, [1, 11])}

Mais C' = {(j, [1, 111)} est inclus dans C, égal & {(j, [1, +»])} et 1'inter-

3
prétation abstraite s'arréte. On a ainsi obtenu un domaine de valeurs pour

sur chaque arc du graphe de programme. Noter que la convergence est treés
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rapide, mais que, en contre partie, 1'inteprétation abstraite conduit a des
résultats faibles, par exemple, sur l'arc 4 on a trouvé que j est compris
entre 11 et +°, tandis que lors des exécutions réelles, j sera égal a 11.
Toutefois, l'intervalle trouvé dans 1l'interprétation abstraite, inclut le

domaine des valeurs réelles de j.

Par extrapolation des résultats obtenus sur cet exemple, on s'apercoit que

1'inteprétation abstraite permet :

- la détection des constantes : une variable ayant la méme valeur [c, c] sur
toutes les branches de 1'organigramme est une constante égale 3 c.

- la détection de certaines variables non initialisées, sur les arcs ol
cette variable ne figure pas dans le contexte associé (comme l'arc 1 de
notre exemple).

~ la détection de certaines branches mortes, c'est-d-dire celles qui ont un
contexte final vide. (Reprendre l'exemple, en remplagant le noeud e pour

j := j-1 et la branche 4 est morte). Noter que certaines branches, pour la

e . »
détection des erreurs de programmation, du genre

if (3 <2) VY (§ <11) then
write "erreur de programmation" ;
stop

£i

.
H

sont redondantes, mais utiles 3 la lisibilité des programmes et peuvent &tre

Pl . - pd . .
€liminées automatiquement par une analyse statique du programme.
- La détection de certaines boucles infinies, par exemple, une boucle comme

while p(x) do
begin

end

dont l'organigramme est :

2
( \ 3
B(x) } faux ’

vrail 4

[ 4

tn




est infinie, si 1'évaluation du prédicat p(x) dans le contexte associé 3 la

branche 5 est toujours "vrai.

Bien silir, ce résultat étant indécidable, il n'est pas slir que 1l'on détectera

ainsi toutes les branches mortes, boucles infinies, etc... du programme.

- La détermination du type des variables dans des langages "sans-types" comme
LISP ou APL ....
- Btc....

Aprés cette introduction, il nous reste 3 présenter de facon rigoureuse
l'algorithme d'interprétation abstraite, et 1'interprétation des opérations

Z P . . £3
€lémentaires, puis a donner quelques exemples convaincants.



2°) - ALGORITHME D'INTERPRETATION ABSTRAITE -

La correction de l'algorithme d'interprétation abstraite repose sur un certain

nombre de propriétés mathématiques des valeurs et contextes abstraits. Un

préliminaire introduit ces propriétés.

2.1 - Préliminaires mathématiques -

Soit un ensemble E et deux opérations U et V définies sur E, satisfaisant

les axiomes suilvants :

Al

E x E «&>E

3
¥(x, vy, 2) ¢ E°, on a :

A2

A3

Ak

A5

PDEF1

PDEF2

AB

A7

(x u(yuz)) = ((xvuy)uz) associativité

(xvuy)=(y ux) commutativité

1

(x u=x)=x idempotence

{10e€eE | xu@P=¢gux=x} élément neutre
def
x<yl<={xvuy=y}
def
x<yl =>{xsy) A x$}
Vv

: ExE~E

(xuy) <(xVy)

Tout triplet (E, u, V) satisfaisant les axiomes Al 3 A7, posséde les

propriétés suivantes :

la relation < est une relation d'ordre partiel.

lemme P1

réflexivité :

(A4) = (x U X) = x => x £ x



antisymétrie :

(x £ y) A (y £ x)

(PDEF1) => ((x uy) =y) A ((y U %) = x)
(A3) => ((xuvy)=y)A ((Xuy) = x)
=y = X
transitivité :
(x <y) A(y < z)
(PDEF1) == ((x uy) =y) A ((y U z) = 2) (1)
= ((x uy)uz)=z
(A2) => (x u (yuz) =z
(1) => (x U z) = z
(PDEF1) = x < 2
——lemme P2
{¥(x, y) € £? , X<xUYy}
E(x Uy) = (xuy)) A ((xux)==x) (AL)
=> ((x ux) Uy) = (xvUy) '
(A2) => (x U (xUuy)) =(xuy)

(PDEF1l) => x < (x U y)

——lemme P3

{¥(x, y) € B2, (x<xVy)A(x<yVxl
(P2) = xs$sxXxUy (1)
(A7) = (xUuy) <(xVy)

(P1, transitivitéd) =>x <x Vy

(1) et (A3) = x < (y U x)
(A7) - => (y u x) s (yV x)

(P1, transitivitéd) = x < y V x

——lemme P4

{v(x, v) €»E2 {x¥+xu vyl =>{x ¥ xV yi}
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Par 1'absurde, supposons x = x V y (1)
(P2) =>x<x Uy (2)
(A7) = xUysxVy

(1) = x Uy <x (3)

(2), (3) (P1, antisymétrie) == x = x U y, négation de 1'hypothése

x 3 x U y, donc absurdité.

lemme P5—
¥(x, y) ¢ B2, (x==xV v} = {x =x u y}
(A7) = (xuy) <(xVy)
= (x Uuy) <£x (D
(P2) = x < (x uy) (2)

(1), (2), (P1, antisymétrie) => x = x U ¥

lemme P6

W(x, 3) € B, ((x syN} = {(y <y ux) A (y <y V)

a) - supposons —(x £y) Ay =y UX

(A3) = ~(x<y)Ay=xuUy
(PDEF1) => —(x < y) A (x <y), absurdité, donc y % vy U X (1)
(P2) =y <y ux (2)

(1), (2), (PDEF2) => y <y U x

b) < (1), (Py) =y $y Vx (3)
(P2), (A7) =y <yuxs<syVx
(P1, transitivité) = y <y Vx (4)

(3), (4), (PDEF2) => y <y V x

— lemme P7
a) ¥ ¢ E ., {g < x}

b) ¥x € E {x #¢l= {p < x}
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a) - (A5) = (@ u x) = x
(PDEF1) = ¢ < x

b) - (@ 2 x) A (x% @)= @ <x (PDEF2)
lemme P8
¥x e B, {x% ¢}= {a(x<0)}

A contrario, supposons (x F @) A (x < @)

(PDEF1) = ((x u @) = @) A (x £ @)

(A5) => (x = @) A (x $ @), absurdité
lemme P9
¥x € E 5 {x £ @0V x}
(A5) = x =z fux (1)
(A7) = Juxs@Vx (2)

(1), (2), (P1, transitivitéd) => x < @0 V x

lemme P10

{1'opération u est compatible avec la relation d'ordre .
def
partiel < } <>

{¥(a, b, ¢, d) € E4 | (@<b)A(csd)}= {(auec) < (bud}

(a £Db) A (c g4d)
(PDEF1) => ((@ ub) =b) A ((c v d) = )

= (b ud) =(aubdb)u (cud
(A2) =s(bud) =auv((dud lcud))
(A3) = (bud =auv(u(duc)
(A2) = (b ud)=auvu((bud uec)
(A3) = (bud =avu(cu((bvyud)
(A2) = (bud)=(avec)u (buad
(PDEF1) = (a U ¢c) £ (b v d)
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lemme P11

fas} = {{3xeE | ¥eE xuy=yl}l={x=¢}}

Pour y =%, onax u® =9
(A5) X

1]
L2t

Ce lemme rappelle que 1'élément neutre % de E est unique, ce qui est un

résultat connu.

——Ilemme P12

{(a2), (A4), (A5)} =
{vw(x, V) € E2 l (xuy) = 2} = {(x = &) A (y = ?)}

tx uy) = 9 (1)
(A5) = xy % =x

(1), (A5) = (x u (x U ¥)) = x (2)
(D, (A4) = ((xux) yuy) =9

(A2) = (xUu(xuy)) =9 (3)
(2), (3) = x=29 (1)
(1), (1) =>(Puy) =2

(A5) =y = @

——J]emme P13

2
¥(x, y) € E7,

Lxsy}lI=1{,Wux) <}
= {4 ((y Vx) < y)}
-(x < y)
(P6) =y < (y U x)
(AY) = y < ((y uy)ux)
(A2) =>y < (yu (y ux))
(PDEF2) =>y 3y u (y U x)
(A3) =y + (yux)uy

(PDEF1) => L((y u x) <vy)
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Pour le deuxiéme volet du lemme, on a :

-(x < y)
(P6) =y < (y U x)
(PDEF2) => y % (y U x)
(Py) =y :|: (y V %) (1)
mais (P3) => y < (y V x)
(PDEF2) = y U (y Vx) = (y V x) (2)
(L), (2)=y :I: vy U (y V x)
(A3) =y3$yVx)uy

(PDEF2) ~((y Vx) <y)

2.2 - Valeurs concrétes et vdleurs abstraites -

Nous noterons VC, l'ensemble des valeurs concrétes, définies dans le langage
de programmation étudié. Ces valeurs sont des entiers, des booléens, des
pointeurs, des tableaux .... Pour simplifier la présentation nous supposerons
que les vérifications de types, (telles qu'elles sont faites actuellement dans
des langages comme PASCAL), ont été menées a bien, avant de faire 1'inter-

prétation ahstraite.

Nous noterons Va l'ensemble des valeurs abstraites, qui pour simplifier,

n'est pas structuré par la notion de type.

On introduit 1'opération @, d'abstraction des valeurs concrétes, qui, & un
ensemble de valeurs concrétes fait correspondre une valeur abstraite. Dans
notre exemple introductif, on a vu le cas de 1l'abstraction d'un ensemble

d'entiers :

XeN @(X)=J{MIN(X) ) MAX(x)]

xeX xeX

L'opération Y, de concrétisation des valeurs abstraites, fait correspondre
un ensemble de valeurs concrétes a une valeur abstraite. Dans notre exemple

introductif, on a vu que :

Y(la, B1) = {o, a+1, 042, ..., B}
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v @
2 = Va

Définition - DEF2 - v : union de valeurs abstraites

V xV =&y
a a d

———~ﬂXEothése - H3

{@ est un homomorphisme de (QVC, u) dans (Va’ )}
i 2
B, v e @), e, v vy = v T e,

—Définition - DEF4 - vy : concrétisation de valeurs abstraites

Y
v, —e* 2Vc

Les fonctions @ et Y sont liées par les relations suivantes :

——Hypothése - H5

{#v € QV“ , {v e y(@ (v))}}

Nous Egiliserons également cette hypothése sous la forme :

{9y ¢ 2'C s x e vi= {x e y(@(v))}

r—ilypothése - H6—
{¥v ¢ Va . {v = Qly(v)) 1}
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Lemme - L7
def
a) - {@, est surjective} <= {¥y ¢ Vo Ix < w | v = @(x)}
def o
bH) - {y est injective} <> {{¥(x, y) ¢ Va | v(x) = y(y)} = {x= y}}
def
> {{¥(x, y) « vj | x v} = {y(x) # y(») 1)

@oy

La fonction composée Va—qa+ Va est bijective, a cause de 1'hypothése H6,

d'od le lemme L7.

Noter que les hypothéses (H5) et (H6) sont toutes deux indépendantes 1'une par
rapport & 1l'autre. En volci la preuve par deux contre-exemples :

Exl : V = {x, vy}, V {anids

© a
y(a) = {x} , @(®) = a, @({x}) = o, @({y}) = o et @{x, y}) = a.
On a @(y(a)) = @({x}) = o, mais y € {y} et v & y(@({y})) = v(a) = {x}

Ex2 : VC = {x} , Va = {a, B}

1]

v(a) = {x}, v(B) {x}, @(@) = o, @(x) = a, on a x € {x}

et x e v(@({x})) = y(a) = {x}, mais @(v(B)) = @(x) = a # B.

Lemme L8——— U admet un élément neutre

{30evVv |V eV,xu0=0ux = x}
a X d
{0 = e?}
Lemme L9 U est idempotente
{¥x e V = X G X = x}
a

Lemme L10——— u est commutative

{¥(x, y) € Vi , (xuUuy) = (yux)}
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Lemme L11 u est associative
3 - = - Y
¥(x, y, 2) € v, ((xuy)uz)=(xul(yuz))}
Démonstrations

; Ve P
L'ensemble 2 de tous les sous-ensembles de 1'ensemble Vc’ avec la réunion
U comme loi de composition interne, et 1'ensemble vide @ comme élémernt
neutre est un monoIde abélien unitaire, noté (2Vc, U, #). L'image par @

= e Vv . = Do g r, =
(Va’ U, ) du monoide (2°¢, u, @) est donc un monoide abélien unitaire,

d'od L8, L9, L10, L1l.

——Définition - DEF 12

¥(x, y) € Vi 5 {x

Comparaison de valeurs abstraites

v} %€ (x Ty =y}

AL

——Définition ~ DEF 13

2 e & S

Al

{V(X: y) € Vi . {x

Nous introduisons maintenant la notion d'élargissement de valeurs abstraites.
Dans notre exemple introductif les valeurs abstraites étaient des intervalles

d'entiers. On avait défini l'union d'intervalles par :

[a, b] u [c, d] = [min(a, c), max(b, d)]

De méme, 1'élargissement de valeurs abstraites était défini par :

[a, bl V [c, d] = [si ¢ < a alors -« sinon a,

si d > Db alors +w sinon b]

Immédiatement : {[a, b] € [c, d]} <= {(a =2¢c) A (b < A)}
donc :

[a, bl v [c, d] < [a, bl V [c, dl.

Cette propriété est générale pour les valeurs abstraites.

@

Remarque 1'application (2Vc, u, 9) —o> (Va, U, [I) est isotone, c'est-3-dire

(X € Y) = @X) < @)
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——Définition - DEF 14—V : élargissement de valeurs dbstraites—,

v
V xV —o>V_
a a a

Hypothése - H14

¥(x, y) € V2 {(x uy) < (x v y)}

Remarque : L'ensemble Va muni des opérations u et V satisfait les axiomes

Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7 d'apprés DEF2, L11, L10, L9, L8, DEF14, Hl4. On

peut donc utiliser pour le triplet (V 9 u, V) les lemmes P1,

utiliserons également les propriétés sulvantes 2

b

P13. Nous

Lemme - L15—

{¥x « V. V(vl, v, ) € V | x € Y(V )= {x ¢ Y(V u v2)}

x € Y(v,)
=> X ¢ Y(vl) u Y(v2) (1)
(HS5) (Y(vl) uy(v,)) ¢ Y(@(y(vl) v Y(VQ))) (2)
(1), (2) =>x € Y(@(Y(vl) uY(v,)))
(H3) =>x € Y(@(Y(vl)) U @ly(v,)))
(H6) => x € Y(vl U v2)

Lemme - L16
2
V(vl, V2) € Va

{(vl < v2) A (x e Y(vl))} = {x ¢ Y(v2)}

Vl < V2 = V2 = Vo U vl (DEF 12)
x € y(v,) = x¢ Y(vl U v2) (L15)
= x ¢ Y(V2 U vl) (L10)
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——Hypothése - H17
[o.0]
{V(vl, cees Voo G Va .
V(so, sevs S_ 5 ees) € Va |
(sO = [, 5, = 8, v Vis wees S TS \ v .

=> {la suite S > Sy sees Sps e n'est pas infinie et strictement croissante

pour < }

Dans notre exemple introductif, on pourrait avoir :

O<0VI[1, 3] = [1, 3]
< [1, 31 ¥V [2, 5] = [1, +=]
< [la +°°] Y—7 [Oa l] = [-oo, +°°]

et les termes de rang 4, 5, 6 ... ne sont plus strictement croissants.

2.3 - Contextes abstraits -

Nous noterons I, l'ensemble des identificateurs du programme é&tudié. (Nous
supposerons que toutes les ambiguItés syntaxiques, (découlant par exemple
de la structure de bloc), ont été levées par des changements de noms appropriés).

Le nombre d'identificateurs dans le programme est fini :

—Hypothése - (H100) -~ I : ensemble des identificateurs

I est un ensemble fini

Les contextes abstraits sont des ensembles de couples (i, v), ol i est un
identificateur et v une valeur abstraite. Ces couples différent deux a deux
par leur identificateur. On noteralS, 1'ensemble des contextes abstraits

pour I donné.

—Définition (DEF 101) - : ensemble des contextes abstraits— ——

a) —CC 2I X (Va — {D})

b) - & contient 1'ensemble vide comme &lément particulier que 1l'on

appellera le contexte vide, noté &
7 C 2 ey 2
c) - {vc €C, ¥(i, §) € I, ¥(v, w) € (Vv - {OD",

i, v ecC, Go,WecC, (4, v) §F (G, W= {i$35}
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D'aprés l'hypothése précédente, les couples d'un contexte différent deux a

deux par leur identificateur ce qui permet d'introduire la notation suivante :

———Définition (DEF 102)

la valeur abstraite d'un identificateur i dans un contexte C est notée
c(i),

., def | .
C(i) <= {si (Iv « (Va -{O0bH | (i, v) € C) alors v

sinon [J

finsi 3}

Soient v, et v, tel que C(i) = v, et C(1) = Voo

1°) - v, 3 0et v, i 0

= (i, vl) e C A (4, v2) e C

=> gi v, # Voo alors (1, vl) + (i, v2) => i + i, absurdité, donc v
20) - (vl 30 et v, = ) ou (vi =Det Vo $ )

Ce .cas est impossible, car si v, + 0, et C(i) = vy alors

(EIVl €V(Va - {0} | (i, v) € C) est toujours vrai.

o] - ot =] =
30) vy et v, U, dans ce cas vy = Ve

Finalement, la valeur abstraite d'un identificateur i dans un contexte C

est unique, ce qui permet de poser la définition de C(i).

——Définition - (DEF 103) - U : union de contextes abstraits

2

V(Cl, C2) eC
{ = def
Lc)
c, U Cz} >

A, ) 1 GeD) A(ve (v -1OD) A (v = ¢, (1) U c, (1))}
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—Définition - (DEF 104) =- v €largissement de contextes abstraits —

2
V(Cl: C2) €C
def

{C 7 C2} <=>

1
{d, V]| e ar(ve G, = {0 A (v = ¢, (1) v c, (1))}

Ces définitions étant posées, nous pouvons étudier la structure
mathématique du triplet (& T, V), sur laquelle repose la correction de

notre algorithme d'interprétation abstraite.

Letme - L 105—
U
CxC-or &

Remarquons tout d'abord que C 0 C. est définie pour Cl et C,. quelconques

1 2 2
appartenant & C. Cl(i) et C2(i) sont des applications de I dans Va’ et

~

U -
Va pd Va ~—O—>-'\/'a, dene Cl(i) U CQ(i) est toujours défini, 3 résultat &lément
de Va. Siv = Cl(i) U Cz(i) = [, alors (i, [1) ¢ Cl E C2, ce qui satisfait

(DEF 101, a).

I1 nous reste d montrer (DEF 101, c) c'est-a-dire gque v, = Cl(i) U CQ(i)

et v, = Cl(l) U C2(1) => v, = v,, trivial.

—Lemme - L 106-

2
V(cl,cz)zt,{cluc = 3} = {cl:cpz\c = ¢}

1 C2

1 C2

= {¥j ¢ I, ¢;(3) v c, () ¢ (v -{Oh}

<

a) - ¢ {Gow) | (5 eD A (uev O (w=c (3 Tc, GN}

T

il

donc C = {V¥j e I, fu ¢ (Va-{D}) I u = Cl(j) u C2(j)}

mais d'aprds DEF2, {¥j ¢ I, Cl(j) u C2(j) € Va}

par conséquent {¥j € I, Cl(j) U CQ(j) 2 |
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Comme U satisfait L11l, L9, L8 donc (A2), (A4), (A5), elle satisfait le

lemme P12, ce qui entraine :

{¥j e I, (cl(j) = A (c2(j) = M1}

D'aprés la définition DEF 102, on déduit :

{¥j ¢ I, @v e (V_-{OD) | (3, v) « c,}

D'aprés DEF 101, on en dé&duit C1 = ¢ et de méme c, = 9.

Lemme L107

¥(C, ) €82, ¥ e I, {(cy ey (8) = ¢ (8) § e (i)}

(c uc ) (1) = 51 v ¢ (Va—{D}) | (i, v) € (Cl 0 02) alors v sinon [] finsi ;

ik
et (C1

2
Ve, = i, w | (e D A (ue (V-OD) A (= (D) b Cy(iN]
ler cas : Pour i donné (dv ¢ (Va—{D}) ] (i, v) € (Cl U Cz)) est vrai, entralne
(1, v) e (Cy 0 C,) A &, € (1) T € li)) ¢y U c,
(DEF 101, cf => v = (C; U C,) (i) = C, (1) U C,(4)
2éme cas : Pour i donné (3v ¢ (Va—{D}) | (i, v) e (Cl 0 C2)) est faux, donc

¥v € (va—ﬁm}), (i, v) ¢ c, U c,
= {fu e (v -{OD | u=c (D) U ¢, (1)}
mais (Cl(i) U Cz(i)) € Va’ donc Cl(i) U Cz(i) = [0 et dans ce cas encore
(c

LU (1) =0=c (1) U ey

Lemme L1708

U est 1) associative
2) commutative
3) idempotente

4) ® est son élément neutre
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5 U 03) =

{i, W [ (L eD a(ue (v -{ON) A u=c () ulc, 0 C4(i0)}

1°) - DEF 103 => Gy U (C

DEF 103 = (Cl U CQ) u C3 =

{d,w | GeD e 0N A= (C uC)E) uCHiN}

i1 faut montrer C (1) U (C, b C (1) £ (¢, T €, )(8) T cyld)

1
(L107) =

¢ (1) u (C, (i) u ¢ ()

110

(Cl(i) v C2(i)) v C3(i) vrai, car U est associative

(L11).

20) - ¢ ﬁc2 = {E, W [ HLeD A (ue -OD) A (u

) c, (1) T ¢ (i)}

commutativité de u (L10) =

= {1, w) | (G e D A (ue (VO A (u=Cy (1) uc (i}

par définition (DEF 103), on a :

3°0) -¥C ¢ &
cuce {1, w | (A eD A ue (v -{ON) A (u=Cl) ucN}

idempotence de u (L9) =
cuc={(i, w | (el A(ue(V-{OM) A (u=ci)}

{tu=c@E)) A(ui} <= (i u) eC}, donc

@]
c
(@]
i

(i, w) [ (A eD A(ue @ -{OD) A, wech

{(i, w) | (i, w) € ¢}
=C

vy -vc e,
duc={E, v | GeD A (ve (V-0 A (v=0d)ucin?
Mais @(i) =0, ¥i € I, donc
00C={(i, v) | (AeI)A(ve (V-0 A (v =00 cEn}
[ élément neutre de U (L8) =>
U C = i, v e e @ -OH) A (v=cin}
(v=CE) A(v D) = (i, v) eC

C

<n

0

(i, v) | (A € I) A (v ¢ (Va?{D})) A (i, v) € C}

c=¢

ch

®
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Ce qui établit, que ® est élément neutre 3 gauche, d'aprds la commutativité,

il 1l'est également 3 droite.

—Définition - DEF 109 - Comparaison de contextes abstraits

2
V(Cl, C2) el
def

CQ} <=> {Cl u 02 = C2}

AN

{c,

——DEfinition - DEF 110
2

= def =
{Cl < 02} <=> {(Cl < C2) A (Cl 3 C2)}

Lemme - L111

2
¥(C5 C) €

{cl < c2} <= {¥i ¢ I, Cl(l) < 02(1)}

a) - {Cl < C2} = {V¥i e I, Cl(l) < 02(1)}

=> 2 = = =
DEF 109 ¢, =c, (cl ¥ c2) c,

¥i e I, (cl U 02)(1) = 62(1)

= . ] . - K3 = .
L 107 LA Cl(l) ¥ c2(1) c2(1)
DEF 12 => ¥i € I, C (i) < c, (1)

b) - réciproque.
DEF 103 => (C; U C) = {(i, w) | (i e 1) A (u e (V -{OD) A
(u = Cl(i) U CQ(i))}
DEF 12 => C (i) u C, (1) = C (1) car C (i) T C (1), ¥i e I
done (€, 0 €Y =i, W | (ieD A (ue (V-ON) A (u=c (i)}

DEF 102 =>

(i, ) [ (eI a(ue (Va—{D})) A (i, u) e CL)

:C2



Ce lemme fournit un algorithme pour l'opération d'inclusion de contextes :

pour tous les identificateurs i de Cl’ vérifier que Cl(i) < CQ(i).

Lemme - L112

exed e

D'aprés DEF 104, Cl 7 C. est définie pour C. et C2 guelconques appartenant

2 1

38, on a:

(¢, ¥e) =i, v | (A e D A (v e (V-ON) A (v=C(D)Vc,(iN)

Dans cette identité, Ci(i) et CQ(i) sont des applications de I dans Va’ et
g o3 1) —ge-Va, donc Cl(i) v CQ(i) est toujours défini, 3 résultat élément
de Va’ éventuellement [J. Mais si v = Cl(i) U C2(i) = [1, alors

(1,0 ¢ ¢ 7 C,» ce qui satisfait (DEF 101, a)

~

Il reste 3 montrer (DEF 101, c), c'est-a-dire que s 1= Cl(i) v C2(i)

et v, = Cl(i) v 02(1) => Vv, = Vg trivial.

Lemme - L113

¥(C,s C)) € €7, ¥i e I, {(C, T ¢ (i) = ¢ (D) Ty ()}

DEF 102 = (€, V C (i) = si (3v e (Vv ~{OD | (i, v) e C V C)) alors v

sinon [ finsi ;

DEF 104 = (C, ¥ C)) = {(i, w) | (i e 1) A (ue (v_-{O01)

>

(u=c (1) v ¢, (1))}
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ler cas : Pour i domné (3v € (Va—{D}) | (i, v) eC 7 C2) est vral, entraine

<l =

{3u e (v_-10})) | (u

¢, (1) v C, (1)) A (u = (C) 02)(1))}

[N}

done (C ¥ CQ)(i) =u = (i) v ¢ (1)

2éme cas : Pour i donné, (3v e (Va-{D}) | (i, v) € (Cl 7 C2)) est faux, entraine

(¢, ¥ ¢ )i = Det (¥ e (v-OD, (i, v) & (¢, T )}

donc {Fu e (V-{O0D) | u=c () ¥ C (1)}, mais C (i) V C, (i) e V_ done

Cl(i) v CQ(i) = [0, donc 3 nouveau

(cl v 02)(i) = cl(i) v C2(i)

Lemme - L114

L]

¥(x, y) €C2, x 0(xVy)=(x7 )}

AxTy) Uy = (x7y}

= DEF
(x Vy) - 103

[ag]]

X {(i, w) | (1 € I)A(uce (Va—{D})) A
u = x(i) o (x Vy) (i)}

L 113 =>
x 0 (xVy)={,w | (1eI)a(ue (v_-{01) A

x(1) u (x(i) V y(i))}

I

u

D'aprds le lemme P3, x(i) < x(i) V y(i), donc

(DEF 12) x(i) u (x(i) ¥ y(i)) = (x(i) V y(i))

ctl

(x 7 y) = {(i, w | (i€ I) A (uce (Va—{D})) Au o= ox(1) Voy(i)}

X

(DEF 104) = x 0 (x Vy) =x T y

La deuxiéme partie du théoréme se démontre comme la premidre, en utilisant

le fait (P3) que :

(x(1) V y(i)) U y(i) = x(i) V y(i)
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Lemme - L115

¥(C,, C,) W (e, 0 6;) 2 (c, 7 2,)
@, v c, =(c, V¢ uc, (L114)
=(c; U (e Ve e, (L114)
= (c, U (e, (¢, V) (L108, 2)
= (C, U c,) v (c, ¥ c,) (1108, 1)
=(c, ucy) ue Ve (1108, 2)
= (c, Pe,) e, Ve (DEF 109)

Remarque : L'ensemble &, muni des opérations U et V satisfait les axiomes
(A1), (A2), (A3), (Au), (A5), (A6), (A7) d'aprés (L105), (L108, 1), (L108, 2),
(Lio8, 3), (L108, 4), (L112) et (L115). On pourra donc utiliser pour le
triplet (€, ﬁ, 6) les lemmes P1 3 P13. En plus, nous utiliserons les

propriétés suivantes :

Lemme - L116

¥(c,, ¢, c &2 fe, = C,} &> {¥i e I, ¢ (i) = C (1)}

(L108, 3) : 5

{cl = c2} <> {(cl =c U 02) A (C2 =C U 02)}
DEF 109
<> {(Cl < C2) A (C2 < Cl)}
1111
- Wi eI, (c, (1)< (1)) A (e, (1) < ¢, (1)}
DEF 12
<= ie I, (c (1) = ¢ (d) u ¢, (1))

A (Cy(1) = ¢ (D) U c2(i))}

> Wie I, Cl(i) = CQ(i)}
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Lemme - L11
{¥(Cps vees Cy vnd) € c

V(S5 vves S, ooe) & |

= {la suite S S n'est pas infinie et strictrement croissante
n

l’ ¢ 805

pour E}

Montgrons d'abord la proposition préliminaire 1 suivante :

{c. = C2} = {31 eI | Cl(l) < 02(1)}
Par 1'absurde supposons que la conclusion soit fausse

3ioeI |c(d) <c (1)}

- Wi eI, (C (1) < ¢, (1))}

DEF 13

=~ i e I, o (3) < ¢ (i) A C (3) f Cy(d))}

= Wi e I, ~(C (1) < c (iN)V (C (1) = Cy(i))} (1)
(L 111)

- ¢Sk = e = ¢, = ¥i e I, C (1) £ ¢ (1)} (2)

(1), (2) = {¥i e I, (c (1) < ¢, (1))

A [ (c (1) < C (1)) v (c (i) = C2(i))}

= Wi e 1, (C (1) < c, (1)) A (C (1) = Cz(i))}
= Vi e 1, cl(i) = C2(i)}
(L116)

=7 = 1 3
Cl, C2, contraire a Cl % CQ.




Si maintenant la suite SO, Sl, 000 Sn, ... est infinie strictement croissante,
on peut appliquer un nombre infini de fois la proposition préliminaire 1.

Comme le nombre d'identificateurs sur lesquels porte cette proposition préli-
minaire 1 est fini (H 100), c'est qu'elle porte un nombre infini de fois sur
au moins un identificateur, disons j. Pour cet identificateur, on a une

séquence infinie de la forme :

(3) 0 € wasrx Ck (3) < Ck +l(j) < eee < Ck (3) < Ck +l(j) < v
1 il 2 2
ees < Ck (3) < Ck +l(j) < PR
n n
En fait ka + k(]) < Ck +k+l(j)
o - o
o a
Ck o k(j) = Ck +k+l(]), la séquence est donc en fait
de la forme : =
O<...<¢C (3)<cC (i) = ... = C ) ShEl WEe (3) =
kl kl+l kl+al k2 k2+l
cee ZC L (3) = Cr (3) < C +l(j) =3 @Ewe
n-1 n-1 n n
Mais Cy +l(j) =Cp (j) v Vie +1
n n m
"l 4o (VW
m-1 n-1 k +1
m
A gt L
n-1 m
Donc la séquence infinie est de la forme :
O<...<C_ (i) <cC. ()< veee<C ()< ves
kl k2 k2 :
avec Ck (3 = Ck (3) v Vk 5 B, Ck () = Ck () v Vk
2 1 2 n n-1 n

Contraire & 1'hypothése (H 17).



_3’?_

2.4 - Graphes de programmes -

Soit N 1l'ensemble des noeuds du graphe de programme :

—Hypothése - H 200

N est un ensemble fini

On peut distinguer dans N, 1l'ensemble Na des noeuds affectation, Nf des
noeuds tests ou décisionms, Nj des noeuds de jonction, Né des noeuds de

sortie et du noeud n, d'entrée.

ypothése - H 201

(Na, Nt’ Nj’ Ns’ {ne}) est une partition de N

Soit A l'ensemble des arcs du graphe.

—Hypothése - H 202

——Définitions - D 203

¥n € N

arc-sortie(n) qge {(n, n') | (n, n') € A}

arc-entrée(n) ae {(n', n) | (n', n) € A}
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Notons Card(wm), la cardinalité d'un ensemble g.

——Hypothése - H 204

Card(arc entrée(n)) = 1

1) - ¥n € Na’ Card(arc sortie(n))

2) - ¥n € Nt’ Card(arc sortie(n)) = 2, Card(arc entrée(n)) = 1
3) - ¥n € Nj, Card(arc sortie(n)) = 1
4) - ¥n € NS, Card{arc sortie(n)) = 0, Card(arc entrée(n)) = 1

5) - Card(arc sortie(ne)) = 1, Card(arc entrée(ne)) =)

—Définition - DEF 205

Soit G = (N, A), il existe un arc d'entrée de G unique, noté

arc initial (G)

D'aprés (H 204, 5), on a arc initial (G) = successeur (ne)

—Définition - DEF 206 - chemin dans un graphe

Un "chemin" de o & B dans G = (N, A) pour o et B € A, est une séquence
d'arcs (a,, sa., an) de A, tels que al[l] = o, an[2] = B et

1
¥, € [1, n[,a.[2] = a. _[1].
J ]

j+l

Remarque : ¥k € [1, n], a, = (n

K K> n'k) et l'on note ak[l] = in)

k)

ak[2] = n'k.



—Hypotheése - H 207

{I1 y a un chemin du noeud d'entrée 3 tout autre noeud du graphe de
programme } <=

{¥a ¢ A, ](al, s@eps an) ¢ chemins (G) |

(al = arc initial (G) A (an = a)}

——Définition - DEF 208

{Un chemin (a 500G an) de G est un cycle}

l’

<= {(a oo an) ¢ chemins(G) A a. = an}

1? al

Lemme - L 209

{tout cycle de G contient au moins un noeud de jonction}

<= {¥(a

12 o an) € cycles(G), 9k ¢ [1, n] | ak[lj € Nj “y N, }

s jb

- Soit un cycle (a, 815 eees @, a) de G. D'aprés (D 203),

a_ € arc d'entrée (a [1]), car (an[l], an[2]) = (an[l], al1]) ¢ A (DEF 206)

- D'autre part d'aprés (H 207), il y a un chemin (arc initial (G), b
b , a) de G.
n

l:

Comme précédemment, bn e arc d'entrée (al[1])

1) - EE_an E bn’ que l'on peut figurer comme suit :

P I

card (arc d'entrée (al1])) = 2, donc d'aprés (H 204), all] est un noeud

de jonction.
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{ ane s

1

=

il existe n' et m' uniques, tels que a, $b, eta S b

m! n'+l m'+1®> *°°°?

= 9 [ z
a, bm (car bl $ a, a;s «++5 a pulsque n est le noeud d'entrée). Dans

ces conditions, comme précédemment an,[2] est nécessairement un noeud de

jonction.
Lemme - L -210
11 existe une partition (Nj . Nj ) de Nj’ telle que tout cycle de G
s b
contient au moins un noeud de N, .

Ib

Les noeuds de Nj » sont dits de "jonction simple" et ceux de N. , de

J
s . b
"jonction de boucle". Les noeuds de jonction de boucle, sont des points

d'élargissement des contextes abstraits, pour assurer la convergence de

1l'algorithme d'interprétation abstraite.



Considérons le graphe de programme suivant :

7 a

A

m

Intuitivement on voit que le noeud de jonction i exprime une alternative entre
deux calculs h ou g & la suite du test f. Au contraire, le noeud de jonction e,
correspond & une boucle ou calcul itératif au travers de g £ h i j e, ou

ef gije. De méme, le noeud k représente la réunion des deux alternatives
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de calcul entre n et le bloec v 3 la suite du test d, tandis que le noeud c,

ferme les boucles cdnk 2 oc, ocucd vk % oc.

Dans un langage comme PASCAL, qui posséde des instructions de contrdle de
haut niveau, on peut faire la distinction entre noeuds de jonctions simples
ou de boucle dans 1'algorithme qui construit le graphe de programme d partir
du texte du programme. Pour une instruction conditionnelle, on aurait un

noeud de jonction simple

statemen'tl statement2

Tandis que pour une instruction répétitive, on aurait un noeud de jonction

de boucile
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N

]
! statement-list
1

expression

vrai

Malheureusement, ce type de macro-expansion qui permet de distinguer d'aprés
la définition du langage entre noeuds de jonction simple ou de boucle n'est
pas applicable quand ce langage contient des étiquettes et des constructions
de branchement inconditionnel. Dans ¢e cas, la distinction des utilisations
des étiquettes comme jonctions simples ou de boucles, doit &tre faite pour

chague programme, sur la base d'une étude du graphe de ce programme.

Avant de présenter cette &tude du graphe, on rappelle la définition des

hypergraphes [11]

- Soit X = {xl, Xps o xn} un ensemble fini, et & = (Ei I i e I) une
famille de parties de X. On dit [11, page 3747 que & constitue un hyper-

graphe sur X, si 1'on a :
(1) E; 0 (1L eI)

(2) .U_E, =X
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= El’ E2, o 5.y Em sont les arétes de 1'hypergraphe.
- Un ensemble transversal des arétes d'un hypergraphe H = (X 3 El, EZ’ oo Bl

Em) est un ensemble T <« X avec T n Ei 2 d(i=1,2, ..., m.
-si®k = (Ai T1ieI) et 05 = (Bj | § € J) sont deux familles de sous-ensembles

de X

{xl, Rys wes xn}, on pose :
R v B - (Ai U Bj T (i, 3) € I x J)
- On désigne parft("grille" de R ), la famille des ensembles traversaux
d'une famille R .

-~ On désigne par Min ft, la famille des ensembles minimaux (par rapport a

1'inclusion) de R . °

- On note IE_J%, la famille des ensembles minimaux de la grille R.

BERGE [11, page u405] démontre que l'on peut déterminer Ig_f&ppar un

algorithme direct :

procédure Ezlf%, A famille de sous-ensembles de X 3

début
procédire Tr {A}, A ensemble d'éléments de X ;
Tr{A} := ({a} | a € A) 3
fin ;
(A, Ay wony ALY i= Min A

Ig_fk 1= Ir {Al} 3
pour i de 2 3 k faire

Te R := Min (Te AV Tr {4, 1) 5
refaire ;

fin ;
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ExemEle :

ft = {{Cs k}a {c, e, i, k}, {e, i}}
{A, A} = {{c, k}, {e, i}} = Min &

2
T, R o= e (A} = e, (kD)
Ir {A)) = {{e}, {i}}
To, ft = min (e R v e (a)0)

= Min ({c, e}, {c, i}, {k, e}, {k, i})
= ({c, e}, {c, i}, {k, e}, {k, i})

Ty f{ Tr f%

= 2

On peut donner une forme booléenne 3 cet algorithme [12].

On détermine l'ensemble des noeuds de jonction comme suit :

1 - Recherche de 1l'ensemble T des circuits Y5 (i € [1, nl) (élémentaires) du

graphe :

I = {(cy 4, n, k, 2, 0, C),

(c, d, e, £, h, i, J, k, 2, 0, ),
(c, dy e, £, g, i, §, k, 2, 0, C)»
(e, £, h, 1, j, e),

A g5 i, Js e)}
2 - Construction de l'ensemble j% obtenu en associant 3 chaque cycle Y; de T,
1l'ensemble ;j (7 €[1, m]) des noeuds de jonction de ce cycle :
R = e, X, Lo, e, 1, K1, Lo, i1}

(Notons, en ce pas, que tout circuit élémentaire ou non dans le graphe

passe par un ensemble de noeuds de jonction, qui est un élément de j% o

D'autre part, tout cycle contenant au moins un noeud de jonction (d'aprés

L 209), & constitue un hypergraphe sur jeEg, ] Qj)
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3 - Recherche de 1l'ensemble Tr fk des ensembles minimaux de la grille de j% 5

e R = ({c, e}, {c, i}, {k, e}, 1k, i1}

(Notons, en ce pas, que tout circuit élémentaire ou non, dans le graphe de
programme, contient au moins un noeud de jonction appartenant a& 1l'un quelcongue

des ensembles de la famille Tr jk ).

4 - Choix heuristique d'un ensemble transversal Nj de f& parmi les éléments
b
de la famille Tr f% . On pose N. =N, - N, .
== Jg J s

(Noter, que le lemme L 210 est satisfait quel que soit ce choix dans Ig_j% ).

Pour faire le choix, diverses heuristiques peuvent &tre retenues

- Choisir les ensembles de Ig.ft contenant le nombre maximum de "t&tes
d'intervalles'" au sens de ALLEN et COCKE [7]. En effet, étant donné un noeud

h, 1'intervalle I(h) est le sous-graphe maximal a une seule entrée, pour

lequel h est le seul noeud d'entrée et pour lequel tous ses circults contiennent
h. Intuitivement, h est la téte d'un certain nombre de boucles dans I(h),

ce qui justifie cette heuristique.

Dans notre exemple, les té&tes d'intervalles sont a, c, e, k et

et = ({c, e}, {c, i}, {k, e}, {k, i}}

On retient les ensembles qui contiennent un nombre maximum de noeuds tétes

d'intervalles, soit

{{c, e}, {k, e}}

- Les boucles correspondant généralement a un retour arriére dans le texte
du programme, on peut songer a retenir 1l'ensemble des noeuds "les plus preés
du noeud d'entrée". Pour cela on affecte un poids & chaque noeud, égal 3 sa
distance minimale (mesurée en nombre d'arcs) au noeud d'entrée. On choisit
1l'ensemble ayant un poids minimal, ce poids étant la somme des poids de

ses é&léments

{{c, e}, {k, e}}, on choisit Nj = {c, e}
2 vy v 2

2 4 7 4
e B
6 11
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- On peut imaginer d'autres critéres, mais la théorie de l'algorithme n'en

dépend pas.

Nous représenterons graphiquement des noeuds au graphe comme suit

a) - noeud d'entrée, n E)b._____ﬁ__.

- i e —
b) noeuds de sortie NS 8 [:>

c) - noeuds de jonction simple N,
s
ces noeuds permettent de réunir

les alternatives d'une instruction si ou cas, ...

d) - noeuds de jonction de boucle Nj
b
ces noeuds permettent de fermer

les boucles, ...

e) - noeuds affectation Na'

———Hypotheése - H 212

{¥n ¢ Na i (i = v iz %(vl, : vm) ) A
R
(Vs oees Vo v) € In+l, f € E, ensemble des dénotations d'expressions

du langage} =>

1) {(VC"Y(D))m-—g+ Vc’ ol f est la fonction dénotée par f

2) {l'exécution du noeud n, ne modifie que la variable v (pas

d'effets de bord)}
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f) - noeuds test ou décisions Nt

——Hypothése - H 214

- 2
{fn e N_ | n = CQ(vl, ...,vnD , ol (a, b) ¢ A
vra% Naux

m = . .
500 vm) € I, Q € B, ensemble des dénotations d'expressions

(Vls
booléennes du langage} =

Q. | _
1) {(VC— ()™ —6> {vrai, faux}, ol Q est 1'expression dénotée par Q}

2) {1l'exécution du noeud n, ne modifie aucune variable du programme,

(pas d'effets de bord)}

3) {3 arc sortie vrai, arc sortie faux |

arc sorgie vrai

Nt >

arc sortie faux ;
A Nt O > A 3 avec

arc sortie vrai(n) = a et arc sortie faux (n) = b}




= Wy =

2.5 - Interprétation abstraite €lémentaire -

L'interprétation abstraite &lémentaire d'un noeud n affectation, permet de

calculer le contexte de l'arc de sortie du noeud n, égal ét}a(n, c) en

terme du contexte C de 1l'arc d'entrée du noeud n. Dans notre exemple intro-

ductif, on a vu que :

¢ ={(G, [1, 101D}

y

7w | J 2= 3%l

5 (na C‘) = {(j: [29 ll])}

—a

v

La fonction J est définie comme suit :
a

——Hypotheése - H 300

l)—{NaxC %C}

I
Hh
<

{VrieNaln:—-——v: 1,...,\?) ——»,

2)-{vcel ,¥iel,itv, ga (n, C)(i) = c(i)}

3) - wc e &, [{f(\)l, \)m)l
J.(n, O =@ (v, 5

vees v ) e y(Cv)) x ...

x (C(v );}}}
m

Définition - DEF 304

: - def
{Dé.est croissante sur & pour =} <=>

TR, ) ABPD o G e N)

{x 2y} = {ga(n, X) éga(n, y) 1}
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Lemme - L 305

{J; est croissante sur  pour <}

{x £y} = U, (n, %) éga(n, y)}

L111
<=> {¥i ¢ I, x(1) EY(i)}

= ¥ ¢ 1,J_(n, x)(3) <J_(n, YD)}

Le noeud n est de la forme :

cas 1 -3 % v,

d'aprés (H 300 - 2) ga (n, x)(3) = %(j) et gé(n, v)(3) = y(3)

done x(j) < y(3) =>‘_J_a(n, x)(j) < ga(n, v)(3).

v, (H 300, 3) =

cas 2 - j

ga (n, x)(v) = @ [ {f(\)l, cees vm)l(\)l, Seas \)n) € Y(x(vl)) X oas xy(x(vm))}]

et

a

g (n, y) (v) =@ E{f(\)l; \)m)",(\)lr’ 560 \)n) € Y(y(vl)) X vee X Y(y(vm))}]

mais ¥k € [1, m] x(vk) < y(vk)

L16
= Y (x(v)) 2 vy(y(v)), ¥k e [1, m]
=> {f(vl, ey vm) I (vl, e V) € Y(x(v ) x ooo x Y(x(vm))}

< {f(r ), ..., T ) | (115 -ves ) € Y(yv)) x xy(y(vm))}



= @{f(vy, ..., v) | vy e

IR B B G R O T [

=> =]
(Car Vl c V2 V2 Vl U V2

H3

> @V, = @V, vV, = 6V U G(YV,)
(g @v,) = 6(v,))
i I, )2 I (5, y)(v)

A vm) € y(x(vl)) x

, T € v(y(v)) x ..

. X y(x(vm))}]

. X Y(y(vm))}]

r——ﬁLemme - L 306

¥n € N, | mes v 2= f(vl, “oe

{(v, @{£O)IN1}

» V.)) A (v, v
m

{m = 0} = {ga(n,é)

{m > 1} = {J4(n,9) = o}

12 oo vm) € Im+l AF e i

Pour démontrer le lemme L 306, on utilise le lemme L 116 :

Ja (0,0 = ¢ = {¥i eI, (n,0(1) =c()}

1°) - i n'est pas membre gauche de 1'affectation, alors d'aprés (H 300-2)

o(1)
{(v, @LFOMHE) = O

J, (n, 9)(1)

1

2°) - i est membre gauche de 1'affectation, on a d'aprds (H 300-3)

"

J (n, )(1) = @ [{£fvy, «vvy ) | (Vis oo

(DEF102) @ [{£(vy, vvus ) | (Vys «os

x vm) € y(@(vl)) X ...

s vy € v x ...

x y(9(v_))}]

x yv([1}]



2.1) m=1
Mais f(vl, TR vm) n'est pas définie quand un de ses arguments v, est a
valeurs dans y([1) (voir (H 212-1)): Par conséquent, 1l'ensemble

{£(vy, «ovs V) | (vis o, v.) ey x ... xy(@D} = ?, ensemble vide.

Donc :

ga.(n, ®)(1) = @(®)
(L8) s 1
(DEF 102) = (1)

2.2) Si au contraire f, ne dépend d'aucun argument, (m = O),f est constante,

toujours définie, donc :

N, (0, (1) = @I{£OH

L'interprétation abstraite élémentaire d'un noeud n de test dans un contexte C,
produit un contexte CV pour l'arc de sortie vrai, et un contexte CF pour

1'arc de sortie faux. On note (CV, CF) = gt(n, c).

Dans l'exemple introductif, on a vu le cas

al c= {03, [1, +=])}

vral faux

on agt(n, g = (C‘v’ cp) = ({5, L1, 101}, {3, [11, +ed)}

En effet, j étant compris entre 1 et +® sur l'arc a, il est compris entre

1 et 10 sur la branche b = arc sortie vrai(n), et est supérieure a 11 sur

la branche C = arc sortie faux (n).

On peut formaliser les propriétés deg comme suit

t
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——Hypothése - H 307

{(¥n ¢ Nt l n =

(Vl, o

2) (¥i e I),
cv(i) = @({t | (7

Co(i) = @({r | (x

(2 (vi, T
Q (vl, .

(4 (vl, -
-1Q(vl, No o

. .
l)—{Nth—O-r ExT 1

(:éfvl, cees Vm) )] , ol
‘/irai fau::\\h

v Vm) € Im, Q € B) A

3
(¥(C, €, Cp) « G’ | Jetm, ©) = (C» CDY =

e y(Cc(i))N
3 vm) € Y(C(Vl)) X ...
> v ) b)

x y(e(v )) |

e y(C(i)))
. vm) € Y(C(Vl)) % ea
R vm))})

L% y(Cv ) |

Comme précédemment, Ht a certaines propriétés remarquables, sur lesquelles

repose la correction de l'algorithme d'interprétation abstraite.

——Définition - DEF 311

= def
{8 est croissante sur G pour =} <=

{V(X, y) e &
{x

2
A (¥n e Nt)’

IATI
AN

y} = {@, (n, »1] 2T (n, yI[1]) A
@, (0, x)[2] = T (n, y)[2D)}

Lemme - L 312

{§£ est croissante sur & pour <}
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Supposons que le noeud n soit de la forme

g
Coop o)
/N

vrai faux

On fait la démonstration dans le cas de la branche de sort e vrai (méme

démonstration pour la branche de sortie faux).

AN

{x 2 y} = {(J(n, x)[1] < J.(n, y)[11}

L 111
<e=> ¥i e 1, (i) < y(i)} =

¥y e I, Q‘t(n’ x)[11(3) ;:}t (n, y)[11(3)}
¥i e I, x(i) E_y(i)

Li6 => y(x(i)) < y(y(i))
=> {1 } (1 e y(x(i))) A (& (vl, B vm) € Y(x(vl)) X .. X Y(x(vm)) [

Q(vl, . vm))}

n

e ] (e vy A @ gy veny 1) € YD) % onn x ¥(y(v)) |
iy, oeny 1))}
H3 => @{= | (1 e y(x(i))) A (& (vl, o, vm) € Y(x(vl)) X .., X Y(X(Vm)) l

Q(vl, T vm))}

1Al

@t | (r e v A (& (g, voes ) € ¥(3(vy)) x wn x y(y(v)) |
Q( la "'; Im))}

H303-2 => J (n,x) [1] (1) 2P, (n,y) [1] (4)

Lemme - L 3135—

¥n e N__L ,JL(U, D) = (2,9)




J.(n, &) = (2, 9)

(1))
e(1))

vie 1, Ai(n, o) [1] (1)
A (3 (n, 9) [2] (1)

On a d'aprés (H307-2),
¥iel,
Y, (n, o) [1] (1)

@l{t | (t e y(a(i))) A
(H(vl, >, vm) € Y(@(vl) X ... X @(vm)) |
Qv s weey v IT]

@l{t | (x e y()) A
EVys eees vm) e (@) x ... x y(@ | Qvys wens vm))}]

mais Q n'est pas définie pour des valeurs de ses paramétres dans y([l), donc
la condition :
(H(vl, o vm) e y(O) x ... x y( | Q(vl, cees Vm))

n'est jamais vérifiée, soit

J.(n, ®) [1] (1) = @l{r | (v € v(@)) A faux}]
= Q[4]
=m[] (L8)
= (1) (DEF 102)

Méme raisonnement pour nt(n, @) [2] (1).

2.6 - Algorithme d'interprétation abstraite -

L'idée de base de 1l'algorithme d'interprétation abstraite, est de commencer
avec un contexte initial sur 1l'arc d'entrée du programme, et le contexte
vide sur les autres arcs. Pour chacun des différents types de noeuds, on
décrit une transformation qui spécifie le contexte sur l'arc (les arcs) de
sortie du noeud, en termes des contextes associés aux arcs d'entrée, et
quand c'est nécessaire du contenu de ce noeud. Toutes les transformations
ont la propriété que si un identificateur a une valeur quelconque choisie
dans un contexte d'entrée, alors sa valeur de sortie, consécutive 3 n'importe
quelle exécution du programme est dans le contexte de sortie. L'algorithme
applique ces transformations, jusqu'd ce que les tous les contextes associés
aux arcs du graphe se solent stabilisés, c'est-d-dire qu'une transformation
appliquée 3 n'importe quel noeud, n'apporte aucune modification au contexte
de sortie de ce noeud. La preuve de terminaison, repose sur 1l'élargissement
des contextes aux noeuds de jonction de boucle et sur (L 117) qui interdit

un nombre infini d'élargissements.
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La compréhension de 1'algorithme peut-&tre facilitée par la re-lecture du

chapitre 1, elle nécessite 1'étude des preuves de terminaison et de correction.
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[1] procédure interprétation abstraite (graphe = (A x (Né;iNt, st, Nj
[2] début ‘ :
3] pour chaque arc de A faire contexte local (arc) := ¢ refaire ;

bs NS’ {ne})))

by

[4] chemins 3 exécuter := {arc initial (graphe)} 3 jonctions := @ ;

{51 tantque (chemins 3 exécuter } @) faire

[6] tantque (chemins 3 exécuter § @) faire $sélectionner un arc 3
traverser$

{71 arc := choix (chemins 3 exécuter) ;

[8] chemins 3 exécuter := chemins & exécuter -{arc} ;

[9] noeud traité := extrémité-finale (arc) ;

[10] cas

[11] | + noeud traité ¢ Na -

[12} calcul contexte sortie (arc sortie(noceud traité),

ga(noeud traité, contexte local(arc)))

[13] + noeud traité € Nt -+

[1u4] (v, F) u:;t(noeud traité, contexte local(arc)) ;

[15] calcul contexte sortie (arc¢ sortie vrai (noeud traité), V) ;
[18] - calcul contexte sortie (arc sortie faux (noeud traité), F) ;
[17] 1 noeud traité € (Nj U N, ) = jonctions U := {noeud traité} ;
[18] ' - noeud traité . Ns-i 7 B

[19] fincas ;
[20] refaire ;
[21] pour chaque noeud de jonctions faire

[22] contexte sortie := s contexte local (prédécesseur)

prédécesseur arcs d'entrée (noeud)

[23] si ~(contexte sortie £ contexte local (arc sortie(noeud)) alors
[2u4] cas
[25] + noeud € N, -

Is

{26] calcul contexte sortie (arc sortie (noeud),

[27] contexte sortie) 3
[28] - noeud ¢ N, -

. Ip

[29] calcul contexte sortie (arc sortie(nceud),
[30] contexte local (arc sortie(noeud)) ¥ contexte sortie) 8
[31] fineas
[32] finsi ;
[33] refaire ; -
[3u]) g jonction := @
[35]3 refaire ;

[36] Erocédure calcul contexte sortie (arc, contexte)
[37] début

?

[38] si = (contexte E_contexte local (arc)) alors
[3g] contexte local (arc) := contexte ;

[40] chemins 3 exécuter v := {arc} ;

[u1] finsi

[42]  fin 3
fu3] fin
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Remarques :

1) en [25], on a d'aprés [23] :
= (contexte sortie 2 contexte local (arc sortie (noeud))

d'aprés le passage de paramdtres, en [26], [27] le test qui suit en

[38] est vrai.

2) en [28]1, on a d'aprés [231] :

= (contexte sortie 2 contexte local (arc sortie (noeud))
(P13) => 1 ((contexte local (arc sortie (neoud)) ¥ contexte sortie)

2 contexte local (arc sortie (noeud))

d'aprés le passage de paramétres, en [291-[30], le test qui suit en [38]

est également toujours vrai.

Le test de [38] est utile pour les appels de [12], [15], [161].

2.7 - Preuve de terminaison de 1'algorithme d'interprétation abstraite -

Lemme - L400

Soit (CO, Cl’ C2, ey Cm) la suite des "contextes locaux" associés
successivement 3 un arc 0, sortie de noeud de jonction de boucle, par
la procédure "interprétation abstraite™, & la ligne [29] ou [26]. Alors

{m=0, 0= Cp <Cp <Cy<unn < Cm}

La démonstration se fait par récurrence sur m.

-m=0,C,= ®([31) pour tout arc du graphe ;
~m > 0, supposons le théoréme établi jusqu'a m = L
On le démontre pour m = my t 13

L'affectation de Cm a contexte local (a), se fait en [29]. En ce point,

O+l
on a d'aprés [23]

— (contexte sortie = Cm ) (1
0
puis le test de la ligne [38] &tant vrai, on a en [39]:
C ¥ = (Cm 7 contexte sortie) T(2)

+
R 0
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Al

(1) A(P6) => Cm

(c ¥ contexte sortie)
0 Mo

(2) =>Cc <
Mg mg + 1

Par récurrence sur m, on obtient le résultat L400 sur lequel repose

la terminaison de l'algorithme.

—— Théoréme T401

La procédure "interprétation abstraite" termine pour tout graphe

de programme.

Pour démontrer le théordme, en supposant que les opérations élémentaires
ga, S U, V et £ prennent un temps de calcul fini, il nous suffit de
montrer que toutes les boucles dans l'algorithme sont exécutées un nombre

fini de fois. Pour les cas non triviaux, ceci est démontré par les lemmes

suivants

Lemme L402

La boucle [21] 3 [33Jest exécutée un nombre fini de fois.

Le nombre d'éléments de "jonctions" est fini d'aprds (H200) avant d'entrer

dans la boucle, et on ne rajoute pas de noeuds d "jonctions" dans le corps
[22] ~ [32] de cette boucle.

—— Lemme L1403

La boucle [6] 3 [20] est exécutée un nombre fini de fois.

La démonstration se fait par 1'absurde

L'ensemble "chemins a exécuter" est fini, car N est fini (H200). Etant
donné que la boucle ne termine pas, on enldve un nombre infini d'arcs 3
"chemins 3 exécuter" en [8]. Comme ce processus ne conduit jamais 3 un
ensemble "chemins d exécuter" égal 3 vide (en [6]), c'est qu'ailleurs
(en [127, [151, [161), on a ajouté un nombre infini d'arcs 3 "chemins 3

exécuter". Comme le nombre d'arcs différents que l'on peut ainsi rajouter
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est fini (H202 et H200) c'est que 1l'on a rajouté deux fois le méme arc.
c'est-da-dire que l'on a suivi un cycle = a = dgs @5 sers @ T A

Le graphe de programme étant bien formé, ce cycle contient un arc a;s

dont 1'extrémité finale est un noeud traité [9] de type jonction de boucle
(L210). Dans ces conditions, la ligne [17] est exécutée, sans que a, soit
ajouté 3 "chemins 3 exécuter". Ceci est en contradiction avec le fait
qu'on ait suivi le cycle Ags g5 sees Bas o wens a s donc le lemme est

i
démontré par 1'absurde.

—— Lemme L404

La boucle [5] 3 [35]est exécutée en nombre fjni de fois.

Supposons, d contrario, que cette boucle soit infinie.

D'aprés les lemmes (L402) et (L403), on passe un nombre infini de fois
en [34], avec {"chemins 3 exécuter" = @}.Comme 3 la suite de [6] - [20]
(qui termine) on a {"chemins 3 exécuter" = #}, c'est qu'd la suite de
[21] - [33] on a rajouté au moins un arc 3 "chemins 3 exécuter”.

Ceci étant vrai, pour chaque itération dans la boucle [5] - [35], c'est

qu'on a exécuté un nombre infini de fois 1'instruction [237 -[32].

a) Si 1'instruction [29] est exécutée un nombre infini de fois, il existe
un arc a égal d arc sortie (noeud), un nombre infini de fois dans 1'ins-~

truction [29], car le nombre de ces arcs a est fini (H200).

On peut donc trouver une suite infinie de "contextes de sortie™ CSO, CSl"'
telsque la séquence CLO, CLl"" des contextes locaux de a soit de la forme
CLO = 9, CLl = CLO v CSl, S CLn = CLn—l v CSn, ... et soit infinie.

La suite de ces contextes étant strictement croissante, d'aprés le lemme
(L400),on a une contradiction avec le lemme (L117).L'instruction [29] est

donc exécutée un nombre fini de fois.

b) Remarquons, que si l'instruction [23] -[32] a été exécutée un nombre
infini de fois, alors que 1l'instruction [29] est exécutée un nombre de fois
fini, c'est que l'instruction [26] est exécutée un nombre infini de fois

(jonction" ¢ (Nj U Nj )). Il existe un arc a égal 3 arc sortie (noeud)
s b
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un nombre infini de fois dans 1'instruction [26], car le nombre

de ces arcs a est fini (H200). C'est dire que 1l'on a parcouru un
nombre infini de fois, un certain cycle a = Qp> 8qs +ee> @, T @

du graphe. D'aprés (L210) ce cycle contient au moins un noeud

njb de jonction de boucle, pour lequel on exécuterait 3 chaque
fois, donc un nombre infini de fois, 1l'instruction [29]. Ce dernier

cas, étant encore impossible, le lemme a été démontré par 1l'absurde.

2.8 - Preuve de correction de 1'algorithme d'interprétation abstraite -

—— Lemme L500

Soit (C C ce s Cam) la suite des "contexte locaux" affectés

00® Tal? ,
d un arc O quelconque du graphe, par la procédure d'"interprétation

abstraite", alors (Va , ¥ m > 0), ¢ = CaO o

<...<C
a

- Le lemme est trivialement vrai, pour l'arc d'entrée du graphe, pour

lequel m = 0.

- Tout arc q, autre que arc initial (graphe) étant arc de sortie d'un
noeud n, il suffit de démontrer le lemme pour des arcs de sortie de
noeud affectation, test ou jonction simple, puisque (L400) a traité

le cas des arcs sortie de noeud de jonction de boucle.

Pour démontrer le lemme, nous allons raisonner par récurrence sur le

nombre d'itérations t dans la boucle [5] ~ [35].

On peut regrouper les raisonnements sur les arcs g de sortie des noeuds

n d'affectation ou de test, en définissant

d(n, C) = cas
L n g2 Na-+ ga (n, C)

(n ¢ Nt) A (0 = arc sortie vrai (n)) =+ gt (n, C¢) f1] ;

+ (n € Nt) A (0 = arc sortie faux (n)) =+ gt (n, Cc) [21;

fincas ;



- B2 ~

Cas 1 : 1 =1

Pour exécuter la boucle [51 - [35], on commence par la boucle

[6] ~ [20], dans laquelle on ne fait que des affectations aux contextes
locaux des arcs de sortie des noeuds affectation ou test [12]1, [151, [161].
Ona Cg = ® d'aprés l'initialisation 3 la ligne [31].

Si Cal est affecté au contexte local de o en [39], c'est que d'aprés

[38], on a "(Cul CaO) soit —=(C , £ ®),

AN

(P6) =>®<d0C
al

(DEF 110) => & 2 & 0 C
al

(L108) == & = C,
al

(p7 ~ 8) => 9 < cal

- CaO < Cal

Etant sorti de la boucle [5] ~ [20], on exécute la boucle 21] - [311,

et seul le cas des noeuds de jonction simple est d étudier [25]; la

configuration des noeuds de jonction est la suivante

C&MJ=®<CMJ Cmﬂqo ¢
08150 “u CBlDl //CBPNO - @
o CG,O ]
Les contextes locaux des arcs Bl, R 8 Bm sont non nuls, tandis que

ac sont nuls.

1
es contextes locaux des arcs CBm+l Bp
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D'apres[ 3], Cy 0" ®. Quand on fait une affectation au contexte
2

local de o, c'est que :

P
=((Uu c,..)

U i < Ca,O = ¢) (d'aprés [221, [23])
i=1
= = 12
(P6) => & < & ( (.? CBi,l)
i=1
b
(D110, (L108,4)) => & =z U C,.
., Bi,1
izl
_ D
P = =
(P7, b) et [261, [39] > Ca,0< igl CBi,l Ca,l

Pour tous les arcs dont le contexte local n'est pas modifié par cette
premiére itération dans la boucle [5] -~ [35], le lemme est également

vrai, avec m = 0, 3 la suite de cette premidre itération.

Cas 2 : 7 =21

On suppose par récurrence que le lemme est vrai en [5] aprés To itéra-
tions dans la boucle [ 5] - [ 35], on montre qu'il est également vrai &
la (TO + 1)™°™° itération.

2.1 ) On commence par faire la preuve pour les arcs dont le contexte local
est affecté dans la boucle [ 6] a [20]. Par hypothdse de récurrence, on

a la configuration suivante :

™
(@]
|
o
ALl
(@]
All
At
(@]

B0 ~ I B.m © CB,mt1

=]
(@]
1]
(S
ALl
(@]
ANl
ALl
(@]
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D'aprés [121, [15], ou [16] et 391 :

= =3
Ca,m Q(n, CB,m) S Ca,m+1 < (n, CB,m+l)
mais d'aprés (L305) ou (L312)
© b @ ==>-C ¢
8,m B,m+1 O, Oymtl
En outre d'aprés la ligne [38], on a :
- =]
(Cu,m+l = Ca,m)
soit :
z Z
(Ca,m = Ca,m+l) oy (Ca,m+1) - Ca,m)
(DEF 109) => ((Cu,m v Ca,m+l? = Ca,m+1) A ((Ca,m+1 E Cu,m) - Ca,m)
=> = = =>
(Ca,m+l ca,m) COL,m+1 s 0, m
2 )
e (Cmﬂn Ca,m+l) A (Coc,m¢ Ca,m+1)

(DEF1109) => Ca,m < C.

En conséquence, 3 la (T0+l)leme itération dans la boucle [5] 3 [351,

le lemme est vraili 3 la sortie de la boucle [6] & [20]7.

2.2) Ensuite, on traite les noeuds de jonctions dans la boucle [21]
a [331; Seul le cas des noeuds de jonction simple est d étudier ; on

a la configuration suivante :
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Sur chacun des arcs d'entrée du noeud de jonction simple, la
séquence des contextes locaux est strictement croissante. En effet

deux espéces d'arcs sont a considérer

- les arcs d'entrée dont le contexte local n'a pas été modifié dans
iédme , . S N

la (To+l) itération. Dans ce cas, d'aprés notre hypothése de récurrence,

la séquence des contextes affectés 3 ces arcs est strictement croissante.

1 z Py o e s iéme

~ Les arcs d'entrée dont le contexte local a été modifié par la (TO + 1)

itération. Notons qu'il s'agit forcément d'arcs de sortie de noeuds affec-

tation ou test, puisque deux noeuds tests successeurs

ne peuvent pas etre traités dans la méme itération (TO + 1) d'aprés [17].

En conséquence, pour ces arcs sorties de noeuds affectation ou test, la

séquence des contextes locaux est d'aprés 2.1 strictement croissante ;

On a donc
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En [22]1, on calcule

P p N
c = 7§ ¢ = (0 ¢ YU (D c )
B> Totl 4oy ByaToil =1 P3°To i1 PioTotl
et d'apreés [237, on a
—(C ¢ )
0, Tyl o, T,
Montrons également gque
C ¢
%5 Ty a,TO+1
on a
D P B
c gc = (3§ ¢ )0 ((T ¢ Yo ( 0 ¢ ))
ATy~ OTetl Ll BTy izt Pi0To izmil Pi0Totl
m p
(L108) => = (0 ¢ Yo ( 0 (¢ UcC ))
i1 P07y il i0To PieTotl
Mais :
(c )y 2 (C ), ¥i e [m+l, pJ
Bi,ro Bi,TO+1
donec (DEF109) => C gc C , soit
Bi,TO Bi,TO+l Bi,ro+1
m
= = = P
C u C = (U C Ju (U CB )
®sTy chtgil T AR T izl 170+l
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En conséquence,

AU
~

- i r C ]
(C : Coc,'ro+1) gt —'(Coc,"roﬂ B 37 £

2.3) Pour les arcs, dont le contexte local n'est pas modifié, en
1'itération (TO+1), le lemme a été &établi lors d'une des itérations

b 25 Ao o

3) Finalement, le lemme est démontré par récurrence sur T : la séquence

des contextes locaux affectés successivement 4 un arc est strictement

croissante.

Remarque : Ce lemme justifie 1'idée intuitive que les contextes associés
successivement aux arcs du graphe, sont de plus en plus "larges", c'est-
d-dire que 1l'on détermine des domaines de valeurs de plus en plus grands

pour les variables de ces contextes.

Ce remme éclaircit également le phénoméne suivant : sur un arc de sortie
d'un noeud affectation ou test, on ne fait pas l'union des contextes ob-
tenus & chaque itération :

- N LY
idme |, . iéme . .
m itération (m+1) itération

' '
Cm ¢ m+1

Les valeurs des identificateurs dans le contexte C sont celles

m+l’
éme . . o
obtenues & la m itération, donc celles de Cm’ unies 3 celles obtenues

3 la (m+1)™€ itération, soit ﬂ(n, c!

m+l) - I1 faut donc poser

= T '
Cm+1 Cm U d(n, Cm+1

)
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Mais :
(L305) ou (L311) => cro<ct = J(n, cr) < J(n, Clig)
=>C_ = J(n, Cliq)
=>(c, 0 Im, c_.)) =Tln, C_.)

= = 1 = '
Donc Cm+l Cm u Jd(n, cm+l) J(n, Cm+l

).

La justification intuitive est que Cé+l inclut C%, donc 1'interprétation

introduit dans Cm+ toutes les valeurs se

+1

de n dans le contexte 6& 1

trouvant dans Cm'

—— Lemme - L501

Pour tout noeud n du graphe de programme :

e {
~(n) -

ou Ca et Ca sont les derniers contextes locaux associés aux arcs ae et as,

e P . P4 . .
par la proceaure d'interprétation abstraite, on a :

Yn ¢ N :

(n € Nt) A (aS = arc sortie vrai (n))

gt(n, Cae) f1l=c¢. 3

a
S

/

(n e Nt) A (aS = arc sortie faux (n)) r—

ﬂt(n, Ca‘) [27 = Ca 2
e s

IAt)

Ca‘ 5
s b e s

€ (N. u N. — C
noe (N 5.0 a

fincas ;
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Intuitivement ce lemme exprime que lorsque 1'interprétation abstraite
se termine, une transformation &lémentaire appliquée a n'importe quel
noeud du graphe, n'approte aucune modification au contexte local assoié

d 1l'arc de sortie de ce noeud.

1°) n est un noeud test ou affectation - n € (Na u Nt)'

Définissons

J(n, C_ ) = cas
E cas

e
nelN, » J,(n, C ? H
e
+ (n e N) A (ag = arc sortie vrai (n))
> T (n, C, y [11
e
+ (ne N A (aS = arc sortie faux (n))
> Zt(n, Ca )y [23
e
fincas
Notons Ca',O’ c PRI Ca - = Ca et Ca 17 C, 2% C, X =NCH
e e e e s - Tg? s s

les suites de contextes locaux associés par 1'interprétation abstraite
aux arcs d'entrée a, et de sortie ag du noeud n. On doit montrer que
d(n, Ca ) = c,
e s

On a la configuration suivante

a P = Ca .0 N6 2 oo § O =C _
e e e e

{
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1.1) Le cas m < k est impossible, car pour traverser l'arc ag (et
lui affecter un contexte local), on est obligé de traverser a, (et

de luil affecter un contexte local).

1.2) Le cas m = k, correspond au fait que les arcs a, et a_ ont été

trversés un nombre égal de fois . Par récurrence sur m :

1.2.0)n=k=1

D'aprés la ligne [38], on a : = (J(n, Ca l) 2 Ca 0) =>
e’ s?
= __11@_ =
= (I(n, Ca ,l) <9) =>06 <o uJ(n, Ca ,l)
e e
(L108-4) => 0 2 3(n, cae,l) => & < J(n, cae)

Al

(® =c 6) =9 Ca ~ < J(n, Ca ), donc le test de la ligne [38]

ag 579 e
est vrai car :
(DEF 110) => (I(n, C_ ) = C_ oY T(n, C_ )) A (C 0" J(n, C_ )
e s e s e
=> (C_ 0 * c. 00 3(n, C_))
S -8 e
(DEF 109) => = (J(n, Ca ) < (Ca ,O)
e S
| A . - - [
D'aprés [39], on a : C, e c,6 = J(n, c ).
s S e
1.2.2) (m 2 2) A (m = k)
Supposons le théoréme vrai pour m = 1, ..., m ~1, on le démontre

0
pour m:= m,.-On a par hypothé&se de récurrence :

J(n, C ) =¢C (1)
a,»m 1 a .My 1

(L400) => C ic
‘ ae,mo ik ae,mo
(L305), (L312) => Y(n, Ca = —l) < J(n, Ca i )

e’ 0 e’ 0
(1) => ¢ 2 J(n, C ) donc le test de la ligne [38] est vrai

. as,m0~l a_»my” ; ; ’
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pour les mémes raisons que précédemment et d'aprés [39], on a

© =¢c_ =Jd(, C ) =3(n, C_ )
a_.m, a_ a_m a,

Par récurrence sur m, le théoréme est démontré dans le cas 1.2.

1.3) Le cas m > k. On traverse l'arc a_, au moins une fois de plus que

1'arc a_. Donc, pour

C ces ey e
a k+1’ Ca L k422 ? Ca ,1’ 3 Ca I
e e e e

le test de la ligne [38] est faux, c'est-a-dire

= ( =(J(n, Ca ,i) < Ca ,k))’ ¥i ¢ [k+1l,m]
e i S
4 f = 1
J(n, C, ’i) <C X c. ¥Yi ¢ [k+l,m] (2)
e S S
D'aprés le cas 1.1, on a
c,6 =¢, kT J(n, c, ,k) (3)
S S e
(L400) => c X< C, .1 ¥i e [k+1, m]
& e
(L305) ou (L312) => J(n, C, ,k) < I(n, C. ’i)
e e
(3) => c,6 < J(n, c, ,i), ¥i e [k+1, m] (4)

S e
() =>c_ = d(n, . ), ¥ie [ktl, m]

s e’

2°) Le noeud n est un noeud de jonction. n € Nj U N.

On a la configuration :

a ® =C
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2.1) Le cas m = k, correspond au fait que les arcs a_ et a_ ont été
traversés un nombre égal de fois.

Raisonnons par récurrence sur m :

2.1.1.)m =k =1

Posons CS' = U contexte local (prédécesseur)

prédécesseur € {arc d'entrée (n) - ae}

cs!

ciu

Posons CS = C
a ,1
e
Comme on traverse 1l'arc a aprés avoir traversé a_s c'est que le test

de la ligne [23] est vrai. Soit :

(5) =(cs E.Cab o)» ce qui entraine-d'aprés les remarques qui
9
suivent le text® de la procédure d'interprétation abstraite que

le test de la lignel [38] est vrai.

2.1.1.1) n € Nj » noeud de jonction simple, et d'aprés lesilignes

[38]1 et [27]:

o - = |
Ca e Cs = Ca .1 u CS (8)
S e
Donc
= - = = '
Ca 1 U Ca 1 Ca 1 U (Q 1 U Cs')
e S e e
ey . B . . = = '
(L108,1) ' => = (ca 1Y C, ,1) u CS
e e
(L108,4) => = Ca 1Y cs!
e
(6) => =¢
5

= 2
(DEF 103) => cae’l =L

2.1.1.2) n € th’ noeut de jonction de boucle, et d'aprés les

lignes [39] et [30]

C, 1 (c, 0 v CS) (7)
s s



Mais :
=> U E g
(L115) (Ca ,0 u CS) (Ca ,0 vV CS)
s s?
donc (Ca ,0 U CS) < Ca 1
s s’
- - = o — = y =
(c_ ®), (Cs =C, 1 U cs') =>cC,_ R cs' < C_ 1 (8)
s,0 e S
— = = '
(P2) > Ca 1 < Ca .1 u CS (9)
e e
(8), (9, (B1) =>C_ , 2¢C
e s
2.1.2) (m 2 2) A (m = k)
Supposons le théordme vrai pour m = 1,..., my -~ 1; on le démontre

pour m = m.. On a par hypothése de récurrence :

0

AL

C C
ae,mo—l as,mo—l
Posons CS' = U contexte local (prédecesseur)

prédecesseur ¢ {arc d'entrée (n) - ae}

Cs!

(=91

CS = Ca o
o e’ 0

Comme on traverse l'arc as,moaprésavoir traversé a_»my» c'est que le
test de la ligne [23] est vrai.

Soit = (CS 2 Ca Hl‘i§ ce qui entraine d'aprés les remarques qui
b
suivent le test de la procédure d'interprétation abstraite que le

test en [38] est vrai

2.1.2.1.) n e N. , noeud de jonction simple et d'aprés les lignes

£39] et [271, ona :

c, =Cs=cC U Cs! (10)
ag°Mg Mo
donc
o 0 c, . =C T - U cs')
e’ 0 s’ 0 a2y e’ 0
(L108,1) => = (C e ) U cs!
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(L108,4) ==>

t
@]
[and
@]
w

(10)

{
\'
t
()

|
\
(@]
AT
(@]

2.1.2.2.) n ¢ Nj » noeud de jonction de boucle et d'aprds les lignes

[397 et [30] : ©

c. . o= _ 7 Cs)
a5y s> 0
=> U z 7
(L115) €, nyocdic, | Tes
s> 0 s>0
donc C, . .4 0C8 2¢
L) as’mO
oL, n \WICICH T (mst = oal bt
s*™o aeoMp ag» my
c 0 (c Gcs') £cC (12)
as,mO aS,mo 1 as,mo
P2=>c__ 2C_ _ T(C ., ucsn
: deoMy a2y a5°Mg

(12), (P2) et (P1) => C ¢
a m

Par récurrence sur m, le théoréme est démontré dans le cas 2.1

2.2 n < k.

On a traversé l'arc a_ au moins une fois de plus que l'arc a_- Donc pour

C IC 2 coo 8 8 ooo ¢
a ,m+l ° Ta ,m+2 ° ? Ca ,i 2 ? ca ok
s S s s?

on a
(L400) ¢ < C ., ¥Yie [m+1, k] (13)

a ,m a ,i
s’ s’

et d'aprés le cas 2.1.1., on a

<
Ca m = Casam (14)

(13), (14), (P1) =>cC_ =¢C sC ;> ¥ielml, k]
e e s? '

=> Ca < Ca pour i = k ci dessus.
e s
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2.3) n > k.

On a traversé l'arc a_ au moins une fois de plus que l'arc a_- Donc pour :

C coo 3 G o 8 ooo 3 , ON a

. C .
a ,ktl > 7a ,k+2 ° a .1 a ,m
e e e e

en appelant CS = C_ U CS' le contexte de sortie défini 3 la ligne

[22], on a d'aprés Eélligne [23]

=(=(CS < C, ,k)) |
S
=> (C_ UcCs')Zc = C (15)
a_ a_,k a
e,l S S
(P2) =>C_ 2 (C_ U cCs') (16)
S, Mo a o
e,l e,l
(15), (16), (P1) => C_ Eca , ¥i e [k+1, m]
e,i S
=>¢ Z¢C pour i = m
a a
@ S

Le lemme est démontré dans tous les cas.

Nous allons é&tablir la correction de 1l'algorithme d'interprétation

abstraite. Quel que soit P un programme concret, notons

P(al,..., am) (1)

la valeur de la variable i sur l'arc a s a la suite d'une exécution quel-
conque du programme P, le long du chemin (al, XY am), d partir de l'arc
initial ay de P.
Notons Ca » le contexte local associé a l'arc a_ du graphe de P, par la

2 m. . . 2 q q q P
procédure d'interprétation abstraite de P. La correction de la procédure

d' interprétation découle du théoréme suivant

——— Théoréme - T502

V(al, 500 g am), ¥iel

P(a1, cees am)(i) ¢ Y(Cam(i))
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1°) m = 1

Cal = @, donc Cal(i) =0, ¥i eI

P(a )(i) € Y([) car i n'est pas initialisé.
1

2°)m > 1

Supposons le théoréme établi jusqu'a m-1 ce.-qui permet de 1'é&tablir pour

o 3
41 ®n-1 “m
» - —
[:> »(n ~l)
La démonstration dépend de la nature du noeud n_q et de la nature de
l'arc a_.
m
2.1) Affectation, n e N
m-1 a
fn-1
“m-1 = %
- v = f (Vl'! 3 Vq) _’
Par hypothése de récurrence, on a
{¥ie1I, P (1) € y(c_ (1)} (L)
(@aj, «eesa ;) a1

2.1.1.) 8i i # v, alors :

P (i) = P (i), d'aprés 1'hypothése
(al, T am—l) (al, g am) ? P yP
(H212-2)
(Ls01) => J (o ., C, ) =cC (2)
m-1 m

(L111) => J (n

(s € @) =c (1)
m-1 m
(H300-2) => C (i) = ¢ (i) (3)
am~l am
(1), (3) => P (1) e y(C_ (1)) (4)
(al, Nens am—l) a,
D = e e I (G
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€ N

2.2) Test, no_q t

(les deux cas, a_ arc de sortie vrai et a  arc de sortie faux, se traitent

de la méme maniére). On donne une démonstration pour le premier cas.

nm-l

a a
m—1 ( s m
i q vrai

On a par hypothése de récurrence :

{(¥i e 1, P (i) € y(c (1))}
(al,..., am—l) a 1

et on veut démontrer :

{P

(a B am)(i) € Y(Ca (1))}

§he m
2.2.1.) ¢, (D) }D

m-1

Posons (C_ , C_.) = Y (n e ). D'aprés la définition (H307-2) de l'inter-
a F -t m-1 a
m m~1

prétation abstraite, on a :

¥ie I, C, (i) = @(E), en posant
m
E={t| (1 evy(C (1)) A (E (vyy oovy v) e y(C (v.)) x ... x y(C (v.)) |
%n-1 P 4 Shel - %m-1 ¢
g(vl, hiiaty vq))}

2.2.1.1.) @ vis de [1,q] | Cam-l(vj) = .

On a par hypothése de récurrence, P( (v.) e y(O).L'élaboration

Ay sees & e ]
- ~ 7z . z . "l . .
du test g conduit & un résultat indéfini, le p%ogramme est incorrect, ce qui

se traduit par Pta - )(i) e v(O). D'autre part, vj est toujours
bl

b

indéfini, car vj e vy, enmconséquence g(vl, cens Vj’ cees vq) est indéfini
et l'ensemble E est vide, donc Ca (i) = 0.

m

2.2.1.2.) ij, j e [1,q9], Ca (vj) £ 0. Comme on a suivi 1'arc a s branche wvrai
m-1
du test, on a

g(P( P

(a

,am)(vl)’ o - ."am)(vq)) = vrai (1)

IR 10¢
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D'autre part, d'aprés 1l'hypothése de récurrence

¥ie I, P 7 (1) e y(C_ (i) (2)
(al, e am_l) a _q

On a (1) A (2) => P (i) € E (3)

(al, cees am_l)

D'aprés (H214-2), g n'a pas d'effets de bord, donc

P (i) =P (i)
(al, ey am) (al, BB am_l)
(3) => P(a1, o am)(i) € E
(H5) => P(al, o am)(i) e v(@CE))
=> P(al’ o B )(i) € Y(Ca (1))
m, m

n
=

o tho o JIN T (1)
a
m-1
i n'est pas défini dans le contexte d'entrée. Comme 1l'évaluation de 1'expression
booléenne g(vl, Smap vq) n'a pas d'effets de bord (H214-2), elle n'affecte pas
de valeur a i, qui n'est donc pas défini dans le contexte de sortie. Par

conséquent, comme P( )(i) e y(), on est conduit 3 montrer que

Ay eees A
Ca (i) = 0.

m

-t a

(H307-2) =>C_ (i) = ¥ (a_,»,C, ) I1] (i) = @(E)
m m-1

en posant

E={t | (r e v(@) A& (vl, J— vq) € Y(Cam_l(vl)) X ... X y(Cam_l(vq))
g(vl, cees vq))}

{t | (r e v(O))}

< y().

In

D'aprés (H 3), on a @(E) < @(v(0))
(H6) => @E) <D0

D'autre part, (P7) => [0 < Q(E)

soit @Q(E) = [0 et Ca (i) = 0.
m

3°) Noeud de jonction, n e N. uN
m-1 ]
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Par hypothése de récurrence, on a :

¥i eI, P am—l)(i) € Y(Ca (1)) (11)

m-1

(ai, R,

Etant donné que la passage par un noeud de jonction ne modifie aucune

variable du programme, lors dtune exécution réelle, on a :

P(al,..., am_l)(i} - P(ai,..., am)(i) 4z
3.1) ¢ (1) = 0O (13)
am—l
(11), (13), (12) => P(al’ .. a )(i) e y(M
g m .
(L15) = P(a ey )(i) e y(Ou ca (1))
1 m m

(L8) => P(a N )(i) € Y(Ca (i)
m m

5.2) ¢, (1) #0

m-1
(L501) 4 (L116) = C_ (i) < C (i)
am—l - am
(W, a18) = P, @) e x(e, 1)
m-1 m

(12) = P(al, — am) (1) € Y(Cam(i)

Finalement, on a montré que :

A (1)) entraine que

P : (i) € y(C
(a am—l) m-1

15 rees
P (1) € y(C (i))
( o am) a_q

al,

Par récurrence sur m, le résultat est vrai pour toute valeur de m.
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4°) - EXEMPLES DE CORRESPONDANCES ENTRE VALEURS CONCRETES ET VALEURS ABSTRAITES,

POUR LES DONNEES COURANTES DES LANGAGES DE PROGRAMMATION -

Les données et opérations élémentaires de 1'algorithme d'interprétation
abstraite sont définies en fonction des propriétés des programmes que 1'on
veut étudier. Nous présentons dans ce chapitre quelques exemples d'études de
programmes, concernant les intervalles de variation de leurs valeurs entiéres,
la parité des valeurs entiéres, la bonne définition d'accés 3 des objets

par l'intermédiaire de pointeurs, etc ....

4.1 - Intervalle de variation des valeurs entiéres d'un programme -

Dans les langages de programmation, les "entiers'" sont en fait un sous-ensemble
IN des entiers de N compris entre deux bornes, que nous noterons symboliquement

t® et -o,

4.1.1) - L'ensemble VC des valeurs concrétes est donc l'ensemble des entiers

compris entre -» et 4w : VC = N

4.1.2) - L'ensemble Va des valeurs abstraites est l'ensemble des intervalles

fermés de N, c'est-d-dire

v = {ln,n] | (n e Vo) A mevV ) (n<mltu{l

4.1.3) - L'opération @ d'abstraction d'ensembles de valeurs abstraites fait
correspondre d tout ensemble d'entiers un intervalle fermé contenant tous

ces entlers

{¥ cv_,
@(X) = cas
X=0 — 0 ;

X #¢ > |MIN(x) , MAX(x) 3
x € X x e X
fincas ; }

I1 est évident que l'opération @ satisfait la définition (DEF1) d'aprés 4.1.2

et MIN(x) < MAX(x)
X € X X € X
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4.1.4) - L'union U de valeurs abstraites est définie comme suit :

2
¥(X,Y) € Va :

X UY = cas X, Y dans

0, O Sl 8
1 0, [n,m] + [n,m] ;
L [n,ml, O > [n,m] ;
| [nl,ml],[nQ,mQI -> [min(nl,nz),max(ml,mQ)]

fincas ; }

Cette opération satisfait la définition DEF2, car (nl :_ml) A (n2 i_mz)
=> min(nl,nQ) f_max(mi5m2), et elle est définie pour toutes les valeurs
abstraites.

Vv
4.1.5) - Montrons que @ est un homomorphisme de (2 C,U) dans (Va,G)

{¥(V,,V,) | v, ¢ Vo3 VeV

1 - 2
@ (Vlu V2) S
cas Vl’ V2 dans
+ @, 0 => Q(@uP =QW =0=000
=C@uvem=ew)u @) ;

1]

1 0,808 =>0(0u Vo) =@ (V) =0u @ (V,)

@ (g) v @ (v,) = @ v)) u @ (V,) 3

1]

L+ 9,0 =@ (V, v @)

]

@ v) u @ (V) 3

d'aprés (4.1.3) : £ @, £ ¢ => @(Vl uv,) =[}§£§(x) > MAX(y) J
2

erlUV2 erlUV
[min

MIN(x) ,A@(y)) a@itl@i(x) 4@3@))]

erl er2 erl er2

(4.1.4) => =] MIN(x) , MAX(y)| u |MIN(x) , MAX(y)
erl erl er2 er2
(4.1.3) => =@wpu @ (V) 3

fincas ;
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4.1.6) - L'opération y de concrétisation de valeurs abstraites fait correspondre

a un intervalle,l'ensemble des entiers compris dans cet intervalle :

{¥x € Va 2
v(x) = cas x dans
0= g;
I [n,m] => (e | n<e <m) ;

fincas ; i

La définition de y satisfait (DEF.4).

4.1.7) - I1 est trivial de montrer que d'aprés leurs définitions, y et @

satisfont les hypothéses (H5) et (H6)

(H5) Cas v S.Vc dans
P =>vecy(@(W)=90,;

F O =>vey@ () ={e]| MIN(x) < e < MAX(y)} ;
X €V yev

fincas ;

(HB) Cas v ¢ Va dans
O=>0=8 (v(@)) ;
[n,m] => [n,m] = @ (y(In,m])) ;

fincas ;

4.1.8) - La comparaison de valeurs abstraites, selon (DEF12) est :

2
¥(x,y) € Va

x<yl<= {xU0y=y}

{x E_y} < cas x, y dans

4+ 0O, O => true ;

4. LE), % 0 => true ;

I %D, [0 => false ;

“'[nl’ml]’[DE’mQJ = [min(nl,n2 . max(ml,mz)]
= [ny,m,]

<=> (min(n,,n,;) = n,) A (max(m,,m.) = m.)
— 12 2 — 12 2

5 (1-12 < nl) A (m2 iml) 3

fincas
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{x <y} <=>cas xe V., yeV dans
= — a’ Y a

O, ? => true ;
0, 0 => false ;
[nl,ml],[nz,mQ] => (n2.i nl) A (m2 z_ml) 3

fincas ;

4.1.9) - comme {x < y} <=> {x <y} A{x } y}, on peut également démontrer :

{x < y} <=> cas x ¢ Va’ y € Va dans
5 ?, 0 => false ;
+ [, *D => true ;

i [nl,ml],[nz,mQ] ="

{(n2 < nl) A (m2 3_ml)} v {(n2 j_nl) A (m2 > ml)} 4

fincas ;

4.1.10) - L'élargissement V de valeurs abstraites est défini par :

(x Vy) = cas x ¢ V» y eV dans

+ 0,2 =>y;
4+ 7, 0 => =% ;
i [nl,ml],EHQ,mg] =>
LE& n, < oy alors -« sinon ng fsi

si m, > m, alors 4+~ sinon m, fsi]

fincas
La définition de V satisfait évidemment (DEF 14).

4.1.11) - Montrons que les définitions de U et V satisfont 1'hypothése (H1u4)
(x Uy) < (xVy)

cas x € Va’ y € Va dans
+ 0,0 =>D0u0<0V0carO=0

<8 D, [n’m] — D

[n,m] = [n,m]
09 [n,n] = [n,m]

7 [mml, 0 == [o,m] v 0= [n,m] < [n,m] V0O = [n,n]

u
<

T [pml, [nyom)] ==




d'aprés (4.1.8)

b
=y

w o«
| i

: {x U

(si

=fsin;, <n

2

sim
—_ "2

| Al

y

in, <n

il
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= [min(nl,nz), max(ml,mz)] g

alors - sginon ny fsi

> m, alors +o sinon my fsil

a

1

XV y} <=>

lors -~ sinon 0y finsi < min (nl,nQ))

2 1
A (Ei.mg > my alors +» sinon my finsi > max (ml,m2)) 2
<=> (si n, < n; alors -« < n, sinon n; < ng finsi)
A (_s_&_m2 > m; alors +e > m, sinon m; > m, finsi) ;
fincas ;
4.1.12) - Nous devons montrer que toute suite de valeurs abstraites Sys ++e5 S
., construite & partir de la suite infinie Vis sees vm, ..., par la relation
de récurrence s. =[] ; s_ = s Vv s +s+.5 N'est pas infinie et strictement
lo! n “n-1 n
croissante pour la vrelation <
S, < 8y T 8, v vy => (4.1.12)
0<0V v, => (4.1.10)
O < vy => (4.1.9)
vy = [ng.myl
Sl < 52 => (4.1.12)
vy < vy v v, => (Pu), (PDEF2)

[nl,ml] # [nl,ml] v

[n2,m2] => (4.1.10)

(nl t sin, < n; alors -» sinon n, fsi) v (ml + sim, > m; alors +* sino

=> (n2 < nl) v (m2 > m

cas 1 : (n2 < nl) A (m2 > m

On a 82 =

On a s3 =

[-©,+>], donc quel que soit v

3

2

Vv

3

= [~

2

n

T

1)

1)

w,to0] = g

cas 2 : (n2 < nl) A (m2 i_ml)

On a 82 =

[—-(X)’m

1

]

(4.1.12)

23

my fsi)

3
donc la suite est finie

(4.1.9)

El
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[-=,m] < [-=,m,] v [ng,m,] => (4.1.10)

< [-~, si m, > my alors +» sinon m, fsil

l
\'

(PDEF2) my + (Ei.mg > my alors +» sinon ml)

g

Sy = [-w,+0] et s, ne peut &tre qu'égal a s

> m

I
A\

3

)

cas 3 :(nl_i n2) A (m2 > m

1

On a s, = [nl,+w]

8, < 84 => (4.1.12)

[n,,#e] < [ng,+=] ¥ [ng,m;] => (4.1.10), (PDEF2)

nl + 81 n, < n, alors -« sinon n, fsi

=> ol < n

3 1

= == [-©,+©] et dans ce cas s, est égal a sy quel que soit vy, .

En conclusion, la série s a au plus quatre termes strictement croissants.

g2 S12 -+

4.1.12.1) Considérons l'interprétation abstraite élémentaire d'un noeud

affectation de la forme :
v o:= %(vl, 500l vm).
On a vu que ¥i ¢ I, ¥C ¢&, i £ v => (H300-2)

Ua(n,C)(i)

c(i)

et pour i = v, on a : (H300-3)

Qa(n,c)(v) = QL{E(v, -ooy v ) l (Vs eees v ) € ¥(Clvy)) x oon x y(C(v))}]

D'aprés (H212-1), on a vu que si un des identificateurs (vl,...,vm) a la
valeur [] dans le contexte C (m > 1), alors Ua(n,C)(v) = [0. (Voir L306).

Au contraire, dans le cas général, on a d'aprés (4.1.3)

(1) ga(n,c)(v) = [MIN({f(vl,...,vm)l(vl,..:,vm) € Y(C(vl))X...Xy(C(vm))}),

MAX({£(v 50005 ) [ (v eeiyv ) e y(Cvy ). oxy(C(v )ID)]
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Dans un langage comme PASCAL, f(vl,...,vn) dénote une expression arithmétique,
obtenue par composition de fonctions élémentaires (+, -, *, ...) appliquées

aux valeurs des variables (Vl’ ccog Vm) et de constantes. Afin de calculert
simplement la formule du membre droit de (1) pour toute expression f(vl""’yﬁ);
nous -allons développer une arithmétique sur les intervalles. '

4.1.12.2) A toute expression arithmétique f(vl,...,vn) définie dans un contexte

abstrait C, on associe une expression arithmétique sur les intervalles,

notée f(vl,...,vm),C comme suit :

a) - si f(vl,...,vm) = cte (expression réduite 3 une constante)

f(vl,...,vm),C = [cte,ctel]

b) - si f(vl,...,vm) = v (expression réduite 3 une variable)

f(vl,...,vm),C = C(Vk)

c) - si f(vl,...,vm) = gg(exprl(vl,...,vm), exprz(vl,...,vm))
(expression arithmétique obtenue par application d'un opérateur élémentaire
op unaire ou binaire (op = +, -, *, ...) 3 une ou deux expressions

arithmétiques expr, et exprz)

f(vla,,.,vn),c = §§:(exprl(vl,...,vm),C, exprQ(Vl,...,vm),C)

ou

_@ ([ilasl] ] [i2382])

[i,s]

1t

MIN {op(x,y)} , MAX {op(x,y)}
xcy([il,sll) xey([1 1)
1)

1°%1

st([iQ,SQ]) xeY([iQ,sz

4.1.12.3) Montrons maintenant que :

£(vyse sy )50 = [MINGEW5e v e 59 )| (vy,eiiv ) € y(Clv )Xo oxy(Clv 1),

yg&({f(vl,...,vm)l(vl,...,vm) € y(C(vl))X...XY(C(Vm))}ﬂ
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- Le lemme est évident pour les constantes (4.1.12.2.a) et pour les variables

simples également car (4.1.12.2.b)

MIN (v, ) > MAX (v, ) = C(vy)
vkey(C(vk)) vkey(C(vk))

- Supposons par hypothése d'induction structurale que le lemme est démontré

pour exprl(vl,...,vm),c et eXPrQ(Vl""’Vm)’C’ on le démontre pour :

f(vl,...,vm),C = Ei:(exprl(vl,...,vm),c, exprQ(vl,...,vm),C)

4 ol .2 ne

=
= | MIN {op(x,y)} » MAX {op(x,y)} ]
xey(exprl(...),C) xey(exprl(uJ,C)
yey(expr,(...),C) er(expr2Gu),C)

Hypothése d'induction :

—

= [MIN {op(x,5)} . MAX {op(x,y)} I
xey([%}ﬁ{exprl(vl,...,vm):| 5 yég{exprl(vl,...,vm)l 1)
(Viseeev ey (Cvdx oy (Cv )} yeney dennuxaiux...
yey([MIN{expr, (... ) | » MAX{... | 1)
(v Deo.oXoux...} (coudew.Xoxo L} i

En utilisant 1'identité :

MIN €£(vy5eeesg(0eeev )y oo v | (vpseee,v ) e v(Clv )% x y(Cly ))})
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=MIN ({£(v5 cony Ty ves v | (Vg vy T, e, V) € v(C(vy)) x ...

- X y(IMINC(LgCuy e e yu ) | (pseensu ) € y(Clvy)) x ... x y(Clv. D1,
MAX({g(uq,eeesm ) | (uyseeenu ) € Y(C(v)) x ... x y(C(v_NHDx...

cee X y(Cv D)

et une identité identique pour 1'opdrateur MAX, on obtient :

= MEE.{QEﬁexPrl(vl""’vm)’ expr2(vl,...,vm)) » MAX {..ﬁﬂ
(vl,...,vm) € Y(C(Vl)) X ... X y(C(vm))

Par induction structurale sur les expressions arithmétiques, le lemme

4.1.12.3 est démontré.
4.1.12.4) Il reste maintenant 3 introduire pour chaque opérateur op du
langage étudié, 3 opérandes entiers, 1'opérateur §§ correspondant sur les

intervalles arithmétiques satisfaisant la condition énoncée en 4.1.12.2.c.

a) Additions; 1 <s, j <t :

[i,s] + [§,t] = [ MIN(x+y) ., MAX(xty)
XEY([i,S]) XE'Y([i,S])
yey([j,t]) yey([,t])

= [MINGO o+ MINGy) , MAX(x)  + MAX(y)
_xey[i,s] yveyli,t] xeyli,s] yeyld,tl]

= [i+s , j+t]

b) Soustractions :

[1,s] = [3,t] = [MINGx-y) . MAX(x-y)
®ey(li,el) xey([i,s])
yey([3,tl) yey([j,t])
= [MING) - MAX(y) , MAX(x) - MINCy)
| ey ([1i,8])  yev([3,t]1) =xey([i,s]) yevy([3,t])

[i-t , s-7]
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Pour les opérateurs suivants, on pourra vérifier qu'ils satisfont 1'hypothése

4.1.12.2.c, sans que nous reproduisions la démonstrations.

c) Multiplication :

[i,8] * [3,t] = [MIN(ixj, i*t, s*j, s%t), MAX(ixj , ixt, s*j, s*t)]

d) Signe : le signe d'un entier est défini par :

integer procedure SGN (integer value A) ;

if A < 0 then -1 else +1 ;

Sur les intervalles, on définira :

SGN ([i,s]) = si i > 0 alors

[1,1]

sinonsi s < 0 alors
[ ]

sinon
[-1,4]

finsi

g) Valeur absolue :

abs ([i,s]) = si i >0 alors
[i,s]
sinonsi j < 0 alors
[-s,-i]
sinon

[0, max(abs(i),abs(s))]

finsi ;

f) Division ; Par définition, on a :
A div B = SGN (AxB) x D(abs(A), abs(B))

avec
integer procedure D (integer value A, B) ;

if A < B then O else D(A-B,B) + 1 ;




- 91 -

On peut donc définir :
[i,s] div [§,t] =
si [j,t]l = [0,0] alors

g

sinonsi SGN([i,s]) * SGN([j,t]) [1,1] alors
[MIN(abs(i), abs(s)) div max(abs(j), abs(t)),
max(abs(i), abs(s)) div min(abs(j), abs(t))]

sinonsi SGN([i,s]) * SGN([35,t]) = [-1,-1] alors
[-max(abs(i), abs(s)) div min(abs(j), abs(t)),

-min(abs(i), abs(s)) div max(abs(j), abs(t))]

sinon
[-max(abs(i), abs(s)) div min(abs(j), abs(t)),

+ max(abs(i), abs(s)) div min(abs(j), abs(t))]

finsi

g) Modulo : Par définition, on a :

A modulo B = A - (A div B) * B
donc SGN (A modulo B) = SGN (A)

Ce qui permet de définir :

[i,s] modulo [j,t] =

si [j,t] = [0,0] alors
O
sinonsi SGN ([i,s]) = [1j;1] alors
[0, max(abs(j), abs(t))]
sinonsi SGN ([i,s]) = [-1,-1] alors

[-max(abs(j), abs(t)), 0]

sinon

[-max(abs(j), abs(t)), max(abs(j), abs(t)]

finsi ;

4.1.12.5) Remarque :

On peut décrire 1'opération modulo de fagon plus précise, en tenant compte du fait

que

[0, 5] modulo [7, 10] = [0, 5], par exemple.
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Avec la définition que l'on a donnée, on trouverait :

[0, 5] modulo [7, 101 = [0, 101
Ceci contredit donc 4.1.12.2.c, ol l'on a posé que

[0, 5] modulo [7, 101 est égal & :

[MIN {x modulo y} , MAX {x modulo y}]

x e y([0, 51) x ¢ y([0, 51)
y € y(L{7, 101]) v e y([7, 107)

On contredit donc 4.1.12.1.(1) et finalement 1'hypothése H300.3. Pour un

noeud affectation n, de la forme

v := x modulo y

interprété dans un contexte C = {(x, [0, 51), (y, [7, 107 )},on aura :

J_ (n, C)(v) = [0. 10]

V|

Intuitivement, ce choix correspond d une perte d'informations sur le domaine

de valeurs de v, et l'on pourrait montrer que l'algorithme d'interprétation

abstraite serait correct en posant

Ja (n, C)(v) = (£, (vy, -.0s V), C)

la fonction € d'interprétation abstraite de 1'expression f dans le contexte C

ermettant une "perte d'informations", c'est-da~-dire que :
-]

S((5E A (Vl, Tyl vm), S

@[{f(\)l, ey \)m) | (\)l, ST vm) € y(C(vl)) X

I1 est toutefois nécessaire que ga soit croissante sur S pour <, ce que 1l'on

obtient par une hypothdse du genre :

V (¢, c,) B ¢

IALL

1 2

Nous avons évité d'introduire la fonction €, pour simplifier 1'exposé.

. X Y(C(vm))}]

c. => é(f,(vl,,,,,vn),cl) < E(f’(vl""’vn’cz)

@({(y modulo u) | (v e y(C(x)) A (u e y(C(y)N}) = [0,5]
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4.1.12.6) Remarque :

I1 est bien connu des mathématiciens [8] que les régles de calcul pour
1'arithmétique sur les entiers, ne sont pas applicables en arithmétique sur

les intervalles ; par exemple

([1, 21 - [~8, 11) * [1, 5]
= [0, 5] *[1, 51 = [0, 15]

tandis que

*

([1, 21
= [1, 10]

[1, 51) - ([-3, 11 = [1, 51)
[-15, 5] = [-4, 25]

On a le résultat connu que
(x = y) xz < (x*2z) - (y *z).

I1 est donc essentiel que les expressions arithmétiques soient é&valuées dans
1'interprétation abstraite &lémentaire dans 1l'ordre utilisé dans le code
généré par le compilateur du langage étudié. En particulier, si ce compilateur
a une phase d'optimisation, on doit utiliser le graphe du programme optimisé

comme entrée de l'algorithme d'interprétation abstraite.

4.1.13) - Prédicats sur les intervalles

L'interprétation abstraite &lémentaire des noeuds tests est définie par

1'hypothdse (H307).

Nous allons nous restreindre au cas ol les prédicats sont construits 3
partir de relations élémentaires (<, <, =, #, 2, >, in) entre les variables
et constantes composées par les opérateurs (A, V, ™). On peut toujours
se ramener a ce cas en introduisant des variables supplémentaires
si x < y+1 alors z T y+1l;
L=>

LRI

si x < z alors

Le traitement des prédicats, (dans la forme générale définie en PASCAL), qui
fait intervenir des déductions du genre {x ¢ [2, 10] et y € [1, 5] et

1<x*xy<u} =>{xel2, 4] et y e [1, 2]} sera fourni ultérieurement.



= Blk =

Dans notre cas, soient des variables a et b définies dans des intervalles
[i, s] et [j, t]. Le fait qu'une relation entre ces variables soit vraie ou
fausse, implique que les valeurs de ces variables soient comprises dans

des sous-ensembles de leurs intervalles de définition: Par exemple :
{a e [2, 5] A b e-[-5, 10] A a £ b}

=>{a ¢ [2, 51 Ab ¢ [2, 10]}

De méme, {a € [2, 5] A a e [3, 7]} =>fa e [3, 51}.
De maniére plus générale, on peut écrire :

{a e[i, s] b el[j, tlra € b} =>

cas
i>t=>(aevy(@d Abey(d);
autres => (a ¢ [i, min(s, t)] A b e [max(i, j), t1) ;
fincas ;

De meme,

{aeli, sl aacelj, t1} =>

cas
) (3 >s)v(i>t)=>(aevy(@D, bevyd) s
autres => (a ¢ [max(i, j), min(s, t)1) ;
fincas ;

Les démonstrations se font par analyse de cas, comme, par exemple :



S6

(a € [1,8] ADb e [],t]) a<b a<b
i R I 3 t ;
.__.!& llllllllll m_ u. lllllllll .u € _”“_..um“_u b e —”u.u._u”_ a e H.Hum”_w b € _”dn._uﬁh_
1 a ] s 1
—— w!,.,..;...,HH.u_r ........ | e [i,s]1, b e [3,t] a€ [i,s], b € [§,t]
=
e a__ ? (— T s
“. q!{ 1 € H.Huﬁ.._u b e _”uu.: a e _H,“_..u.nlu.“_u b € _“u u.n\._
i t T 35 s
= = cas impossible : - cas impossible :
a e y(, b ey a € y(), b e y()
H_. i T a 8
E - m-------rr...m | € [1,t], b € [i,t] a € [1,t~1], b e [i+1,t]
j : S a ___ = t
} T w:uu-nrr,-w .......... | € [1,8], b e [1i,t] a e [i,8], b e [i+1,t]
cas 1 > t => (aey([d), dbey(Od)) cas 1 > t => (a € y(), b e y())
autres => (a € [i,min(s,t)] autres => (a ¢ [1, min(s, t-1)]
=4 ] qW o Q Q
Domaine de définition A b e [max(j,1),t] A b e [max(i+l, 3), tl)
de la variable a fincas ; fincas ;
........... Domaine de validité
de la relation
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Comme dans le cas des expressions arithmétiques, on peut associer 3

tout prédicat du langage, un prédicat sur les intervalles, qui une

fois évalué , donne le résultat de 1'interprétation élémentaire d'un

noeud test. Par exemple, l'évaluation d'un noeud test de la forme

(a £ b) A (b < a), dans un contexte C = {(a, [i, s] ), (b, [j, t1)}, conduit

sur la branche vraie a :

cas

~i>t=>{a, O, (b, M}
-3 >s =>{a, 0), (b, M}

- autres =>
{(a, [1, s1) < (b, L3, tD} A {(b, [j, t1) < (a, [i, s}
=>{(a, [i, min(s, t)1), (b,[max(3, i), tD} A {(b,[], min(s,t)1)A(a,[max(i,i)s1)}
=>{{(a,[1,min(s,t)1) A (a,lmax(i,3),sD},{(b,[max(3,1),t1) A (b,[,min(s,t)1)}}
=>{(a,[max(i, max(i,3)), min(min(s,t),s)1), (b, max(max(i,3),3),min(t,min(s,t)) 1)}

=>{(a,[max(i,3),min(s,t)]), (b,[max(i,3), min(s,t)1)}

fincas
Ce qui est évident quand on songe que {(a < b) A (b < a)} <=> {a = b}.

La négation est plus difficile 3 traiter. En effet

{a e [i, s1 Abelj, t1] A aRb =>a e [i', s'T A b e [j', t']}

n'exclut pas que
{Ha e [i', s'1 Adb e [j', t'] | = aRb}

donc le fait que a doit appartenir 3 [i', s']J et b & [j', t'] pour que la
relation aRb puisse &tre vraie, n'implique pas que a ne doit pas appartenir
a [i', s'] et que b ne doit pas appartenir a [j', t'] pour que la négation

de la relation aRb soit wvraie.

Pour résoudre le probléme, on est conduit 3 partionner le domaine de a, c'est-
a-dire [1, s] et celui de b, [j, t] en trois domaines [iv, SV],[iF, SF],

[iI, SI] et [jv, tV], [jF, tF], [jI, tI] respectivement, tels que si

a e [iv, sv] alors la relation aRb est vraie pour toute valeur de b, si

a e [iF, sF] alors —(aRb) est vraie pour toute valeur de b, et enfin si

a e [iI, SIJ alors la relation aRb est incertaine, c'est-ad-dire qu'il y a

des valeurs de b pour lesquelles aRb est vrai et d'autres pour lesquelles

aRb est fausse(méme chose pour b).
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Exemple :
Siael0, 10] et b e [3, 7], alors :

~ael8, 10l =>b < a
~ael0,3]=>(cx<a)
-ael4, 71 =>(b<a) =< a)

Pour appliquer ce résultat a 1'interprétation élémentaire d'un noeud test,
le domaine de a sur la branche vrai est [iv, sv]'a [iI, sI] et sur la
branche faux, c'est [iP’ sF]'ﬁ [iI, SI], lé remarque 4.1.12.5. étant

également applicable dans ce cas.

Sur notre exemple, on obtient :

{(a, [0, 101), (b, [3, 7}

faux

{(a, [8, 101 T [4, 71), (b, [3, 7D} {(a, [0, 31 T [y, 71), (b, [3, 71D}
= {(a, 4, 101), (b, [3, 7D} | = {(a, [0, 71), (b, [3, 71)}

Pour traiter la relation d'inégalité stricte, on obtient (les cas de

dégénérescence sont omis)
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On remarque que le domaine d'incertitude est le domaine initial

([i, s] pour a) moins les domaines ol la relation est toujours vraie

ou toujours fausse.

Autrement dit, [iI, sI] et [jI, tI] sont inutiles puisqu'on peut les
reconstituer d partir de [i, s], [iv, SV], [iF, SF] et [, t1, [jV, tV],
[jF’ tF] respectivement.

A toute relation R (5, <, #, =, >, 2, in) du langage, on fait corres-

pondre un opérateur é défini par :

R (a, b, C) => (CV, CF) H

qui 3 deux identificateurs a et b et un contexte C fait correspondre deux
contextes C,, et CF dans lesquels la relation aRb est toujours vraie, ou

\%
fausse respectivement.

A l'opérateur de négation, —, on fait correspondre un opérateur —, défini

par :

Ju

(¢ )

Cp) = (Cp, Cy

VS

A 1'opérateur A de conjonction, on fait correspondre un opérateur A, défini

par :
= ' '
= Y = o
(C,ncl, Cpuch)
Avec
C, 8¢, ={(i, v) | (1eI), (v e v, - {OPDAv = Cl(l) n Cz(l))}
et
vl_g A = cas vy € Va, v, € Va dans
T (?, D) => Vl ;
Ry 2) => vy 3
Lri, 81, 03, t1 =>
cas
(3 >s), (1 >1t) =0
autres =>[max(i, j), min(s, t)] ;
fincas

fincas ;
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De méme
c,ic, ={(i, M| EeD, (vev, -{ON, (v =c (i) U c, (i)}
avec
v, UV, =cas v, ¢ Va’ v, € Va dans
+ (7, ) => M
L (D’ ?) => v2 3

- [i, sl, [j, t] =>

cas
1 GG > s), (i, t) => O3

autres =>[min(i, j), max(s, t)] ;

fincas ;

fincas ;

Enfin, on fait correspondre 3 la disjonction Vv, 1l'opérateur vV défini par :

1]
Cy» Cp

|cn
{ou

(Cys Cp) v (c¢, cLy = (Cy cL)

Exemple :

{a e[~ 0, 10] et (1 < a) A (a < 12)} =>

IAH

(1, a, {(1, [1, 11, (a, [~», 101D}) A = (a, 12,{(12, [12, 12]), (a,[~=,101)})

=> ({(a, [2, 101D}, {(a, [~, 11D}) A ({(a, [-~, 11])}, )
=> ({(a, [2,10] a [-=,111)},{(a,[~=,1] T D)})
=> ({(a,[2,101)}.{(a,[-=,11)}

>

&

Finalement, le résultat de l'interprétation abstraite élémentaire d'un noeud
test n de la forme Q(vl,...,vm) dans un contexte C s'obtient par l'évalua-
tion abstraite de Q(vl,...,vm), C comme nous l'avons décrit précédemment.

Ceci produit deux contextes (CV, CF)' Sur la branche de sortie vrai,

on a

J.(n,0) [11 (v)

1t

Cly ) =cC

3,.(n,0) [2] (v) = Cv) = C (v)

ol 1l'opérateur — est défini comme suit :
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\21 vV, T cas v, € Va’ v, € Va dans

T @,2) =>0 ;

+ (#1,0) = vy

r (Ii,sl,[3,t]) =>
E
(3 <t<i<s)=>[i,s] 3
- (j < i<t <s) = [t+l,s] ;
- (1< j<t<s) = [i,s] ;
(i< j<s<t) = [i,j-1] 3
- (i< s<j<t) = [i,8] ;
F(i<i<s<t) =101
fincas ;

fincas ;

Certains cas de dégénérescence ol les intervalles sont réduits 3 un point

sont omis.

Exemple :
C = {(a,[-»,+]),(b,[0,+])}
vrai faux
on évalue

5(53 a, b, c) =

: (Qg {(ag[_maol)})
= {(a, [=~,0D)}

Sur la branche vrai :

- la valeur de a est :

[-=,40] =0 = [-o,4] ;

- la valeur de b est

[0,40] =0 = [0,4] ;
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Sur la branche faux :

- la valeur de a est

[-o,40] = [-®,0] = [1,+=]
- la valeur de b est

[0,40] = 0= [0,+0] 3
Soit

{(a,[-=,+=1), (b,[0,+]1)}

{(a,[—w3+°°])3 (b9[09+°°])} {(a9[15+°°])9 (b’[09+m]}

Au-deld de cette courte présentation intuitive, il faudrait présenter
formellement cette interprétation élémentaire des noeuds tests, et qu'elle
satisfasse l'hypothése H307. Ceci sera fait ultérieurement, et sans

restrictions sur les prédicats.
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Considérons le programme suivant (en PASCAL), de recherche de 1'indice m d'une .
valeur entiére R dans un tableau d'entiers T rangé en ordre croissant, par

dichotomie :

[1] wvar T : array [1 .. 100] of integer ;

[2] R, upb, lwb, m : integer ;

[3] begin

(4] {initialisation de T en R ~--}

[5] lwb := 1 5 upb := 100 ;

[6]1 | if (R < T(1wb)) v (R > T(upb)) then
[7] | goto1;

[8] while lwb < upb do

[9] begin

[10] m := (upb+lwb) div 2 ;

[11] if R < T(m) then

[12] upb := m-1

[13] else

[14] if R = T(m) then

[15] begin write (m) ; go to 1 end
[16] else

[17] | b := mt1

[18] end

[18] 1 : end.

Un complicateur générant des tests dynamiques de programmes inclurait dans le
code généré des tests pour vérifier que lwb, upb et m sont compris entre 1 et
100 aux lignes [6], [11], [12]. On peut toutefois montrer statiquement que ces
tests sont inutiles. Pour faciliter la présentation, on peut ignorer R et T,

ce qui donne le graphe de programme suivant :
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E2

La trace de l'algorithme est la suivante :



Noeud Contexte de l'arc de sortie Chemins 2 z
Pas Arc Contexte local (arc) traité du noeud traité e Jonction
1 A 4]
a g
2 @ ? afreee. | 1wb=[1,1] B )
3 iwb = [1,12 af?ect_ Zwb =(1,11), upy, =[190,1003 ol )
y @ wb = [1,13, upb = [100,100] jogct iwb =[1,1] , upb =[100,100] ? D
5 D iwb = {1,1], upb = [100,100] t'e:t iwb =£1,11), upb =[100,100] ° ] |--El E2 ?
6 E2 ] sortie L__. El ]
7 E1 lwb = [1,11, upb = {100,1003 af‘;ect_ lwb = £1,1], upb = [100,100], m = [50,50] F []
8 F 1wb = [1,11, upb = [100,1001, m = [50,50] tegt lwb = [1,1], upb = {100,100], m = [50,50] [ G I H L o
[
9 I lwb = [1,1], upb = [100,100], m = [50,50] sortie I.._. G 2
!
10 ! wb = [1,13, upb = [100,1003, m = [50,50] af%ect. iwb = £1,1], upb = [49,491, m = [50,50] H C2 ?
(o4
11 c2 1wb = [1,11, upb = [49,49], m = £50,50] Soncti H !l D
12 H wb = [1,13, upb = [100,100]1, m = [50,50] af?ect iwb = £51,511, upb = [100,1001, m = [50,50] c3
| d
13 C3 lwb = (51,513, upb = [100,100],m = [so,so]jofmt iwb = (1,511, upb = [49,100], m = [50,50] D
| . .
14 D lub = [1,+=], upb = [-=,100], m = [50,50] dt lwb = {1,100] lwb = [1, +=] . E1|E2 ]
25 upb = [1,100] upb = [-»,100]
m = [50,50] m = [50,50]
15 E2 lwb = [1,+=], upb = [~=,100], m = [50,50] sortie I--—’ El
1
16 E1 iwb = [1,100], upb = [1,100], m = [50,50] af‘i’ect. wb = [1,100], upb = [1,100], m = [1,100] I 5
L
17 @ lwb = {1,1001, upb = [1,100], m = [1,100] t;st 1wb = [1,100], upb = [1,100], m = [1,100] L 6 I H _L
18 @ lwb = [1,100], upb =_[1,100], m = [1,100] | sortie » G
19 @ 1wb = [1,100], uwpb = [1,100]1, m = [1,100] afi‘:ect' Jwb = [1,100], upb = [0,99], m = [1,100] c2
3 @
20 @ Iwb = [1,100], upb = [0,99], m = [1,100] | . H o D
21 @ lwb = [1,1001, upb = [1,100], m = [1,100] af?ect. lwb = [2,101], upb = [1,100], m = [1,100] 3
22 @ iwb = [2,101], upb = [1,100], m = [1,100] ].ofwt. lwb = [1,101], upb = [0,1001, m = [1,100] D
23 @ lwb = [1,+e], upb = [-=,100], m = [-e,+w] te:t 1wb = [1,100] 1wb = [1,+e] 1 1 F2 )
upb = [1,100] upb = [-»,100]
m = [~ 4] m = [~ 4]
24 @ lwb = [1,+w], upb = {~=,100], m = [~=,+=] | sortie » E1
25 @ iwb = [1,100], upb = [1,100], m = [-=,+] af;ect. 1wb = [1,1001, upb = [1,100], m = [1,100] F
26 r arrét
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Le résultat final montre que les vérifications dynamiques sont inutiles :

! B, {(iwb,[1,11)}

upb := 100

c1 , {(iwb,[1,1]),(upb,[100,100])}

D,{(1wb,[1,+»]),(upb,[-*,100]),(m,[-=,+=])}

faux E2
lwb < upb >
T____,//_ {(1wb,[1,+*]),(upb,[-=,100]), T[:>

(m,[-=,+=])}

vrai

E1, {(iwb,[1,100]),(upb,[1,100]),(m,[-=,+=])}

3
e m := (upb+lwb)div 2

F, {(1wb,[1,100]),(upb,[1,1001),(m,[1,100])}

(o) &

G H
g | upb := m-1 h 1wb := mt+l
C2 {(1wb,[1,1001),(upb,[0,99]), c3 , {(1wb,[2,101]),
(m,[1,100])} (upb,[1,1001),(m,[1,100])}
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A la suite de cet exemple, on peut remarquer que l'on n'a pas traité le cas

de R ni celui du tableau T

- Notre programme initialise R a la ligne [4], par exemple, par une instruction
de lecture. Dans l'interprétation abstraite, on affecte 3 R une valeur
[~o,+°], et cette valeur est propagée sur tous les arcs du graphe du

programme .

- Dans l'interprétation abstraite, on peut considérer un tableau comme étant
constitué d'un seul élément abstrait. Toute affectation & un &lément quelconque
du tableau est considéréecomme une affectation d 1'élément abstrait. Tout
test sur un élément quelconque du tableau porte également sur 1'élément abstrait
unique. L'interprétation abstraite est donc conduite comme si le tableau
était un entier. Par contre, le résultat final de l'interprétation abstraite
est a4 interpréter différemment : si sur un arc la valeur abstraite du tableau
T est [i,s], alors tout &lément T[k] du tableau (oi k est compris entre les

bornes inférieures et supérieures de T) est compris entre i et s.

{i < Tkl < s, ¥k e [binf(T), bsup(T)1}.

- Dans l'algorithme d'interprétation abstraite que nous avons présenté, on ne
tient pas compte des déclarations des variables entiéres. En PASCAL et en LIS,

par exemple, on déclarerait dans notre exemple

[1] var T : arrayll .. 100] of integer ;
[2] R : integer ;

-~ upb : 0 .. 99 ;

- lwb : 1 .. 101 ;

= m: 1 .. 100 ;

On peut tenir compte de cette information, quand on &largit les contextes
abstraits aux noeuds de jonction de boucles ; pour une variable v, déclarée

entre les bornes v. et v_, alors on définira 1'élargissement de la valeur

abstraite x de v, par la valeur abstraite y de v comme suit
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(x Vy)=cas x ¢ V., y € V, alors

+ 0,2 =>y;

4?2, 0=>x;

i [nl,ml],[nz,mz] =
[si n, < n, alors

2 iy
si Vs < n, alors v, sinon -« fsi

sinon n, fsi

si m, > m, alors
=22 Hy 1 22905

si m, < Ve alors vy sinon +« fsi

sinon my el |

fincas ;

Dans la trace de notre algorithme, on aurait

{(1wb,[1,1],(upb,[100,100]1)

J{(1wb,[1,511),(upb,[49,1001),(m,[50,501)}
= {(1wb,[1,101]1),(upb,[0,100]1),(m,[50,50])}
au lieu de

{(1wb,[1,+*]),(upb,[-~,100]),(m,[50,50])

Les déclarations permettent donc des résultats plus précis, mais ne sont pas
indispensables. En tout cas, on a une vérification statique des types, et le
compilateur n'a pas a générer de testspour vérifier les domaines de définition

de m, lwb et upb aux lignes [5], [10], [12] et [17].

- Enfin, dans certains langages, comme LIS, les intervalles de définition des
entiers sont symboliques.
On aura :

lire N ;

A, B,C:1..N3;E, F:-N..+N

En ALGOL 60, les tableaux dynamiques ont des bornes formelles. Dans ce cas,
encore, le principe de notre algorithme est valable, mais son application
plus délicate, & cause des manipulations formelles de formules. On rejoint les

difficultés des techniques d'évaluation symbolique des programmes.
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4.2 - Etude des valeurs des pointeurs d'un programme -

Soit & déterminer pour chaque variable de type pointeur ou référence d'un
programme, si elle peut ou non prendre la valeur nil en un point quelconque
du programme ;

on peut définir une interprétation abstraite sur les valeurs ([, nil, non-nil,

indéterminé). Les valeurs concrétes sont donc des pointeurs éventuellement

nuls, et la fonction d'abstraction d'ensembles de valeurs concrétes est :

¥X cV_,
C
ax)
tx=8->0
- X = {nil} > nil ;

- {¥x € X, x # nil} » non-nil ;

1 autres - indéterminé ;

fincas ;

L'union des valeurs abstraites U est définie par

x U y T cas x ¢ Vc, y € VC dans
il (O 1
+ 1, P>y 3
+ P b = x

+ nil, nil > nil ;

+ non-nil, non-nil - non-nil ;

T 2utres - indéterminé ;

fincas ;

Pour la comparaison de valeurs abstraites, on a le diagramme suivant

indetermine

N
N

Le nombre de valeurs abstraites étant fini, on peut définir 1'élargissement

non-nil

de valeurs abstraites par
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L'interprétation des affectations est triviale.

P := nil ;

affecte la valeur abstraite nil a p ;

P = X3

affecte la valeur abstraite de x 3 p.

I1 faut aussi en PASCAL,considérer des affectations 3 des variables de type

pointeur sous la forme
alloc(p) ou alloc(p,t)

ce qui alloue a p la valeur indéterminé puisque le résultat de 1'allocation
peut &tre la valeur nil quand la classe d'allocation est pleine, ou une

valeur différente de nil quand 1l'allocation est effective.

L'interprétation des tests est également simple puisqu'on ne peut que comparer

des variables de type pointeur :

(x = y) = cas %, y dans
+ nil, nil » {(x,nil),(y,nil)}, @ ;

- nil, non-nil » @, {(x,nil),(y,non-nil)};

r nil, indéterminé - {(x,nil),(y,nil)},{(x,nil),(y,non-nil)} ;

- non-nil, nil » ¢, {(x,non-nil),(y,nil)} ;

- non-nil, indéterminé -+ ¢, {(x,non-nil),(y,nil)}

- indéterminé, non-nil - &, {(x,nil),(y,non-nil)} ;

r indéterminé, nil + {(x,nil),(y,nil)},{(x,non-nil),(y,nil)} ;

T autres > o, 0;

fincas ;

Comme en 4.1.13, on a, pour chaque cas, réparti le contexte d'entrée, en deux
contextes de sortie, l'un ol le test est toujours vrai, et l'autre ol le test

est toujours faux.

Pour les autres opérations (=, Vv, A), le traitement des prédicats est le méme
qu'en 4.1.13. En particulier, l'opérateur # est défini par

{x £ y} <=> {Ax=y)}.
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L'interprétation élémentaire d'un test comme

C = {(x,indéterminé)}

¢' = ¢ = {(x,non nil)} et o= ¢ 2 {(x,nil)}

{(x,indéterminé E-nil)}

{(x,indéterminé - non-nil)}

{(x,ni1)}

[N

11
H

{(x,non-nil)}
utilise la différence de valeurs abstraltes définie comme suit

V. —V, = cas v, € V v
2 —_ 1 a’

17T € Va alors

2
indéterminé, nil -+ non-nil

indéterminé, non-nil - nil

indéterminé, indéterminé - 0

1 indéterminé, [] -+ indéterminé

non-nil, nil - [

etec ...

+
fincas ;

1

(On a Y(vl-; v C [Y(Vl) n Y(Vg)])

)
2 v

Considérons maintenant un exemple d'application, il s'agit de trouver la

~
éme c : c c
valeur du K enregistrement d'une liste linéaire.

liste valeur sulvant

PhA_j r—‘—j

=
] Vl -— '\72 R T ....__’Vn
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(13 si (k < 0) v (liste = nil) alors
(2] erreur.

[3] finsi ;

[4] courant := liste ;

[5] tantque k > 1 faire

6] k := k-1 ;
[7] courant := suivant (courant) ;
[8] si courant = nil alors
[9] erreur.
[10] Finsi ;

[11] refaire ;

[12] v := valeur (courant) ;
Lors de l'interprétation abstraite, la fonction suivant, d résultat de type
référence, produit une valeur abstraite "indéterminé", la fonction valeur,

un entier entre [-»,+o] par exemple.

Pour faire la trace de l'interprétation abstraite, on utilise 1'organigramme

suivant
A
.a<zkfp) V (liste = nii;\ — .
4 c [>
B | faux
v
b | courant := liste
77 D2
faux
© 3 *[:> 5
g k := k-1 ;
A courant := suivant (courant) ;

H

A

. “\ I .
courant = nil _,[:> i
A vrai

\ D2
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La trace se fait icl avec un contexte initial,
{(K, [-®,+>]), (liste,indéterminé)}

puisque K est un entier, et liste une référence éventuellement nulle 3 un

enregistrement de la liste linéaire.



Noeud

Pas Arc Contexte local (arc) . Contexte de 1l'arc de sortie Chemin 3 .
LLZALE du noeud traité exécuter Jonct lon
noeud . e 0 o2
1 d'entrée {(k, [-=,+=]), (liste, indéterminé)} A @
2 @ B =] e e o el eoie | {06 [-=,01),(Liste, nil)} C ?
{(k, [1,4+=]), (liste, non-nil)} B
. . c
3 | (©) |1, =,0D), (Qliste, niD)} i B g
. . b B .
4 Q {(k, [1,+«]), (liste, non-nil)} {(k, [1,+=]), (liste, non-nil), (courant, D1 ?
e affect. - e
non-nil)}
. d
5 D1 {(k, [1,4=]), ..., (courant, non-nil)} Sonet. @ {a}
6 D1 {(k, [1,+=]), ..., (courant, non-nil)} .OMOﬁ {(k, [1,+=]), (courant, non-nil)} E] @
D2 3 J :
7 AHV {(k, [1,+~]), (courant, non-nil)} ded {(k, [1,1]), (courant, non-nil)} 5 2
{(k, [2,+*]), (courant, non-nil)} G
. £
8 Auv {(k, [1,11), (courant, non-nil)} cortie G @
9 AHV {(k, [2,+=]), (courant, non-nil)} memOﬁ {(k, [1,+=]), (courant, indéterminé)} H @
10 {(k, [1,+=]), (courant, indéterminé)} i {(k, [1,+=]1), (courant, nil)} I @
——————y test ="
{(k, [1,+°]), (courant, non-nil)} D2 @
. i
11 AHV {(k, [1,+=]), (courant, nil)} S b2 @
. d
12 D2 {(k, [1,+=]), (courant, non-nil)} jonet. ? {d}
. d =
13 g {(k, [1,+=]), (courant, non-nil)} Sonct. arrét i @
e {(kx, [1,+=]), (courant, non-nil)}
i
Finalement, 1'interprétation abstraite nous apprend que le pointeur "courant" n'est pas nil en [7] et [12], donc b
=

les accés aux éléments de la liste sont corrects.
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Remarques :

1 - Le colt de vérification dynamique de la correction des pointeurs,
lors d'un accés & un enregistrement est habituellement peu cher, puisqu'on
utilise le mécanisme de protection mémoire pour les programmes utilisateurs
(en mode esclave). Par contre, pour les langages d'implémentation de systéme,
cet artifice n'est plus valable puisque certains programmes en mode

maitre ont accés d toute la mémoire. Il est donc indispensable de faire la
vérification statiquement pour éviter de truffer les programmes de tests de

non-nullité inutiles.

2i8= Comme dans le cas des tableaux, l'interprétation abstraite d'objets -
de type enregistrement, se fait comme s'il n'y avait qu'un seul enregistrement

par classe, sur lequel pointent toutes les références d cette classe.

S = Dans les deux exemples que l'on a donnés, l'interprétation abstraite
vient en complément de la théorie des types classiques, puisqu'il s'agit

de déterminer le sous-type d'une variable, compte tenu du flot de contrdle

du programme. Ceci permet d'imaginer une théorie des types, qui soit plus fine
que celles actuellement connues. Par exemple, on peut imaginer d'introduire

des types comme pair, impair, ... et de faire statiquement le contrdle des

types.

4.3 - Parité des variables entiéres d'un programme -

Soit a déterminer la parité des variables d'un programme. On peut définir
une interprétation abstraite sur les valeurs ([J, pair, impair, entier). Avec
¥X c V

@

@ (X) = cas

‘..X:¢—>D;

+ {¥x e X, pair(x)} - pair

t+ {¥x e X, impair(x)} - impair ;

+ autres - entier ;

fincas ;
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V(X,Y)_evi

XUY = cas X, Y alors
t0,0-0 3
Fd, 2> Y
F?,0->X3

- pair, pair » pair ;

- impair, impair - impair ;

I autres - entier ;

fincas ;
Pour la comparaison de valeurs abstraites, on a le diagramme de HASSE suivant :

[Shsu ey d

- 7
T

L'élargissement de valeurs abstraites étant défini par x Vy = x U y, la
convergence de l'algorithme est assurée car le nombre de valeurs abstraites

est fini.

L'interprétation des expressions arithmétiques est triviale :

Addition : o+ x-0

2

tx+0->03

T+ pair + pair - pair ;

+ pair + impair - impair ;

+ impair + pair - impair ;

+ impair + impair - pair ;

+ X + entier » entier ;

- entier + x > entier

SitCICRe.

- L'interprétation des tests est également simple puisque <, <, >, >, #, in

n'apportent aucun renseignement, tandis que 1'égalité en apporte :

{x
{x

etc ...

v} A {(x,pair)} =>y pair

v} A~ {(x,pair),(y,impair)} est impossible,
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Prenons 1l'exemple du programme suivant, qui calcule a x b

-
vrai
E

D faux

& e b<0 F1—4:>
a| T = r+a ;
1. 2= 141 3 F2| vrai
L
B1 £ r 1= -p
8
G

Avec un contexte initial, a est pair, b est impair, on obtient



h texte de 1! de sorti Chemi a .
Pas Arc Contexte local (arc) Egz?gé Contex dﬁ ngeu dag aiiés o exglgllxré:r Jonction
0 : A 2
1| (&) | t(a, pair), (», impair)} ) | t(a, pair), (b, impair), (r, pair), (i, pair)} | B2 2
2 B2 {(a, pair), (b, impair), r, pair), {b} {b}
(i, pair)} jonet.
Bl ® ]
B2 {(a, pair), (b, impair), (», pair), b {€a, pair), (b, impair), (»r, pair), (i, pair)} c [4]
. (i, pair)} jonct.
3 @ {{a, pair), (b, impair), (r, pair), {c} [ E @
(i, pair)} test
{(a, pair), (b, impair), (r, pair), (i, pair)} D ]
4 D {(a, pair), (b, impair), (r, pair), {4} {(a, pair), (b, impair), (r, pair), Bl [}
(i, pair)} affect. (i, impair)}
5 Bl | {(a, pair), (b, impair), (r, pair), {b} {b}
(i, impair)} jonct.
Bl | {(a, pair), (b, impair), (r, pair), "]
(i, impair)}
B2 {(a, pair), (b, impair), (r, pair), {b} {(a, pair), (b, impair), (r, pair), (i, entier)} (& ]
(i, pair)} i fonct. . |
= f
6 @ {(a, pair), (b, impair), (r, pair), {c} {(a, pair), (b, impair), (r, pair), (i, impair)} E 2
(i, entier)} test
{(a, pair), (b, impair), (r, pair}), (i, entier)} D ]
— t
7 @ {(a, pair), (b, impair), (r, pair), {4} {(a, pair), (b, impair), (r, pair), (i, entier)} Bl . ?
(i, entier)} affect. B
8 B1 {(a, pair), (b, impair), (r, pair), {b} @ {b}&
(i, entier)} : jonct. o
<] @ ((z:x, ?air?, (b, impair), (r, pair), {e} _{(?, ?air?, (b, impair), (r, pairj, F1 ["]
(i, impair)} test (i, impair)} .
{la, pair), (b, impair), (v, pair), F2 @
! (i, impair)}
10 @ {(?’ E_aiz‘?, (b, impair), (r, pair), sortie o
(i, impair)}
11 @ {(a, pair), (b, impair), (r, pair}, {g} (a, pair), (b, impair), (r, pair), G []
(i, impair)} affect. (i, impair)
12 @ {Eé, E‘air?, (b, impair), (r, pair), ol o
i, impair)} ;
{{a, pair), (b, impair), (r, pair),
(i, éntier)} 2
{(a_\. Ea%r), (b, impair), (r, pair), .'(b} (c':\, Eaix:), (b, impair), (r, pair), ¢ 2
(i, pair)} . jonct. (i, entier)
13 [ arrét
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Le résultat exprime que le produit d'un nombre pair par un nombre impair

est un nombre pair :

A {(a,pair), (b,impair)}
| (6l 0
i:=0

&
Bl
{(a,pair),(b,impair), b LS
(r,pair),(i,entier)}
e ’ {(r,pair)}
v
. F2 vrai
a| = rta —
1 = 1+l
gl = -p
B
N A G
{(r,pair)}

Avec un contexte initial, a est impair, b est pair, on obtient



texte de 1' d ti Chemins 3 5
ks G Eancestchiocatyane) ﬁz‘{fé Con exdﬁ ngeudazgaiiésor e exécuter Jonctioc
0 A [
1 | (&) | ta, inpair), (b, pair)} ta) | ta, inpair), (v, pair), (r, pair), (i, pair)}| B2
2 B2 {(a, impair), (b, pair), (r, pair), {b}
(1, pair)} jonct. @ {b}
Bi [] 5
B2 {(a, impair), (b, pair), (r, pair), jonct. {(a, impair), (b, pair), (r, pair), (i, pair)} c 9
(i, pair)}
3 C {(a, impair), (b, pair), (r, pair), {c} {(a, impair), (b, pair), (r, pair), (i, pair)} E
(i, pair)} test : @
{(a, impair), (b, pair), (r, pair), (i, pair)} D
4 E {(a, impair), (b, pair), (r, pair), {e} {(a, impair), (b, pair), (r, pair), (i, pair)} F1
3 (i, pair)} test p
{(a, impair), (b, pair), (r, pair), (i, pair)} F2
5 Fi [E?, ir;g:§r), (b, pair), (r, pair), e F2 @
6 F2 {(a, impair), (b, pair), (r, pair), {g} {(a, impair), (b, pair), (r, pair), (i, pair)} G 2
(i, pair) . affect.
7 G [2?’ i:§i§§), (b, pair), (r, pair), SorTile D @
8 D {(a, impair), (b, pair), (r, pair), {d} {(a, impair), (b, pair), (r, impair), Bl
(i, pair) affect. (i, impair)}
9 B1 {(a, impair), (b, pair), (r, impair), {b} (b}
(i, impair)} jonct.
B2 {{a, impair), (b, pair), (», pair), '
(i, Eair)F el
B1 {(a, impair), (b, pair), (r, impair), {b} {(a, impair), (b, pair), (r, entier), (i, entier)} ¢ =
(i, impair)} '
10 @ {(a, impair), (b, pair), (r, entier), {c} {(a, impair), (b, pair), (r, entier), E
(i, entier)} test (i, pair)}
{(a, impair), (b, pair), (r, entier), D
(i, entier)}
11 {(a, impair), (b, Eair), (r, entier), {e} {(a, impair), (b, pair), (r, entier),
@ (i, pairyt test * (i, pair)} 5
. {(a, impair), (b, pair), (r, entier), F2
(i, pair)
12 {(a, impair), (b, pair), (r, entier), .
@ (i, —ah— pair —— sortie
13 @ {(a, impair), (b, pair), (r, entier), {g} {(a, impair), (b, pair), (r, entier), e
(i, pair) L affect. (i, pair)}
14 G {(a, impair), (b, pair), (r, entier), .
O (i, -—ag?)—}- E—— ——— sortie
15 @ {(a, impair), (b, pair), (r, entier), {4} {(a, imga.ir), tb, pair), (r, entier), B
(i, entier)} . affect. (i, entier)}
Bl {(a, impair), (b, pair), (r, ‘entier), {b} (v}
(i, entier)} jonct. b
{(a, impair), (b, pair), (r, pair),
(i, paim)] .
{(a, impair), (b, pair), (r, entier), {bv} {(a, impair), (b, pair), (r, entier), c
(i, entier)} jonct: (i, entier)}
16 [4 arrét




= 21" =

Cette fois-ci, le résultat est plus décevant, puisque le produit d'un nombre

impair par un nombre pair est un entier :

A {(a,impair),(b,pair)}

r 1= 0
1. 3= 0
B2 {(a,impair),(b,pair),(r,entier),(i,entier)}

, s

¢ {(a,impair),(b,pair),(r,entier),(i,entier)}

a vrai
&
faux E
Bl ‘
D F1 {(r,entier)}
{(a,impair),(b,pair), e sl faux %:>

(r,entier),(i,entier)} P

r = pt+a F2| wvrai

i 4= il

{(r,entier)}

!

Intuitivement, ce résultat s'explique par le fait que la description du produit
a x b n'est pas symétrique en a et b. Si 1l'on étudie la trace de 1l'algorithme
d'interprétation abstraite de plus prés, on s'apergoit que sur l'arc Bl, r

est pair quand i est pair, tandis que r est impair quand i est impair. On peut

donc imaginer une description du contexte de 1'arc C sous la forme
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{(a,impair), (b,pair), (r,pair), (i,pair)} 0 {(a,impair), (b,pair), (r,impair),

(i,impair)}.

Dans ce cas, d'aprés le test du noeud c, l'arc E n'est suivi que lorsque i
est égal & abs(b), b étant tout le temps pair, l'arc E est suivi uniquement
quand i est pair, et dans ce cas, d'aprés le contexte local de C, r est pair

en E, donc également en Fl et G.

On comprend que c'est le traitement de l'union et l'extension de contextes
aux noeuds de jonction qui fait perdre la relation entre valeurs abstraites
de r et i. (Pas 9 de la trace). On imagine également que si la structure
des contextes permettait de distinguer entre plusieurs alternatives, on
pourrait mémoriser ces relations entre variables, et finalement obtenir

une analyse plus fine des programmes. Par exemple, SINTZOFF [3-b] propose
une définition des contextes de la forme (Q A Q %: = Vi)’ ol Q est une
assertion, chaque x, est un identificateur du programme et Vi sa valeur
abstraite. L'union de contextes est définie par

(QArbdx, =V u(Qa dx, =V

=> (QvVv Q', % (xi = [Q » A | Q' » vi | true > 0O1))

od [... > ... | ... > ... | ... > ...1 est 1'expression conditionnelle de
Mac-Carthy. Cette approche permet donc d'exprimer des relations entre les
domaines de valeurs des variables. Malheureusement, son implémentation n'est
guére envisageable dés d présent, puisqu'elle implique des démonstrations
automatiques. Toutefois, 1'idée d'exprimer des relations entre variables,

au travers d'alternatives entre contextes est applicable d notre algorithme,
son étude est actuellement commencée, et fera 1l'objet d'un prochain

document.
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5°) - CONCLUSION -

il Divers approfondissements de cette étude sont nécessaires avant

d'envisager une implémentation

a - Extension de 1'algorithme d'interprétation abstraite, au cas des définitions

et appels de fonctions récursives ou non.

b - Etude de l'interprétation é&lémentaire des noeuds tests, dans le cas

général.

¢ - Etude d'une structuration des contextes abstraits permettant d'exprimer
des relations entre valeurs abstraites des variables, sous la forme d'alter-

natives entre contextes abstraits, tels qu'ils sont définis actuellement.

d - Etude des constructions des langages ayant des "effets de bord".

0 En dehors des points a, b, ¢ et d qui, & notre avis, doivent précéder
une implémentation, pour qu'elle soit digne d'intérét, nous envisageons

également

e - L'étude d'un algorithme de vérification de types évolués, dont 1'exemple

4.3 donne un avant-goit.

f - L'extraction des programmes d'invariants liant les variables des programmes.

0 Tous les résultats que nous avons présentés quant au domaine des
variables & 1l'exécution, est conditionnel 3 la bonne initialisation de cette
variable. Ainsi, si sur un arc a, la variable x a la valeur abstraite v,
toute exécution du programme conduit sur cet arc d des valeurs concrétes r
de x telles que r e y(v). Mais on a toujours [ E_v, done y(O) < v(v),

donc il se peut que x soit non initialisé. Les résultats sont 3 interpréter

comme suilt

1 -8iv =10, alors x n'est pas initialisé, ou l'arc a est une branche

morte.

2 - 8iv #U, alors si x est initialisé, on a r ¢ y(v)-y([1).

En fait, le probléme de l'initialisation des variables est complexe , et

peut 8tre résolu de deux fagons
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- une meilleure définition des langages, ou une meilleure méthodologie
de programmation ;
- une vérification statique de 1l'initialisation qui suppose dans notre

approche d'avoir résolu les points a, b, ¢, d, e et f.

En conclusion, nous pensons qu'il est trop tdt pour aborder ce probléme dans

1'état actuel des connaissances.

- On a vu également comment 1'interprétation abstraite permet d'éliminer
les tests de cohérence dynamiques inutiles. Toutefois, nous n'avons pas
abordé le prcbléme de la répartition optimale des tests dans le programme.
L3 encore, nous n'envisageons pas d'étudier ce probléme 1ié aux techniques

d'optimisation et d'évaluation des performances des programmes.

- Enfin, d'autres tentent d'obtenir les mémes résultats que nous
par des méthodes d'interprétation symbolique [9] ou de preuves mécaniques de
programmes [10]. Cette approche nous semble trop complexe pour &tre fructueuse

dés maintenant.
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