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Résumé —Cette contribution est consacrée a I'estimation en ligneréeursive) de paramétres de modéles de Markov cachégotithiime
proposé constitue une version récursive de I'algorithme(Ekpectation-Maximization) qui généralise la constroictde Mongillo & Denéve
(2008) au cas ou les observations ne prennent plus un nombdefraleurs. On montre également comment cet algorithraegiee relié a
I'existence d’un algorithme EM limite ainsi qu’a I'implémtation récursive du lissage de fonctionnelles additiveeBédat pour les modeéles de
Markov cachés.

Abstract — This paper describes an algorithm for online (or recursagjmation of parameters in Hidden Markov Models (HMMs).eTh
algorithm is based on the familiar EM (Expectation-Maxiatinn) principle and generalizes the proposal of Mongill®&néve (2008) to the
case of continuous observations. The proposed algorithetaited to the existence of a limiting EM recursion and toatilability of a general
recursive implementation of smoothing for sum functioradlthe state in HMMs.

1 Introduction 2 Principe de l'algorithme EM en ligne

On considére tout d’abord le cas plus simple d’observations
indépendantes et identiquement distribuées en nbides ob-
Depuis leur introduction a la fin des années 1960, le sucservationsX; les données latentes non observées étur loi
ces des modeles de Markov cachés ne s’est pas démenti etjdinte. On se focalise sur le cas pyl appartient a une famille
restent un des modéles les plus utilisés en traitement du sixponentielle :
nal et en statistique appliquée. L'estimation des panaseét
ge tels modéles r?écesspife?:ependant le recours épl’op{imisa Po(@e, ye) = e(ze, yr) exp {=AW0) + (s(ze, 30), 6OD)}
tion numérique du fait de la forme relativement complexeade | 0U s(x, yx) €st la statistique exhaustive associée au données
vraisemblance. L'approche la plus commune dans le cas hoigomplétes” (observées et non observées). Dans ce cadre, si

ligne (ou en bloc), c’est-a-dire le cas ol toutes les donsées ~ dispose d’observations,, ..., Y,, la kieme itération de l'al-
disponibles, consiste a utiliser I'algorithme EM (Expéicta- ~ gorithme EM prend la forme
Maximization) proposé deés les premiers papiers de Baum @tape E Cacul deEy, [s(X;,Y;)|Y:], pourt =1,...,n.

ses colIégueAs [1]. Dan§ le con\texte “en ligne” ou I(?s donné%tape M Mise & jour du paramétre par

ne peuvent étre stockées et ou le volume de données peut étre

trés important, la situation est nettement moins clairs.dlgo- 1

rithmes connus pour I'estimation en ligne reposent soitisigr Ocr1 =10 (ﬁ Z o, [s(Xe, V2] Yt]) ’

forme d’approximation des relations de lissage [6] ou digozi B =t

de vraisemblance lui-méme [10], soit sur I'utilisation Ida oud est lafonction qui & associe le maximum deA(6)+

rithmes de type gradient stochastique [7] qui ne S'inspipas (S, 9(0)).

directement du principe de I'algorithme EM et rencontres¢ d ~ Une premiére constatation intéressante est que la loi desigr

problémes de calibration des pas de I’algorithme dans lde€as nombre (uniforme) implique que Iorsqmeaugmente, chaque

parametres multiples. étape de I'algorithme EM se rapproche d’'une mise a jour eéter
Récemment, I'algorithme proposé par [8] a ouvert une pisteniniste appelée “algorithme EM limite” dans [3]. L'algdrine

nouvelle dans la mesure ou il repose véritablement sur uiie €CEM limite consiste en la mise a jour

ture récursive des quantités utilisées dans I'algorithive - ~

ditionnel. L’algorithqme est toutefois décrit da?\s le cashy’ Ort1 = 0 (Eo, {Bo, [s(Xe, V)| V]}) @

servations discrétes uniquement et ne semble pas, a @gori, dans laquelle la moyenne empirique sur les observations a ét

préter & une généralisation. Le but de cette contributibodes remplacée par I'espérance par rapport a la loi des obsengti

montrer que cet algorithme a en fait une portée plus générapour la vraie valeur (inconnud). du paramétre. Cette obser-

en le reliant,d’une part, au cadre introduit dans [3] poesti-  vation permet de comprendre pourquoi les performances de

mation dans les mélanges (indépendants) et, d'autre peet, al’algorithme EM en bloc deviennent décevantes lorsqaeig-

schémas de calcul récursif de fonctionnelles additives ¢  mente puisque le colt de calcul augmente proportionnelieme

modeéles de Markov cachés [11, 5, 4]. an tandis que I'effet de chaque itération tend & se stabiler [



L'algorithme étudié dans [3] pour approcher (1) empiriquede terme de droite de I'équation (6) étant précisément égal a
ment est un algorithme classique d’optimisation stochasti Py (X, = 2'|X,+1 = «, Yo.,). Par la suite, la quantité d'inté-

(ou de Robbins-Monro) de la forme rét peut étre retrouvée a partir gg o grace ala relation
N 1 n

Sna1 = Tn+1Eq(g,) [$(Xnt1, Yog1)| Yoia] Z Pr,0(2)Pn0(z) = EEG lz s(Xe—1, X, Y1) | Yo
t=1

1= ys1)Sn, (2 ot . .
+ (1= Tn+1) 2) C’est de ce principe dont s’inspire implicitement la cdotri

ou vy, €]0,1[ est un pas décroissant; I'estimation correspontion de [8] qui n’est donc absolument pas limitée au cas ou les
dante du paramétre étant donnée @ah - g(gn+1)_ Lin- observations sont discrétes. De fagon générale, et pasgieal
tuition principale consiste ici éeparamétrer le modeéle dans le avec (2), on peutdonc proposer un algorithme EM d’estimatio
domaine des statistiques exhaustieesutilisant I'algorithme ~ en ligne des parametres d’un modele de Markov caché quiala
d’approximation stochastique sy, plutot que sud,, directe- forme suivante,
ment. . Algorithme 1 Etant donné une séquence de pdigs),>1 €
Un rals,onnement analogue dans les cas des modgles de Mﬁfl[ vérifianty™ _ 7, = co ety - 42 < oo,
kov cachés montre que, sous des hypothéses de mélange SL1f'fl—. o = =
, . S ; : nitialisation Calculer, pourx € X,
santes [2], I'algorithme EM limite doit avoir la forme
. v(z)gg (2, Y0)

Or1 = 0 (By, {Eo, [s(Xim1. X0 YD) Vorond])) . (3) w) = S g V)

ou la statistigues est maintenant associée a la représentation 7o(z) =0,

sou§ forme exponentielle (\je la ij;(:z:t,yt|xt,1).,La_diffi- _ oud, est arbitraire.

culté dans le cas des modeles de Markov cachés vient du ffﬂtécursion Pourn > 0

que I'approximation la plus naturelle du second membre jle (3 =

%Eg i, s(Xi—1, X, Yy)| Yo.n], ne peut plus étre mise a jour Calculer, pourz € &, .

récursivement, a la différence du cas d’observations iedép . Ywrex Onl(@)gy (2, 2)g5 (2, Vni1)

dantes. La contribution principale de [8] a été de proposer u Ont1(7) = D ¢ (2)q, (2, 2")g; (2" )

récursion permettant de mettre a jour récursivementjame @ mhexs v bt Ot n+17

quantité liée & Ey [>°;" | s(X;—1, Xy, Y:)| Yo.n] dans le cas )

des mode]es, dg Markov gaches a obseryathn§ dlscr(_ates. P () = Z {%Hs(x/’ 2, Y1) + (1 — ynst)
Pour généraliser ce résultat, le premier élément important

est de reconnaitre dans la récursion de [8] une version parti s, ,

culiére d’'une approche de portée trés générale permettant d « ﬁn(x’)} ¢"(5f’ )45, (2", @) _ ®)

calculer de fagon récursive des fonctionnelles additivesel Y erex Onl(r")gg (2, @)

chaine de Markov cachée [11, 5, 4]. Plus précisément, si on  petire & jour le paramétre avec

noteqy (z:, x++1) la matrice de transition de la chaig, v(xz)

sa probabilité initialegy (z:, y; ) la densité de transition de I'ob- - <Z ﬁn+1(:17)<23n+1(17)> ]

servation (loi deY; sachantX;)! et en définissant les deux rex

guantités

)

z'eX

Pour l'instant, les propriétés de convergence de I'alporé
bno(x) =Py (Xn = 2| Youn) (4)  décrit ci-dessus n'ont pas éte établies et elles ne dédyiasn
directement des résultats de [3] du fait de la présence dawnoy
Yo, X = m] . (5) rétrogradePy(X,, = /| X411 = :c,YOAm) dans (8) ainsi que
de l'utilisation d’un filtre approximatif,, ; approximatif puis-
qu’on ne reprend pas les récursions de filtrage depuis letdébu
des temps alors que I'estimatiép du paramétre est continuel-
lement remise & jour. Les résultats de simulation préselatés

1
n =—-E
pro(z) = —Eq

> s(Xio1, X0, V)
=1

il devient possible de mettre a jour la seconde quantitéglanfa
récursive sous la forme

1 , 1 [2] montrent toutefois que I'approche est robuste est perme
pn+1,6(T) = Z {n - 15(:17 y T Yog1) + (1 iy 1) dans certains cas, de retrouver le comportement établ{@hns
zex a savoir qué,, est asympotiquement efficace.

/ Pno(2")go (2, )
X pn,G(I’ )} Zg//e;\( ¢n70($//)q6(z//, IZ?)

ou X désigne I'ensemble des valeurs prise par L'argu-

, (6)
3 Application : modele de convolution

ment principal qui justifie cette récursion (cf. chapitres4{4]]) Pour rendre l'algorithme 1 plus concret et illustrer I'iréé
consiste a noter que gu'il présente par rapport a d’autres alternatives danasede
modeles typiguement utilisés en traitement de signal, osieo
Po(t, o1 |Tn+1, Yoint1) = dere ci-dessous un exemple (simpliste) de modeéle de convolu
Z Po(zt, 2er1|Tn, Youm)Po (@n|Tns1, Youm) tion d’une source discréte observée dans un bruit additi$-ga

=¥ sien (voir [2] pour un autre exemple). Soit le modéle suivant

d
Ls(xi—1, 2, y¢) estdonc la statistique exhaustive associée a la représenta Y, = Z hiUp—i + \/5Vn ,
tion sous forme exponentielle du prodgit(z:, z¢+1)ge (¢, Yt ). pard



ou U, est une source indépendante de loi marginale Bernoulbl g, ,(k, y) = exp[—(y — h'&)?/(20)];

de paramétre etV,, est un bruit blanc gaussien de variance 1.
Les parametres du modele sont le filtre= (ho, ..., hq)’, 1a
probabilité de source ainsi que la variance du bruit. Pour

ﬁi-}—l(i’ja k) = 7714—15(] - k)Tn+1(i,j)

simplifier la présentation, on considére dans la suite leoéas

d=1.

Pour représenter ce modéle sous forme d’'un modéle de Mar-
4} corres-

kov caché, on introduit un état cachg, € {1,...,
pondant aux quatre valeurs possiblegtig, U,,—1)’ :

&(8» €2<(1)>’ 53@’ 54@

avec une matrice de transition associée

=N -]

et la représentatior,, = h/éx,, + /vVi.

+ (L= Yng1) D A5G G, K rapa (K k)
k'=1

P11 (k) = Vg1 Y1 én

L'algorithme EM usuel (en bloc) appliqué a ce modéle conduit

au calcul des statistiques suivantes au cours de I'étape E :

n

. 1 . ,
Sﬁ(lvj) = EEQ lz ]]-{th1 = Z;Xt = ]} YO:n 5
t=1
h 1 -
Sha=—Eo [ D Yix,|Yom | .
t=1
h 1 S /
Sn,2 = EE ZEthXt Yon >
t=1

1 n
Spi==Y 1=1,
nt:l
1 n
571272: Ezyfv

t=1

+ (1 = Ynt1) anl g1 (k' k),
k=1
ﬁﬁﬂ o (k) = Y18k
+ (1 = Ynt1) anl g1 (k' k),
k=1
o Sn(i)as. i)
.. 1)qp,\1,
Tnt1(i,§) = poy = qp, / N
D=1 Pn(K)ap, (K, )
S (i) Z b1 5, K g ()
k=1
n+1 1= Z Prti, 1 ¢n+1( ",
k=1
+1 2 = Z Prs1, 2( ¢n+1( o
k=1
Spt11 =Tn+1 + (1 —Yn41)S0 1,
SZ+1,2 = Yn+1Y,; 1+ (1= ’Yn+1)*§z,2

Mettre a jour le paramétre avec

(ﬁn-l-lv iln-ﬁ-lv ﬁn-ﬁ-l) =0 (S5+1’ Sﬁﬁ-lv S’Z-Q—l) ) (11)

ol est défini par(9).

Dans l'algorithme ci-dessus, on reconnait I'étape de géra
approximatif en (10), I'approximation stochastique agpée
a I'étape E dans les équations qui suivent et enfin, I'étape M

S, 1 et Sy, etant particulierement simples car elles ne deen (11). On constate que I'utilisation d’une étape d’appmax
pendent que des observations. Lors de I'étape M, la misera joyon stochastique qui porte sur les statistiques et noresupa-

des paramétres se fait selon les équations
= (SP(1,3) + SP(2,3) + S2(2,4) + SP(4,4))
/(SP(1,3) + SP(2,3) + SP(2,4) + SP(4,4)
+SP(1,1)+ SP(2,1) + SP(3,2) + SE(4,2)),
h = (53,2)71 52,1 )
v= (5, hlss,l)/SZJ ) )

qui définissent la fonctiofi : (S2, S", S¥) +— (p, h,v).

rametres permet effectivement de traiter de fagon trapspar
les contraintes qui portent sur les paramétresy(iei [0, 1] et
v > 0). Il est aisé de vérifier que les matric§$+1 etr,+1
sont des matrices creuses qui on la méme structure,gue
complexité numérique par observation de cet algorithme est
donc de I'ordre de deux fois le nombre de valeurs prises par
X, (ici 4 = 29%1), multiplié par la dimension des statistiques
nécessaires lors de I'étape M, c’est a dire ici, princip&em
(d +1)% pourS? ,

Pour illustrer le fonctionnement de I'algorithme, on censi

Dans le cas de ce modele, I'itération principale de I'algo-dére des trajectoires simulées avec les parametre8.05, h =

rithme 1 (on omet I'initialisation par manque de place) devi
Algorithme 2 Pourn > 0, calculer, pouri, j, k € {1,...,4},

én+1 (k) =
St on(K)ap (k' K) gy 5 (kY1)

Zi’,k”:l Qz;n(k/)Qﬁn(klv k//)gﬁmﬁn(k”a Yo+1)

, (10)

(0.9,—0.3)" etv = 0.1, ce qui correspond & un rapport signal

a bruit de -3dB au niveau des observatidhgvoir la figure 1
pour une trajectoire typique). Le comportement de I'algponie
estillustré par la figure 2 pour une valeur du pasgle= n =296,

les trois trajectoires superposées sur la figure 2 donnant un
idée de la variabilité. On note que l'algorithme fournit une
estimation raisonnable des paramétres pour un nhombre d’'ob-
servations de l'ordre de quelques milliers. Ce comportémen
est assez typique de celui observé en général : I'algoritmme
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FiG. 1 — Trajectoire typique d&,, (en haut) et d&, (en bas).

0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

I I I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

. . . . .
2500 3000 3500 4000 4500
temps

I I I
1000 1500 2000

0 500

FIG. 2— Convergence des parametres estimés avec I'algorithm¢s]
en ligne poury,, = n~%¢ (trois trajectoires indépendantes su-

perposées). Les vraies valeurs des parametres sont iedigné
pointillés.
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FIG. 3 — Méme figure que ci-dessus avgc= n""7.

ligne est peu précis lorsque le nombre d’observations #defa
(de l'ordre de quelques centaines) mais devient trés compé-
titif lorsque le nombre d’observations dépasse plusieuts m
liers. On note sur la figure 2 que la variance de I'estimataur e
ligne ne décroit que lentement du fait du choix d’un pas qui lu
méme décroit assez lentemeny, (= n~%9). La solution re-
commandée dans [3] consiste a utiliser la “moyennisatide” d

de Polyak-Ruppert qui reviendrait ici & remplacer les efssim
obtenus au dela de la trois millieme observation (par exempl
par leur moyenne. De fagon générale, cette fagon de procéder
est plus recommandable que le fait d'utiliser des pas de&croi
sants rapidement mais cela semble particulierement vred da
cette application (cf. figure 3), probablement du fait deftr-
mation assez faible apportée par les observations indilaki
(penser en particulier a la facon dgrest estimé) mais aussi du
temps nécessaire a I'oubli des conditions initiales parte fi
approximatif. Il est intéressant en particulier de notee tpi
choix dev,, = 1/n qui conduit pourtant & une forte analogie
signalée ci-dessus avec l'algorithme EM en bloc est irsatile
dans le contexte d’un algorithme en ligne.
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