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Réseaux de Jackson



Files d'attente

Histoire :

» Début en 1909 : Agner Erlang (ingénieur néerlandais)

> Jusqu'a 1960s : réseaux téléphoniques - phénomene d'aggregation
justifie I'hypothése des arrivées selon un processus de Poisson
Question : combien e lignes (serveurs) on a besoin pour ne pas
rejeter des appels?

> 1960s Leonel Kleinrock - les réseaux de files d’attente
fondation théorique pour les réseaux a commutation des paquets

» Applications aujourd’hui : réseaux de communication, centres de
calcul, traffic routier, hopitaux, centres d'appel, réseaux biologiques,
smart-grids . ..



Notation de Kendall (1953)

M/M/1, M/M/K, M/M /oo, M/G/K/m/SRPT, ...

> Premigre lettre : arrivées (M - markovien, G - général ou D -
deterministe)

Deuxiéme : service (M, G ou D)

Troisieme : nombre de serveurs

Quatrieme : taille de la file (co par défaut)
Cinquieme : politique de service (FIFO par défaut)



File M/M/1

Processus de naissance et de mort
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Loi invariante : 7* (/) = HL loui‘il i>0.

Distribution stationnaire existe si >, 7*(k) < oo et 7(i) = Eﬂﬂ(*i)(k).
k

File M/M/1
> N =M\ p=p, Vi
» Notation : p = % (intensité de traffic)
w (i) = (2) = ', Vi
Distribution stationnaire existe si p < 1, et alors 7(i) = (1 — p)p’, Vi

v

v



File M/M /o0
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Distribution stationnaire existe toujours !

(i) = eT% (A)i,izo
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Théoreme de Burke

Dans une file d'attente M/M/1, avec les arrivées Poiss(\)
> Les départs forment un processus de Poisson de paramétre .

» Pour tout t, X; (nb. de paquets dans la file a la date t) est
indépendant des départs avant la date t.

T
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Aussi vrai pour M/M/m et M/M/oc.



Théoreme de Burke

Remarques :

» On observant beaucoup de départs, on a une indication que la file a
probablement eu plus de paquets que habituellement, mais on ne
sait rien sur le nombre actuel de paquets !

» En observant les départs, on n'a pas le moyen d'estimer le temps
moyen de service 1/p.

» Généralisation a des réseaux acycliques.



Théoreme de Burke

Remarques :

» On observant beaucoup de départs, on a une indication que la file a
probablement eu plus de paquets que habituellement, mais on ne
sait rien sur le nombre actuel de paquets !

» En observant les départs, on n'a pas le moyen d'estimer le temps
moyen de service 1/p.

» Généralisation a des réseaux acycliques.

Exemple : files en tandem.

M) Gy () ’
Exply) Exp(iy)

Distribution stationnaire : p; = A\;/pi, i = 1,2,

mij=PXi =i, X =j) = (1— p1)(1 — p2)piph




Formule de Little

Nombre d’arrivées / départs Arrivées

temps

Notation :
> A(t) les arrivées pendant [0, t], A(t) = | A(t)]
» D(t) les départs pendant [0, t], D(t) = |D(t)|
» N(t) = A(t) — D(t) nombre de paquets au temps t



Formule de Little

> .A(t les arrivées pendant [0, t], A(t) = | A(t)]
D(t) les départs pendant [0, t], D(t) = |D(t)]
N(t) = A(t) — D(t) nombre de paquets au temps t

vv

> T; le temps du séjour du paquet |

Nombre d’arrivées / départs Arrivées

o Départs |
|

temps




Formule de Little

> .A(t les arrivées pendant [0, t], A(t) = | A(t)]
D(t) les départs pendant [0, t], D(t) = |D(t)]
N(t) = A(t) — D(t) nombre de paquets au temps t

vv

> T; le temps du séjour du paquet |

Nombre d’arrivées / départs Arrivées

de Départs |
|
|

temps

Pout tout t,

ZT</ s)ds<ZT

i€D(t) i€A(t)



Formule de Little

Hypotheses :
> i A(t) [
iM¢ 00 —— = A taux d'arrivées
> limey oo 28 = x débit du systeme
» Un systeme ouvert stable : A = x

v

E[N] = lim;_,o E[N(t)] < oo le nombre moyen de paquets dans
régime stationnaire

Nous avons .
1
E[N] = lim 7/ N(s)ds.
t—oo t 0



Formule de Little

Pout tout t,

Z T, < fOtN(s)ds < Z T;

i€D(t) i€A(t)



Formule de Little

Pout tout t,

IN

Z T, < fOtN(s)ds Z T;

ieD(t) i€ A(t)

ZieD(t) T’ < fot Nt(s)ds < ZieA(t) T’
t - - t



Formule de Little

Pout tout t,
T < [fNs)ds < DT
ieD(t) i€ A(t)
ZieD(t) Ti < Iy Nt(s)ds < ZieA(t) Ti
t - - t
D(t) Liepin Ti _ fwvwas  _ Alt) Dieaw T
t D(t) - t - t A(t)



Formule de Little

Pout tout t,
T < [fNs)ds < DT
ieD(t) i€ A(t)
ZieD(t) Ti < Iy Nt(s)ds < ZieA(t) Ti
t - - t
D(t) Liepin Ti _ fwvwas  _ Alt) Dieaw T
t D(t) - t - t A(t)

Quand t — oo,

XE[T] < E[N] < XE[T]



Formule de Little

Pout tout t,
T < [fNs)ds < DT
ieD(t) i€ A(t)
ZieDt(t) Ti -k Nd Zief;(t) Ti
D(t) Liepin Ti _ fwvwas  _ Alt) Dieaw T
t D(t) - t - t A(t)
Quand t — oo,
XE[T] < E[N] < AXE[T]
AE[T] < E[N] < AE[T]



Formule de Little

Pout tout t,
T < [fNs)ds < DT
ieD(t) i€ A(t)
ZieDt(t) Ti -k Nd Zief;(t) Ti
D(t) Liepin Ti _ fwvwas  _ Alt) Dieaw T
t D(t) - t - t A(t)
Quand t — oo,
XE[T] < E[N] < AXE[T]
AE[T] < E[N] < AE[T]

Formule de Little :
E[N] = \E[T]

Remarque : pas d'hypothese d'un seul serveur, pas d’hypothese FIFO.
Treés général !



Example : M/M/1

Rappels : p := % stabilité si p < 1, et
7(i) = p'(1 - p), Vi.

» Utilisation - la fraction de temps le serveur est occupé : 1 — pg = p
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Example : M/M/1

Rappels : p := % stabilité si p < 1, et
7(i) = p'(1 - p), Vi.

> Utilisation - la fraction de temps le serveur est occupé : 1 — g = p
> E[N] =Y, p/(1 = p) = pE[Geo(1 — p)] = 12

> Var(N) = = p)2



Example : M/M/1

Rappels : p := % stabilité si p < 1, et

(i) = p'(1 - p), Vi.

v

Utilisation - la fraction de temps le serveur est occupé : 1 — ug = p

> E[N] =32, p/(1 - p) = pE[Geo(1 - p)] = 12,
> Var(N) = (l_pp)z

_EM _ _ _
> E[T]= "% = m = n) = s



Example : M/M/1

Rappels : p := % stabilité si p < 1, et
(i) = p'(L = p), Vi.

» Utilisation - la fraction de temps le serveur est occupé : 1 — pg = p
> E[N] =32, p/(1 - p) = pE[Geo(1 - p)] = 12,
> Var(N) = 72
— EN _ _ 1 _ _1
> ElT =" =ain =mn = ix
» Débit (le taux des départs - fraction de temps serveur occupé - taux
de service ) : x = %M =\
Ne dépend pas de !
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Example : M/M/1

Rappels : p := % stabilité si p < 1, et
(i) = p'(L = p), Vi.

» Utilisation - la fraction de temps le serveur est occupé : 1 — pg = p
> E[N] =32, p/(1 - p) = pE[Geo(1 - p)] = 12,
> Var(N) = 72
— EN _ _ 1 _ _1
> ElT =" =ain =mn = ix
» Débit (le taux des départs - fraction de temps serveur occupé - taux
de service ) : x = %M =\
Ne dépend pas de !

» Temps d'attente : E[W] = E[T] — % = /\flu — % = m = 2.

» Si )\ augmente, toutes ces métriques augmentent !




PASTA

Question : comment lier les valeurs stationnaires avec ce qui voit un
paquet a son arrivée ?
Notation :

» a, fraction des arrivées qui voient n paquets dans le systeme

> p, fraction de temps avec n paquets dans le systeme

> d, fraction de paquets qui laissent n paquets dans le systeme a leur
départ

Question : a, = p, toujours?
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Question : comment lier les valeurs stationnaires avec ce qui voit un
paquet a son arrivée ?
Notation :
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Question : a, =d,?



PASTA

Question : comment lier les valeurs stationnaires avec ce qui voit un
paquet a son arrivée ?
Notation :

» a, fraction des arrivées qui voient n paquets dans le systeme

> p, fraction de temps avec n paquets dans le systeme

> d, fraction de paquets qui laissent n paquets dans le systeme a leur
départ

Question : a, = p, toujours? no

Question : a, = d, ? oui si les paquets arrivent et partent 1 a la fois.



PASTA

Théoreme PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages)
Si le processus des arrivées est Poisson et les arrivées apres t sont
indépendantes de N(t) (pas d’anticipation), alors a, = p,,.



PASTA

Théoreme PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages)
Si le processus des arrivées est Poisson et les arrivées apres t sont
indépendantes de N(t) (pas d’anticipation), alors a, = p,,.

Démonstration.

pn = lim P(N(t) =n)
an = [lim lim P(N(t) = n) | At ¢ +6) = 1)

t—o0



PASTA

Théoreme PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages)
Si le processus des arrivées est Poisson et les arrivées apres t sont
indépendantes de N(t) (pas d’anticipation), alors a, = p,,.

Démonstration.
pr = lim P(N() = n)
a, = lim limP(N(t)=n)]| A(t,t+0)=1)

P(N(t) = n),A(t,t +6) =1)

= lim lim (At t+0) = 1)

t—00 §—0

hs



PASTA

Théoreme PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages)
Si le processus des arrivées est Poisson et les arrivées apres t sont
indépendantes de N(t) (pas d’anticipation), alors a, = p,,.

Démonstration.
pn = Jim P(N(¢) = n)
3, = [lim lim P(N(t) =n) [ A(t, t+0) =1)
— lim fim PNV =) At E£0) = 1)

t—00 50 P(A(t,t+6)=1)
— i fim PON(E) = m)A(t, £ +6) = 1)
t—00§—0 P(A(t, t+ 5) = ]_)




PASTA

Théoreme PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages)
Si le processus des arrivées est Poisson et les arrivées apres t sont
indépendantes de N(t) (pas d’anticipation), alors a, = p,,.

Démonstration.
pr = lim P(N() = n)
a, = lim limP(N(t)=n)]| A(t,t+0)=1)

— m bm P(N(t) = n),A(t,t +6) =1)
t—00 50 P(A(t,t+0)=1)

— lm Im P(N(t) = n))A(t,t+d)=1)
t—00 §—0 P(A(t,t+0)=1)

= tILrEO P(N(t) = n)
Pn




Remarques

» Simulation : on peut suivre juste |'état du systéme au moments des
arrivées (ou départs) !

> Plus général : réseaux, plusieurs serveurs...



Réseaux de Jackson

Lk i[n
p
M i g Po
p, DL
3"

K files
Arrivées depuis I'extérieur dans la file i : Poiss();)

File i a un serveur ~ Exp(u;)

vV v v v

pij probabilité de routage de la file i vers la file j aprés service en i

v

pio=1-— ZJKII pij la probabilité de départ vers |'extérieur apres

service en |

L'état du systéme : n = (ny,..., nk).



Réseaux de Jackson
Hypothese : graphe de routage fortement connexe et >, pjo > 0.

Taux d'arrivées dans une file 7 :

aj =X+ > a;Pj
J

Version matricielle : o = XA + aP (« et X vecteurs lignes)
Donc, a = (I — P)7tA



Réseaux de Jackson
Hypothese : graphe de routage fortement connexe et >, pjo > 0.

Taux d'arrivées dans une file 7 :

aj =X+ > a;Pj
J

Version matricielle : o = XA + aP (« et X vecteurs lignes)
Donc, a = (I — P)7tA

Thm. Si a; < pj, Vi alors (N(t)); est stable et la probabilité stationnaire

K
m(n) = [T~ o)}’
i=1
ol p; = % Par ailleurs,
> les processus de départs de la file / vers |'extérieur sont des processus
indépendants de Poiss(a;pi o)

> (N(t)): est indép. du processus de départs vers |'extérieur jusqu'a la
date t.



Réseaux de Jackson

Taux sortant de I'état n, n; > 0,Vi

m(n) (Z Ai + ZM;)



Réseaux de Jackson

Taux sortant de I'état n, n; > 0,Vi
K K
(0 (S 3w )
i=1 i=1

Taux entrant dans I'état n :
> arrivées externes
> départs vers |'extérieur

> routage entre les files



Réseaux de Jackson

Taux sortant de I'état n, n; > 0,Vi
K K
n) (Z Ai + Z Mi)
i=1 i=1

Taux entrant dans I'état n :
> arrivées externes
> départs vers |'extérieur

> routage entre les files

K
> w(n— e Z (n+e,up,o+zz (n+e — e)uipi
i=1

i= i=1 j=1

Equation de balance globale...



Réseaux de Jackson

Une autre approche - balance par station

Pour chaque station 7 :si nj >0

m(npi = m(n — e)Ai +Z m(n+ € — €)pipj.i

Balance avec |'extérieur

Z T(mA; = Z w(n+ e)uipio

i i



Réseaux de Jackson

Une autre approche - balance par station

Pour chaque station / : si nj > 0

m(npi = m(n— e + Z n+ e — €)pji

Balance avec |'extérieur
Z T(mA; = Z w(n+ e)uipio
i i

On "devine” que u(n)C; = u(n+ ¢), alors
S Ai=> Guipio

Equilibre des taux avec I'extérieur : >~ \j = >, apj 0, donc

C=pi= &
Hi



Réseaux de Jackson

Donc candidat pour la distribution stationnaire : w(n)p; = pu(n + &), i.e.

K
w(n) =[] r",
i=1
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Donc candidat pour la distribution stationnaire : w(n)p; = pu(n + &), i.e.

K
w(n) =[] r",
i=1

On a utilisé : taux sortant suite a une arrivée externe = taux entrant
suite a un départ vers |'extérieur



Réseaux de Jackson

Donc candidat pour la distribution stationnaire : w(n)p; = pu(n + €), i.e

K
w(n) =[] r",
i=1

On a utilisé : taux sortant suite a une arrivée externe = taux entrant
suite a un départ vers |'extérieur

Il reste a vérifier que :
taux sortant suite a une fin de service dans station / = taux entrant dans
la station /

p(mp; = Zw(n + & — e)pipji + p(n — e)A;
J

K
Cl]pfimi= ZCHp MJPJ,+CHP : )Ai
i=1 j

i=1 !



Réseaux de Jackson

Donc :
1

pi =D (Dyipi + (A

j p’ pi



Réseaux de Jackson

Donc :
1

pi = Z(&)H’jpji + (=)

; Pi Pi

ce qui est équivalent a
aj = Z ajpji + Ai
J

et c'est la définition des «;.



Réseaux de Jackson

Donc :
1

pi = Z(&)ijji + (=)

; Pi Pi

ce qui est équivalent a
aj = Z%‘Pji + i
J

et c'est la définition des «;.

Pour trouver C, > m(n) =1 donne C = H,K:1(1

m(n) = [To" @ = pi).

Stabilité : p; < 1, Vi.

~ i), donc
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