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CRITERES DE FOSTER, TEMPS DE COUVERTURE

Exercice 1 Comparaison de deux politiques de partage d’un canal

Un canal de communication est partagé entre K > 1 classes d’utilisateurs. Les utilisateurs de
classe k offrent un trafic i.i.d. de A* paquets dans la case n. Les trafics offerts sont indépendants.
Les deux politiques suivantes sont considérées.

(a) La case de temps n est attribuée & la classe k avec probabilité py, avec Zle pr = 1, les

attributions étant indépendantes. Dans ce cas un paquet de la classe k est transmis s’il y
a des paquets de cette classe en attente au début de la case et ce dernier n’est pas utilisé
sinon.

(b) La case n est attribuée de maniére équiprobable a I'une des classes ayant des paquets en

attente au début de la case.

Soit X* le nombre de paquets de classe k en attente au début de la case n et soit X,, =
(XL ... XK.

1. Montrer que pour chaque politique, {X,,} est une chaine de Markov homogéne sur N¥ en

donnant des représentations de la forme X, 11 = f(X,,&u41), o0t {&,} est une suite i.i.d.

2. Montrer que si pour tout k, pr > 0, P(AF = 0) > 0 et P(A% = ¢) > 0 pour un £ qui ne dépend
pas de k, alors il y a irréductibilité.

3. Pour la politique (b), montrer que la chaine est récurrente positive si 35, E[AF] < 1. Donner
une borne sur le temps de retour de {X,, } au point (0, ...,0) en fonction de la condition initiale.

4. Montrer que pour la politique (a), il ne peut y avoir récurrence positive si E[AX] > py pour un
k.

5. Montrer que pour la politique (a), il ne peut y avoir récurrence si E[A}] < pj, pour un k.

Exercice 2 Temps de couverture

Soit {X,, }nen une marche aléatoire sur le cycle de longueur n. Le temps de couverture 7o,
d’une chaine de Markov est le premier temps auquel tous les états ont été visités. Le pire temps
de couverture moyen est

teov = Izneaé'( E, (Tcov)-

Le but de cet exercice est de calculer le temps de couverture pour le cycle de longueur n.
Considérons tout d’abord la marche aléatoire sur Z. On note ¢j le premier temps auquel k
états ont été visités.

1. Donner une relation de récurrence entre E[cg] et E[cg_1].

2. En déduire E[c,].

3. En déduire le temps de couverture du cycle de longueur n.

Exercice 3 Temps d’atteinte et de couverture
Soit {X,} une chaine de Markov sur un espace d’états fini E. Le temps d’atteinte d’un état x est
noté 7,. On définit ¢, le pire temps d’atteinte moyen comme

thit = 52@% E.(1,).

1. Montrer que this < teop-

Soient x ’état initial et o une permutation sur E choisie de maniére uniforme et indépendante de
la chaine. Soit T} le premier temps auquel les états o(1),...,0(k) ont tous été visités.

2. Montrer que E,(T1) < tpi.
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Soit Ly, = X7, . Etant donnés deux états r et s distincts, on définit I’événement Ay (r, s) = {o(k —
1) =ret o(k) = Ly = s}, ainsi que Ay = Uy Ag(r, s).

3. Calculer Em(Tk —Tr_1 | Az) et borner Ew(Tk —Tr_q ‘ Ak)
4. En déduire que teop < thi(l+ 5+ + 1),

5. Calculer t5,;; pour le cycle de longueur n.



