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DEVOIR MAISON 5

Exercice 1 Temps de couverture

Soit {X,, }nen une marche aléatoire sur le cycle de longueur n. Le temps de couverture 7o,
d’une chaine de Markov est le premier temps auquel tous les états ont été visités. Le pire temps
de couverture moyen est

teov = Imneal)?( E, (Tcov)-

Le but de cet exercice est de calculer le temps de couverture pour le cycle de longueur n.
Considérons tout d’abord la marche aléatoire sur Z. On note ci le premier temps auquel k
états ont été visités.

1. Donner une relation de récurrence entre E[ci] et E[ci_1].
2. En déduire E[c,].

3. En déduire le temps de couverture du cycle de longueur n.

Exercice 2 Temps d’atteinte et de couverture
Soit {X,} une chaine de Markov sur un espace d’états fini E. Le temps d’atteinte d’un état x est
noté 7,. On définit ¢y, le pire temps d’atteinte moyen comme

thit = ;r;}zé% E.(1).

1. Montrer que thir < teop-

Soient = 1’état initial et o une permutation sur E choisie de maniére uniforme et indépendante de
la chaine. Soit T} le premier temps auquel les états o(1),...,0(k) ont tous été visités.

2. Montrer que E,(T1) < tht.

Soit Ly, = X7, . Etant donnés deux états r et s distincts, on définit I’événement Ay (r, s) = {o(k —
1) =r et o(k) = Ly = s}, ainsi que Ay = Uy Ag(r, s).

3. Calculer E, (T — Ty—1 | Af) et borner E, (T, — Tr—1 | Ax).

4. En déduire que teop < thi(l+ 5+ + 1),

5. Calculer t5,;; pour le cycle de longueur n.

Exercice 3 Indépendants de taille fixe
Soit G = (.S, A) un graphe non orienté. On veut générer un ensemble indépendant de taille k de
maniére uniforme. C’est un probléme difficile qui n’a pas de solution efficace a ce jour.

La chaine de Markov est décrite par ’échantillonneur de Gibbs suivant :

1. choisir v € X, et w € S uniformément ;

2. Si X, U{w} \ {v} est un indépendant de taille k, alors X, +; = X, U{w} \ {v}. Sinon
Xn+1 = Xn

1. Cette chaine est-elle apériodique ?
Soit A le degré maximum d’un sommet. On suppose dans la suite que k& < |S|/(3A + 3).
2. Montrer que la chaines est alors irréductible.

3. Montrer que la distribution stationnaire de cette chaine est bien la distribution uniforme sur
tous les indépendants de taille k.

Soient (X}) et (X2) deux chaines de Markov sur les ensembles indépendants de taille k selon
I’échantillonneur de Gibbs ci-dessus. le couplage se fait de la maniére suivante :

— Choisir le méme w dans les deux chaines;



Structures et algorithmes aléatoires - DM a rendre le 3 janvier 2017 A. Bouillard

— choisir v* € X} uniformément dans X!. Si v! € X2, on choisit le méme v? = v!, sinon, on
choisit v? uniformément dans X2\ X}.

4. Montrer que le choix de v? est uniforme.

On s’intéresse maintenant au temps de couplage. Pour cela, on va étudier d,, = | X} — X2|. 1l
y a couplage quand d,, = 0.

5. Décrire I’évolution possible de d,, 11 en fonction de d,, (les valeurs possibles et les probabilités
correspondantes).

6. Montrer que

Eldyq [ dyp =4 <0 (1 IS =(A+ DBk~ 3)>

S|k
7. Montrer que

Eld,11] <k (1 _ |S] — (A +1)(3k 3))71

S|k

8. En déduire une borne supérieure du temps de mélange de la chaine.



