Structures et algorithmes aléatoires - TD 6 Rémi Varloot

GRAPHES ALEATOIRES

Exercice 1 Convergence vers la loi de Poisson
On pose 7 une distribution sur {—1,0,1,...} telle que

eP—(1-p) sik=-1

n(k)=¢ 1—p sik=0
e’p% sinon.

1. Montrer comment construire des variables aléatoires X ~ B(p) et Y ~ P(p) telles
que P(X #Y) < p?

2. En déduire une construction de variables aléatoires X ~ Bin(n,p) et Y ~ P(np) telles
que P(X #Y) < np?.

Soient pour tous k € N, f(k) = P(Bin(n,p) = k) et g(k) = P(P(np) = k).
3. Montrer que > .oy |f(k) — g(k)| < 2np?.
4. En déduire que pour tous X ~ Bin(n,p), Y ~ P(np) et A CN,
|P(X € A) — P(Y € A)| < 2np”.

Exercice 2 Introduction aux espérances conditionnelles
On a déja défini I'espérance conditionnelle par rapport & un événement :

EX =2y =y =Y aP(X =2V =y).
Yy

On défini désormais I'espérance conditionnelle par rapport & une variable aléatoire. Il s’agit
de la variable aléatoire

E[X|Y]:w— EX]Y = Y(w)]
(rappel : {Y =Y (w)} ={u' : Y(v') =Y (w)}).

On lance un dé, dont on note X le résultat. De plus, on note ¥ = 1x>4. Calculer
E[X]|Y].

On peut montrer que Iespérance conditionnelle conserve les propriétés habituelles (linéarité,
monotonie, etc.), mais aussi que E[Y|Y] =Y, E[E[X|Y]] = E[X] et, si X et Y sont indépen-
dants, E[X|Y] = E[X].

Exercice 3 Attachement préférentiel

L’attachement préférentiel est un processus de création de graphes aléatoires avec une distri-
bution en puissance des degrés.

Une variable aléatoire X suit une loi en puissance de paramétre 3 si
P(X =i)=CiP,

ol C est une constante de normalisation.
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Construction par attachement préférentiel On démarre avec un graphe Gg contenant
I'unique sommet ug.

A Tétape t + 1, on rajoute un sommet u;11, et une aréte non-orientée ey 1 reliant uzy1 et un
sommet v de Gy choisi comme suit :
— Avec probabilité «, v est choisi uniformément au hasard ;

— Avec probabilité 1 — o, P(v = u) = diQ(ZL), ou di(u) est le degré de u dans Gy.

1. Que dire du graphe ainsi obtenu?

2. Comment modifier le modéle pour permettre I'apparition de cycles ?

Evolution du nombre de sommets ayant un degré donné Soit F; la tribu contenant
toute I'information des ¢ premiéres étapes de la construction.

Soit X;(t) le nombre de sommets de degré ¢ a I'instant ¢.

3. Calculer les probabilités P(X;(t+ 1) = X;(t) +a | F1), a € {—1,0,1}. (distinguer les
casouni=1eti>1)

1+Oé+1;a7;

. 2 ; = 12
Soit ey = 35 et, pour i > 1, ¢in1 = a6

4. Montrer que -9 =1 — 13=a 4 O(%Q)

Cit+1 zl:a
On admet que I'on a alors ¢; ~ Ci 78, 01‘15::1)’:3.
Soit € > 0 et Az(t) = E[Xz(t)] — ¢;t.
5. Montrer que
E[X1] E[X4]
A(t+1)=Aq(t) — l—a—= (1 —a)—=
1) = M) e+ 1—ad = (1—a) =t
puis que
« l-«
A(t+1)=AH)(1 - —— — th).
(1) = A0 - s — ) + 06

6. Enfin, montrer que E[X(t)] — e1t = o(t°).
7. En utilisant un argument similaire, montrer que

o' (1—a)i
t+1 2t

At +1) = Ag(t) (1 - >+O(Ai—1(t)/t) +Oot™).

8. Conclure que E[X;(t)] — it = o(t9).

En pratique, il est méme possible de montrer que : X’T(t) — ¢; p-S.



