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Calcul des prédicats

Exercice 1: Soit L = {~,¢, f,g} un langage du calcul des prédicats ol ¢ est un symbole de
constante, f et g sont des symboles de fonctions a 2 places respectivement.

On considere les L-structures suivantes : My = {Q,=,1,+, x} , s = {R,=,1,+, x} ,
M3 ={C,=,1,+, x}.

On considere les formules suivantes de L :

Fo=Vz (glc,x) ~x)
F=3yVz (g(z,y) ~x)
Fy=3yVa (g(z,y)~y)
Fy=VaVy3z (f(z,9(z,2)) =
Fy=VaVy3lz (f(z,9(2 9(z, z))) ~y)

pour 0 <i<4et1l<j<3, donner la valeur de F;, dans 9.

Exercice 2 : Le langage L = {R, f,c} est constitué d’'un symbole de relation binaire R, d’un
symbole de fonction unaire f et d’'un symbole de constante c.

On consideére la L-structure M =< R, <, 7, cos >. Pour chacune des formules suivantes F'lvg],
donner I’ensemble des réels a tel que N = Fla] :

Revg Jvy for = vg Jvy fog =11
fuo=c Jv1 (Revg A for =wg)  Fug (Revr A fog = v1)
Vv Rug foq Yu; Rfvgfur Yy Jug (vavg A fug = Uo)

VUO 3’01 fvl = Vo E|U1VU2 RfUQUl

Exercice 3 : Le langage £ comporte deux symboles de fonction unaire f et g. On considere les
cinq formules closes suivantes de L :

b Vr fx = gx

F Ve Vy fox =gy

Fs: Ve Iy fz =gy

Fy: JzVy fo =gy

Fs5: dx 3y fr =gy
Donner un modele pour chacune des six formules £y A—Fy, Fo, =F1 ANF3, ~Fy NFy, = F3A—F4 A\ F5,
—Fs.

Exercice 4 : Dans tous les langages considérés dans cet exercice, R est un symbole de relation
binaire, * et @ sont des symboles de fonction binaire, ¢ et d sont des symboles de constante.
On écrira @ y et x * y au lieu, respectivement, de @y et *xy, et 2% sera une abbréviation de
T* X
a. Dans chacun des cas suivants, on donne un langage L; et deux L;-structures il; et 28;, et on
demande une formule close de L; vraie dans i; et fausse dans B,.

1) Ly = {R} U =< N, <> B =< Z,<>

2) Ly = {R} Uy =< Q, <> By =<2, <>

3) Ly = {x} fy =< N, x > By =< P(N),N >

4) Ly = {c, %} Yy =< N, 1,x > By =<Z,1,x >
5)L5_{cd@*} s =< R,0,1,4, x > B =<Q,0,1,+,x >

6) L¢ = {R} U =< Z,=2> B =< Z,=3>

7) L7_{R} U7 =< R, <> Br =< N,<>

8) Ls = {R} s =< N, {(n,n+1); neN} > Bg=<Z{(k,k+1); keZ} >



b. Pour chacune des formules closes suivantes du langage {c, ®, *, R}, on demande de donner
un modele de cette formule ainsi qu’'un modele de sa négation :

Fi: YuVodz(-v=c=ud (v*xz)=c)

F: VuVoVw3z(~w=c=u®d (vxz)® (wx2?) =)

Fs: VaVyVz(Rzxx A ((Rxy A Ryz) = Rxz) A (Rry = Ryz))
Fy: YaVyVz(Rry = Rrxz yxz)

Fs . VxVy(Rry = -Ryr)

Exercice 5 : Mettre les formules suivantes sous forme prénexe :
A=Va((Fy,z <y) = (Vy,z<y))
B = (Vx, Rzx) = (Va3y, Ray)
C = (FaVy,z ~y) & (VaVy,x = y) A (Tz,z ~ x))

Ezxercice 6 : On considere un symbole de constante ¢, un symbole de fonction & un argument s,
un symbole de relation a un argument R. Pour chacun des choix suivants du langage L, déterminer
combien il y a de L-structures dont I’ensemble de base est {0, 1} :

a) L={c,~}.

b) L= {s,~}.

¢) L={R,~}.

d) L={cs,R,~}.

Exercice 7: On considere le langage £ = {~, F}, ou F est une relation d’équivalence. Pour
chacun des cas suivant, formuler une £-énoncé F tel que pour toute L-structure M, on ait M E F
ssi :

a. chaque classe d’équivalence a exactement trois éléments.

b. il n’y a pas plus d’une classe d’équivalence qui ait un seul élément.

Exercice 8 : Soit M une L-structure et ¢[vy,...,v,] une L-formule. On appelle valeur de ¢ dans
M le sous-ensemble suivant :

Val(¢7M) = {(ala <. '70’71) € Mn‘M ): ¢[a13 <. 'aan}}

On considere le langage £ = {~, f,g}. On dénote par N la L-structure dont I’ensemble de base
est N, et ol f et g sont interprétés par ’addition et la multiplication respectivement.
a. Déterminer la valeur des formules suivantes :
alz,y] =3z, frz~y

Blx] = grx ~ x
Y[zl = 3y, x ~ gyy
[z] = Fy, 3z, (B(y) A (y) A gfzyz ~ )

b. Pour chaque ensemble, donner une formule dont la valeur dans N est cet ensemble.
A={zxeN:z>2}
B = {2}
C = {z € N: z impair}
D = {(z,y,2) € N : 2 = pgcd(z,y)}



