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Axiomes de la théorie des ensembles

Exercice 1 :

(1) Si A= {{z, {y}}, {=}}, que vaut A ? Bt si A= {0, {0}} ?
(2) Montrer que pour tous ensembles a, b, on a : a Ub = J{a, b}.

Exercice 2 : Parmi les cinq expressions suivantes, quelles sont celles qui, quel que soit a, sont
égales a ’ensemble a lyi-méme 7

Ua; Um; U{m};UP(a)§U(P(a)_{®})~

r€a rea

Exercice 3 : Montrer que, pour tout x, pour tout y, pour tout z, il existe a dont les seuls éléments
sont z, y et z. (utiliser les axiomes de la théorie des ensembles)

Exercice 4 : Démontrer que ’ensemble de tous les singletons n’existe pas.

Exercice 5 : A 'aide du lemme de Zorn, démontrer que tout espace vectoriel admet une base.
Indication : montrer d’abord que ’ensemble des familles libres de vecteurs est inductif pour la
relation d’inclusion.

Exercice 6 : Parmi les affirmations suivantes, quelles sont celles qui sont toujours vraies ?
aCa;a€ca; aC{a}l; {a}Ca; {a} €Pla); {a} CP(a); aC Pla).
Ezercice 7 : Quel sont les éléments de P(B) ? de P(P(D)) 7 de P(P(P(D))) ?
Exercice 8 : Montrer que 'on a quels que soient les ensembles A et B :
P(AUB) D P(A) UP(B)
P(ANB)=P(A)NP(B)
Ezxercice 9 : Montrer que BY = {(}} et que si A # 0, alors (4 = 0.
Exercice 10 : Les includions suivantes sont-elles toujours vraies 7
PAxB)DPA) xP(B)?
P(Ax B) CP(A) xP(B)?

Exercice 11 : Montrer que si 'un des a; est vide, alors Hlai =0 etsi =10, alors .Hlai = {0}.
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Exercice 12 : Montrer que, pour tout ensemble X, il existe un ensemble p dont les éléments sont
préciséments les P(z) pour z € X.

Ezercice 13 : Pour chaque ¢ € Z et chaque j € N on note A; ; 'ensemble [i — j, i + j] des entiers
relatifs compris entre ¢ — j et i + j;
Déterminer les sous-ensembles U et V' suivants de Z :

U:ﬂUAiJ V:UﬂAm’

i€Z jeN i€Z jeN
Exercice 14 : On note pour chaque entier naturel n, X,, = {n} et Y, ={p e N; p > n}.

(a) Donner une description de 'ensemble [[ X, produit de la famille (X,,),en.
neN
(b) Donner trois éléments distincts de 'ensembe [[ Y, produit de la famille (Y;,)nen.
neN



