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Correction du TD 6

Exercice 1 :
F0 : ∀x 1× x = x
F1 : ∃ y ∀x x× y = x
F2 : ∃ y ∀x x× y = y
F3 : ∀x ∀ y ∃ z x+ z × z = y
F4 : ∀x ∀ y ∃ !z x+ z × z × z = y

Exercice 2 :
– Rcv0 signifie π ≤ v0 : l’ensemble demandé est {x ∈ R : x ≥ π}
– ∃v1 fv1 = v0 signifie ∃v1 cos v1 = v0 : l’ensemble demandé est l’intervalle [−1, 1]
– ∃v1 fv0 = v1 signifie ∃v1 cos v0 = v1 : l’ensemble demandé est R entier
– fv0 = c signifie cos v0 = π : l’ensemble demandé est ∅
– ∃v1 (Rcv0 ∧ fv1 = v0) signifie ∃v1 (π ≤ v0 ∧ cos v1 = v0) : l’ensemble demandé est ∅
– ∃v1 (Rcv1 ∧ fv0 = v1) signifie ∃v1 (π ≤ v1 ∧ cos v0 = v1) : l’ensemble demandé est ∅
– ∀v1 Rv0fv1 signifie ∀v1 v0 ≤ cos v1 : l’ensemble demandé est l’intervalle ]−∞,−1]
– ∀v1 Rfv0fv1 signifie ∀v1 cos v0 ≤ cos v1 : l’ensemble demandé est {3π/2 + 2kπ : k ∈ Z}
– ∀v1 ∃v2 (Rv1v2 ∧ fv2 = v0) signifie ∀v1 ∃v2 (v1 ≤ v2 ∧ cos v2 = v0) : l’ensemble est [−1, 1]
– ∀v0 ∃v1 fv1 = v0 signifie ∀v0 ∃v1 cos v1 = v0 : formule close fausse donc l’ensemble est ∅
– ∃v1∀v2 Rfv2v1 signifie ∃v1∀v2 cos v2 ≤ v1 : formule close vraie donc l’ensemble est R

Exercice 3 :
F1 ∧ ¬F2 : < R, x 7→ ex, x 7→ ex >
F2 : < R, x 7→ 0, x 7→ 0 >
¬F1 ∧ F3 : < R, x 7→ x, x 7→ x+ 1 >
¬F1 ∧ F4 : < R, x 7→ x, x 7→ 0 >
¬F3 ∧ ¬F4 ∧ F5 : < R, x 7→ x, x 7→ |x| >
¬F5 : < R, x 7→ 0, x 7→ 1 >

Exercice 4 :
a.

1) ∃x∀yRxy
2) ∀x∀y(Rxy =⇒ ∃z(Rxz ∧Rey))
3) ∃x¬ ∗ xx ' x
4) ∀x(∗xx ' c =⇒ x ' c)
5) ∃x ∗ xx = ⊕dd
6) ∃x∃y∀z(Rzx ∨Rzy)
7) ∀x∃y(Ryx ∧ ¬x ' y)
8) ∃x∀y¬Ryx

b.
F1 : < R, 0,+,×,≤> < R, 1,+,×,≤>
F2 : < R, 0,+,×,≤> < R, 1,+,×,≤>
F3 : < R, 0,+,×,=> < R, 1,+,×,≤>
F4 : < R, 0,+,×,=> < R, 1,+,×,≤>
F5 : < R, 0,+,×, <> < R, 1,+,×,≤>

Exercice 5 :
A = ∀x∀y∀z(x < y =⇒ x ≤ z)
B = ∃x∀z∃y(Rxx =⇒ Rzy)
C = ∃x∀y∀w∀z∃t∀x′∃y′∃w′∃z′∀t′

(
(x ' y∧ (w ' z∧ t ' t))∨ (¬x′ ' y′∧¬(w′ ' z′∧ t′ ' t′))

)
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Exercice 6 :
a) 2
b) 4
c) 4
d) 32

Exercice 7 :
a. ∀x∃y∃z

(
Exy ∧ Exz ∧ ¬x ' y ∧ ¬x ' z ∧ ¬y ' z ∧ ∀t(Etx =⇒ (t ' x ∨ t ' y ∨ t ' z))

)
b. ∀x∀y

(
(∀t(Etx =⇒ t ' x) ∧ ∀t(Ety =⇒ t ' y)) =⇒ x ' y

)
Exercice 8 :

a.
α[x, y] : {(x, y) : x ≤ y}
β[x] : {0, 1}
γ[x] : {x : x est un carré}
δ[x] : ∅

b.
A : FA[x] = ∃y∃u, (∀z, uz ' z) ∧ x ' ffuuy
B : FB [x] = ∃u, (∀z, uz ' z) ∧ x ' fuu
C : FC [x] = ¬(∃u∃y, (∀z, uz ' z) ∧ x ' gyfuu)
D : FD[x, y, z] = ∃a∃b, x ' gaz ∧ y ' gbz ∧
(∀z′, (∃a∃b, x ' gaz′ ∧ y ' gbz′) =⇒ ∃p, z ' fz′p)


