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Feuille de TD n°2 - Correction

Nombres Complexes

Exercice 7
(a) Pour tout n entier naturel et 6 réel, on a :
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— Premier cas : 0 n’est pas congru & 0 modulo 27. Alors e?*? # 1 et Zeika =

k=0
simplifier cette expression de la maniére suivante ou comme on le fera dans la question (ii) :
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En identifiant les parties réelles et imaginaires et en utilisant les formules de linéarisation de cosa cosb
et cosasinb, on obtient finalement :

Cu(0) = cos(50) sin(310) _sin((n+3)0) 1
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— Deuxiéme cas : § = 0[27]. Pour tout n entier naturel, on a C,,(0) =n+1 et S,(0) = 0.

(b) Comme en (i), on a :
Z a” cos(k@) + i Z a” sin(k6) = Z a” et
k=0 k=0 k=0
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— Premier cas: a # 1 et § n’est pas congru & 0 modulo 27. Alors ae™? # 1 et E at e 7 7
—ae
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On peut simplifier cette expression en multipliant numérateur et dénominateur par le conjugué du
dénominateur :
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En identifiant les parties réelles et imaginaires, on en déduit :

Zn: a® cos(kf) = 1—a cost —a™! cos((n+1)0) +a™* cos(nd)
1 —2acos(f) + a?
i Fsi ~ 1+asing—a™" sin((n+1)0) +a"*? sin(nf)
a”sin(kf) =
1 —2acos(8) + a?



~ Deuxiéme cas : a = 1 et 6 = 0[27]. Pour tout n entier naturel, on a alors Y, _, a” cos(k) = n+1 et
> a¥sin(kg) = 0.

Exercice 9

(b) : ABC est équilatéral & AB=BC =CA & |z—i|=liz—z|=|i—iz| & {|Z il =iz = 2|(1)

2 — ] = |i — i2](2)
L’équation (2) |z —i| = |i — iz| équivaut & |z — i| = |z — 1|, donc z vérifie ’équation (2) si et seulement
si le point B(z) appartient & la médiatrice D du segment [E(1), F ()], que 'on appelle aussi premiére
bissectrice.
Par ailleurs, |iz — 2|2 = |[i —1]2|2]? =222 et |z—i]>?=(2—i)(z—i)=(2—i)(Z+i) =22 +iz—iz+1,
donc on a les équivalences :
(1) |z—il=liz—2 & |z—i*>=liz— 2z

& zZ—i1z+iz—1=0

& (z4+i)(2—i)+i*—1=0

& |z+iP=2

& |z+il=V2
Donc z vérifie ’équation (1) si et seulement si le point B(z) appartient au cercle C de centre G d’affixe
—i et de rayon /2.

ABC est donc équilatéral si et seulement si B(z) est a I’intersection de la premiére bissec-
trice D et du cercle C de centre G d’affixe —i et de rayon V2.

C passe par H(—1) car GH = /2 et D est la médiatrice du rayon [G, H]. L’intersection de C et D contient
deux points distincts I et J.

On note K lintersection de D et de la droite (GH).

KGI et KGJ ont pour mesure /3 et —7/3 ou vice-versa car leur cosinus vaut % = % =1/2. On en
déduit que K1 = KJ = GJ|sin(7/3)| = v6/2.

1 6,z 1 3 1 3
Donc les points d’intersection de C et D ont pour affixes 5~ 15 + geli =-3 + g + 2(75 + g)
1 1 6 =z 1 3 1 3
et ——- —i-+ \/6ZST =—z - i—l—z’(—f —i)
2 2 2 2 2 2 2
Conclusion
ABC est équilatéral si et seulement si z = —3 + § +i(—% + ?) ouz=-1- ? +i(—1 - @)

Exercice 10 : Correction sommaire

(i) On obtient une spirale.

(ii) On a 1 +4 = /2 €'T donc pour tout n entier, (1 +i)" = (v/2)" €'1". La courbe paramétrée
t — (v/2) €5t répond & la question.

Exercice 11 : Correction sommaire
— Premier cas : n=0. On a Ag(f) = CJ =1 et By(f) =0

— Deuxiéme cas: n > 0. On a A4,(0) +iB,(0) = ZCﬁ et
k=0

D’apres la formule du binéme de Newton, on en déduit :

£y
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An(0) +iB,(0) = (1+ %) = % (e7'5 +¢'8)" = 2" cos"(g) ¢

o

En identifiant les parties réelles et imaginaires, il en découle :

0 0 0 0
A (6) = 2" cos™ (3) cos(%) et B, (6) = 2" cos” (3) sin(%)



On constate que ces formules sont encore vraies pour n = 0.

Les deux dernieres formules s’en déduisent car la premiere somme est A, (0) et la deuxieme A, ()

Exercice 12

(i) A, B, C sont alignés < Ik €R, c—a=k(b—a) < b=aOU z*“eR
—a
(ii) Cas n = 2. D’apres (i), on a :
2
-1
Les points d’affixes 1, z et 22 sont alignés < z =1 OU z 1 eR
22 -1 2% —
Orsiz#1, 1:z+1,d0nc 1€R<ﬁ>z+1€R<ﬁ>z€R.
z— z—

Finalement, les points d’affixes 1, z et 2% sont alignés si et seulement z est réel.

(iii) Cas n = 3. D’apres (i), on a :
Zolog
1

Les points d’affixes 1, z et 23 sont alignés < z =1 OU
3
z2—1

z—1

Orsiz # 1,

raison z.

= 1+ z + 2% puisqu’on reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de

De plus la condition z = 1 est un cas particulier de la condition 1 4 z 4+ 22 € R donc

3
z=10U

—1
z ~EeRe 14+2422€R.

Finalement, les points d’affixes 1, z et 2% sont alignés si et seulement si 1 + z + 22 € R.

(iv) En posant z = x + iy avec x et y réels, on a 1+ z + 2% = 1 + x + iy + 2% — y* + 22y donc
1 1
1424 22cR & y+22y=0 < y:()OUz::fié (ZGR) ou (HyERtelquez:f§+iy).



