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Feuille de TD n° 8

Limite et continuité : Correction

Exercice 2
Il est préférable de remplacer dans 1’énoncé ¢ par o pour plus de cohérence avec les notations du

cours.

1
1) Soit a > 0, il existe un entier supérieur au réel Som (on dit que N est archimédien).
am

1 . 1
Or n > — implique — < a.
2am 2nm

2) On remarque d’abord que si x = avec n € N alors sin(2) =sin(2nr + %) = 1.

2nm + 5 ®
1
De méme si ¥ = ——— avec n € N alors sin(2) = sin(2n7 + 3F) = —1.
3 2
2nm + 5 v
Soit I € R et a > 0 quelconques :
1 1
e Cas 1:1>0. Dapres la question 1, il existe n tel que . = ———— < —— < @ or sin(1) = —1
p q il ex q o+ T < (%)
et 1 >0 donc [sin(1)—1| > 1> 3.
1
e Cas 2 :] < 0. D’apres la question 1, il existe n tel que s = ——— < — < a or sin(%) =1et

<
2nTt+ 5 2nmw
I <0donc [sin(L)—1] > 1> 3.
Dans les deux cas, on a trouvé = €] — o, a[ non nul tel que [sin(1) — 1| > 3.

3) Montrons que la fonction n’admet pas de limite en 0.

La définition de 'existence d’une limite en 0 est :
1l existe I € R vérifiant pour tout ¢ il existe o > 0 tel que (x # O et |z] < a) = ’sm(%) — l} <e.

La négation est :
Pour tout ! € R, il existe ¢ vérifiant pour tout a > 0, il existe z € R tel que (z # 0 et |z| < ) et
|sin(1) — 1] >e.

Or nous avons démontré dans la question 2. que pour tout [, € =
z € R tel que (z # 0 et |z| < ) et [sin(2) — 1| >e.

1

x

1

5 vérifie pour tout o > 0, il existe

Donc la fonction x +— sin = n’a pas de limite lorsque = tend vers 0.

Exercice 8

242 242 249
8. Siaﬁ>0alorsx+ |x|:x+x:m+2d0nc hmw:z
x x z—0t x
2 2 2_2 2 92
Si$<0alors$ Tt |$|:$ m:x—Qdonc lim Lm:_2
T rz—0~ T

Il n’y a pas de limite en 0 mais seulement une limite a droite et une limite a gauche.

V4 —v1+a?

T

9. Soit > —1 non nul, on note Fy(z) =

(1+z)—(1+2?) 1—x
c(Vitz+vVita?) Vitz+V1+a2

Eg(z) =

1
lir%l—leet lin%)\/l—l—m—&— 1+ 22 =2 donc hmoEg(x):f
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10. Soit & > 0, on note Fio(x) = \/1+ L — /2 = L (Va+1-1),

X
Orvz+l-1=————0.
Vo+1+1

Donc Eio(z) = Ve

Val+1’
hrél VvV =0et hm\/a:—&— +1=2donc hm Eqo(z) = 0.
r—

12. Soit z < 0, on note Ea(z) = z(vV1+ 22 + ).
Va2 = |z| = —z donc VI+ 22 =vVa? /5 +1=—z/5+1

On en déduit que Eip(z) = 22(1 — \/g)
1—(%+1 1 -1
De plus 1 — F:M:T N
1 1

-1 -1
et que lim FEja(x) =

1+4/% +1 v 2

13. Soit = # 0, —vz <V sin(Jz) < Vz

On en conclut que Eja(x) =

Or lim /2 = 0 donc d’apres le théoréme des gendarmes hm NG sm(—) = 0.

z—0t z—0 f
. . 2
16. Soit x # 0 au voisinage de 0, zsin(z) = sin(z) x .
1 — cos(z) x 11— cos(x)
. 1_ 1 .
lim sin(z) =1let lim ﬂ = — donc lim M =2.
=0 T z—0 x? 2 z—0 1 — cos(z)

(2% + 1)[sin(x)|
- :
On montre que Eq7(z) n’admet pas de limite en +o0.

17. Soit « # 0, on note Ey7(x) =1+

On définit la suite (z,,) de terme général x, = nm et la suite (2,) de terme général z;, = n7 + 7.

Pour tout n > 1, |sin(zy)| = 0 donc Ey7(z,) =1 et lim Ey7(z,) = 1.

1
Pour tout n > 0, |sin(z’,)| = 1 donc Eqq(al) =14+ Y/ T2 g i~
our tout n | sin(z!,)] onc Ei7(x)) + o + + A (

n

car z), > 0).

Or lim 2!, = 400 donc lim Ey7(z)) = 2.

Comme lim z,, = lim ], = 400, si F17(x) admettait un limite en +o00, on aurait lim F17(x,,) = lim By (),
ce qui n’est pas le cas, donc on peut conclure que E17(x) n’admet pas de limite en +oo.

eVrtl
20. Soit x > 0, on note Eqy(x) = .
’ 20( ) T+ 2
Au voisinage de +00, le terme prépondérant du dénominateur est x, on factorise donc celui-ci.
Ve o e
On obtient alors Eop(x) = —.
e eVE eX
Or lim 5 = e et, en faisant le changement de variable X = \/z, lim = lim — = +4o0.
e—too 1 4 = T—+o0 T X—+oo X2
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On en déduit que lim FEao(x) = +o0.
xT—+00

21. A faire avec un développement limité d’ordre 1.

22. 2 est une racine 2 — 8. On effectue la division euclidienne de 23 — 8 par  — 2. On obtient la
factorisation 2® — 8 = (v — 2)(z? + 2z + 4).

On peut voir cette factorisation comme une application de la formule 1—a" = (1—a)(1+a+a’+. . .+a""1).
Soit > 2, on a donc (z — 2)?In(z® — 8) = (x — 2)?In(z — 2) + (z — 2)? In(2? + 2z + 4).
lim In(z? + 2z +4) = In 12 donc lim+(a: —2)?In(2? + 2z +4) = 0.

r—2t

En faisant le changement de variable X =z —2, on a lim (z — 2)?In(z — 2) = Xlim+ X?In(X) = 0.
r—2t —0

On en conclut que lim (z —2)°In(z® —8) = 0.

r—2t

23. lim zlnz =0et lim In(2®+2) =In2 donc lim (zlnz — zIn(z? + 2)) = 0.

r—0t r—0t r—0t

. . 7 7 7’ 2 . re .
24. Au voisinage de 400, le terme prépondérant du numérateur est e® et celui du dénominateur est x2,
on factorise donc par ceux-ci.

. et —e
SOI1§[I:>:[,m:?:L_7l

2
Or lim z—2%=—ocodonc lim €% =0.
r——+00 Tr—+00

er=v" _ 1
On en déduit lim —————

z—+o0 1 — P

=1

2?2 6X
lim = lim — =+
zotoo 22 X—ofoo X

En faisant le changement de variable X = z2,

2

x x

e’ —e
On en conclut que lim ——— = —o0.
r—-+oo ¢ — I

25. A faire avec un développement limité d’ordre 1.

26. A faire avec un développement limité d’ordre 1.

2 +5 f;;lli z+1 3+ 5
x2—|—2) ’eXp<x2+1 n(:c2+2))
On utilise les termes prépondérants de chaque fraction.

1 1 1+* 1+
s OnposeA()
22+1 x1+ 1+

e, THE 14 1+
De méme, o 1+ . On pose B(z) = o

27. On note Eqr(z) = (

S

Soit = # 0, on a

I

B Jen

l\'}‘m

1
On peut donc écrire Eor(x) = exp(fA( ) In (zB(x )
x
. 1 ln( ) 1
On peut ajouter que ;A(x) In(zB(z)) = A(z) + o A(z) In(B(x)).

Or lim A(z)=1et lim B(z)=1donc lim In(B(z))=0et lim 1 A(z)In(B(z)) = 0.

xr——400 xr——400 xr——400 r——4oo I

w
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De plus lim In(x) =0donc lim A(x) In(x)

Tr—+00 €T T——+00 €T

=0.

1
On en déduit que liIJ'I_l EA(JJ) In(zB(x)) = 0.

On peut enfin conclure que lim FEor(z) = 1.
Tr——+00

T 41N = 1 41
28. Soit > 0, on note Fag(x) = (ex :—2 ) = exp(aji_'_1 In (Z:Q ))

e$+1_e:” 1+e*
x+2 x 142°

On a

52 ),onaln(i+2):1n(%)+A(x).

e“"—|—1)_ x In(z) 1
z+27 x+1 x+1 x+1

En posant A(z) = 1In (

® 1
Or In (%) =1In(e”) — In(z) = = — In(z), donc P

In ( A(x)

x In(z)

1
Comme lim , lim =0, lim =0et lim A(z)=0,
z—+oo x + 1 z—+oo x + 1 z—+oo x + 1 r——+00

on peut conclure lim FEog(x) =e.
T——+00

Exercice 9
1) f est négative donc f([0,+oo[) est majorée par 0. Une partie majorée de R admet une borne

supérieure. On note | = sup f([0, +o0[).

N .. our tout x € |0, 400 r)<I.

D’apres la propriété des bornes supérieures : { gour tout & > ([) ’11 exigtéfgr )E 10, 00| tel que f(z) > 1 —e.
Montrons que f admet pour limite [ en 4oc0.
Soit € > 0, il existe A € [0, +o0o[ tel que f(A4) > 1 —e.
f est croissante donc pour tout x > A, f(x) > 1 — e, de plus on sait que f(z) < donc |f(z) — 1] < e.
On a bien vérifié la définition de xll}rlloo flx)=1.

2) On montre que f admet une limite & droite en tout point zo € R. On peut faire de méme pour la
limite a gauche.
Soit zyp € R quelconque. f est croissante donc f(]zg, +00[) est minoré par f(xg) et admet une borne
inférieure que I’on note Iy = inf f(Jzg, +00]).

s 1 e | pour tout z €lxg, +oof, f(x) =14 .

D’apres la propriété des bornes inférieures : { pour tout & > 0 il existe @ €]zg, +00] tel que f(z) < Ly + .

Montrons que f admet pour limite /4 a droite en xg.

Soit £ > 0, il existe a €]zg, +oo[ tel que f(a) <4 +e.

On pose a =a —xg. On a a > 0.

D’apres la croissante de f et les propriétés de [y, pour tout x vérifiant xp < x < g + a = a, on a

la < fz) < fla) <lg+e.

On a donc trouvé o > 0 tel que (z > zg et |z —xo| < ) = [f(z) — 4] <e.

On a vérifié la définition de lim f(z) = Il4.

T — x(

Exemple de fonction croissante sur R sans limite en 0 :

fr R - R
{erlsix}O

T .
rsix <0
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lim f(z)=0et lim f(x)=1donc f n’admet pas de limite en 0.
z — 0 z — 0
z <0 xz > 0

Exercice 10

On note T la période de f et a la limite de f en 400 (a est infini ou fini).

On montre d’abord que a € R.

Considérons la suite de terme général u,, = nT.

Comme limu,, = +00 et lirf f(z) =a, onalim f(u,) = a.
r—1T00

Or pour tout n € N, f(u,) = f(nT) = f(0), donc (f(uy,)) est constante et a pour limite f(0). II suit
que a € R.

On montre ensuite que f est constante, c’est-a-dire, que pour tous = et y dans R, f(z) = f(y).

Soit = et y quelconques, on définit les suites de terme général v,, = x + nT et w, =y +nT.

Comme limv,, = 400 et lirf f(z) = a, on alim f(v,) = a. De méme lim f(w,) = a.

(f(vn)) est constante et égale & f(x), (f(wn)) est constante et égale & f(y) et ces deux suites ont pour
limite a, on peut en conclure f(z) =a = f(y) (CQFD).

Exercice 11

1) On note [a,b] (a < b) le segment sur lequel f est définie. On a f : [a,b] — [a, b].
On en déduit que f(a) > a et f(b) <b.
Considérons la fonction g = f — Id. D’apres ce qui précede g(a) < 0 et g(b) > 0.

x est un point fixe de f équivaut a g(z) = 0. On cherche donc zg € [a, ] tel que g(zo) = 0.

e Cas1:g(a)=0o0ug(b)=0:2x9=aouxzg=D>bselon le cas convient.

e Cas 2 : g(a) < 0 et g(b) > 0. g est continue car c’est la différence de deux fonctions continues.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe g €]a, b] tel que g(xg) = 0.

On peut donc conclure que f admet dans tous les cas au moins un point fixe zq € [a, b].

2) Counsidérons la fonction g = f — Id.
f est minorée et lim —x = 4oo donc lim f(x) —z = +oo.

r——00
f est majorée et lim —x = —oo donc lim f(z)— 2= —o0.
T—+00 r—+00

Comme g est continue, on en déduit que I'image de R est R, en particulier 0 € g(R), c’est-a-dire qu’il
existe xg € R tel que g(xg) = 0, autrement dit, il existe un point fixe pour f.

3) Soit T la période de f. f est continue donc elle est bornée sur le segment [0,7]. On note M un
majorant de |f| sur [0,T].
On montre que M majore |f| sur R.

Soit  un réel, on cherche y € [0,T] tel que 2 — y est un multiple de T'. y doit s’écrire sous la forme
y=x—nT avec n € Z.

On choisit n = E(F) et on vérifie que y = 2 —nT € [0,77.

D’apres la définition de la partie entiere, on an < 7 <n+1 donc nT <z < (n+ 1)T qui implique
0<z—nT <T.Onabieny=x—nT €l0,T].

Comme T est la période de f, f(x) = f(y) donc |f(y)| < M implique |f(x)| < M.

On a fait le raisonnement pour tout = € R donc |f]| est bornée sur R par M.

D’apres la question précédente, on en déduit que f admet un point fixe.



