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Feuille de TD n°4 - Correction

Systemes d’équations linéaires

Exercice 3

On utilise la méthode de Gauss. Il ne faut pas étre arrété par la présence d’une inconnue a dans le syteme :
c’est un nombre comme un autre.

1 a 3 | 1 1 a 3] 1\ L
-1 3 a | -1 0 a+3 a+3 | O Lo+ 1y
a 2 2 | 0 0 2—-a®> 2—-3a | —a Ly —aly

Pour pouvoir diviser la deuxieme ligne par a + 3, on est obligé de supposer a # —3. On obtient :

1 a 3| 1\ L 1 a 3 | 1\ L
0 1 1 | 0 | Ly/(a+3) 01 1 | 0 | L
0 2—a®> 2-3a | —a L 0 0 a>-3a | —a Ly —(2—a?)L,

Pour diviser la derniere ligne par a? — 3a = a(a — 3), on est obligé de supposer a # 0 et a # 3. On a
alors :

1 a 3 | 1 Ly 1 a 3 | 1 Ly
01 1 | 0 Lo 01 0 | —-1/3—a) Lo — Ly
00 1 | 1/83—a) L3/(a® — 3a) 001 | 1/3-a) L
10 0 | 0 L1 —aly—3L3
01 0 | -1/83—a) Lo
001 ] 1/3—a) Ls
Finalement, on trouve comme solution (z,y,2) = (0,—1/(3—a),1/(3—a)), pour a &€ {—3,0,3}. Mais que
se passe-t-il si a = —3, a = 0 ou @ = 37 Il suffit de résoudre le systeme dans ces trois cas.
1. Si a = —3. On retourne a la deuxieéme étape dans le résolution précédente (c’est-a-dire au moment

ol on a dii supposer a # —3), le systéme est alors :

1 a 3| 1 1 -3 3 | 1

0 a+3 a+3 | O 0 0 0 | O

0 2-a® 2-3a | —a 0 -7 11 | 3
1 -3 3 | 1 Ly 1 0 —12/7 | —2/7\ Li+3Ls
0 1 —11/7 | =3/7 | Ls/(-7) 0 1 —11/7 | =3/7 | L»
0 0 0 | 0 Ly 0 0 0 | 0 Ls

9

Comme il y a une colonne sans pivot autre que la derniére (c
solutions. On pose donc z = A en parametre, et on obtient :

est la troisieme), il y a une infinité de

1 1
r=o(-24120)  y=Z(-3+11%)  z=A

Géométriquement, il s’agit de la droite passant par le point A(—2/7,—3/7,0) et dirigée par le
vecteur @(12/7,11/7,1).



2. Si a = 0. On retourne a la quatriéme étape dans le résolution précédente (c’est-a-dire au moment
ol on a dii supposer a # 0), le systéme est alors :

3 |1 103 | 1
1] 0 01110
00010

1
0
0 a?—3a | -a |

o~ Q

A nouveau, il y a une colonne sans pivot autre que la derniére (c’est la troisieme), donc il y a une
infinité de solutions. On pose z = A en parametre, et on obtient :

r=1-3\ y=—A z=A
Géométriquement, il s’agit de la droite passant par le point A(1,0,0) et dirigée par le vecteur
u(-3,-1,1).

3. Si a = 3. On retourne encore a la quatrieme étape dans le résolution précédente (c’est-a-dire au
moment ol on a di supposer a # 3), le systéme est alors :

1 a 3 | 1 133 | 1 133 | 1\ L
o1 1 ] 0 0111 0 011 | 0] L
00 a®>—3a | —a 000 | -3 000 | 1) L3/(—3)

Cette fois-ci, on a un pivot sur la derniere colonne, donc le systeme n’a pas de solution.

Exercice 4
a) On résout le systéme avec la méthode du pivot de Gauss :

3 1 2| a 2 —1 1 | c Ly

5 5 4 | b 0 5 1 | b—a—c | Lo—Li—Ls

2 -1 1 | c 0 5 1 | 2a — 3¢ 2L, — 3L3
1 —1/2 1/2 | c/2 L1/2 1 0 3/5 | (b—a+4¢)/10 \ Ly + Ly/2
0 1 1/5 | b—a—¢)/5 | La/s 01 1/5 | (-—a-0/5 | Ly
0 0 0 | b—3a+2c Ly — Ls 00 0 | b—3a+2c L4

Si b — 3a + 2¢ # 0, on peut diviser la derniére ligne par b — 3a + 2¢; on a alors un pivot sur la derniere
colonne, donc il n’y a pas de solution. Réciproquement, si b — 3a + 2¢ = 0, on a une matrice échelonnée
sans pivot sur la derniére colonne. Comme de plus il n’y a pas de pivot sur une colonne autre que la
derniére (nommément, la troisieme), il y a une infinité de solutions. On pose z = A en parametre, et on
obtient : b 5 +b )
—a c —a —c
T=—"""——2A =— - z=A

10 50 Y 5 5
Géométriquement, il s’agit de la droite passant par le point de coordonnées ((—a + b+ 4¢)/10,(—a+b —
¢)/5,0) et dirigée par le vecteur @(—3/5,—1/5,1).

b) Méme méthode.

3 1 2 | a 3 1 2 | a Ly

-1 2 0 | b 0 7 2 | 3b+a 3Ly + Ly

-1 -5 =2 | c 0 —-14 -4 | 3c+a 3L3 + L4
1 1/3 2/3 | a/3 L./3 10 4/7 | (=b+2a)/7\ Li—Lo/3
0 1 2/7 | (3b+a)/7 L2/7 0 1 2/7 | (3b+a)/7 Lo
0 0 0 | a+2b+c (L3+2L2)/3 0 0 0 | a+2b+c Ls

Sia+ 2b+ ¢ # 0, on peut diviser la derniere ligne par a + 2b + ¢; on a alors un pivot sur la derniere
colonne, donc il n’y a pas de solution. Réciproquement, si a+2b+c = 0, on a une matrice échelonnée sans



pivot sur la derniere colonne. Comme de plus il n’y a pas de pivot sur une colonne autre que la derniéere
(nommément, la troisieme), il y a une infinité de solutions. On pose z = A en parametre, et on obtient :
2a—b 4 a+3b 2
—=A = —=A z=A
7 7 YT s 7
Géométriquement, il s’agit de la droite passant par le point de coordonnées ((2a — b)/7, (a + 3b)/7,0) et
dirigée par le vecteur @(—4/7,—2/7,1).

xTr =

Exercice 5
On applique la méthode du pivot de Gauss pour trouver les solutions du systeme.

1+m 1 1 | 0 1+m 1 1 | 0 Ly
1 1+m 1 | 0 0 m(m + 2) m | 0 (I14+m)Ls — L4
1 1 1+m | 0 0 m m(m+2) | 0 (I14+m)Ls — I

Notez que avoir le droit de multiplier Ly et Lg par 1 + m, il faut supposer 1 + m # 0, donc m # —1.
D’autre part, pour pouvoir diviser la deuxiéme ligne par m(m + 2), on est obligé de supposer en plus
m # 0 et m # —2. On obtient :

1 1/(m+1) 1/(m+1) | 0\ 15l
0 1 (m+2) | 0| mmrgle
0 m m(m+2) | 0 Ly
1 1/(m+1) 1/(m+1) | O Ly
0 1 1/(m+ 2) | O Lo
0 0 m(m+2)—m/(m+2) | 0 L3 —mLs
A la derniere ligne, on peut simplifier :
m m
- — = 2)2 -1
m(m +2) m+ 2 m+2((m+) )
m 2
=— 4
m+2(m +4m +3)
= 1
m+2m(m—|— )(m + 3)

On a déja supposé m & {—2,—1,0, }. En supposant en plus m # —3, on obtient le systéme échelonné :

1 1/(m+1) 1/(m+1) | 0\ Li
0 1 1/(m+2) | 0| Lo

0 0 1] 0) smiEls

Ce systeme admet un pivot sur chaque colonne sauf la derniére, donc il admet une solution unique, a
savoir (0,0,0) puisque c’est un systéme homogene. Il n’y a donc pas de solutions non nulles si m ¢
{-3,—-2,—1,0}. Il reste & examiner le cas m € {—3,—-2,—1,0}.

1. Si m = —3. On résout :
-2 1 1 ] 0 -2 1 1 ] 0 Ly
1 -2 1 | 0 0 -3 3 | 0 2Ly + Ly
1 1 =2 1] 0 0 3 -3 10 2Ls + 14
1 -2 -1 1 0\ Li/(-2 1 0 =1 | 0\ Li+Ly/2
0 1 -1 1|0 Ly/(-3) 01 -1 | 0 Ly
0 0 0 | 0 Ls+ Lo 00 0 | O L3

Il y a une colonne sans pivot autre que la derniére (c’est la troisieme), donc le systéme admet une
infinité de solutions. On pose z = A en parametre, et on trouve :

Géométriquement, il s’agit de la droite passant par O(0,0,0) et dirigée par le vecteur @(1,1,1).



2. Sim = —2. On résout :

-1 1 1 | 0 -1 11| 0\ Iy
1 -1 1 | 0 0 0 2 1] 0 Lo+ 14
1 1 -1 10 0 2 0] 0 Ls+ Ly
1 -1 -1 | 0 -1 100 | O Ly + Lo+ Ls
0 1 0 | O L3/2 01 0] O Lo
0 0 1 ] 0 Ly/2 001 ] 0 Ls
La seule solution est la solution nulle.
3. Sim = —1. On résout :
01 1 1] 0 10 1 | 0O Lo
1010 01 1 | 0| I
110 | 0 01 -1 ] 0 L3 — Lo
1 0 1 | 0 L4 1 0 0 | 0 Ly — L3/2
01 1] 0 Lo 01 0] 0 Lo — L3/2
00 2] 0 —L3+ Lo 001 ] 0 L3/2
La seule solution est la solution nulle.
4. Sim=0. On résout :
11110 111 ] 0\ L
11110 0 00 | O Lo— 14
11110 000 ] O Ly — L,

Il y a deux colonnes sans pivot (sans compter la derniére), donc il y a une infinité de solutions. On
pose en parametre y = A et z = u. On obtient comme solution :

rT=-A—U y=A zZ=p

Géométriquement, il s’agit du plan passant par O(0, 0,0) et dont les vecteurs @(—1,1,0) et ¥(—1,0, 1)
forment une base. On peut aussi dire que c’est le plan d’équation x + y + z = 0.

Exercice 6

Le probleme des beeufs de Newton

Les inconnues du probléme sont :

- la quantité d’herbe qui pousse en un jour sur un are notée a,

- la quantité d’herbe broutée en un jour par un boeuf notée b,

- la quantité d’herbe par are & ’entrée des boeufs dans chacun des trois champs notée c,
- le nombre de boeufs nécessaires pour brouter le troisieme pré notée n.

Chaque pré fournit une équation et on obtient le systéme suivant :

75612 = 60(c + al2) 23a — 35b + ¢ = 0
81615 = 72(c+als) &4 235a — B5b + B¢ = 0
nbl8 = 96(c+ al8) 25320 — 3nb + 2t¢c = 0

En considérant n comme un parametre et a, b et ¢ comme des inconnues, il s’agit d’un systéme homogene
de 3 équations linéaires & 3 inconnues. Ce systéme a au moins la solution triviale (a,b,c) = (0,0,0). Si
c’est la solution unique de ce systeme, cela signifie que les boeufs ne broutent pas et que les prés n’ont
pas d’herbe. Il faut donc qu’il y ait d’autres solutions ce qui imposera une condition sur n.

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, le systéme précédent est équivalent a (pour simplifier les

calculs, on écrit les entiers par leur décomposition en facteurs premiers) :
c + 223a — 35b = 0 (Ly)
223(25-2%a — 35(32-2%)b = 0 (Ly—2%Ly)
223 (253-2Ya — 3n-215)b = 0 (Ls—2'Ly)



qui s’écrit apres calculs

¢c + 223a - 35b = 0
223a — 3.5b = 0
2°3a — 3(n—-215b = 0

En continuant la méthode du pivot de Gauss, ce systeme équivaut a :

2 ¢ - 352-1)b = 0 (2L — Lo)
2a - 5b = 0 (L2/3)
22a — (m—-2%5)b = 0 (L3/3)

2 ¢ 35b (L)
<~ 2Baq = 5b (LQ)
(n—215-225)b = 0 (—Ls+2%Ly)

Ce systéme a une autre solution que (a, b, c) = (0,0,0) si et seulement si n — 2%.5 — 22.5 = 0 c’est-a-dire
sin =225(22 + 1) = 100.

Il faut donc 100 boeufs pour brouter le troisieme champ.



