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Corrigé

Exercice 1

1. Posons g(t) = f(t)e™°t. Puisque g(w) = f(w + wp), g est a support dans [—7/T;7/T]. On
a donc, d’apres le théoreme de Nyquist, pour tout ¢t € R :

g(t) = Zzg(nT)sinc <%(t - nT)> = Z:Zf(nT)e’iwonTsinc (%(t - nT))

et donc :

f(t) = e™tg(t) = Zf(nT)ewO(t_”T)sinc (%(t — nT))

neL

2. Nous allons calquer le raisonnement sur celui effectué en cours pour le cas des signaux dont
la transformée de Fourier est a support dans [—7/T;7/T].
Posons fy(t) = 3 f(nT)d,r. La transformée de Fourier de f; vaut (c’est dans le cours) :

nes

fd(w) = ;Zf(w — 2km/T)
keZ

Vu le support de f ,on a:
JE(W) = de(w>1[f(N+1)

On a donc f = f;+h ou h est la fonction telle que :
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et :

= f(nT)dur + h(t)
= > f(nT)h(t —nT)

Exercice 2

1. Posons p la fonction qui vaut 1 sur [0; 7] et 0 sur R — [0; 7.
Alors :

(f * p) (nT) = /Rf(t)p(nT B t)dt
= /Rf(t)lnTte[O;T]dt

nT
- F(t)dt

(n—1)T
= [fIn]

T, T

2. Puisque le support de f est inclus dans [_T? T] et puisque f/*\p = f p, le support de f est

T, T

aussi inclus dans [_T’ T]'
D’apres le théoreme de Nyquist :

:Zf(nT)sinC<Tt—nT> > fln] smc( t—nT))

nel neL

3. La transformée de Fourier de p vaut :

—iwT 1

A T e
plw) = / p(t)e “tdt = / et = i—-——
R 0 w

(en tout cas si w # 0; cela vaut T' si w = 0)

Cette fonction ne s’annule pas sur [—% ?] Soit v une fonction continue a support compact
. . 1 .

qui est égale a L sur [—%, %] i

Soit 7 une fonction telle que 7 = ~. Alors f = f x 7. En effet, puisque 7p = 1 sur [—%; %},

f = f#p (car Supp(f) C [~7: 5]). Done f = (fxp)x7 = fx7.

Donc :

<Zf njsine (7 —nT)))*T



Puisque la transformée de Fourier de sinc(w/T.) est T1{_, r.x/77, la fonction s 4o ginc (%) * T
est la fonction dont la transformée de Fourier vaut :

~ . w
$(w) =Tz Lew/rmm (@)

et on a :

Zf s(t —nT)

ne”L

Exercice 3
1. Puisque p appartient a V', on doit avoir p(t) = 3 p(nT)p(t—nT), c’est-a-dire p = 3~ anp(. —
nez nez

nT) si on pose o, = p(nT).
On souhaite de plus que {p(. — nT")},ez soit une famille libre. On doit donc avoir «,, = 1 si
n =0 et a, = 0 sinon, c¢’est-a-dire p(0) = 1 et p(nT") = 0sin # 0.
Notons G(w) = kzz,é (w + 2’“7”) C’est une fonction 27 /T-périodique.
€

Pour tout [ € Z :

2m /T 2w /T 2k .
/ G lTlUde _ Z/ ( T7T> elewdw
0

keZ

:/ﬁ(w)eiledw
R

= 2mp(T1)

_ I
= 2mdo(l) = Te" " dw
0

Donc, pour tout | € Z, [Z7/T(G(w) — T)e™dw = 0. Puisque {¢T"},c; forme une base de
LQ([O, 27/TY), on doit avoir G — T = 0 sur [0;27/T], soit G = T sur [0;27/T] et donc G =T
sur tout R car G est 2w /T-périodique.

2. Le théoreme de Nyquist traite le cas ot p = T'1{_r /7. 77 (et les fonctions V' sont les fonctions
a bande limitée dans [—x/T; 7 /T]).

Un autre cas simple est celui ou V' est I’ensemble des fonctions constantes sur les intervalles de
la forme [(n — %) T; (n + %) T], avec la fonction p = 1_7/2.7/9.

De plus, on peut vérifier que la condition nécessaire trouvée a la question précédente (3 p(w +
kEZ

2kw/T) = T) est aussi une condition suffisante pour que la formule de reconstruction soit
vraie, si on pose V = {Sagp(. — kKT)}. Toutes les fonctions p telles que p vérifie la condition
%

conviennent donc.

L’exemple le plus simple est p = T'1|_r/7,r/7) mais on peut en construire une infinité d’autres.

Un autre exemple simple, par exemple, est p(w) = g— max (0 2 w)

Pour chaque choix de p, V' = {Sapp(. —kT)} est 'ensemble des fonctions f dont la transformée
z

de Fourier est de la forme f(w) = p(w)S(w), pour S une fonction 27 /T-périodique quelconque.



En effet, la transformée de Fourier d'une fonction de la forme Y agp(. — kT) vaut :
2

A w)' (Zake—z‘wkT>
k

et les fonctions qui peuvent s’écrire sous la forme (Zake_i“kT) sont exactement les fonctions
%

27 /T périodiques.

Exercice 4

1. Pour tout n, notons p,, = sinc(w(. — n)). Pour tout n :

pr(w) = L) (w)e™™™

Les fonctions { \ZLW} o forment une base de Hilbert de L?([—;]).

De plus, pour tout n, f(n) = 5= [, flw)emdw = #(f \Z‘?)
La fonction fy = (f \/;7> ’J"W est donc la projection de f sur Vect {p_n, ..., pv_1, pn }-

Donc f —>fdans L2 PUlSque fv = fll2 = \/127||f1v Fllos | fn = fll2 = 0.

D’aprés D'inégalité de Cauchy-Schwarz, ||fy — fll1 < v/ 27r||fN — fl|2. D’aprés la formule d’in-
version de la transformée de Fourier, ||fy — floo < 5] |fx — fl]1 donc :

v = fllse < \/—HfN—sz —0

2. a) Pour tout ¢, d’apres Cauchy-Schwarz :

[f(t) = fn@) < D [f(n)][sinc(x(t — n))|

[n|>N
| f(n)]
= |n|z>:N7r(t =

f 1
|n|Z>N|f |n|¥N|t - TL|2

D’apres le raisonnement de la question précédente, / > |f(n)]? est (& une constante multipli-
[n|>N

cative pres) la norme de la projection de f sur Iorthogonal de Vect {p_y, ..., py_1, pn }. Cette
norme tend vers 0 donc :

76 = fu(®)] = < > |t_1n,)

Lorsque N' = +00, 50 o ~ 53 5 = O () done [£(t) = fv () = o(N72).

W



b) On pose f(t) = C ¥ n~/2+)(—1)"sinc(n(t — n)), avec C' > 0 une constante qui devra étre
neN*
choisie suffisamment grande.

C’est bien une fonction de L? (car les fonctions sinc(m(. — n)) sont orthogonales entre elles

et > (n~W/ 2+6)) < +00) dont la transformée de Fourier est & support dans [—; 7] (car les
neN*

transformées de Fourier des sinc( (. —mn)) ont cette propriété).

On vérifie qu'on a f(1/2) = Z n O et fn(1/2) =C X
0<n<

7(1/2—n)

n—(1/240)

N w(1/2—n)"

On a donc |fy(1/2) — f(1/2)| =% Z n_ (72t

n—1/2

Lorsque N — +oo0, Z nl/f/ge) Z n=G/2+e N I};ﬁ :E>. Si on choisit C' assez grand, on a
n>N
donc :
VN € N7, fn(1/2) = f(1/2)] > N~/

3. On choisit p vérifiant les propriétés suivantes :
- pest C™.
- p est a support dans [—m; 7).
- pvaut 1 sur [—7/2;7/2].
Pour toute fonction f telle que Supp(f) C [—5‘ E] :

f=1rp

donc f = fxpet, puisque f(t) = 3 f(n)sinc(n(t —n)), on a :

ne”L

= f(n) (sinc(m.) x p) (t — n)

neZ
La transformée de Fourier de sinc(7.) « p vaut 1_rp = p donc :
Z f(n)p(t —n)
neZ

Comme on 'a vu dans les questions précédentes, S |f(n)|* < +oo donc (f(n))nez est bornée.
nez

Pour tout ¢t € R et tout k € N, p(t —n) = o(|n| %) quand |n| — +oo. En effet, x — p(z)x**!

est une fonction bornée : sa transformée de Fourier, i**!p*+1)(z) est continue et & support

compact, donc dans L!. Donc p(x) = o(|x|*) quand |x| — 400.

Donc | fy(t) — f(t)| < max|f(n)]| ZN|p(t—n)] est également un o( N %) lorsque N — +o0, pour
n n>

tout £ € N.

Exercice 5

1. Soit f de classe C'. Pour tout n, on note g, l'unique fonction de FE,, telle que f(k2™") =
gn(k27™) pour tout k € {0, ...,2"}.



Pour tout ¢ € [0;1], il existe k € {0,2" — 1} tel que t € [k27™; (k + 1)27"]. Alors :

10 = 0] = |62 = k") 5 [ 7(6) = silo)es

2—77,

[ 1) = dis)ds

2—n
< |t — k27" sup [f/(s) — g,(s)]
s€[k2-;(k+1)2—7)
k+1)27") — f(k2™"
cor s |pe o fEEDZY - g2
selk2-7;(k+1)2-7] 2—n

D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe u € [k27™; (k + 1)27"] tel que :

fl(k+1)27") — f(k27")
2—n

= f'(u)
donc :

[f() —gn(B)] <277 sup [f/(s) = f(SH <277 sup |f'(s) = f'(S)]

s,8’€[k277;(k+1)2—7] [s—s'|<2— ™

Puisque f est C', f’ est continue. Comme son intervalle de définition, [0;1], est compact, f’

est uniformément continue et  sup |f'(s) — f'(s')| = 0 quand n — +o0. Puisque l'inégalité
|s—s/|<2—n
précédente est valable pour tous les ¢ :

1f = gnlloe <27 sup  |f'(s) = f/(s")] = 0(27")

|s—s/|]<2-n

et comme €,(f) < ||f — gnl|so, On a le résultat.

2. Soit un a > 1 comme dans ’énoncé.

Il existe alors C' > 0 tel que, pour tout n, €,(f) < C27*". Pour tout n, notons g, € E, tel que
1f = gnlloe < C27°M

Notons hg = go et h, = gn — gn_1 pour tout n € N*. Pour tout n, h, € E, et ||h,||lc =
190 = gn-1lloo < llgn = flloo + [|f = gn-1llec < C27°" + C27e=h) = C(1+2%)27em,

Pour toute fonction g € F,, g admet une dérivée ¢’, qui vérifie :

||gl||oo < 2n+1||g||oo

En effet, pour tout ¢t € [0;1], il existe k € {0,...,2" — 1} tel que ¢t € [k27";(k+ 1)27"]. On a
alors :
g((k+1)27") — g(k27")

196)] = —

Pour tout n, g, = ho+...+h,. La suite (g, )nen converge uniformément vers f (car || f — gn||oo <
C27°"). De plus, la suite (¢g/,)nen converge uniformément vers une fonction H € L™,

< 2""|glo




En effet, la série 3 k), est normalement convergente (car ||h}|lee < 28 |hilloe < 26F1C(1 +
kS0
2%)272* done, comme « > 1, on a convergence géométrique). Donc ¢/, = h + ... + hl, converge

: . def
uniformément vers H = 3 h}.

keN
Cela implique que f est dérivable, de dérivée H.



