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REsuME. Ce document traite de la période de la suite de Fibonacci & 1’aide de 1’étude de ses valeurs
propres. Il contient les définitions, théorémes et exemples essentiels quant a la compréhension de ce
sujet.
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1. INTRODUCTION

Nous allons commencer par définir ce qu’est la suite de Fibonacci.
La suite de Fibonacci est une suite d’entiers dans laquelle chaque terme est la somme des termes qui
le précédent. Elle peut s’écrire sous cette forme :

VnZO,UnH = Un+1 —+ Un Avec UO =0et U1 =1.

Cependant, nous allons réduire les termes de cette suite modulo un entier m premier c’est-a-dire

étudier la suite sur Z/mZ.

Nous pouvons remarquer qu’il y aura dans ce cas m? paires d’éléments consécutifs possibles. Ce qui

signifie que si I'on calcule un nombre élevé de termes alors on va finir par retomber sur une paire

d’éléments déja trouvée auparavant et comme une paire d’éléments dépend de la paire qui ’a précéde

alors on va finir par réobtenir les mémes termes de la suite.

On peut donc en déduire que notre suite sera périodique.

La borne supérieure de cette période est m? — 1 ( car il y a m? paires possibles mais il faut retirer la

paire (0,0) qui n’existe pas, on ne peut avoir 2 zéros a la suite ).

Or, nous remarquons que la majorité du temps la période est bien inférieure & m? — 1.

Exemple : m = 19. On calcule les différents termes de la suite :
0,1,1,2,3,5,8,13,2,15,17,13,11,5,16,2,18,1,0,1,1 ...

On a une période ici qui est égal a 18.

Les mathématiciens Wall et Robinson, qui ont étudié les périodes de cette suite dans les années 60,
ont montré que si on prenait un nombre premier p = 2, 3[5] la période de la suite divise 2(p+1) et si
p = 1,4[p] la période divise p — 1.

Le but de notre projet va étre de démontrer les travaux de Wall et Robinson sur la périodicité des

suites de Fibonacci.

Notre exposé va étre divisé en deux parties, une premiére partie théorique de démontrations et une
partie expérimentale calculatoire afin de donner des exemples pour illustrer notre premiere partie.
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2. DEFINITIONS IMPORTANTES

Avant toutes choses nous allons énnoncer quelques définitions et propriétés essentielles a la
résolutions des théoremes a venir.

2.1. Résidus quadratiques.

Définition 1. Soit p un nompre premier et a un entier tel que p ne divise pas a. Alors a est appelé
résidu quadratique mod p si I’équation :

possede une solution.
Autrement dit, a est un résidu quadratique si et seulement si a mod p est un carré dans (Z/pZ).

Proposition 1. On dit que a est un résidu quadratique si et seulement si :

o' = 1[p]
Si non on dira que a est un nonrésidu quadratique et :
a'7 = ~1[p]

2.2. Période d’une suite.

Définition 2. On appelle période modulo p d’une suite U l’élément T tel que :
Vn € N, U,y mod(p) =U,, mod(p)

La période k4 g(p) divise tout n qui vérifie D" =T
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3. LES VALEURS PROPRES DE LA MATRICE DE FIBONACCI

Rappel 1. Rappelons pour commencer qu’une suite récurrente linéaire d’ordre k sur un corps
commutatif K est une suite définie par une relation de récurrence du type :

Uptk = Akp—1-Uptk—1 T ... T A0 Unp

avec ag, ..., Gnrkp—1 dans K, et pour ug,...,ux_1 fixés

On remarque alors que la suite de Fibonacci est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 avec :
ag = ].,(11 = 1,U0 = 1,U1 =2

Soit p un nombre premier tel que p > 2.

Notation 1. On note k(p) la période de la suite de Fibonacci modulo p, qui est le plus petit i tel que
Fi=0 (mod)pet Fis1 =1 (mod ) p.

Rappel 2. Le polynome caractéristique associé a une suite récurrente linéaire
Uptk = Ok—1-Upt+k—1 + ... + ag.uy est le polynome :
P(X) = Xk - ak_l.Xk —1-...- al.X—ao

Le polynoéme caractéristique associé a la suite de Fibonacci U, 42 = U, 41 + U, sera donc :
X?2-X-1.

Rappel 3. La matrice compagnon d’un polynome unitaire
P(X) = X"+ kp_1.X" 1+ .. +ko

est la matrice carrée suivante :

kpr —kno o~k —ko
1 0 .. 0 0
A=1] o0 1 .. 0 0
0 0O .. 1 0

Notation 2. On note U la matrice compagnon du polynome caractéristique cité auparavant, appelée
aussi matrice de Fibonacci :
1 1
De maniere générale, nous pouvons écrire :
Fo F
ur = n+ n
( Fn Fn—l

Les valeurs propres de U sont les racines du polynéme caractéristique : X2 - X - 1.
On les notes A1 et As.

Si ces deux valeurs propres existent dans F,, alors nous pouvons diagonaliser notre matrice U, elle
sera alors de la forme : U = CDC™!, ot D est la matrice diagonale :

A1 0
D =
( 0 X )
C étant la matrice qui contient les vecteurs propre sur ses colonnes.

Lemme 1. La période k(p) divise n’importe quel n tel que D™ = I
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Démonstration. Nous avons D :

A1 0
0 A

Si Aq et Ag existent dans Fj, alors A est un carré.
Si A est un carré alors cela signifie que p = 1,4 (mod 5) ( voir démonstration juste au-dessus ).

n
Alors, k(p) | (p-1) qui va étre 'ordre. Or, nous savons que X‘f;l = 1. Et donc, si D" = ()‘6 /\S >
2

= ((1) ?) Alors n = k(p-1) avec k € Z. Comme k(p) divise p-1 alors k(p) va diviser n.

O

Théoréme 1. Soit p est un nombre premier impair, si p = 1,4 (mod ) p, alors k(p) divise p-1. En
particulier, k(p) < p-1.

Démonstration. Nous avons comme polyndme caractéristique : X2 — X — 1
Notre discriminant sera donc : A = (—1)? —4.1.(—1) = 5.
La question est de savoir si & est un carré dans I,

Nous allons donc nous retrouver dans deux cas :

1) p=0,1,4 (mod 5)

2)p= 2,3 (mod 5)

Ici nous nous focaliserons uniquement sur le cas numéro 1, il y aura 3 sous-cas :
*Sip = 0[5 => E;

*Sip = 1] => (

I
— ooty O slouths

*Sip = 4[5 =>

Il
. SN
SN—

Nous pouvons voir que dans ce cas que 5 est un carré dans F,,.

Dans ce premier cas, nous avons démontré ’existence des valeurs propres : A1 et As.

D’aprés le petit théoreme de Fermat, nous avons : A’"'=1 (mod ) p. Nous savons que la période de
la suite que I'on note k(p) ( ce qui correspond & 'ordre de lambda ) divise ordre de p. Et donc k(p)
divise p - 1.

Nous devons a présent aborder un cas qui ”se passe un peu moins bien” étant donné que nous allons

devoir utiliser I’extension F,, de degré 2 afin d’obtenir un résultat intéressant. O
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4. CAS PARTICULIER : P = 5

Si on a p = 5, alors le polynéme X2 - X - 1 possédera une racine double qui sera 3.

32.3-1=9-3-1=5=0
On pose : U= CDC™!, or D? — 1 = D* # I,. Méme si \;* = M\p? = 3% = 81 = 1. ILci,

2 3 1 0
4 _
o= o) 6 )
La période n’est donc pas 4. On va donc calculer les premiers termes de la suite ( grace au

programme Maple présenté en derniére partie ).
On trouve une période k(p) = 20.

En effet,
U20 — 4181 6765\ (1 O
T\6765 10946/  \0 1

La période de la suite de Fibonacci pour p = &5 est 20.
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5. EXTENSION DU CORPS POUR LES VALEURS PROPRES

En effet, si on a p = 2,3 (mod ) 5, alors dans ce cas, le polynome X2 - X - 1 sera irréductible sur Fy.
On note alors v une racine de ce polynome et avec elle, on construit F2 = { a + by tel que a,b € F,
} qui est une extension de F,, de degré 2. Il s’agit de 1'unique corps fini & p? éléments.
Ona:v2-v-1=0.

Par la suite, on peut en déduire :

(1-)? = (1-7) - 1
=1-2y+~%+~v-2
=-1-y+1++9=0

Donc 7 = 1 - v est une autre racine de X2 - X - 1.
On note aussi que : 7.y = v.(1-y) = v- 4% = —1.

Proposition 2. V(z,y) €Fp2, (x +y )P =aP + yP

)
Démonstration. En effet, (x + y )P = Y (§).zF.yP=F

Sachant que :
B - e
k E(p—Fk)!

(p=1)!
k lp—k)I(k—1)!

= kG

D'otl, k.(}) = p-(77,)

Donc, p | k. ()

Or, p est premier, d’ot PGCD(p,k) = 1.

On en déduit que p | (?)

On en conclut finalement que : (x + y )P = zP 4+ yP O

I3

Lemme 2. Si P(z) est un polyéme irréductible sur IF,, et v une racine dans Fp2, alors vP est une

racine différente dans P(x).

p?s

n
Démonstration. Soit P(x) = Y ax.x"* avec aj, € F, et y racine de P.
k=0

Alors : .
P(y?) = > apAPt
. k=0
= 3 ab.4Pk ( petit théoréme de Fermat )
k=0
n
= (3 ag.z® )P (voir proposition ci-dessus )
k=0
= P(y)?
= 0
Donc ~? est racine de P. De plus, vP # « car ’équation 2P = x a au plus p solutions qui sont des
élements de F,,. Or v ¢ F,,. Donc 2P = z n’a pas de solutions ce qui entraine bien que v? # 7. 0

Théoréme 2. Soit p un nombre premier > 2, tel que p = 2,3 (mod ) 5. Alors k(p) divise 2(p+1).
Et en particluier, on a k(p) < 2(p+1).

Démonstration. En appliquant le lemme 4 et par le fait que 7.5 = -1, on a :
PO = ()27 = ()27 = ()P = 1.
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De méme, on a : (7)2P*1) = 1. On en conclut alors que D2+ = 1. D’apres le lemme 1, k(p) | n tel
que D™ =1, donc k(p) | 2(p+1). O
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6. RECURRENCE GENERALE

RESUME. Dans cette section nous énoncerons des théorémes et propriétés utiles aux calculs de la
périodicité d’une suite récurrente générale.

6.1. Introduction a la récurrence générale. Nous allons approfondir ’étude de la période de la
réccurence générale d’une suite de Fibonacci définie comme suit :

En-‘,—l :AEn +BE, 1

modulo un nombre premier p, en posant Ey=0 et E1=1. On appellera k4 p(p) la période de E,, mod
p. La nouvelle matrice de Fibonacci devient :

[t )

6.2. Matrice de Fibonacci d’ordre quelconque.

Proposition 3. Soit U la matrice de Fibonacci définie dans l'introduction, si l’on se place sur F=R
on a :

— [Enﬂ E,B ]

E, E,.B

Démonstration. (par récurrence) Pour n=1
B, EB] [A B
E, EB| |1 0

Comme Eo = AE;+BEy=A, la propriété est donc vérifiée pour n=1. On suppose maintenant que la
propriété est vrai au rang n, c’est a dire que :

E..1 E.B
n __
vt = [ E, EnlB}

Montrons maintenant qu’elle est aussi vrai au rang n+1.

A B"" _JA B]" [A B
1 0 {1 0 1 0
Ce qui nous donne :

Enti E.B | [A B] _ [BariA+EB  EnniB
E. E..B|"|1 0| |E,A+E,_.B E,B

En utilisant la définition de la suite récurrente F,, dans I'introduction on peut remplacer les membres
a gauche de cette matrice par :

Ent2 EnnB
E... E.B
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. Car E,12=F,+1A+FE,B. Ceci cloture la preuve de cette proposition. O

6.3. Théorémes fondamentaux.

Théoréme 1. Si p est un nombre premier impair et A un résidu quadratique non nul mod p, alors
ka p(p) divise p-1. De plus ka p(p)<p—1

Démonstration. Le polynome caractéristique de la matrice U est

X?*-AX-B
, A=A2%+4B comme A est un résidu quadratique non nul mod p, il existe un § tel que 62 =A
autrement dit, 6=(A2 + 4B)z. Si on éléve ceci  la puissance p-1 on obtient :

§P~1=(A% 4+ 4B)"= = 1[p| ( par la proposition 1 du (2.1)).

Les valeures propres de la matrice U sont repectivement \ et \ avec :

_A-S N_A+d

A=SF et A=52

En les élevant a la puissance p et en étant en caractéristique p on obtient :

__AP—¢P
AP=T5

Or comme § est d’ordre p-1 §P=4§. En utilisant le théoreme de Fermat :

¥l = 1 => 2 = 2)
APl = 1p] => AP = Alp]
ceci implique que /\P:%:/\ d’ou W2~ 1=1.
En mettant U sous la forme CDC~! on & :
U=C x [)(\) )(\)] x C1
donc
Ap~1 0 1 0
p—1_ —1_ -1 _
U Cx{o )\pl}xO Cx{o 1><C I
La matrice U est donc d’ordre p-1.
n_ |Ent1 E.B
Comme U™ = { E, B, B ]
par la proposition 2, il s’en suit que :
_ E E,_1B
Urt = p P =1,
e

Donc E,=1 ce qui implique que E,, est au plus de période p-1 ( 0 étant le premier terme de la suite).
Pour conclure, comme UP~! = I par le lemme 1 la période k4 p divise tout n qui vérifie D™ = I donc
la période divise p-1. O

Si A est un nonrésidu quadratique mod p alors (VA)? = -(v/A).

Démonstration. En utilisant la proposition 1, comme A est un nonrésidu quadratique on a
A = —1[p]. Posons 62 = A, cela nous donne que § = (4% + 4B)%, en élevant a la puissance p-1 on
a:
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6P = A% =1 d’ou 6" = —4.

Proposition 4. Si A est un nonrésidu quadratique mod p alors NP = X avec (\, \) les racines du
polynome caractéristique de U

Démonstration. On a )\:%, en élevant a la puissance p on a : )\p:AP;‘SP en utilisant le théoreme
de Fermat sur A et 2 et en utilisant le lemme précédent sur 0 (67 = —¢) on obtient que :

AP—5P A4S _ Y
NP =220 =200 =\ O

Théoréme 2. Si A est un nonrésidu quadratique mod p, alors :

ka,p(p) divise 2(p + 1) x ord(B?).

Démonstration. Tout dabord, il faut voir que AxA=B?2.(facilement vérifiable en utilisant A=232).
Maintenant élevons a la puissance 2(p+1).

N (At (AT
A\2(p+1) _ (A+5§)p (A+6) X(A2+6)

En utilisant le résultat de la proposition 3 (A’ = \) on a :
A2(p+1) (>\ x \)=B

La matrice U2(P*+1) devient donc :

B2 0
2(p+1) —1
U =C x [ 0 BZ] x C~.

On remarque tout de suite que si B=1, U2PTD=J et donc par le lemme 1, la période ka B(p) divise
2(p+1).

Si B # 1 dans ce cas il est facile de voir que U2P+D)*" = 1[p] si et seulement si n est I'ordre de B?
(au passage Ord(B?) < (p —1)/2 car B d’ordre p-1).

On a donc bien la période k4 p(p) qui divise 2(p — 1) x Ord(B?). Et comme Ord(B?) < (p—1)/2
alors ka p(p) < 2(p-1)xOrd(B?). O
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7. ALGORITHME

RESUME. Dans cette partie, nous allons nous focaliser sur un algorithme Maple qui permet de
calculer & partir d’un nombre premier les premiers termes de la suite de Fibonacci associés ainsi que
sa période. Ce qui va nous permettre d’illustrer les théorémes 1 et 2 ( bornes des périodes ). Nous
allons commencer par expliquer notre algorithme puis donner des exemples.

7.1. Déroulement de P’algorithme Maple.

Les différentes étapes :

1- On fait entrer a I'utilisateur un nombre premier p.
2- On calcule les différents termes de la suite de Fibonacci modulo p.

3- Dés que l'on retombe sur Uln] = 0 et Un+1] = 1 ( avec n # 0), on arréte le calcul des termes car
cela sgnifie que 'on peut déja extraire la période qui sera ici n ( que I'on note k).

4- On vérifie le théoreme 1 et 2. On regarde si p est congru a 2 ou 3 modulo 5 (cas 1 ) ou si il est
congru a 1 ou 4 (cas 2).

5- Selon le cas 1 ou 2, on va diviser p-1 ou 2(p+1) par k.
6- Si le résultat de la division est bien un entier alors on a bien démontrer que k divise p-1 ou 2(p+1).
7- On peut aussi vérifier selon les cas que la période est bien inférieur a p-1 ou 2(p+1).

Ce qui nous donne une fois codé en Maple :

with(LinearAlgebra) ;
= 17;

ul0] := 0;

ufl] :=1;

for n from 2 to p? -1 do

uln] = (uln-1]-+ufn-2]) mod (p)

if un] = 0 and un+1] = 1 then k := n;
break ;

end if;

end do;

"la période "*k ;

1 :=p mod(5);

ifl=1o0r1=4 then

i:=(p-1)/k

end if;

ifl=2or1= 3 then

i:=(2*p+2)/k

end if;

if type(i, integer) = true then "C’est bon!” else "Pas bon!” end if;

Ici, nous avons choisi de prendre 17 comme nombre premier.
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7.2. Quelques exemples.

Nous allons maintenant présenter différents exemples avec des nombres premiers.
Pour P =19

p=19
uy =0
up =1
uy =1
2
3
us =3
8

s

5
I
ta

18 "la période "
i=1
"Clestbon !"

13
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On peut voir ici que la période est de 18. 19 est congru a 4 modulo 5, on a bien ici (p-1)|k,
c’est-a-dire (19-1)|18

Pour P = 17
5= 1
;= 16
iyg = 0
Uyg = 16
tiyy 3= 16
=15
iy =14
U, =12

On peut voir ici que la période est de 36. 17 est congru & 2 modulo 5, on a bien ici 2(p+2)|k,
c’est-a-dire 2(17+2)|56.

Remarque 1. Il a noté aussi que dans ce cas la période est inférieur ou égale a 2(p+2), ici elle est
égale (k = 36 ), donc on peut dire que dans le cas ot p = 17, la période est mazimale.
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Autres exemples avec des nombres premiers grands :

Pour P = 701

gy = 676
Uggy = 220
gy == 905
Uggy "= 415
ggs = 610
Uggg = 32
Uggy = 233
Uggg *— 557
Uggg = 89
Uggg ™= 646
Uggy = 34
2oy =620
Ugny = 13
gy = 693
Uggs = 5
Ugpg == 698
Uggy = 2

700 "1a périodd"

701 est congru a 1 modulo 5 et on a une période k qui est égal & 700 qui divise bien p -1 ( 701-1).

15
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8. CONCLUSION

Au travers de ces démonstrations et exemples, nous nous sommes penchés sur I’étude d’une suite
récurrente linéaire d’ordre 2 particuliere : la suite de Fibonacci. Nous avons pi retrouver des résultats
bien connus quand a la périodicité des restes de ses éléments modulo un nombre premier.

Nous avons prouvés que si p est congru & (2 ou 3) mod(5) alors la période de la suite divise 2(p + 1)
ainsi que si p est congru a (1 ou 4) mod(5) alors la période de la suite est de (p — 1). L’étude de la
matiere de Corps Finis nous a permis d’avoir un bagage solide afin de pouvoir traiter et comprendre
les théoremes et subtilitées calculatoires rencontrées.

Ce sujet possede bien des applications intéressantes notemment en cryptologie dans la génération de
nombres pseudo-aléatoires, grace aux registres a décalage & rétroaction linéaire (Linear Feedback
Shift Registers en englais, avec pour acronyme LFSR, que nous garderons comme nom par la suite
dans un soucis de concision).

Un LFSR est un outil ou logiciel électronique produisant une suite de bits et régie par une fonction
mathématique pouvant étre vue comme une simple définition de suite récurrente linéaire. On se sert
par exemple des n premiers restes modulos 2 des n premiers éléments d’une suite récurrente linéaire
donnée, et on applique & un certain nombre de ces restes une opération XOR (appelé aussi "OU
exclusif”’; qui correspond & un simple addition dans le corps Fsg). Le résultat obtenu est ensuite
concaténé a la suite de bits et on recommence la boucle d’opérations XOR.

Cette notion de LFSR a été généralisée a tout corps fini. Ces LFSR produisent alors des suites de
nombres pseudo-aléatoires, et la sécurité de I'ensemble du dispositif repose en partie sur la grande
taille de la période de la suite récurrente linéaire assosicée.

Ils restent encore aujourd’hui des générateurs de nombres pseudo-aléatoires tres utilisés, en raison de
leur faible cotit de prodution et d’utilisation. Les nombres pseudo-aléatoires obtenus sont notemment
utilisés dans le chiffrement de flux, un des deux principaux moyens de chiffrements actuels en terme
d’algorithmes de cryptographie symétrique.
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