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R�esum�e

Cette th�ese est d�ecoup�ee en quatre chapitres. Le premier chapitre est consa-

cr�e aux m�ethodes de r�esolution de syst�emes d'�equations alg�ebriques, dans un

contexte g�en�eral de calcul formel. Le second d�e�nit les dessins d'enfants et le

principe de la correspondance de Grothendieck. Le troisi�eme chapitre explique

les techniques de calcul de cette correspondance et le quatri�eme donne des r�e-

sultats de calcul.

Deux m�ethodes sont d�ecrites dans le premier chapitre. Elles reposent sur

des notions d'alg�ebre �el�ementaire, dont nous commen�cons par rappeler les d�e-

�nitions et les principales propri�et�es. Nous insistons sur l'approximation des

nombres alg�ebriques, qui est le c�ur de la seconde m�ethode. La premi�ere m�e-

thode de r�esolution repose sur le calcul de base de Gr�obner. Nous donnons le

sch�ema de cette technique, �a base de calculs exacts sur les polynômes. La seconde

m�ethode commence par approcher num�eriquement la solution, puis reconstitue

sa d�e�nition alg�ebrique. On utilise en particulier l'algorithme LLL de r�eduction

de r�eseaux.

Le second chapitre est plus th�eorique. Apr�es une br�eve pr�esentation infor-

melle, nous commen�cons par une longue s�erie de d�e�nitions math�ematiques,

issues des th�eories avec lesquelles interagissent les dessins. Ensuite, nous d�e�-

nissons formellement les dessins en insistant sur leurs deux visages, et la cor-

respondance (de Grothendieck) entre les deux : nous regroupons d'une part les

d�e�nitions li�ees �a leur aspect combinatoire et d'autre part celles concernant leur

aspect alg�ebrique. Nous insistons sur les nombreuses variantes et g�en�eralisations

des dessins d'enfants. Nous continuons avec l'action de Galois sur les dessins,

en particulier la notion de corps des modules, dont les propri�et�es sont un �el�e-

ment fondamental du calcul explicite de l'aspect alg�ebrique d'un dessin. Nous

en pro�tons pour �evoquer l'application de ces calculs explicites au probl�eme de

Galois inverse.

Le troisi�eme chapitre expose la principale m�ethode pour le calcul explicite de

la correspondance de Grothendieck. Nous partons de la description combinatoire

du dessin, nous d�e�nissons un syst�eme alg�ebrique dont les solutions d�ecrivent

les propri�et�es alg�ebriques et arithm�etiques du dessin. Nous exposons quelques

autres m�ethodes, appliqu�ees dans certains cas particuliers, puis nous d�etaillons

les avantages de la r�esolution num�erique du syst�eme par rapport �a des techniques

plus alg�ebriques.

Le quatri�eme chapitre donne des exemples de calculs explicites de dessins.

Il commence avec les dessins les plus �el�ementaires, qui servent �a visualiser les

plus simples de ces objets, puis il continue en d�ecrivant une s�erie de calculs

d'\arbres en Y", qui servent de pr�etexte �a une comparaison des techniques de

calcul. Nous montrons ensuite quelques dessins ayant un int�erêt particulier, et

nous concluons avec des calculs servant �a la r�esolution d'instances du probl�eme

de Galois inverse.



vi INTRODUCTION

Introduction

A

lexander grothendieck a inaugur�e l'�etude des dessins d'enfants, une fa-

mille d'objets math�ematiques qu'il voulait consid�erer comme les �el�ements

de base d'une approche intuitive de la g�eom�etrie alg�ebrique et de l'action du

groupe de Galois absolu. Le lien entre les propri�et�es topologiques (visuelles) et

alg�ebriques d'un dessin est appel�e correspondance de Grothendieck. [24, 38]

Comme souvent, la compr�ehension en profondeur de la structure d'objets

abstraits demande qu'on en connaisse su�samment d'exemples pratiques pour

asseoir son intuition. L'un des probl�emes qui se posent est donc le calcul des

propri�et�es alg�ebriques d'un dessin, �a partir de ses donn�ees topologiques, c'est-

�a-dire le calcul de la correspondance de Grothendieck.

De tels calculs ont d�ej�a �et�e r�ealis�es par de nombreux auteurs, dans divers

contextes et selon plusieurs m�ethodes [2, 7, 8, 16, 23, 29, 30, 31, 42, 43, ...]. Pour

r�eussir �a calculer des exemples r�esistant aux approches classiques, nous avons

dû d�evelopper des techniques originales, qui ont pu prouver leur e�cacit�e.

L

es dessins d'enfants pr�esentent deux visages, ce qui donne naissance �a

une interaction qui fait leur richesse. D'un point de vue g�eom�etrique, nous

d�e�nissons un dessin comme un �el�ement du corps des fonctions d'une courbe

alg�ebrique, ayant au plus trois valeurs critiques. On en d�eduit de fa�con tr�es

naturelle une description combinatoire, sous la forme d'un graphe plong�e dans

une surface. Ce qui est plus surprenant est que cette correspondance peut être

rendue bijective. Mais le calcul explicite des propri�et�es alg�ebriques �a partir de

la description combinatoire d'un dessin pose de nombreux probl�emes algorith-

miques.

�

A part pour les dessins de genre 0, ce calcul est toujours fait au cas par cas,

pour des exemples simples. En genre 0, il existe une approche syst�ematique, qui

passe par la r�esolution d'un syst�eme d'�equations alg�ebriques.

L

es syst

�

emes d'

�

equations alg

�

ebriques servent �a la r�esolution de beau-

coup de constructions g�eom�etriques et en particulier au calcul de la cor-

respondance de Grothendieck. Le premier chapitre de cette th�ese est consacr�e

aux m�ethodes de r�esolution de syst�emes alg�ebriques, dans le contexte g�en�eral

du calcul formel. Nous d�ecrivons les deux techniques g�en�eralement employ�ees,

et qui sont les plus e�caces : le calcul de bases de Gr�obner d'un id�eal, pour en

d�eduire un syst�eme triangulaire, et le calcul d'approximations num�eriques d'une

solution, qui permet de reconstruire un point de la vari�et�e solution.

Historiquement, le calcul num�erique a �et�e remplac�e par les bases de Gr�ob-

ner, parce qu'elles permettent la r�esolution syst�ematique, automatique et exacte
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de nombreux probl�emes alg�ebriques. Pour les dessins d'enfants, c'est ainsi que

Malle a r�ealis�e le catalogue actuellement le plus exhaustif de dessins de genre

z�ero [30]. Le principal avantage de cette technique est qu'�a l'aide d'op�erations

exactes sur les polynômes, un r�esultat est obtenu dont on a prouv�e la validit�e.

Malheureusement, la manipulation de polynômes �a coe�cients entiers est tr�es

gourmande en m�emoire et en puissance de calcul et Malle a dû intervenir \ma-

nuellement" pour son calcul d'un polynôme de groupe de Galois Aut(M

22

) [29].

Nous voulons montrer qu'une approche num�erique, faisant appel �a l'intuition

g�eom�etrique, est au moins aussi e�cace pour r�esoudre les cas les plus di�ciles

du calcul de la correspondance de Grothendieck.

L

a comparaison entre ces deux techniques est faite �a la fois sur le plan

th�eorique et �a l'aide d'exemples. La nature des r�esultats obtenus est assez

di��erente : la r�esolution par bases de Gr�obner donne toutes les solutions du

syst�eme, tandis qu'une r�esolution num�erique ne donne que l'orbite galoisienne

d'une solution, celle qui est proche d'une approximation initiale. L'inconv�enient

de ne pas être exhaustif se r�ev�ele un avantage lorsque le syst�eme d'�equations est

mal d�e�ni (cf. IV.4.3).

La complexit�e, dans le cas le pire, du calcul de bases de Gr�obner est une

exponentielle du nombre de variables du syst�eme. En pratique, le nombre de

solutions est plus repr�esentatif du temps de calcul d'un syst�eme triangulaire au

moyen de bases de Gr�obner. De même, la derni�ere �etape du calcul num�erique

(r�ecup�eration d'une description alg�ebrique de la solution) est principalement

limit�ee par le nombre de solutions conjugu�ees. Lorsqu'on e�ectue une batterie

de tests comme au paragraphe IV.3 de cette th�ese, il apparâ�t qu'en pratique

les temps de calcul des deux m�ethodes sont tr�es comparables.

L

e principal inconv

�

enient de la r�esolution par approximations num�eriques

est qu'elle n�ecessite une surveillance humaine. Des trois �etapes du calcul

num�erique (choix d'une approximation, convergence vers une solution su�sam-

ment pr�ecise, puis r�ecup�eration d'une description alg�ebrique de la solution), les

deux derni�eres �etapes se font automatiquement,mais la premi�ere �etape demande

un peu de doigt�e et n'a �et�e automatis�ee que pour les arbres [31].

Nous utilisons une intuition g�eom�etrique de ce que sera la \vraie" forme du

dessin, et il n'existe malheureusement aucun th�eor�eme qui permette d'automati-

ser cette intuition. Ce trou dans la th�eorie est même assez frappant, et certains

calculs comme celui illustr�e par la �gure IV.3 montrent qu'il y a une notion

de \masse" d'un morceau de dessin qui apparâ�t. Par exemple, les sommets

ayant beaucoup de voisins ayant tendance �a être plus �eloign�es de ces voisins

que des sommets de valence plus petite. Ce genre de consid�erations m'a permis

de r�ealiser par approximations successives presque n'importe quel exemple de

dessin d�ej�a calcul�e, et quelques calculs originaux. Les dessins qui r�esistent sont

ceux dont la r�egularit�e alg�ebrique est telle qu'une r�esolution sp�eci�que donne

de meilleurs r�esultats qu'une r�esolution g�en�erique.

L

e cas des rev

^

etements ramifi

�

es au dessus de quatre points g�en�era-

lise les dessins d'enfants. Le calcul de ces revêtements �a partir de leur des-

cription combinatoire est bien plus accessible �a la r�esolution num�erique qu'�a la

r�esolution alg�ebrique. En e�et, comme la vari�et�e solution du syst�eme correspon-

dant est de dimension 1, les m�ethodes e�caces pour le calcul de bases de Gr�obner
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sont a�aiblies. En revanche, la m�ethode num�erique peut exploiter des propri�et�es

g�eom�etriques : le d�eplacement relatif des quatre valeurs de rami�cation donne

une famille continue de revêtements, chacun �etant une \bonne" approximation

de ceux qui en sont proches. Lorsque nous confondons deux rami�cations, l'�el�e-

ment d�eg�en�er�e de cette famille, rami��e au dessus de trois points, est un dessin

bien plus simple dont on calcule plus facilement la description alg�ebrique. On

peut ensuite, de proche en proche, calculer les propri�et�es de l'ensemble de la

famille.

Cette approche a permis le calcul e�ectif du premier polynôme dont on sache

que le groupe de Galois est le groupe de Mathieu M

24

. Une application de nos

techniques d'approximation est donc le calcul de revêtements de degr�e assez

�elev�e, en particulier ceux que d�etecte l'utilisation de m�ethodes de rigidit�e pour

le probl�eme de Galois inverse. Le calcul massif de dessins doit être mis en �uvre

avec des techniques de bases de Gr�obner, et l'utilisation conjointe des deux

approches peut se r�ev�eler fructueuse.

E

n conclusion , nous exploitons une approche r�esolument exp�erimentale du

calcul math�ematique. En l'absence d'une compr�ehension en profondeur des

dessins d'enfants, nous calculons des exemples sur lesquels pourrront se baser

des conjectures. Pour mener ces calculs �a bien, nous utilisons une intuition

g�eom�etrique (au sens classique du terme) qui nous m�ene donc �a une description

g�eom�etrique. Nous pro�tons de la puissance de l'algorithme LLL pour v�eri�er

la pertinence de notre intuition en retrouvant la valeur alg�ebrique exacte.
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Chapitre I

R�esolution d'un syst�eme

alg�ebrique

Nous commen�cons par �enum�erer les concepts math�ematiques dont

nous aurons besoin, en �xant les conventions de notation et en rappelant

les propri�et�es dont nous nous servons. Nous d�e�nirons ainsi le probl�eme

de la r�esolution d'un syst�eme alg�ebrique, que nous attaquerons de deux

fa�cons.

Le recherche de bases de Gr�obner est l'une de ces approches, c'est

l'objet de la seconde section. Nous ne pr�etendons pas exposer l'int�egra-

lit�e des travaux dans le domaine, ni même une synth�ese de ceux-ci, mais

nous voulons plutôt donner un aper�cu des principes de cette m�ethode.

Nous regarderons en particulier le cas des syst�emes de dimension 0. Il

s'agit de pouvoir comparer cette m�ethode alg�ebrique avec notre approche

num�erique.

La troisi�eme section d�ecrit donc la m�ethode de r�esolution num�erique,

que nous avons utilis�ee pour les dessins d'enfants. Nous verrons que son

inconv�enient est qu'elle ne peut pr�etendre fournir l'ensemble de la solu-

tion, ce qui peut devenir un avantage lorsque le syst�eme est mal d�e�ni.

De plus cette approche num�erique utilise plus facilement la description

g�eom�etrique de la solution.

I.1 Notions d'alg�ebre

Les fondements du calcul alg�ebrique sont les polynômes sur un anneau ou

un corps. On parle de g�eom�etrie lorsqu'on consid�ere les corps des r�eels R ou

des complexes C . On parle d'arithm�etique �a propos des rationnels Q et des

corps de nombres.

Dans cette section nous rappelons quelques d�e�nitions �el�ementaires d'alg�ebre

principalement. Ensuite, nous pr�esenterons les corps de nombres, en faisant al-

lusion �a leur interaction avec la g�eom�etrie, par leurs plongements dans C et les

m�etriques sous-jacentes. Nous esquisserons en�n le lien entre g�eom�etrie et al-

g�ebre qui se pr�esente sous la forme de vari�et�es alg�ebriques solutions de syst�emes

polynomiaux, et qui peut mener �a la g�eom�etrie alg�ebrique.

Nous pro�tons de cette pr�esentation pour d�e�nir le groupe de Galois abolu

Gal(

�

Q=Q), mais cette notion ne sera utilis�ee que dans le second chapitre, sur
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les dessins d'enfants. Son �etude est l'une des motivations du calcul explicite des

dessins.

I.1.1 D�e�nitions

a. Anneau

On ne s'int�eressera qu'aux anneaux unitaires int�egres commutatifs. On note

A

�

le groupe multiplicatif des �el�ements inversibles.

b. Id�eal

Nous rappelons qu'un id�eal I � A est un sous-groupe de A stable par mul-

tiplication par tout �el�ement de A . On note (F ) l'id�eal engendr�e par une partie

F � A , c'est-�a-dire le plus petit id�eal contenant F . C'est la somme des id�eaux

principaux xA pour x 2 F . Un id�eal propre est un id�eal di��erent de A .

Un id�eal propre est maximal s'il n'est contenu dans aucun autre id�eal

propre. Un id�eal premier est tel que ab 2 I ) a 2 I ou b 2 I. Le radical

d'un id�eal est

p

I = fx j 9n : x

n

2 Ig.

La relation xRy , x� y 2 I d�e�nit le quotient A =I, qui est un anneau. Cet

anneau est int�egre si I est premier, c'est un corps si I est maximal.

c. Polynôme �a une ind�etermin�ee

Un polynôme �a coe�cients dans un anneau A est une application �a support

�ni P : N ! A ; n 7! P

n

. On note P (X) =

P

P

n

X

n

, on dit que P

n

est le

coe�cient de X

n

. On note A [X] l'ensemble des polynômes �a coe�cients dans A .

C'est un anneau, commutatif si A l'est.

Le degr�e du polynôme est le plus petit d 2 N[f�1g tel que 8n > d; P

n

= 0.

Par convention, le degr�e du polynôme nul est donc �1. Le coe�cient dominant

d'un polynôme non nul est P

d

. S'il vaut 1, on dit que le polynôme est unitaire.

d. Polynôme �a plusieurs ind�etermin�ees

Un polynôme �a m ind�etermin�ees est une application �a support �ni

P : N

m

! A ; � = (�

1

; :::; �

m

) 7! P

�

. On note P (X) =

P

P

�

X

�

ou bien

P (X

1

; :::; X

m

) =

P

P

�

1

;:::;�

m

X

�

1

1

:::X

�

m

m

. Les polynômes �a m ind�etermin�ees �a

coe�cients dans A forment un ensemble not�e A [X] ou A [X

1

; :::; X

m

]. C'est un

anneau isomorphe �a A [X

1

; :::; X

m�1

][X

m

].

Le degr�e total du monômeX

�

est �egal �a �

1

+ :::+�

m

. Son degr�e en X

m

est

�

m

. On appellera support du polynôme l'ensemble des X

�

tels que P

�

6= 0 (et

non l'ensemble des � comme on le fait parfois). Le degr�e total d'un polynôme

non nul est le plus grand degr�e total des monômes de son support. On dit qu'un

polynôme est homog�ene si tous les monômes de son support ont même degr�e

total.

e. Fonction polynomiale

Si A est commutatif, on notera aussi P (x

1

; :::; x

m

) l'image par la fonc-

tion polynomiale associ�ee �a P du m-uplet (x

1

; :::; x

m

) 2 A

m

. C'est l'�el�ement

P

P

�

1

;:::;�

m

x

�

1

1

:::x

�

m

m

2 A .
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On peut remarquer que si E est une alg�ebre (commutative) sur A , l'anneau

A [X] s'injecte dans E[X]. Le sous-ensemble de E

m

tel que P (x

1

; :::; x

m

) = 0 est

not�e V

E

(P ). Cette notation sera utilis�ee lorsque nous chercherons �a r�esoudre des

syst�emes d'�equations polynomiales.

Les �el�ements de V

E

(P ) sont appel�es z�eros de P (dans E

m

). Si m = 1, on

parle alors de racines.

f. Irr�educibilit�e

L'anneau A [X] est factoriel si A l'est. Si P peut se factoriser en polynômes

de degr�e au plus 1, on dit qu'il est scind�e. S'il n'admet pas de facteurs non

triviaux, on dit qu'il est irr�eductible.

Si x 2 A est une racine de P , alors X � x divise P . Si (X � x)

n

est la plus

grande puissance divisant P , on dit que x est racine de P avec multiplicit�e n.

g. Corps

On ne s'int�eressera qu'aux corps commutatifs.

h. Extension alg�ebrique

Un corps L est une extension du corps K si L contient K. C'est alors un

espace vectoriel sur K, de dimension not�ee [L : K] et appel�ee degr�e de l'extension.

Si L 6= K, c'est une extension propre.

Un �el�ement x 2 L est alg�ebrique sur K s'il existe un polynôme non nul

P 2 K[X] tel que P (x) = 0. Une extension est alg�ebrique si elle ne contient que

des �el�ements alg�ebriques. Toute extension �nie (i.e. de degr�e �ni) est alg�ebrique.

Pour tout �el�ement x alg�ebrique sur K, il existe un unique polynôme uni-

taire de degr�e minimal annulant x, le polynôme minimal. Ce polynôme est

irr�eductible sur K. On dit que x et y sont conjugu�es s'il ont même polynôme

minimal.

i. Transcendance

Soit une extension L de K. Un �el�ement x 2 L est transcendant sur K s'il

n'est pas alg�ebrique. Le degr�e [L : K] est alors in�ni.

Pour x

1

; ::; x

m

2 L, nous d�e�nissons l'anneau K[x

1

; :::; x

m

] � L, qui est

l'image de K[X

1

; :::; X

m

] par le morphisme X

i

7! x

i

. Son corps des fractions

K(x

1

; :::; x

m

) est le sous-corps de L engendr�e par K et x

1

; :::; x

m

.

Le degr�e de transcendance de L sur K est le plus petit m tel que L

soit une extension alg�ebrique d'un corps K(x

1

; :::; x

m

). Par exemple, si L est

alg�ebrique sur K, son degr�e de transcendance est 0. Autre exemple, le degr�e de

transcendance de R sur Q est in�ni.

j. Polynôme caract�eristique, trace et norme

Soit x 2 L une extension �nie de K. La multiplication par x dans L peut être

vue comme une application lin�eaire de L en tant qu'espace vectoriel sur K. Son

polynôme caract�eristique est appel�e polynôme caract�eristique de l'�el�ement x

dans l'extension L de K, il est not�e Car

L=K

(x). Il est �egal au polynôme minimal

de x, �a la puissance [L : K(x)].
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Nous �ecrivons Car

L=K

(x) =

P

(�1)

d�i

s

d�i

(x)X

i

, o�u d = [L : K]. Le nombre

s

k

(x) 2 K est appel�e k-i�eme fonction sym�etrique de x dans L=K. La trace

et la norme sont respectivement Tr

L=K

(x) = s

1

(x) et

N

L=K

(x) = s

d

(x).

k. Clôture alg�ebrique

Un corps K est alg�ebriquement clos s'il n'a pas d'extension alg�ebrique propre.

Cela signi�e que tout polynôme de K[X] est scind�e.

Une extension alg�ebrique de K qui est alg�ebriquement close est appel�ee clô-

ture alg�ebrique de K. Les clôtures alg�ebriques de K sont isomorphes, on en

choisit une qu'on note

�

K .

I.1.2 Corps de nombres

La th�eorie alg�ebrique est plus facile �a appr�ehender lorsque le corps de base

est un corps primitif : le corps des nombres rationnels Q ou un corps premier

F

p

= Z=pZ. Les syst�emes alg�ebriques que nous manipulerons seront d�e�nis

sur Q.

Un corps de nombres est une extension K de degr�e �ni du corps Q des

rationnels. Les �el�ements d'un corps de nombres sont donc alg�ebriques sur Q. On

les appelle les nombres alg�ebriques.

a. Anneau des entiers

Il faut remarquer que Q est le corps des fractions de l'anneau Zdes entiers

relatifs. Si les coe�cients du polynôme minimal d'un nombre alg�ebrique sont

tous des entiers relatifs, on dit que ce nombre est un entier alg�ebrique. L'en-

semble des entiers alg�ebriques de K est appel�e l'anneau des entiers, not�eZ

K

.

C'est un Z-module libre de rang [K : Q], dont les bases sont appel�ees bases

int�egrales de K.

On appelle contenu d'un polynôme P 2 Q[X] le plus grand rationnel po-

sitif c tel que c

�1

P n'ait que des coe�cients entiers. Par abus de langage, on

appelle aussi polynôme minimal d'un nombre alg�ebrique le quotient du poly-

nôme minimal par son contenu. C'est ainsi le polynôme �a coe�cients entiers, de

degr�e minimal et de coe�cient dominant minimal positif, annulant ce nombre.

Les entiers alg�ebriques sont alors les nombres dont le polynôme minimal est

unitaire.

b.

�

El�ement primitif

Le th�eor�eme de l'�el�ement primitif a�rme que tout corps de nombres est

isomorphe �a un quotient Q[X]=(P ), o�u P est de degr�e d = [K : Q]. Le polynôme

P a au moins une racine � dans K, qui est par d�e�nition un �el�ement primitif

de K.

La famille (1; �; �

2

; :::; �

d�1

) engendre K comme espace vectoriel sur Q, ce

qui signi�e que K est �egal �a Q[�]. En revanche, l'anneauZ[�] n'est que rarement

�egal �a Z

K

.

Si � est un entier alg�ebrique, on a �evidemment l'inclusion Z[�] � Z

K

. On

note alors [Z

K

: Z[�]] l'indice du sous-groupe Z[�] dans Z

K

(cf. paragraphe

II.1.2.d.). On l'appelle aussi indice de � dans Z

K

. Si d > 2, il n'existe pas

toujours d'�el�ement d'indice 1, par exemple dans Q[X]=(X

3

+X

2

� 2X + 8).
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c. Plongements

Soit L est une extension alg�ebriquement close du corps de nombres K, par

exemple le corps C des nombres complexes ou

�

Q une clôture alg�ebrique de Q.

Le polynôme minimal d'un �el�ement primitif � 2 K, irr�eductible de degr�e d

sur Q, a d racines distinctes �

i

dans L. Chaque application � 7! �

i

donne un

plongement de K dans L. Ce sont les seuls. Nous notons �

i

ces plongements.

Dans le cas L = C , chaque plongement donne ainsi une vision g�eom�etrique du

corps K.

On dit qu'un corps de nombres de degr�e d est galoisien ou normal, si les

ensembles �

i

(K) sont �egaux dans L. C'est le cas si et seulement si le polynôme

minimal de � est scind�e dans K, ce qui signi�e que � a d conjugu�es. Le corps

K est galoisien si, et seulement si, il a d automorphismes distincts, qui sont

les �

i

�

�1

j

. Ces automorphismes forment un groupe qu'on note Gal(K=Q). Les

automorphismes d'une clôture alg�ebrique

�

Q forment le groupe de Galois absolu

Gal(

�

Q=Q).

d. Discriminant

Soit [K : Q] = d et une famille (x

1

; :::; x

d

) 2 K. Le d�eterminant de la matrice

(Tr

K=Q

(x

i

x

j

))

i;j

est un nombre rationnel, dont le carr�e est appel�e discriminant

de la famille, not�e d(x

1

; :::; x

d

). C'est aussi le nombre [det(�

i

(x

j

))]

2

.

Le discriminant d'une base int�egrale de K ne d�epend pas du choix de la

base int�egrale, et est donc appel�e discriminant du corps de nombres, not�e

d(K). Deux corps de nombres distincts peuvent avoir même discriminant. Par

exemple Q[X]=(X

4

+ 2X

3

+6X

2

� 6) et Q[X]=(X

4

+ 2X

3

� 3X

2

� 4X � 2) ont

pour discriminant -8640 et sont distincts.

Pour un polynôme irr�eductible P 2 Q[X] de degr�e d et de coe�cient domi-

nant c, on note d(P ) le discriminant du polynôme, qui vaut c

2(d�1)

d(1; �; :::�

d�1

)

o�u � est une racine quelconque de P . Si K = Q[X]=(P ), alors d(P ) = d(K)f

2

o�u f est appel�e indice du polynôme et est �egal �a l'indice de �.

e. Repr�esentation d'un corps de nombres

Le livre de Cohen [11] est la r�ef�erence sur les probl�emes algorithmiques en

th�eorie des nombres.

On peut repr�esenter K comme sous-corps d'un corps d�e�ni auparavant, ou

bien par un polynôme tel que K ' Q[X]=(P ). Plusieurs polynômes conviennent,

il est pr�ef�erable d'en trouver un de petite ((taille)) (voir en particulier [11, p171]).

Le calcul d'une base int�egrale et du discriminant du corps est souvent la premi�ere

�etape de l'�etude d'un corps de nombres. Des algorithmes le permettent, mais le

temps de calcul est souvent impraticable.

f. Repr�esentation d'un nombre alg�ebrique

Si ce nombre est dans un corps K connu, dont on connâ�t une base sur Q

(une base int�egrale par exemple) on utilise ses coordonn�ees dans cette base.

Nous aurons besoin de faire des op�erations dans un corps de nombres in-

connu a priori. Il est donc naturel de repr�esenter un nombre par son polynôme

minimal, et d'e�ectuer les op�erations de

�

Q �a l'aide de calcul de r�esultants de po-

lynômes [11, pp156{159]. Mais cette repr�esentation ne distingue pas les nombres
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alg�ebriques conjugu�es. Pour y arriver, on utilise en plus une approximation du

nombre consid�er�e.

I.1.3 Approximation d'un nombre alg�ebrique

La m�ethode num�erique que nous proposons dans la section I.3 utilise des

approximations de la solution du syst�eme alg�ebrique. Nous devons donc d�e�nir

une distance entre les �el�ements de

�

Q.

a. Corps m�etrique

Un corps K est un corps m�etrique s'il est muni d'une fonction ' de K

�

dans

R

>0

telle que '(x+ y) 6 '(x) +'(y) et '(xy) = '(x)'(y), �etendue sur K avec

'(0) = 0. La fonction ' est appel�ee une valeur absolue. Elle est ultram�etrique

lorsque '(x + y) 6 max('(x); '(y)). Nous ignorerons la valeur absolue triviale

o�u '(K

�

) = f1g.

La distance entre x et y est '(x� y). Une suite (x

n

) converge vers x si la

limite (r�eelle) de '(x

n

�x) est 0. Deux valeurs absolues sur K sont �equivalentes si

elles d�e�nissent la même notion de convergence, c'est-�a-dire la même topologie.

Les valeurs absolues �equivalentes �a ' sont les '

�

, pour � > 0. Les classes

d'�equivalence de valeurs absolues sont appel�ees places.

b. Valeur absolue p-adique

On appelle valuation discr�ete

y

d'un corps K toute fonction v de K dans

Z[ f�1g telle que v(0) = �1, v(K

�

) =Z, v(xy) = v(x) + v(y) et v(x+ y) >

min(v(x); v(y)).

z

Sur tout corps K muni d'une valuation discr�ete v, on construit une valeur

absolue associ�ee comme suit : on choisit un r�eel � 2]0; 1[ ; la valeur absolue de

x est jxj

v

= �

v(x)

. Cette valeur absolue est ultram�etrique.

Soit � un id�eal premier de l'anneau des entiers Z

K

, on d�e�nit la valuation

�-adique sur K qui �a tout x 2 K

�

associe l'entier v

�

(x) tel que l'id�eal principal

(x) se d�ecompose en (x) = �

v

�

(x)
a

b

o�u les id�eaux a et b ne sont pas divisibles

par �. En particulier, si p est un entier premier, la valuation p-adique sur Q

donne v

p

(x) tel que x = p

v

p

(x)
a

b

avec a et b non divisibles par p. Ce sont des

valuations discr�etes. Les valeurs absolues associ�ees sont not�ees j � j

�

et j � j

p

.

c. Places de Q et de ses extensions

Si on choisit un plongement � de K dans C , le module des nombres complexes

est une valeur absolue de K, qu'on note j � j

�

. Pour les rationnels, c'est la valeur

absolue usuelle.

Toutes les valeurs absolues sur K sont �equivalentes �a une valeur absolue

�-adique (places �nies) ou �a une valeur absolue j � j

�

(places in�nies).

yCe que nous avons appel�e valeur absolue est souvent appel�e valuation. Une valuation

discr�ete est alors une valuation dont l'image est un sous-groupe discret de R

>0

, et ce que nous

appelons valuation discr�ete est appel�e valuation exponentielle.

zUn exemple est le degr�e d'une fraction rationnelle, dans le corps K(X).
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d. Compl�etion

Soient K un corps m�etrique et x 2 K. Si l'�el�ement ~x est �a une distance au

plus � de x, on dit que ~x est une approximation �a � pr�es de x. Si nous avons une

suite (~x

n

)

n2N

et un r�eel � 2]0; 1[ tels que tout ~x

n

est une approximation �a �

n

pr�es des ~x

k

pour k > n, il est l�egitime de consid�erer que cette suite converge

vers une certaine valeur. On dit qu'un corps m�etrique K est complet si toutes

ces suites (dites de Cauchy) convergent dans K.

Le compl�et�e de Q pour j � j

1

est l'ensemble des nombres r�eels R. La clôture

alg�ebrique de R est le corps (complet) des nombres complexes. C'est aussi le

compl�et�e de

�

Q pour ses places in�nies.

Les compl�et�es de Q pour les valeurs absolues p-adiques sont les corps p-

adiques Q

p

. Les compl�et�es des corps de nombres pour les places �nies sont

des extensions �nies de Q

p

. Leur clôture alg�ebrique

�

Q

p

n'est pas compl�ete. On

appelle C

p

le compl�et�e de

�

Q

p

, qui est lui aussi alg�ebriquement clos.

e. Approximation d'un rationnel dans la m�etrique usuelle

Soit x 2 R. Soient deux entiers N > 2 et k 2 Z. Il existe un nombre de la

forme ~x = AN

�k

o�u A 2 Ztel que jx � ~xj

1

6 N

�k

. On dit que ~x est une

approximation �a k d�ecimales en base N du nombre x. Si x =

a

b

2 Q, on calcule

A comme quotient euclidien de aN

k

par b.

f. Approximation d'un rationnel dans une m�etrique p-adique

Soit x 2 Q

p

. Soit un entier k 2Z. Il existe un nombre de la forme ~x 2Ztel

que v

p

(x�~x) > k, c'est-�a-dire jx�~xj

p

6 �

k

. On dit que ~x est une approximation

p-adique de pr�ecision k. Si x = p

v

p

(x)

a=b 2 Q, on calcule ~x comme suit :

{ lorsque v

p

(x) > k, ~x = 0,

{ lorsque v

p

(x) 6 k, ~x = p

v

p

(x)

�

a=b mod p

k�v

p

(x)

�

.

g. Approximation d'un nombre alg�ebrique dans C

Le corps C est une extension de R de degr�e 2. Tout nombre complexe peut

donc s'�ecrire sous la forme a + ib avec a; b 2 R.

�

Etant donn�e un plongement

de

�

Q dans C , nous pouvons approcher tout nombre alg�ebrique par un couple

d'approximations de r�eels.

L'inconv�enient de ce type d'approximation est que la pr�ecision est di�cile �a

mâ�triser. Le calcul par intervalles (plusieurs milliers de publications sur le sujet,

d'apr�es Neumaier [35]) est une solution �el�egante aux probl�emes de pr�ecision,

mais nous nous contenterons de v�eri�er a posteriori les r�esultats (alg�ebriques)

de nos calculs.

h. Approximation p-adique d'un nombre alg�ebrique

Le corps C

p

est de degr�e in�ni sur Q

p

. La clôture alg�ebrique

�

Q

p

est elle

aussi de degr�e in�ni sur Q

p

. Nous ne pouvons donc pas approcher les nombres

alg�ebriques aussi simplement qu'avec la m�etrique usuelle.

Cependant, pour tout n �x�e, il y a un nombre �ni d'extensions deQ

p

de degr�e

n. Il existe donc une famille �nie (�

i

) 2

�

Q

p

telle que tout �el�ement alg�ebrique sur
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Q

p

de degr�e au plus n soit une combinaison lin�eaire des �

i

�a coe�cients dans Q

p

.

Mais cet ensemble n'est pas stable par multiplication, il est donc impossible de

s'en servir pour faire des calculs approch�es.

En revanche, pour tout corps de nombres K, il existe une in�nit�e de p tels

que K ,! Q

p

(Tchebotarev). Si K = Q[X]=(P ), ce sont les p tels que P ait au

moins une racine modulo p. Pour un tel p, on peut faire des calculs approch�es

dans la m�etrique p-adique.

I.1.4 Syst�eme alg�ebrique

Nous donnons les d�e�nitions qui nous sont n�ecessaires. Le livre de Fulton [21]

donne une pr�esentation agr�eable des bases de la g�eom�etrie alg�ebrique, nettement

plus compl�ete et tr�es lisible.

a. Espace a�ne, projectif

Pour un corps K, nous notons A

m

(K) l'espace a�ne K

m

de dimension m.

Les z�eros dans K d'un polynôme de K[X

1

; :::; X

m

] sont donc �el�ements de A

m

(K).

Si P est un polynôme homog�ene, tout multiple d'un z�ero de P est aussi un

z�ero. L'ensemble des z�eros d'un polynôme homog�ene est donc un ensemble de

droites passant par l'origine. Nous notons P

m

(K) l'espace projectif de dimension

m, qui est l'ensemble des droites de K

m+1

passant par l'origine.

b. Vari�et�e alg�ebrique

Nous appellerons syst�eme alg�ebrique une famille F = (f

i

) de polynômes

de K[X] = K[X

1

; :::; X

m

]. On s'int�eresse aux z�eros simultan�es de tous ces poly-

nômes, dans K ou dans

�

K .

L'intersection des V

K

(f

i

) (z�eros sur K de f

i

) est une partie de A

m

(K) qu'on

appelle un ensemble alg�ebrique a�ne sur K. L'intersection des V

�

K

(f

i

) est une

vari�et�e alg�ebrique (a�ne).

y

Si V est une vari�et�e alg�ebrique, on note V (K)

l'ensemble des points K-rationnels de V , c'est-�a-dire V \ A

m

(K).

Lorsqu'on consid�ere des polynômes homog�enes de K[X

0

; :::; X

m

], l'ensemble

des points annulant le syst�eme est une vari�et�e projective, incluse dans l'espace

projectif P

m

(

�

K).

c. Homog�en�eisation, d�eshomog�en�eisation

Dans la plupart des cas, il y a une correspondance entre vari�et�es a�nes et

projectives et entre polynômes de K[X

1

; :::; X

m

] et polynômes homog�enes de

K[X

0

; :::; X

m

]. Il existe cependant quelques pi�eges que nous ne d�etaillerons pas,

dus �a la pr�esence de l'hyperplan �a l'in�ni; voir par exemple [21, p96 et suivantes].

Nous nous placerons donc dans le cas a�ne en sachant qu'il aurait �et�e possible

d'�etudier le cas projectif.

Pour P 2 K[X

1

; :::; X

m

] de degr�e total d, nous notons P

�

le polynôme ho-

mog�ene correspondant, qui vaut P

�

(X

0

; :::; X

m

) = X

d

0

P (X

1

=X

0

; :::; X

m

=X

0

).

�

A

l'inverse, la d�eshomog�en�eisation d'un polynôme homog�ene P est le polynôme

P

�

(X

1

; :::; X

m

) = P (1; X

1

; :::; X

m

).

yFulton d�e�nit une vari�et�e alg�ebrique comme un ensemble alg�ebrique a�ne irr�eductible

sur un corps alg�ebriquement clos. Nous ne limitons pas au cas irr�eductible, car la r�esolution

d'un syst�eme alg�ebrique am�ene habituellement �a une vari�et�e ayant plusieurs composantes.
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d. Id�eal engendr�e

Nous notons I = hf

i

i l'id�eal de K[X] engendr�e par les polynômes f

i

. L'en-

semble intersection des V (f

i

) ne d�epend que de l'id�eal, on le note donc V (I).

SoitX une partie quelconque de l'espace a�ne A

m

. L'ensemble de polynômes

s'annulant sur X est un id�eal qu'on note I(X).

Le th�eor�eme des bases de Hilbert a�rme que tout id�eal de K[X] est en-

gendr�e par un nombre �ni de polynômes. Cela signi�e que nous pouvons nous

restreindre aux syst�emes alg�ebriques �nis.

e. Corps de d�e�nition

On dit qu'une vari�et�e est d�e�nie sur un corps K si elle admet un mod�ele

sur K, c'est-�a-dire si l'id�eal I(V ) est engendr�e par I(V ) \K[X].

f. Composantes irr�eductibles

On dit qu'un ensemble alg�ebrique V est irr�eductible s'il n'est pas la r�eunion

d'ensembles alg�ebriques plus petits. Cette condition est v�eri��ee si et seulement

si l'id�eal I(V ) est premier.

Tout ensemble alg�ebrique se d�ecompose de fa�con unique en la r�eunion d'un

nombre �ni d'ensembles alg�ebriques irr�eductibles (dont aucun n'est inclus dans

un autre), ses composantes irr�eductibles.

g. Fonctions rationnelles

Si V est une vari�et�e irr�eductible d�e�nie sur K, �(V ) = K[X

1

; :::; X

m

]=I(V )

est un anneau int�egre, qu'on appelle anneau des coordonn�ees ou anneau

des fonctions r�eguli�eres de V . Il peut être identi��e avec l'anneau des fonctions

polynomiales sur V .

Son corps des fractions K(V ) est le corps des fonctions rationnelles.

h. Syst�emes �equivalents

On dit que deux syst�emes (f

i

) et (g

i

) sont �equivalents si et seulement s'ils

ont la même solution. C'est en particulier le cas si hf

i

i = hg

i

i. Cependant, la

r�eciproque est fausse : V (I) = V (J) 6) I = J . Un contre-exemple est I = hXi

et J = hX

2

i.

Sur un corps alg�ebriquement clos, le th�eor�eme des z�eros de Hilbert (souvent

appel�e Nullstellensatz) donne le crit�ere V (I) = V (J),

p

I =

p

J .

i. Dimension de la solution

Soit V une vari�et�e irr�eductible sur un corps K. Si nous consid�erons le corps

K(V ) des fonctions rationnelles sur V , on appelle dimension de V son degr�e

de transcendance sur K.

Une vari�et�e de dimension 0 est un ensemble �ni de points. On appelle courbe

alg�ebrique les vari�et�es de dimension 1. Une surface est une vari�et�e de dimen-

sion 2.
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j. R�esolution d'un syst�eme alg�ebrique

L'objectif de la r�esolution du syst�eme peut être :

1. savoir tester si un polynôme f est �el�ement de I.

2. trouver un ou plusieurs z�eros du syst�eme, quelques �el�ements de V

�

K

(I).

3. connâ�tre le nombre d'�el�ements de V

�

K

(I).

4. calculer les composantes irr�eductibles de V

�

K

(I), leur dimension.

k. Exemple de syst�eme, pour un dessin tr�es simple

Fig. I.1 { Exemple de dessin, de valences [31,31,31]

On cherche la fonction de Belyi du dessin de la �gure I.1, c'est-�a-dire une

fraction rationnelle �, telle que la pr�eimage �

�1

([0; 1]) dessine le graphe de la

�gure. Le syst�eme correspondant est d�e�ni par (cf. chapitres II et III) :

(x+ p

a

)

3

(x+ p

b

) = �x+ (x+ q

a

)

3

(x+ q

b

): (I.1)

La vari�et�e solution a deux composantes :

� = 0; p

a

= q

a

; p

b

= q

b

; �

00

de dimension 2 ;

� = �16p

3

a

; p

a

+ q

a

= p

b

+ q

b

= 0; 3p

a

+ p

b

= 0; �

0

de dimension 1.

Si on �elimine la premi�ere composante (en imposant � 6= 0, par exemple en

rajoutant une inconnue � et l'�equation �� = 1) et si on �xe l'�echelle du dessin

(en rajoutant l'�equation p

a

+ p

b

= 2) le syst�eme obtenu a une unique solution :

� = 16; � = 1=16; p

a

= �1; p

b

= 3; q

a

= 1; q

b

= �3:

L'�egalit�e (I.1) est donc (x�1)

3

(x+3) = 16x+(x+1)

3

(x�3), dont on d�eduit

� =

(x� 1)

3

(x+ 3)

16x

:

l. Exemple pour un dessin plus �elabor�e

Le syst�eme correspondant au dessin de la �gure I.2 (voir aussi x IV.4.3) se

construit �a partir de l'�egalit�e ci-dessous, plus quelques consid�erations suppl�e-

mentaires :

(x

3

+ p

a

x

2

+ p

b

x+ p

c

)

4

= �x

3

(x

2

� x+ r

a

)

4

+(x

5

+ q

a

x

4

+ q

b

x

3

+ q

c

x

2

+ q

d

x+ q

e

)

2

(x

2

+ q

f

x+ q

g

)

La vari�et�e solution qui nous int�eresse est de dimension 0, elle a quatre �el�e-

ments conjugu�es dans le corps de nombres Q[X]=(X

4

� 2X

3

� 2X +1). Si � est

une racine de X

4

� 2X

3

� 2X + 1, on a :

� p

a

= (19507 � 3072� � 29052�

2

+ 9976�

3

)=7678
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Fig. I.2 { Exemple de dessin moins simple, de valences [14

2

3,4

3

,2

5

1

2

]

� p

b

= (�57446893 + 36552960� � 78891720�

2

+ 40777808�

3

)=58951684

� p

c

= (763448412011 + 69993771648� � 1206701651460�

2

+ 300422694344�

3

)=

4978941327272

� ...

� r

a

= (1541977 � 1470816� + 12130864�

2

� 4799104�

3

)=16077732

� � = (�2009543040 + 223727616� + 2094239232�

2

� 718792704�

3

)=56206799

Fig. I.3 { Les conjugu�es du dessin de la �gure I.2.

I.2 Calcul de bases de Gr�obner

I.2.1 Un calcul formel sur les polynômes

a.

�

Etapes d'une r�esolution par bases de Gr�obner

La donn�ee est une famille �nie de polynômes engendrant un id�eal I de K[X].

On commence par calculer une base de Gr�obner de cet id�eal. C'est une autre

famille g�en�eratrice, permettant de tester facilement l'appartenance �a l'id�eal I.

Ensuite, il est possible d'en d�eduire quelques informations sur la structure

de la vari�et�e solution.
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b. Valeur des r�esultats obtenus

Des algorithmes tels celui de Buchberger [10] construisent une base de Gr�ob-

ner engendrant l'id�eal I. Le calcul de la base de Gr�obner puis la r�esolution du

syst�eme se font avec des op�erations exactes, sur les polynômes, leurs r�esultats

sont donc utilisables directement.

Malheureusement, la puissance de calcul et la m�emoire n�ecessaires empêchent

souvent le recours �a cette m�ethode. La principale raison de cette lenteur est qu'il

est n�ecessaire de manipuler des polynômes �a plusieurs variables, �a coe�cients

dans K. Même des implantations tr�es performantes comme le logiciel GB [19],

qui fait aussi des calculs modulo p pour limiter la taille des donn�ees, atteignent

vite leurs limites lors du calcul de dessins d'enfants.

c. A�ne ou projectif

Nous ne d�ecrirons que le cas a�ne, mais la th�eorie du calcul de vari�et�es

alg�ebriques et d'id�eaux de polynômes est plus simple dans le cas homog�ene

(projectif). Cependant, les principes restent les mêmes.

I.2.2 R�eduction dans K[X]

a. Terme dominant d'un polynôme

Soit un polynôme f =

P

�

f

�

X

�

2 K[X]. Nous appellerons

y

monôme le

produit de puissances X

�

et terme un �el�ement non nul f

�

X

�

. Pour comparer

les polynômes, nous choisissons un ordre total sur les monômes. Nous notons

max(f) le monôme dominant du polynôme f , qui est l'�el�ement maximal de son

support, et nous notons maxt(f) le terme correspondant.

b. Principe

�

Etant donn�es deux polynômes f et g, la r�eduction de f modulo g est une

op�eration qui calcule un certain polynôme h = f � kg o�u k 2 K[X] est choisi

de telle sorte que max(g) ne divise aucun �el�ement du support de h. Un tel k est

unique, si l'ordre sur les monômes v�eri�e certaines propri�et�es de compatibilit�e

(cf. x f.). On a bien sûr l'�egalit�e des id�eaux engendr�es hh; gi = hf; gi. Lorsque

max(g) ne divise aucun �el�ement du support de f , on dit que f ne peut pas être

r�eduit par g.

La r�eduction peut se noter comme une r�egle de r�e�ecriture f �!

g

h. Soit

une famille de polynômes G, on dit que f se r�eduit en h par rapport �a G s'il

existe une suite non vide de r�eductions de f par des �el�ements de G qui aboutit

�a h. Cela se note f

+

�!

G

h. Cette op�eration permet de transformer une famille

g�en�eratrice d'un id�eal en une autre plus simple.

On dit que r est un reste de la r�eduction de f par G si f

+

�!

G

r et si r

est nul ou ne peut être r�eduit par aucun �el�ement de G.

yLa terminologie varie selon les auteurs. M. Giusti appelle forme dominante ce que nous

appelons terme dominant.
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c. Le cas des polynômes �a une variable

Les monômes sont bien sûr ordonn�es par leur degr�e. La division euclidienne

nous donne la r�eduction dans K[X] : le polynôme k est le quotient de la division

de f par g et le polynôme h en est le reste.

d. Le cas lin�eaire

Nous devons choisir un ordre sur les ind�etermin�ees, par exemple X

i

< X

j

si i < j. La r�eduction du pivot de Gauss est un exemple de l'op�eration de

r�eduction d�ecrite plus haut.

Soient f et g deux polynômes lin�eaires non nuls, avec X

i

= max(g). Si le

coe�cient f

i

est non nul, alors la r�eduction de Gauss calcule h = f �

f

i

g

i

g qui ne

fait plus intervenir la variable X

i

.

e. G�en�eralisation

Voici un algorithme de r�eduction. Si max(g) divise un terme non nul X

de f , nous calculons h = f �

X

maxt(g)

g, que nous notons f mod

X

g. Si l'ordre

sur les monômes est compatible, cette op�eration diminue le nombre de termes

divisibles par max(g), le polynôme f mod g est obtenu apr�es avoir e�ectu�e toutes

les r�eductions par g possibles.

f. Ordre sur les monômes

Pour que la r�eduction ait les propri�et�es ci-dessus, l'ordre sur les X

�

doit

v�eri�er les trois conditions ci-dessous :

{ ce doit être un ordre total,

{ le monôme 1 est strictement inf�erieur �a tous les autres,

{ si X

�

< X

�

alors X

�+


< X

�+


.

Les ordres habituellement choisis par les programmes de calcul formel sont

les quatre ci-dessous. Ils pr�esupposent un ordre sur les ind�etermin�ees, donn�e par

leurs indices. Les ordres du degr�e sont une transposition au cas a�ne des ordres

sur les monômes homog�enes. Il ont ainsi de meilleures propri�et�es th�eoriques.

L'ordre lexicographique o�u X

�

<

lex

X

�

s'il existe un indice i tel que :

�

0

= �

0

; :::; �

i�1

= �

i�1

; �

i

< �

i

.

L'ordre lexicographique r�everse : est d�e�ni comme suit : X

�

<

revlex

X

�

s'il existe un indice i tel que : �

i

> �

i

; �

i+1

= �

i+1

; :::; �

m

= �

m

.

L'ordre du degr�e, lexicographique: nous avons X

�

<

deglex

X

�

si le

degr�e total de X

�

est strictement inf�erieur �a celui de X

�

, ou bien s'ils ont

même degr�e total et sont dans l'ordre lexicographique.

L'ordre du degr�e, lexicographique r�everse : X

�

<

degrevlex

X

�

si le

degr�e total de X

�

est strictement inf�erieur �a celui de X

�

, ou bien s'ils ont

même degr�e total et sont dans l'ordre lexicographique r�everse. Il di��ere de

l'ordre du degr�e lexicographique d�es qu'il y a au moins trois variables.
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g. Calcul du reste

Nous pouvons imaginer un algorithme �el�ementaire pour calculer un reste de

la r�eduction de f par rapport �a G : Nous commen�cons par poser h = 0. S'il existe

un g

i

tel que max(g

i

) divise max(f), nous r�eduisons f modulo g

i

. Sinon, nous

rempla�cons f par f � maxt(f) et h par h + maxt(f). Cet algorithme s'arrête.

La valeur �nale de h est un reste de la r�eduction de f par G.

L'exemple de la r�eduction de f = X

1

par G = fX

1

+ X

2

; X

1

� X

2

g nous

montre que le reste de la r�eduction de f par un ensemble G n'est pas unique, il

d�epend des choix de g

i

�a chaque �etape.

Dans le cas ou G est un id�eal, le reste de la r�eduction par G est unique. C'est

le th�eor�eme de division d'Hironaka [25].

h. Notion de base de Gr�obner

Une partie �nie G d'un id�eal I � K[X] est une base de Gr�obner (terminologie

de Buchberger) ou base standard (terminologie d'Hironaka) si et seulement si,

pour tout f 2 I non nul, il existe g 2 G tel que max(g) divise max(f). Cela

s'�ecrit aussi, avec les notations de r�e�ecriture : f 2 I , f

�

�!

G

0.

Nous pouvons remarquer que si on ajoute un polynôme de l'id�eal �a une base

de Gr�obner, la propri�et�e est conserv�ee. Une base de Gr�obner est minimale si

ce n'est plus une base lorsqu'on enl�eve un polynôme. Dans une telle base, les

max(g) sont distincts. La r�esolution du syst�eme utilise le calcul d'une base de

Gr�obner minimale.

I.2.3 R�eduction de S-polynômes

a. Les S-polynômes

Si g

1

et g

2

sont deux polynômes non nuls, nous pouvons d�e�nir L le PPCM

formel des monômes max(g

1

) et max(g

2

). Le S-polynôme (qu'on appelle aussi

polynôme de syzygie dans le cas homog�ene) de g

1

et g

2

est par d�e�nition :

S(g

1

; g

2

) =

L

maxt(g

1

)

g

1

�

L

maxt(g

2

)

g

2

:

C'est une g�en�eralisation du PGCD qui permet de mesurer l'ambiguit�e intro-

duite par le choix d'une r�eduction modulo g

1

ou g

2

. En e�et, si h

1

= f mod

X

g

1

et h

2

= f mod

X

g

2

, alors h

2

� h

1

=

X

L

S(g

1

; g

2

).

L'id�ee fondamentale de Buchberger limite la d�e�nition d'une base de Gr�obner

�a l'�etude des S-polynômes : G est une base de Gr�obner de l'id�eal qu'elle engendre

si et seulement si 8g

i

; g

j

2 G; S(g

i

; g

j

)

+

�!

G

0.

b. Calcul d'une base de Gr�obner

Ceci permet de concevoir un algorithme pour calculer une base de Gr�obner,

en calculant les restes de la r�eduction par G des S(g

i

; g

j

).

L'algorithme de Buchberger ajoute progressivement et r�ecursivement au sys-

t�eme G = fg

i

g tous les restes non nuls de la r�eduction par G de tous les S(g

i

; g

j

).

Les strat�egies de s�election des S(g

i

; g

j

) ont fait l'objet de nombreuses recherches,
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la strat�egie dite du sucre est habituellement consid�er�ee comme la plus perfor-

mante [22].

Le logiciel GB, pour les syst�emes �a coe�cients entiers calcule simultan�ement

une base modulo p.

c. Choix de l'ordre des monômes

Pour l'ordre lexicographique, la manipulation de polynômes de degr�e �elev�e

handicape le calcul d'une base de Gr�obner. On prouve que si les polynômes du

syst�eme de d�epart sont de degr�e au plus d avec m variables, la complexit�e du

calcul est d

O(m

3

)

si le syst�eme est de dimension 0.

En revanche, l'ordre du degr�e r�everse limite le degr�e des polynômes mani-

pul�es et obtient une bien meilleure e�cacit�e avec une complexit�e de d

m

2

(qui

descend �a d

m

si le syst�eme homog�ene correspondant est de dimension 0).

Il est bien plus facile de d�eduire la g�eom�etrie de la solution �a partir d'une

base lexicographique, dont les premiers �el�ements font intervenir un petit nombre

de variables.

Faug�ere, Gianni, Lazard et Mora [20] ont donc propos�e une m�ethode e�cace

pour changer d'ordre, en dimension 0. Cet algorithme a �et�e implant�e dans GB et

Axiom. L'e�cacit�e de cette m�ethode est telle qu'on a souvent int�erêt �a calculer

une base pour l'ordre du degr�e puis �a la transformer en une base pour l'ordre

lexicographique, plutôt qu'un calcul enti�erement selon l'ordre lexicographique.

d. Dimension 0 et syst�emes triangulaires

La description d'une vari�et�e d'une fa�con intelligible n'est pas facile lorsqu'elle

est de dimension positive. Une vari�et�e de dimension 0 peut être d�ecrite par la

liste (�nie) de ses points, dans leur corps de d�e�nition. On repr�esente ceci sous

la forme d'une collection de syst�emes triangulaires, chacun correspondant �a

quelques orbites sous l'action de Galois.

Sur K[X

1

; :::; X

m

] avec les variables ordonn�ees dans cet ordre, un ensemble

de m polynômes est dit triangulaire si le i-i�eme polynôme est un polynôme

unitaire de K[X

1

; :::; X

i�1

][X

i

]. Tout id�eal maximal admet une base triangulaire,

ce qui permet de prouver que toute vari�et�e de dimension 0 est r�eunion d'un

nombre �ni de vari�et�es issues de syst�emes triangulaires.

D. Lazard [27] propose des m�ethodes pour rendre cette repr�esentation e�ec-

tive, �a partir d'une base de Gr�obner de l'id�eal. Ceci est nettement plus e�cace

�a partir d'une base de Gr�obner pour l'ordre lexicographique, ce qui con�rme la

remarque du paragraphe pr�ec�edent.

On peut remarquer qu'il est facile de tester si une vari�et�e est de dimension 0

lorsqu'on en connâ�t une base de Gr�obner (pour n'importe quel ordre). C'est

le cas si, et seulement si, l'ensemble des monômes dominant des �el�ements de la

base contient une puissance de chacun des X

i

.
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I.3 M�ethode num�erique

I.3.1 Un calcul approch�e dans un corps de nombres

a. M�ethode en trois �etapes

La donn�ee est une famille �nie de polynômes engendrant un id�eal I de

K[X

1

; :::; X

m

], o�u K est un corps de nombres, habituellement Q. Nous construi-

sons une approximation de la solution, c'est �a dire un ou plusieurs points tr�es

proches de V

�

K

(I), et nous en d�eduisons la structure alg�ebrique de cette vari�et�e.

Pour cela, nous commen�cons par fabriquer une approximation grossi�ere d'un

point solution. Nous faisons ensuite converger num�eriquement cette valeur vers

une meilleure approximation, su�samment pr�ecise. Cela nous permettra de re-

trouver la valeur exacte du point solution, et ensuite d'en d�eduire (une partie

au moins) de la structure de la vari�et�e solution.

Chacune de ces �etapes doit être adapt�ee au type de syst�eme �etudi�e, si nous

voulons que cette m�ethode puisse être comp�etitive avec la recherche d'une base

de Gr�obner. C'est envisageable si le syst�eme n'est pas quelconque mais s'il est

construit pour repr�esenter un objet plus riche, tel un dessin d'enfant.

b. Valeur des r�esultats obtenus

Il est toujours possible de v�eri�er par des calculs exacts (dans K[X

1

; :::; X

m

])

le r�esultat de nos calculs. Cette m�ethode permet donc de trouver une solution

du syst�eme, ou bien une famille de solutions.

Il est parfois possible d'en d�eduire une description de l'ensemble solution

mais, en g�en�eral, si notre m�ethode ne trouve pas de solution, cela ne prouve pas

que le syst�eme n'en a pas. De plus, si la vari�et�e se d�ecompose en vari�et�es irr�educ-

tibles de dimensions di��erentes, il est tr�es probable que la m�ethode num�erique

n'aboutisse qu'�a des points des composantes de dimension maximale.

I.3.2 Convergence

a. Algorithme de Newton

�

A partir d'une valeur ~y = (~y

1

; :::; ~y

m

) proche d'une solution y du syst�eme,

nous allons construire des approximations de y aussi pr�ecises que n�ecessaire.

La formule de Taylor, valable pour toute norme, nous donne :

kF (~y + �)� (F (~y) +DF (~y)[�])k = O(k�k

2

):

Si nous cherchons l'�ecart � = y � ~y, nous savons que k�k est petit puisque

par hypoth�ese ~y est proche de y. Or y est solution du syst�eme donc kF (y)k = 0.

La formule de Taylor devient kF (~y) +DF (~y)[�]k = O(k�k

2

).

SiDF (~y) est inversible (et donc carr�ee), nous avons donc un moyen d'obtenir

une approximation

~

� de �, et chaque �etape de l'algorithme de Newton remplace

~y par ~y +

~

� o�u

~

� = �DF (~y)

�1

[F (~y)]:

Il faut inverser DF (~y), ce qui n'est pas toujours stable num�eriquement, et il

s'agit d'un d�eveloppement au premier degr�e, qui ne permet pas toujours de se

rapprocher de la solution.
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b. Choix de la norme

Lorsqu'on a�rme que ~y est proche de y, cela signi�e que nous utilisons une

certaine norme sur K

m

, donc une valeur absolue sur K. Si deux normes sont

�equivalentes, la r�esolution du syst�eme se fera de la même fa�con. C'est donc le

choix de la valeur absolue qui importe.

Le choix le plus intuitif est la valeur absolue usuelle (dans C ), ce que nous

conseillons.

c. Dans Q

p

Lorsqu'on connâ�t un premier p tel que K ,! Q

p

, ce qui n'est pas �evident

puisqu'habituellement on ne connâ�t pas K, une approximation p-adique d'une

solution y avec une pr�ecision k est une solution ~y du syst�eme modulo p

k

. Comme

la valeur absolue p-adique est ultram�etrique, l'algorithme de Newton (qui s'ap-

pelle alors lemme de Hensel) restera dans la boule de rayon �

k

autour de y.

Pour pouvoir inverser la matrice DF (~y) il faut que son d�eterminant soit non

nul modulo p

k

. Ce qui signi�e que l'algorithme (de Newton) ne convergera vers

y que si l'approximation initiale ~y est une solution du syst�eme modulo p

k

o�u k

est sup�erieur �a la valuation p-adique de DF (y).

Sauf pour les petits p, on peut esp�erer que k = 1 su�t, mais la recherche

d'une solution modulo p n'est pas facile. On peut l'obtenir par calcul d'une base

de Gr�obner modulo p, mais si cette recherche aboutit, un logiciel comme GB

[19] arrivera vraisemblablement �a calculer une base de Gr�obner dans Z.

Malle [29] a utilis�e la m�etrique 23-adique pour le groupe Aut(M

22

) des au-

tomorphismes du groupe de Mathieu M

22

, mais cette approche ne parâ�t pas

prometteuse dans le cas g�en�eral : il avait une connaissance a priori du corps K,

et nous montrons au paragraphe IV.5.2 qu'on peut arriver au même r�esultat �a

l'aide d'approximations dans C .

d. Dans C

Une variante (classique) de l'algorithme de Newton permet (presque) tou-

jours de se rapprocher d'une solution : on remplace ~y par ~y = ~y+k

~

� avec k 2]0; 1]

de telle sorte que kF (~y)k 6 kF (~y)k. En r�ealit�e, on se rapproche ainsi d'un mi-

nimum local de kFk. Le syst�eme et l'approximation initiale doivent être �etudi�es

pour que ce soit un z�ero.

Une fois que ~y est dans la zone de convergence, l'algorithme de Newton

aboutit rapidement �a la pr�ecision demand�ee. Le nombre de chi�res signi�ca-

tifs gagn�es double �a chaque �etape, ce qui permet de connâ�tre la pr�ecision de

l'approximation que nous avons calcul�ee.

Il est possible de converger plus vite, par exemple en calculant la di��erentielle

seconde de F .

I.3.3 Choix de l'approximation initiale

a. Probl�ematique

Dans le cas des dessins d'enfants, toutes les solutions du syst�eme ne sont

pas int�eressantes. En particulier, il faut �eviter les solutions triviales, qui cor-

respondent �a la collision de plusieurs points. Ceci peut être obtenu en utilisant
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une formulation du syst�eme qui �elimine la plupart des solutions parasites (cf.

section III.1.2).

Il faut aussi choisir l'approximation initiale de telle sorte que nous puis-

sions mâ�triser la solution vers laquelle convergera le syst�eme. C'est ainsi que

nous pouvons calculer su�samment de points pour obtenir la description d'une

solution de dimension 1 ou plus.

b. Di�cult�e du cas g�en�eral

Dans le cas g�en�eral, une valeur de d�epart quelconque risque de ne pas per-

mettre de convergence. En particulier si la vari�et�e solution est de dimension 1

ou plus, il y a le risque de se rapprocher de la vari�et�e sans se rapprocher d'un

point particulier de celle-ci. On voit alors par exemple une fuite vers l'in�ni.

c. R�esolution successives de probl�emes proches

Apr�es une �etude sp�eci�que, il peut être possible de trouver un syst�eme alg�e-

brique plus simple, dont les solutions sont proches de celles du syst�eme �etudi�e.

Dans le cas de revêtements (dessins d'enfants), le choix naturel est un dessin

dont la structure topologique est proche de notre probl�eme. Sa g�eom�etrie est

alors assez proche de la solution cherch�ee (cf. III.3.1 et III.3.3).

I.3.4 Alg�ebrisation

a. Conditions

Nous devons connâ�tre a priori la dimension de la vari�et�e et avoir su�sam-

ment de points tr�es proches de cette vari�et�e.

Le nombre de points et la pr�ecision n�ecessaires ne sont pas toujours faciles

�a estimer. Nous pouvons contourner cet obstacle en v�eri�ant formellement nos

r�esultats et en calculant de nouveaux points ou avec une pr�ecision plus grande

si besoin.

b. D�ependance alg�ebrique, pour une solution de dimension 0

La vari�et�e solution est un ensemble �ni de points de

�

K

m

. Pour chaque point

y = (y

1

; :::; y

m

) de la solution nous sommes int�eress�es par le calcul de son corps

de d�e�nition L qui nous permettra d'exprimer ses coordonn�ees en termes exacts.

Si nous connaissons une borne sup�erieure d > [L : K] et si P le polynôme

minimal de � = y

i

est de degr�e sup�erieur �a d=2, on en d�eduit que L= K[X ]=(P ).

Nous devons donc trouver le polynôme minimal d'un nombre alg�ebrique dont

on connâ�t une approximation � ' �.

Le calcul de P se fait en remarquant que P (�) est proche de 0. Il s'agit

donc de trouver une relation de d�ependance lin�eaire entre 1; �; �

2

; :::�

d

telle que

P

d

j=0

p

j

�

j

' 0.

Supposons que K = Q, nous devons alors chercher des p

j

2 Ztels que

j

P

d

j=0

p

j

�

j

j soit minimal. Comme sugg�er�e par Lenstra, Lenstra et Lov�asz [28],

ceci peut être r�ealis�e par la recherche d'un vecteur court dans le r�eseau d�ecrit

au paragraphe suivant.

Il importe que � soit su�samment proche de �, pour que ces p

j

soient les

coe�cients de P . Le paragraphe d'apr�es �etudie cette question.
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c. Utilisation de l'algorithme LLL

Soit (V

j

)

j=1::p

une famille libre de vecteurs de Q

n

. L'ensemble des combinai-

sons lin�eaires

P

j

q

j

V

j

avec q

j

2Zforme un r�eseau dont (V

j

) est une base. Le

d�eterminant du r�eseau est l'aire p-dimensionnelle du parall�el�epip�ede engendr�e

par les V

j

; il ne d�epend pas du choix de la base. La notion de base r�eduite

d'un r�eseau peut être d�e�nie de plusieurs fa�cons qui ne sont pas �equivalentes.

Les vecteurs d'une base r�eduite ont une norme assez petite et sont presque or-

thogonaux les uns aux autres. Les algorithmes de r�eduction de r�eseau, dont

LLL, calculent une base r�eduite, donc un vecteur non nul de norme assez petite.

On peut consid�erer qu'en pratique cette norme est inf�erieure �a la racine p-i�eme

du d�eterminant � du r�eseau. Il est possible de prouver que pour LLL elle est

inf�erieure �a 2

p(p�1)=2

�

1=p

.

�

A tout polynôme Q(X) =

P

j=0:::d

q

j

X

j

on associe le vecteur du r�eseau

V

Q

=

P

j

q

j

V

j

. Nous construirons un r�eseau tel que V

P

soit tr�es probablement

son vecteur le plus court.

Nous avons le choix de l'algorithme de r�eduction de r�eseau : l'algorithme

LLL est le plus rapide, il s'ex�ecute en temps polynomial. L'algorithme Korkine-

Zolotarev donne une base beaucoup plus r�eduite, mais en temps exponentiel. Les

variantes interm�ediaires Block-KZ (avec ou sans �elagage de l'arbre de recherche)

sont polynomiales mais bien plus lentes que LLL.

Si un algorithme de r�eduction plus puissant que LLL trouve V

P

dans la base

r�eduite du r�eseau, il est toujours possible, en augmentant l�eg�erement la pr�ecision

avec laquelle � approche �, de construire un autre r�eseau tel que LLL trouve

V

P

. L'exp�erimentation con�rme que cette augmentation de pr�ecision n'est pas

p�enalisante et que nous avons int�erêt �a utiliser LLL, bien plus rapide que les

autres algorithmes de r�eduction.

d. Pr�ecision n�ecessaire

Nous plongeons

�

Q dans C , donc � 2 C , et nous supposons que � 2 C est un

nombre quelconque, proche de �. Il faut trouver une valeur N 2 R

>0

su�sante

pour qu'on puisse calculer P d�es que j�� �j < 1=N .

Si nous avons un tel N , nous notons <

j

et =

j

les parties enti�eres des parties

r�eelles et imaginaires de N�

j

. Les d+1 vecteurs V

j

= (0; :::; 1; :::; 0;<

j

;=

j

) pour

j = 0:::d (avec un 1 en j-i�eme position) sont libres dans Q

d+3

et engendrent

donc un r�eseau. Lorsque max jq

j

j = K, sa norme est environ :







V

Q







' max

�

Kd; jNQ(�)j

�

:

L'ensemble Z

K;d

[X] des polynômes de Z[X] de degr�e au plus d et de coe�-

cients major�es par K a un nombre �ni d'�el�ements. Si � est racine d'un de ces po-

lynômes, alors il existe une borne minimale�

K;d

telle que 8Q 2Z

K;d

[X]; Q(�) =

0 ou jQ(�)j > �

K;d

.

Supposons que nous avons une borne K sur les coe�cients de P le polynôme

minimal que nous cherchons. Si N > Kd=�(K), alors kV

Q

k < Kd, Q = P . Si

de plus N > K

d+1

, alors le vecteur calcul�e par LLL est tr�es probablement V

P

.

Malheureusement, la borne �

K;d

est di�cile �a calculer. Exp�erimentalement,

on remarque que ce n'est pas n�ecessaire pour les dessins d'enfants. Nous avons

mesur�e des valeurs comprises entre 0; 53 et 1; 18 pour

1

d+1

logN

logK

, pour d valant
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jusqu'�a 60. On a aussi remarqu�e que pour les corps de d�e�nition des dessins

calcul�es, K < 10

2d

, ce qui nous donne en premi�ere estimation N = 10

2d

2

.

e. Solution de dimension 1

Nous devons calculer des approximations num�eriques d'un grand nombre de

points de la courbe V , pour trouver ensuite un param�etrage naturel. Ceci se fait

donc en deux �etapes.

Pour avoir su�samment de valeurs sur V , nous devons faire varier un para-

m�etre du syst�eme, par exemple en changeant l'approximation initiale �a partir

de laquelle nous allons faire converger vers une solution. Il existe une variable

y

i

du syst�eme telle que la projection de V sur le i-i�eme axe de coordonn�ees ne

soit pas r�eduite �a un point. Nous cherchons par exemple des points de V ayant

leur i-i�eme coordonn�ee �x�ee a priori.

Nous avons ainsi un grand nombre de valeurs ~y = (~y

1

; :::; ~y

m

) que nous

supposerons su�samment proches de la courbe solution du syst�eme, d�e�nie sur

K. Nous cherchons alors un param�etre rationnel de cette courbe.

Nous devons trouver un nombre su�sant de fonctions �

i

, fractions ration-

nelles en les variables du syst�eme, pour en extraire un param�etre naturel. Nous

faisons ceci par �etapes : si nous trouvons une �equation polynomiale P

1

(�

0

; �

1

) =

0, nous construisons un param�etre t

2

de la courbe d�e�nie par P

1

, en d�esingula-

risant cette �equation. Puis nous cherchons une �equation P

2

(t

2

; �

2

) = 0, d'o�u un

param�etre t

3

, jusqu'�a avoir un param�etre de V . C'est ce que nous avons mis en

�uvre pour le calcul d'un polynôme de groupe de GaloisM

24

(voir x IV.5.4.d.).
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Chapitre II

Dessins d'enfants

Les dessins d'enfants ont �et�e nomm�es d'apr�es les remarques de Gro-

thendieck, qui proposait d'�etudier le groupe de Galois absolu Gal(

�

Q=Q) au

moyen de concepts �el�ementaires, si simples qu'un enfant peut les connâ�tre

en jouant [24]. De nombreux math�ematiciens ou physiciens ont en e�et

jou�e avec ces concepts (voir par exemple l'excellent panorama r�euni par

L. Schneps [38]).

On peut regrouper les propri�et�es des dessins en deux ensembles : les

propri�et�es combinatoires, et les propri�et�es g�eom�etriques. Les propri�et�es

combinatoires mêlent th�eorie des groupes et topologie ; les propri�et�es g�eo-

m�etriques mêlent g�eom�etrie alg�ebrique ou analytique et arithm�etique. Le

lien entre ces deux ensembles de propri�et�es est souvent appel�e correspon-

dance de Grothendieck.

Ce chapitre est d�ecoup�e en trois sections. La premi�ere section sert

d'introduction, la seconde d�e�nit explicitement les dessins d'enfants et

les variantes, la troisi�eme section donne quelques propri�et�es sur le corps

des modules d'un dessin, qui facilitent le calcul de la correspondance de

Grothendieck.

Nous commen�cons par d�ecrire de fa�con informelle et peu rigoureuse les

dessins, en pr�esentant rapidement les deux aspects principaux. Ensuite, il

est n�ecessaire de rappeler les nombreuses d�e�nitions de combinatoire et de

g�eom�etrie qui interviennent pour une pr�esentation plus compl�ete des des-

sins. Nous parlerons des graphes et de leurs plongements dans une surface :

les cartes. Les cartes ont naturellement une structure combinatoire et nous

rappelerons quelques faits sur les groupes op�erant sur un ensemble. Nous

d�e�nirons aussi les revêtements de vari�et�es, et leur groupe de monodromie.

Nous �etudierons plus en d�etail la sph�ere.

Apr�es cet inventaire de d�e�nitions, nous explicitons dans la seconde

section les principales propri�et�es des dessins d'enfants, qui peuvent être

vus de nombreuses mani�eres.

�

Evitant le langage des cat�egories (avec ob-

jets et 
�eches) nous donnons des pr�esentations �equivalentes, se corres-

pondant bijectivement, en commen�cant par les d�e�nitions combinatoires

(variations sur le th�eme du graphe) et en continuant avec les d�e�nitions

g�eom�etriques (en terme de revêtements). Nous ferons attention �a pr�eci-

ser le vocabulaire, car il n'existe pas de terminologie o�cielle et chaque

auteur adapte le principe des dessins d'enfants aux buts de son �etude.

La troisi�eme section s'int�eresse au corps des modules d'un dessin, dont

le degr�e est une bonne estimation de la di�cult�e de calcul de la corres-
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pondance de Grothendieck. L'�etude des morphismes de dessins permet de

parfois se ramener �a un dessin plus simple. L'�etude de l'action de Galois

et l'�enum�eration des dessins ayant même liste de valence permet d'avoir

une borne a priori sur le nombre de conjugu�es galoisiens.

Nous pr�esentons rapidement la th�eorie de la rigidit�e, qui permet de

r�eduire certaines instances du probl�eme de Galois inverse sur Q(T ) au

calcul explicite de la correspondance de Grothendieck. Plus g�en�eralement,

l'action de Gal(

�

Q=Q) sur l'ensemble des dessins peut donner des indices

sur la structure de ce groupe assez myst�erieux.

II.1 Introduction aux dessins

II.1.1 Pr�esentation informelle

a. Dessins dans le plan

Dans le plan (R

2

ou C ) nous pla�cons un nombre �ni de points de deux

types, et nous tra�cons de lignes (ne se croisant pas) reliant deux points de types

di��erents. Ceci est un dessin marqu�e de genre 0, repr�esent�e par une carte plane

bipartite. Par exemple le bonhomme et la 
eur de Leila ci-dessous.

Si nous d�eformons ce dessin dans le plan, sa structure combinatoire est

conserv�ee. De cette description combinatoire, on peut d�eduire une description

alg�ebrique. C'est la correspondance de Grothendieck.

Il n'y a qu'une fa�con (�a similitude directe pr�es, ou �echange des types des

sommets) de tracer ce dessin dans le plan, qui corresponde �a cette description

alg�ebrique. Grâce �a des petits dessins, nous avons une fa�con �el�ementaire de

repr�esenter des objets alg�ebriques qui peuvent être tr�es complexes.

b. Pr�eimage de [0; 1] par une fonction m�eromorphe

La pr�eimage d'un segment par une fonction m�eromorphe � est la r�eunion de

plusieurs segments. On appelle valeurs critiques de � les images des racines

de �

0

. La pr�eimage d'un segment par � ne peut avoir de points multiples qu'en

une racine de �

0

.

Si nous choisissons une fonction m�eromorphe sur une surface compacte, par

exemple la sph�ere C [ f1g, la pr�eimage d'un point est un ensemble �ni. Si de

plus � n'a que deux valeurs critiques, 0 et 1 par exemple, l'image r�eciproque

du segment r�eel [0; 1] � R � C trace un graphe connexe dans le plan. C'est

un dessin au sens ci-dessus, dont les deux types de sommets correspondent aux

pr�eimages de 0 et 1.

c. Sur une surface compacte

Il est plus canonique de consid�erer qu'un dessin plan est dessin�e sur la sph�ere

C [ f1g et non sur le plan. Le choix de la position 1 sur la sph�ere est un



II.1. INTRODUCTION AUX DESSINS 23

marquage du dessin. C'est pour cela que nous avons d�e�ni un dessin plan comme

dessin marqu�e de genre 0.

Si la surface n'est pas une sph�ere, mais une autre surface de Riemann com-

pacte (de genre g) nous avons des dessins de genre g. C'est le cadre le plus

g�en�eral pour �etudier la correspondance de Grothendieck.

II.1.2 Structures math�ematiques

a. Combinatoire des graphes

La repr�esentation visuelle d'un dessin est un graphe (non orient�e), c'est-�a-dire un

ensemble de points qu'on relie par des traits. Nous d�e�nissons ceci plus rigoureusement :

On appellemulti-ensemble un ensemble �ni dont les �el�ements peuvent être

r�ep�et�es plusieurs fois. Plus formellement, les multi-parties de cardinal k > 0 sont

des k-uplets, modulo une permutation, et les multi-parties non vides de S sont

les �el�ements de MP

�

(S) = [

k>0

(S

k

=S

k

).

On appelle hypergraphe un couple (S;A) o�u S est un ensemble �ni de som-

mets et A est une multi-partie deMP

�

(S), les arêtes. Deux sommets membres

d'une même arête sont reli�es par celle-ci. Si un sommet apparâ�t plusieurs fois

dans une même arête, on parle d'incidence multiple. Si une même arête apparâ�t

plusieurs fois dans A, il s'agit d'une arête multiple. La valence d'une arête est

son cardinal, la valence d'un sommet est le nombre de fois que celui-ci appa-

râ�t dans les arêtes de l'hypergraphe. On appelle graphe un hypergraphe dont

les arêtes sont de valence 2. Une boucle est une arête dont les deux �el�ements

sont le même sommet. On parle de graphe simple s'il n'y a ni boucles ni arêtes

multiples : A est alors un ensemble de paires de S.

Un graphe ou un hypergraphe est connexe si tout couple de sommets est

reli�e par un chemin, c'est-�a-dire une suite d'arêtes ayant un sommet commun.

Un graphe se repr�esente visuellement par un ensemble de points (A), reli�es par

des traits (S). On parle de graphe planaire si celui-ci peut être dessin�e dans le

plan sans que deux arêtes se croisent. D�es qu'on consid�ere le plongement (c'est-

�a-dire le trac�e des sommets, reli�es par des arêtes ne se croisant pas) d'un graphe

dans une surface, on parle de graphe plan ou de carte.

Sur la �gure II.1, ni le deuxi�eme, ni le troisi�eme graphe n'est plan, mais le

deuxi�eme est planaire. Le quatri�eme graphe n'est pas simple, le cinqui�eme n'est

pas connexe.

Fig. II.1 { Exemples de graphes.

b. Cartes d'une surface

Si nous dessinons un graphe sur une surface, cela nous donne un d�ecoupage de la

surface suivant les arêtes du graphe. Si les morceaux ont tous la forme approximative
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d'un disque, on parle de carte cellulaire. Plus rigoureusement :

Soit X une surface (r�eelle) compacte et connexe orientable. Une cellule est

un ouvert de X hom�eomorphe au disque ouvert (de R

2

). Un segment est un

ouvert de X hom�eomorphe au segment ouvert (de R).

On appelle graphe cellulaire sur X ou carte un triplet (S;K;X) tel que

S � K � X v�eri�ent :

{ S contient un nombre �ni de points (les sommets du graphe)

{ K � S est l'union disjointe d'un nombre �ni de segments (les arêtes).

{ X �K est l'union disjointe d'un nombre �ni de cellules.

Deux sommets, arêtes ou cellules sont adjacents si l'un est dans l'adh�erence

de l'autre. Deux sommets ou deux faces sont adjacents s'ils sont adjacents �a une

même arête. Nous utiliserons le même terme, alors qu'on fait parfois la di��erence

entre adjacence et incidence.

On d�e�nit le graphe sous-jacent comme suit : ses sommets sont les �el�ements

de S, ses arêtes sont les paires de sommets adjacents. C'est un graphe connexe.

Son graphe dual est celui-ci : ses sommets sont les cellules de la carte, ses arêtes

sont les paires de cellules adjacentes.

On peut construire une carte duale en choisissant un point dans chaque

cellule, ce qui donne l'ensemble �ni S

�

. On trace un arc entre deux points

correspondant �a des cellules adjacentes, ce qui donne K

�

et une d�ecomposition

cellulaire S

�

� K

�

� X.

Fig. II.2 { Carte et carte duale (sur la sph�ere, et repr�esentation plane).

Deux cartes sont hom�eomorphes s'il existe un hom�eomorphisme de X vers

X

0

induisant des hom�eomorphismes de K vers K

0

et de S vers S

0

. Deux cartes

isomorphes r�ealisent le même graphe.

Si les cellules sont des triangles (chaque cellule est adjacente �a exactement

trois sommets distincts, donc �a trois arêtes) on dit que la carte est une trian-

gulation.

Les cartes d'une surface sont des exemples tr�es simples de CW-complexes

�nis.

c. Hypercartes

Sur une surface compacte connexe orientable X, on d�e�nit une hypercarte,

ou hypergraphe cellulaire. C'est une carte o�u les cellules sont de trois types, que

nous appelons hyper-sommets, hyper-arêtes et hyper-faces et o�u chaque sommet

est adjacent �a trois cellules, une de chaque type.

Les cellules adjacentes �a une cellule donn�ee sont alors de deux types distincts,

en alternance. Une cellule est donc d�elimit�ee par 2k arêtes, k est sa valence.
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L'hypergraphe sous-jacent est d�e�ni comme suit : ses sommets sont les hyper-

sommets, ses multi-arêtes sont les ensembles d'hyper-sommets ayant une hyper-

arête adjacente en commun. L'hypercarte duale est celle o�u on �echange le rôle

des hyper-sommets et des hyper-faces.

Fig. II.3 { Hypercarte.

d. Combinatoire des groupes

Lorsque nous d�e�nirons la monodromie, et pour toutes les allusions �a la th�eorie de

Galois, nous manipulons des groupes, la plupart du temps de cardinal �ni ou op�erant

sur un emsemble. Il faut donc rappeler les d�e�nitions.

�

A la �n de ce chapitre, nous

utiliserons les notions plus compliqu�ees de classes de conjugaison et de caract�eres

irr�eductibles, nous pro�tons de ce paragraphe pour les d�e�nir et donner quelques

propri�et�es.

Nous notons jGj le cardinal d'un groupe �ni G, qu'on appelle ordre du

groupe. Le centre d'un groupe est l'ensembleZ(G) des �el�ements qui commutent

avec tout le groupe, c'est un sous-groupe.

Si H est un sous-groupe de G, nous notons HnG = fgHjg 2 Gg l'ensemble

des translat�es (classes �a gauche ou cosets) de H. On dit que H est d'indice

�ni si cet ensemble est �ni.

On d�e�nit deux sous-groupes : le normalisateur de H dans G, qui contient

les �el�ements g 2 G tels que gH = Hg, et le centralisateur qui r�eunit les

�el�ements de G commutant avec tous les �el�ements de H.

Deux �el�ements h et h

0

de G sont conjugu�es s'il existe g 2 G tel que h

0

=

g

�1

hg, ce qu'on �ecrit h

0

= h

g

. C'est une relation d'�equivalence entre les �el�ements

de G, l'ensemble des classes de conjugaisons est not�e C`(G).

Rappelons qu'un groupe G op�ere sur un ensemble E s'il existe une action

de G� E dans E telle que (gh):x = g:(h:x) et 1:x = x. Le stabilisateur d'un

�el�ement x 2 E est le sous-groupe H de G d�e�ni par H = fg 2 Gjg:x = xg.

L'orbite d'un �el�ement x 2 E est l'ensemble fg:x; g 2 Gg des images de x par le

groupe. Un groupe agit transitivement si l'image par le groupe de tout x 2 E

est l'ensemble E en entier. Un groupe agit �d�element si aucun �el�ement non

trivial de ce groupe n'agit trivialement sur E.

Le groupe Inn(G) des automorphismes int�erieurs de G (qui sont h 7! h

g

)

op�ere donc par conjugaison sur G. Pour tout sous-groupe H, le groupe G op�ere

transitivement (par translation, g:(hH) = (gh)H) sur les HnG.

On appelle groupe de permutations un sous-groupe de S

n

. C'est donc un

groupe op�erant sur f1; :::; ng. La conjugaison dans un groupe de permutations

correspond �a une renum�erotation de l'ensemble f1; :::; ng. Nous choisissons de
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noter les permutations par leur d�ecomposition en cycles, en les faisant agir �a

droite. Ainsi le produit de (1; 2) et de (2; 3) est (1; 2)(2; 3) = (1; 3; 2).

Si G est un groupe, K un corps et V un espace vectoriel de dimension �nie

sur K, on appelle repr�esentation lin�eaire une application � : G! GL(V ) qui

est un homomorphisme vers le groupe des automorphismes de V . Une repr�esen-

tation est irr�eductible s'il n'y a pas de sous-espace vectoriel propre de V qui soit

stable par l'image de G. Toute repr�esentation se d�ecompose en somme directe

de repr�esentations irr�eductibles. On appelle caract�ere l'application � de G dans

K telle que g 7! Tr(�(g)) o�u Tr est la trace des endomorphismes lin�eaires. Un

caract�ere irr�eductible est le caract�ere d'une repr�esentation irr�eductible. On

s'int�eresse au cas o�u K = C .

Les caract�eres sont constants sur chaque classe de conjugaison. Il y a autant

de caract�eres irr�eductibles que de classes de conjugaisons. De même que nous

avons not�e C`(G) l'ensemble de ses classes de conjugaison, nous notons X(G)

l'ensemble des caract�eres irr�eductibles. Au paragraphe II.3.4.c. et pour tester la

rigidit�e, nous aurons �a calculer les valeurs des caract�eres irr�eductibles. Il su�t

pour cela de regarder dans une table comme dans l'Atlas des groupes �nis ([13],

pour les groupes simples) ou d'utiliser un logiciel gratuit et e�cace, tel GAP.

L'image de G par ses caract�eres irr�eductibles est dans un corps de nombres

K. Cela nous permettra au paragraphe II.3.5.e. de parler de K-rationalit�e d'une

classe de conjugaison. Nous appelons exposant du groupe �ni G le plus petit

commun multiple des ordres de ses �el�ements, que nous allons noter ici N , c'est

un diviseur de l'ordre du groupe. L'image de G par X(G) est dans le corps

cyclotomiqueQ(�

N

) o�u �

N

est une racine primitiveN -i�eme de l'unit�e. Le groupe

de Galois de Q(�

N

) sur Q est isomorphe au groupe (Z=NZ)

�

. Il agit sur C`(G)

et sur X(G) comme suit : n 2 (Z=NZ)

�

envoie c 2 C`(G) sur c

n

, ensemble des

puissances n-i�emes des �el�ements de c, et �

n

2 Gal(Q(�

N

)=Q) envoie � 2 X(G)

sur g 7! �(g

n

). On note c

�

la r�eunion des c

n

.

e. Vari�et�e analytique

L'autre aspect des dessins d'enfants se d�ecrit �a l'aide de revêtements. On parle

ainsi de revêtement de surfaces de Riemann ou de revêtement de courbes alg�ebriques.

Nous allons donc d�e�nir une notion analytique de vari�et�e, di��erente de la notion de

vari�et�e alg�ebrique qu'on a vu au paragraphe I.1.4.b..

Une vari�et�e analytique (ou di��erentielle,

y

ou topologique ; les vari�et�es uti-

lis�ees pour les dessins d'enfants peuvent être munies de toutes ces structures) de

dimension m est un espace localement isomorphe �a R

m

, c'est-�a-dire muni d'un

atlas. Cela signi�e qu'en tout point de la vari�et�e on peut d�e�nir une carte qui

est ici un isomorphisme entre un voisinage de ce point et un ouvert de R

m

, et

que les cartes sont compatibles (analytiquement, di��erentiellement ou topologi-

quement) sur l'intersection des voisinages correspondants. Une vari�et�e est ainsi

munie d'une topologie qui permet de consid�erer sa connexit�e et sa compacit�e.

Elle est orientable si les cartes peuvent être orient�ees de fa�con compatible.

Si nous choisissons deux points b et c quelconques dans une vari�et�e X, un

chemin de b �a c est une application continue l de [0; 1] dans X tel que l(0) = b

et l(1) = c. Deux chemins l

0

et l

1

sont homotopes s'il existe ' de [0; 1]� [0; 1]

yUne r�ef�erence pour ce qui concerne les vari�et�es di��erentielles et leurs avatars est les

�

El�ements d'analyse de Dieudonn�e [18].
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dans X, continue et telle que '(�; 0) = l

0

(�), '(�; 1) = l

1

(�) et 8x; '(0; x) = b

et '(1; x) = c. C'est une d�eformation continue de chemins. Un chemin de b �a b

est appel�e lacet de point base b.

Les classes d'�equivalence de lacets homotopes sur une vari�et�e connexe sont

naturellement munies d'une structure de groupe, c'est le groupe fondamental

de la vari�et�e, qu'on note �

1

. Si tous les lacets d'une vari�et�e sont homotopes, elle

est simplement connexe.

On peut remarquer que le groupe fondamental de la sph�ere S moins n points

est le groupe libre engendr�e par n � 1 boucles autour de tous ces points sauf

un (la boucle autour du dernier point ôt�e est la composition des autres). Les

classes d'homotopie de lacets correspondent en e�et au nombre de tours autour

des trous.

x

1

x

2

x

3

b

Fig. II.4 { Rel�evement d'un lacet autour d'une valeur de rami�cation.

G�en�erateurs du �

1

de S � fx

1

; x

2

; x

3

g.

f. Revêtement

Soient deux vari�et�es X et Y . Un revêtement (analytique, di��erentiel, ou

topologique) est une application surjective � de Y dans X, telle tout point de

X admette un voisinage V dont la pr�eimage est isomorphe �a F � V o�u F est

un ensemble discret.

y

On appelle �bre la pr�eimage d'un point. Le cardinal de

F est constant sur chaque composante connexe de X. Si X est connexe, c'est le

degr�e du revêtement. Un revêtement �ni est un revêtement de degr�e �ni.

Le revêtement universel d'une vari�et�e connexe est un revêtement connexe

et simplement connexe, qui est unique �a isomorphisme pr�es.

Une surface est une vari�et�e analytique de dimension 2. Les courbes projec-

tives lisses d�e�nies sur C peuvent être munies d'une structure de surface orien-

table. En particulier, P

1

C est une sph�ere. Un morphisme de courbes alg�ebriques

irr�eductibles � : Y ! X est aussi appel�e revêtement alg�ebrique. C'est un

revêtement rami��e de surfaces, ce qui sigini�e qu'il existe un sous-ensemble

discret R � X tel que la restriction de � �a �

�1

(X � R) est un revêtement

analytique. Les points de R sont appel�es valeurs de rami�cation ou valeurs

critiques et �

�1

(R) est l'ensemble des points de rami�cation.

yPlus pr�ecis�ement: il existe une bijection analytique (ou di��erentielle...)  entre F � V

et �

�1

(V ) telle que  � � soit une projection de F � V dans F .
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g. Rel�evement et monodromie

Si nous avons un revêtement (non rami��e) � : Y ! X et un chemin l de

b �a c dans X et si on choisit un point de la �bre au dessus de b, on appelle

rel�evement l'unique chemin de Y partant de ce point et ayant pour image l

par �. Le point �nal du rel�evement de l est donc dans la �bre au dessus de c.

Le th�eor�eme de monodromie a�rme que ce point ne d�epend que de la classe

d'homotopie de l. Cela signi�e que les rel�evements de deux chemins homotopes

aboutissent au même point.

le groupe fondamental de X agit donc en permutant la �bre du point base. Le

groupe de permutations ainsi engendr�e est appel�e monodromie. Il est transitif

si, et seulement si, Y est connexe.

h. La sph�ere et la droite projective

Les dessins d'enfants peuvent être vus comme des revêtements de la sph�ere P

1

C .

Nous allons �etudier un peu plus en d�etail les propri�et�es de la droite projective.

Par d�e�nition, les �el�ements deP

1

K sont les droites de K

2

passant par l'origine

(cf. x I.1.4.a.). Ce sont donc les couples (x : y) o�u (kx : ky) = (x : y) pour

k 2 K

�

. Pour tout corps, P

1

K contient au moins les trois points (0 : 1), (1 : 1)

et (1 : 0).

Les endomorphismes de P

1

K sont les homographies (x : y) 7! (ax+b : cy+d)

o�u ad � bc 6= 0. Les homographies sont en bijection avec les triplets de points

distincts de P

1

K, par exemple les images de (0 : 1), (1 : 1) et (1 : 0) par

l'homographie.

Si nous identi�onsP

1

K �a K[f1g, avec (x : y) 7! x=y si y 6= 0 et (x : 0) 7! 1,

les trois points pr�ec�edemment cit�es sont 0, 1 et 1. Une homographie est alors

l'applicationx 7! (ax+b)=(cx+d). Lorsqu'on �xe1 7!1, ce sont les similitudes

directes x 7! ax+ b.

Il existe six homographies particuli�eres, qui correspondent aux permutations

de l'ensemble f0; 1;1g. Ce sont x, 1=(1�x), (x� 1)=x, x=(x� 1), 1=x et 1�x.

II.2 Double visage combinatoire { g�eom�etrie

II.2.1 Aspect combinatoire

Nous donnons sept pr�esentations �equivalentes des dessins d'enfants, qu'il est

utile de combiner pour en percevoir les applications. L'�equivalence entre ces

descriptions est classique et date de bien avant l'�etude des dessins d'enfants.

Nous n'en ferons donc pas des d�emonstrations compl�etes.

a. Topologie

Pr�esentation 1 (Carte bipartite) Une carte (S;K;X) est bipartite si elle

est munie d'une application S ! f�;Fg donnant un type aux sommets, telle

que chaque arête soit adjacente �a deux sommets de types di��erents.

La cat�egorie P

1

a pour objets les cartes bipartites sur une surface orientable

et les morphismes sont les hom�eomorphismes conservant le type des sommets.

Ceci est la d�e�nition la plus visuelle, celle qui permet de tracer e�ectivement

des dessins au sens commun du terme. Pour encore plus de simplicit�e, nous
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pouvons oublier le type des sommets d'un dessin et obtenir un dessin propre

(cf. x II.2.2.b.).

Pr�esentation 2 (Triangulations bicolor�ees) Une triangulation (S;K;X)

est bicolor�ee si ses cellules (triangles) sont de deux couleurs d�etermin�es par

X �K ! f�1g telle que deux triangles adjacents sont de couleurs di��erentes.

Nous pouvons remarquer que si une surface compacte X est munie d'une

triangulation bicolor�ee, elle est orientable. On aborde parfois le sujet des dessins

d'enfants par l'�etude des triangulations [3].

Pr�esentation 3 (Triangulations tripartites) Une triangulation (S;K;X)

est tripartite si elle est munie d'une application S ! f�;F; �g donnant un type

aux sommets, telle que chaque arête soit adjacente �a deux sommets de types

di��erents.

Ces deux derni�eres pr�esentations sont �equivalentes. Si nous avons une tri-

angulation tripartite, chaque cellule a trois sommets de types distincts. Pour

chacune, l'ordre des sommets �;F; � donne une orientation. Lorsque nous avons

choisi une orientation sur X, cela nous donne une bicoloration des cellules.

R�eciproquement, soit une triangulation bicolor�ee. Nous choisissons un som-

met a 2 S qui sera de type � et un sommet b adjacent �a a qui sera de type

F. Ceci permet de construire de proche en proche un partition des sommets

telle que les trois sommets d'un triangle soient de types di��erents.

�

A cause de

la bicoloration, le nombre de triangles adjacents �a un sommet donn�e est pair,

cette construction est donc coh�erente.

Nous pouvons construire une correspondance entre la pr�esentation P

3

des

dessins sous la forme de triangulations tripartites et la pr�esentation P

1

sous la

forme de cartes bipartites. Prenons une triangulation tripartite (S;K;X). Soit

S

0

l'ensemble des sommets de type � ou F, et soit K

0

la r�eunion des sommets

de S

0

et des arêtes reliant deux sommets de S

0

. Alors (S

0

;K

0

; X) est une carte

bipartite. Il y a un point � dans chaque cellule, et cette cellule est la r�eunion

des triangles touchant ce point.

Pr�esentation 4 (Hypercartes) Un dessin est aussi une classe d'hom�eomor-

phisme d'hypercartes sur une surface connexe compacte orientable.

Cette pr�esentation est �equivalente aux pr�ec�edentes. En e�et, si (S;K;X) est

la carte d�elimitant les cellules (de trois types) d'une hypercarte P

4

, sa carte

duale est une triangulation tripartite P

3

.

b. Choix de terminologie

�

A cause des propri�et�es g�eom�etriques et alg�ebriques (voir P

8

), nous appelle-

rons z�ero les points de type � et un ceux de type F. Nous appellerons face les

cellules, ou bien les points �. La description P

3

sous la forme de triangulations

tripartites montre qu'il est facile de permuter les rôles de ces trois types de

points.

Nous appellerons 
�eche un segment reliant un � et unF (selon P

1

), ou bien

le triangle positif contigu (selon P

2

) ou le sommet positif correspondant (selon
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Fig. II.5 { Le \petit bonhomme" : carte bipartite, triangulation et hypercarte (les


�eches sont num�erot�ees de 1 �a 8).

P

4

).

y

Nous appellerons triangle chaque cellule de la triangulation (selon P

2

ou

P

3

). Les triangles positifs correspondent aux demi-segments de � vers F et les

triangles n�egatifs aux demi-segments de F vers �.

z

Nous appellerons 
�echette

les six types de demi-segments, � �F, F � �, � � �, � � �, F � � ou � �F.

}

Nous �evitons ainsi le terme de drapeau qui sert �a d�esigner parfois les 
�eches,

parfois les triangles. Le degr�e du dessin est le nombre de 
�eches. C'est donc

le nombre d'arêtes de la carte bipartite (cat�egorie P

1

) ou bien le nombre de

triangles de chaque type (P

2

).

Si g est le genre de X, N le degr�e du dessin, a le nombre de z�eros, b le

nombre de uns et c le nombre de faces, la caract�eristique d'Euler vaut :

� = 2� 2g = a+ b+ c �N

c. Groupes

�

Etant donn�ee une triangulation tripartite sur une surface (non n�ecessai-

rement orient�ee) X, nous d�e�nissons une action sur les triangles : �

0

; �

1

; �

1

associent respectivement �a un triangle son sym�etrique par rapport aux côt�es

F� �, � � � et � �F. Ce sont les g�en�erateurs du groupe hypercartographique

H

2

=




�

0

; �

1

; �

1

j�

2

0

= �

2

1

= �

2

1

= 1

�

(nous utilisons les notations de Jones et

Singerman [26]).

yOn trouve les noms de drapeaux (Couveignes [16, p27], Zapponi [48]), de 
ags (Couveignes

et Granboulan [17, p80]), de oriented 
ags (Schneps [37, p51], Shabat et Voevodsky [43, p206]),

de darts (Jones et Singerman [26, p116]) ou de brins (Bauer et Itzykson [3, p181], Cori [15,

p12]).

zOn trouve les noms de rep�eres, drapeaux ou biarcs (Grothendieck [24]), de 
ags (Schneps

[37, p51], Shabat et Voevodsky [43, p205], Jones et Singerman [26, p120]) ou de blades (Bryant

et Singerman, 1985).

}On trouve le nom de standards (Couveignes et Granboulan [17, p81]).
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Fig. II.6 { Fl�eches, triangles et 
�echettes

�

Etant donn�e un dessin (sur une surface orient�ee X) nous d�e�nissons aussi

une action sur les 
�eches : en un sommet se rencontrent plusieurs 
�eches, qu'on

ordonne selon l'orientation de la surface. Cette action associe �a une 
�eche la

suivante autour du sommet consid�er�e. Par d�e�nition, �

0

; �

1

; �

1

agissent respec-

tivement par rotation autour des �, F, �. Ils engendrent le groupe hypercarto-

graphique orient�e H

+

2

= h�

0

; �

1

; �

1

j�

0

�

1

�

1

= 1i. On peut remarquer que H

+

2

est le sous-groupe d'indice 2 de H

2

engendr�e par �

0

= �

1

�

1

, �

1

= �

1

�

0

et

�

1

= �

0

�

1

. On peut aussi remarquer que H

+

2

est isomorphe au groupe libre

engendr�e par �

0

et �

1

.

Pr�esentation 5 (Sous-groupes d'indice �ni) Le dessins sont en corres-

pondance avec les classes de conjugaison de sous-groupes d'indice �ni du groupe

hypercartographique H

+

2

.

Le stabilisateur d'une 
�eche est un sous-groupe B d'indice �ni deH

+

2

, l'action

de ce groupe sur B et ses translat�es est identique �a l'action sur les 
�eches. Elle

est identique pour tous les conjugu�es de B.

En sens inverse, nous pouvons reconstruire un dessin comme Schneps [37,

p53] par recollement des triangles d'une triangulation, ou bien comme Jones et

Singerman [26, p124] par quotient d'une hypercarte universelle de type [p; q; r].

On dit qu'une hypercarte (un dessin) est de type [p; q; r] si ces nombres

(qui peuvent prendre la valeur 1) sont des multiples des valences des hyper-

faces, hyper-arêtes et hyper-sommets. Les groupes triangulaires orient�es, ou

fuchsiens, agissent sur les 
�eches de tels dessins. On note ces groupes �

(p;q;r)

=

h�

0

; �

1

; �

1

j�

p

0

= �

q

1

= �

r

1

= �

0

�

1

�

1

= 1i.

Pr�esentation 6 (Sous-groupes d'indice �ni, bis) Le dessins sont en cor-

respondance avec les classes de conjugaison de sous-groupes d'indice �ni d'un

groupe triangulaire �

(p;q;r)

o�u p, q et r sont �nis.

L'action de ce groupe sur les d 
�eches d'un dessin se traduit par une repr�e-

sentation du groupe dans le groupe de permutations S

d

.

Pr�esentation 7 (Triplets de permutations) Un dessin est aussi un triplet

de permutations (�

0

; �

1

; �

1

) op�erant transitivement sur un ensemble �ni (de


�eches), telles que �

0

�

1

�

1

= 1, d�e�ni �a conjugaison pr�es (renum�erotation de

l'ensemble des 
�eches).
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Les sommets � (resp. F ou �) sont en correspondance avec les cycles (or-

bites) de �

0

(resp. �

1

ou �

1

), la valence du sommet est �egale �a la longueur du

cycle. Cette pr�esentation des hypercartes comme triplet de permutations est tr�es

classique et les hypercartes sont parfois d�e�nies en tant que permutations [15].

�

A cause de la pr�esentation P

8

d'un dessin comme revêtement rami��e, nous

appelons monodromie le triplet (�

0

; �

1

; �

1

), qui correspond �a l'action du �

1

sur

le revêtement. La monodromie du dessin de la �gure II.5 est par exemple :

�

1

= (1; 2; 6; 5; 8;7; 4)

�

0

= (1; 4; 5; 6)(2; 3)

�

1

= (1; 2; 3)(5; 7; 8)

II.2.2 Variantes

a. Marquage

Si l'une des faces (cellules �) du dessin est distingu�ee des autres, il s'agit d'un

dessin marqu�e. Ceux-ci ont des propri�et�es alg�ebriques un peu plus simples

qu'en l'absence de marquage. Ils interviennent lors de l'�etude du groupe mo-

dulaire �(1) = PSL

2

(Z) et de son sous-groupe de congruence �(2). Birch les

appelle drawings [7].

Fig. II.7 { Exemples de dessins marqu�es de genre 0 (dans le plan).

Si le dessin n'a qu'une face, celle-ci est donc naturellement marqu�ee. En

genre 0, le graphe correspondant n'a pas de cycle. On dit alors que le dessin est

un arbre. Les arbres ont une importance particuli�ere parmi les dessins d'en-

fants : leur �etude est plus facile et peut su�re, par exemple lorsqu'on cherche �a

caract�eriser l'action de Gal(

�

Q=Q) sur les dessins.

b. Restrictions de valences

Si nous demandons �a ce que les sommets F aient une valence �egale �a 2,

nous pouvons regrouper deux �a deux les arêtes et le dessin est alors une carte

de X, ayant pour sommets les � et ayant une F sur chaque arête. Lorsqu'on

trace ces dessins, on omet habituellement de placer les F au milieu des arêtes.

Nous les appelons les dessins propres (clean, ou pure). C'est ce que Shabat et

Voevodsky ont appel�e dessin [43].

Si nous acceptons des sommets F de valence 1 ou 2, il s'agit d'un dessin

cartographique.

y

Ils correspondent au groupe cartographique orient�e C

+

2

=

�

(1;2;1)

.

Ces deux variantes sont les plus �etudi�ees par les combinatoriciens.

yCe sont les dessins pre-clean ou pr�e-propres selon la terminologie de Schneps [37] ou

Zapponi [48].
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Fig. II.8 { Exemples de dessins propres.

Si les sommets � sont de valence 1 ou 3 et les sommetsF de valence 1 ou 2,

nous avons les dessins triangulaires. Ils correspondent au groupe triangulaire

orient�e T

+

2

= �

(1;2;3)

.

Les dessins triangulaires marqu�es servent par exemple �a l'�etude du groupe

modulaire PSL

2

(Z) = �(1).

Fig. II.9 { Exemples de dessins triangulaires.

Si les sommets � sont tous de même valence p, les sommets F de même

valence q et les cellules de même valence r, nous avons les dessins semi-

r�eguliers. Les dessins galoisiens (c'est-�a-dire les dessins dont le nombre des

automorphismes est �egal au degr�e, on les appelle aussi dessins r�eguliers) sont

des dessins semi-r�eguliers, la r�eciproque est fausse en genre > 1.

Fig. II.10 { Exemples de dessins (semi-)r�eguliers de genre 0.

c. Dessin sur une surface quelconque

Nous avons d�e�ni les dessins sur une surface X, compacte, connexe et orien-

table. La surface X peut être munie d'une structure de courbe alg�ebrique (va-

ri�et�e alg�ebrique de dimension 1) ou de surface de Riemann (analytique de di-

mension 1 sur C ).

Si X est une surface connexe, �eventuellement non orientable, �eventuellement

avec un bord. Il est encore possible d'y tracer un graphe cellulaire (bipartite),

mais cette surface n'a pas la même richesse alg�ebrique et analytique.



34 CHAPITRE II. DESSINS D'ENFANTS

L'�etude de cette g�en�eralisation des dessins d'enfants est faite par exemple par

Jones et Singerman [26]. Elle ne pr�esente que peu d'int�erêt pour nous puisque

ces dessins n'ont pas les propri�et�es alg�ebriques permettant d'�etudier l'aspect

arithm�etique d'un revêtement.

d. Sous-groupes du groupe modulaire

L'�etude des sous-groupes du groupe modulaire et de leur action sur le plan

hyperbolique est une fa�con de s'int�eresser aux dessins d'enfants [2, 7].

On rappelle que le groupe modulaire

PSL

2

(Z) = SL

2

(Z)=f�Ig=

�

�

�

a b

c d

�

�

�

�

�

a; b; c; d 2Z; ad� bc = 1

�

agit sur le demi-plan hyperbolique sous la pr�esentation

PSL

2

(Z) =

�

z 7!

az + b

cz + d

�

�

�

�

a; b; c; d 2Z; ad� bc = 1

�

:

Parmi ses sous-groupes on distingue les sous-groupes de congruence, par

exemple les �(n) tels que b � c � 0 mod n.

Le groupe triangulaire orient�e T

+

2

peut être identi��e au groupe �(1) =

PSL

2

(Z) et le groupe hypercartographique orient�e H

+

2

au sous-groupe de con-

gruence �(2), mais il faut remarquer que l'injection canonique du sous-groupe

des translations Z,! PSL

2

(Z), avec n 7! (z 7! z + n), d�e�nit un marquage

du dessin correspondant. C'est pour cela que lorsqu'on aborde ainsi les dessins

d'enfants, on consid�ere les dessins marqu�es

II.2.3 Aspect g�eom�etrique

Nous avons donc d�e�ni les dessins d'enfants topologiquement comme un

graphe �a l'int�erieur d'une surface X, sans en �xer la position dans cette surface.

Il existe une d�e�nition �equivalente, comme revêtement de P

1

moins trois points,

qui donne la \vraie" forme d'un dessin en imposant la forme de ce graphe.

a. Revêtement complexe rami��e

Pr�esentation 8 (Revêtement) On s'int�eresse aux revêtements �nis � :

X ! P

1

C rami��es au dessus de 0, 1 et 1 seulement, �a

�

Q-isomorphisme pr�es.

Cette d�e�nition d'un dessin d'enfant est �equivalente aux d�e�nitions topolo-

giques. Ceci est la Correspondance de Grothendieck.

On fait se correspondre la monodromie du revêtement et la pr�esentation du

dessin comme triplet de permutations.

Un dessin d'enfant, au sens de P

5

, est en bijection avec les classes de conju-

gaison des sous-groupes d'indice �ni de H

+

2

.

Or �

1

, le groupe fondamental de P

1

C � f0; 1;1g, engendr�e par les trois

boucles autour de 0, 1 et 1, est isomorphe au groupe H

+

2

.

Un th�eor�eme classique (par exemple [37, lemme I.1, p48]) prouve que les

classes de conjugaison des sous-groupes d'indice �ni de �

1

sont en bijection avec

les revêtements �nis de P

1

C �f0; 1;1g. Si B est un sous-groupe d'indice �ni de

�

1

et si

~

X est le revêtement universel de P

1

C �f0; 1;1g, alors le quotient Bn

~

X

d�e�nit un revêtement �ni, et r�eciproquement B est le stabilisateur dans �

1

d'un

point du revêtement.
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b. Correspondance de Grothendieck d'un point de vue �el�ementaire

Visuellement, cette correspondance s'obtient comme suit : �a partir d'un re-

vêtement � : X ! P

1

C , la pr�eimage sur X de [0; 1] � P

1

C trace un dessin. L'en-

semble �ni �

�1

(0) est l'ensemble des sommets �, l'ensemble �

�1

(1) contient les

F, et �

�1

(1) les �. Les 
�eches sont les composantes de �

�1

(]0; 1[), qui relient

les � et les F. De même, �

�1

(]1;1[) relie les F et � et �

�1

(]1; 0[) relie les � et

�. Nous avons ainsi une triangulation (P

2

etP

3

) et les triangles de chaque type

sont les pr�eimages de chaque demi-sph�ere P

1

C �R.

Dans l'autre sens, on part d'une triangulation bicolor�ee et on construit l'ap-

plication � en envoyant chaque triangle dans la demi-sph�ere P

1

C � R corres-

pondant au type du triangle. On utilise par exemple le th�eor�eme d'existence de

Riemann pour relever une structure complexe.

L'application � est appel�ee application de Belyi. Toute fonction ration-

nelle sur X ayant au plus trois valeurs critiques est une application de Belyi.

En e�et, le choix du triplet f0; 1;1g n'est pas limitatif puisque tout triplet de

points rationnels de P

1

peut être envoy�e par une homographie sur f0; 1;1g.

Parfois, on choisit f0; 1728;1g, lorsqu'on �etudie le groupe modulaire [2, 7].

c. Aspect arithm�etique

La contribution de Belyi [5] est la suivante. On peut tracer un dessin d'enfant

sur n'importe quelle courbe d�e�nie sur

�

Q.

Th�eor�eme 1 (Belyi) Soit X une courbe alg�ebrique (projective, connexe et

lisse) d�e�nie sur C . Alors X est une courbe arithm�etique si et seulement s'il

existe un revêtement rami��e � : X ! P

1

C tel que ses valeurs critiques soient

dans f0; 1;1g. Le couple (X; �) est appel�e paire de Belyi.

Preuve : Le sens si est une cons�equence (pas si �evidente [47]) d'un crit�ere

de Weil. La preuve de l'autre sens, due �a Belyi, se fait en construisant � �a

partir d'une fonction

�

Q-rationnelle quelconque sur X.

On proc�ede en deux �etapes : on diminue le nombre de valeurs critiques

non rationnelles, au prix d'une augmentation de la rami�cation au dessus de

l'in�ni, puis on diminue le nombre de valeurs critiques �nies, jusqu'�a ce qu'il

n'en reste que deux.

Une courbe arithm�etique est par d�e�nition une courbe alg�ebrique d�e�nie

sur

�

Q. Un �el�ement � de son corps des fonctions sur

�

Q d�e�nit un revêtement

de P

1

rami��e sur un sous-ensemble �ni de P

1

(

�

Q).

La premi�ere �etape se fait en composant �a gauche � par une suite de po-

lynômes diminuant le nombre de valeurs critiques non rationnelles. Soit C

l'ensemble des valeurs critiques de � non rationnelles et leurs conjugu�ees par

Gal(

�

Q=Q). Soit h le polynôme �a coe�cients rationnels s'annulant sur C. Alors

les valeurs critiques de h �� sont 0,1 et les valeurs critiques de h, qui seront

annul�ees par un polynôme de degr�e strictement inf�erieur �a d

o

h.

z 7!

(m + n)

m+n

m

m

n

n

z

m

(1� z)

n

La seconde �etape se fait en composant �a gauche par des polynômes de la forme

ci-dessus, qui envoient les valeurs critiques f1; 0; 1;m=(m+n)g en f1; 0; 1g,

et r�eduisent donc le nombre de valeurs critiques rationnelles. 2
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Belyi a propos�e une variante de cette seconde �etape, o�u on compose par

une unique fraction rationnelle, dont les points de rami�cation sont des entiers

positifs, et dont les valeurs de rami�cation sont f0; 1;1g. De telles fractions

rationnelles sont les fonctions de Belyi d'une famille de dessins d'enfants, pour

lesquels il a donn�e une construction explicite (cf. x III.2.1.b.).

II.2.4 G�en�eralisations

a. Revêtements de la sph�ere

Nous pouvons consid�erer les revêtements � : X ! P

1

rami��es au dessus

de k > 3 points. Comme Adrianov et Shabat [1], nous pouvons appeler � une

fonction de Fried si k = 4, mais ce terme n'a pas la même audience que

\fonction de Belyi". Contrairement au cas des fonctions de Belyi, la position

relative dans P

1

des 4 valeurs de rami�cation change les propri�et�es alg�ebriques

du dessin.

b. Graphes enrubann�es

Partant d'une paire de Belyi (X; �), nous tra�cons sur X la pr�eimage du

cercle unit�e. Nous obtenons ainsi une carte sur X ayant un � ou un � au centre

de chaque face (les faces sont donc de deux couleurs) et dont les sommets sont

des F et sont de valence paire.

4

3

1

1

1

1

1

1

Fig. II.11 { Dessins et graphes enrubann�es.

Selon la terminologie de [49], un graphe enrubann�e est une carte dont tous

les sommets ont pour valence au moins 3. Un graphe enrubann�e est orientable

s'il est possible de le munir d'une bicoloration des cellules. Les valences des

sommets sont alors toutes paires. Si on ignore les F de valence 2, la pr�eimage

du cercle unit�e est donc un graphe enrubann�e orient�e.
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Pour avoir une bijection, nous devons associer �a chaque arête du graphe

enrubann�e un entier positif, sa longueur, qui est est �egale au nombre de F sur

l'arête, plus un.

Les graphes enrubann�es m�etriques sont les graphes enrubann�es dont chaque

arête est �etiquet�ee par un r�eel positif, sa longueur. Ils forment donc une g�en�e-

ralisation (topologique) des dessins d'enfants.

c. Di��erentielles de Strebel

Les di��erentielles de Strebel sont aux graphes enrubann�es m�etriques ce que

les applications de Belyi sont aux dessins d'enfants.

Une forme di��erentielle quadratique ! n'ayant que des pôles doubles est

une di��erentielle de Strebel si on peut y associer

y

un graphe critique � qui

d�elimite une d�ecomposition cellulaire de la surface X.

Un th�eor�eme de Strebel [44] montre que pour tout n-uplet de points distincts

P

1

; ::; P

n

�etiquet�es par des r�eels strictement positifs p

1

; :::; p

n

, il existe une et une

seule di��erentielle de Strebel ayant P

1

; ::; P

n

comme pôles et p

1

; :::; p

n

comme

p�erim�etre des faces correspondantes.

Si (X; �) est une paire de Belyi, nous voyons X comme une surface de Rie-

mann et � comme une fonction m�eromorphe sur X. Nous pouvons construire la

forme di��erentielle m�eromorphe #

�

=

d�

2�i�

. Son carr�e

!

�

=

�

d�

2�i�

�


2

est une di��erentielle de Strebel dont le graphe critique est aussi le graphe enru-

bann�e pr�eimage du cercle unit�e par �.

Le probl�eme de la rationalit�e ou de l'alg�ebra��cit�e des param�etres d'une dif-

f�erentielle de Strebel n'est pas facile.

II.3 Corps des modules

II.3.1 Action de Galois

a. Corps de d�e�nition

Soit K un corps de nombres. On dit qu'un dessin est d�e�ni sur K s'il peut

être repr�esent�e par un couple (X; �) o�u � est une fonction de X d�e�nie sur K.

Pour un dessin marqu�e, nous demandons que la face marqu�ee soit d�e�nie sur K.

Remarquer que les automorphismes du dessin (s'il y en a) ne sont pas n�e-

cessairement d�e�nis sur K. Par exemple x 7! x

3

.

ySi P est l'ensemble des pôles de !, il existe une m�etrique localement euclidienne d�e�nie

par ! sur X � P dont nous regardons les g�eod�esiques. Les trajectoires horizontales sont les

g�eod�esiques 
 telles que !(


0

) > 0. Celles qui passent par un z�ero de ! sont les trajectoires

critiques.

Pour un pôle P 2 P, le disque maximal D(P ) est la r�eunion de P et de toutes les trajectoires

horizontales ferm�ees autour de P . Si tous les pôles de ! sont doubles, on pose � = X �

[

P2P

D(P ). Si � est l'union des trajectoires critiques, et forme un CW -complexe de dimension

1 dans X , alors ! est une di��erentielle de Strebel.

Les D(P ) sont alors les faces d'une d�ecomposition cellulaire et nous pouvons regarder leur

p�erim�etre (dans la m�etrique d�e�nie par !).
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b. Corps des modules

Le groupe Gal(

�

Q=Q) agit sur les dessins (revêtements). On peut voir cela

comme son action sur les coe�cients des �equations de n'importe quelle paire de

Belyi. On va appeler �

D

le stabilisateur d'un dessin D. Le corps K

D

des modules

du dessin est le corps �x�e par �

D

.

Coombes et Harbater [14] ont prouv�e que le corps des modules est l'inter-

section de tous les corps de d�e�nition.

Couveignes [16] a montr�e qu'il existe des dessins pour lesquels le corps des

modules n'est pas un corps de d�e�nition et qu'en genre 0, tout dessin admet

un mod�ele sur une extension au plus quadratique de son corps des modules.

En genre 0, le corps des modules est toujours corps de d�e�nition d'un dessin

marqu�e.

c. Caract�eristiques du corps des modules

Par d�e�nition, le degr�e du corps des modules est �egal au nombre de dessins

dans l'orbite sous l'action de Gal(

�

Q=Q). Son discriminant est nettement plus

myst�erieux, on se demande par exemple quels nombres premiers en sont des

diviseurs.

Beckmann [4] a prouv�e (dans un cadre plus g�en�eral) que les facteurs premiers

du discriminant sont des diviseurs de l'ordre du groupe de monodromie. La

r�eciproque est bien �evidemment fausse, mais on ne connait pas de caract�erisation

combinatoire qui r�eponde �a cette question.

y

d. L'action de Galois est �d�ele

Le groupe Gal(

�

Q=Q) agit �d�element sur les dessins. Cela signi�e que pour

tout �el�ement � 2 Gal(

�

Q=Q), on peut construire un dessin sur lequel � agit non

trivialement. En d'autres termes, tout corps de nombres est le corps des modules

d'un dessin.

Plus pr�ecis�ement, le groupe Gal(

�

Q=Q) agit �d�element sur les dessins de

genre 1. De plus, H.W. Lenstra a prouv�e que l'action de Gal(

�

Q=Q) est �d�ele

sur les arbres (cf. [37, pp56-59]).

Cette propri�et�e permet d'�etudier Gal(

�

Q=Q) en �etudiant les dessins d'enfants,

en particulier les arbres. L'action de Gal(

�

Q=Q) sur les dessins se compare �a son

action sur le corps des modules du dessin.

II.3.2 Invariants galoisiens

a. Orbites sous l'action de Galois

Pour l'�etude de l'action de Gal(

�

Q=Q) sur les dessins, il est important de

savoir d�eterminer si deux dessins sont conjugu�es. L'id�eal serait de pouvoir n'uti-

liser que la d�e�nition combinatoire des dessins pour �etablir un crit�ere d�ecidant

de l'appartenance ou non �a la même orbite. On connait quelques invariants com-

binatoires pour s�eparer deux orbites, mais la seule m�ethode sûre est de calculer

les fonctions de Belyi des dessins.

ySauf quelques cas particuliers comme les arbres de diam�etre 4.
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b. Liste des valences

Nous allons introduire une notation pour la liste des valences d'un dessin,

qui ressemble �a la notation employ�ee par Malle [29]. Si a

n

(resp. b

n

, c

n

) est le

nombre de z�eros (resp. uns, faces) de valence n, le symbole

[n

c

n

:::2

c

2

1

c

1

;n

a

n

:::1

a

1

;n

b

n

:::1

b

1

]

repr�esente l'ensemble des dessins ayant mêmes valences. Bien �evidemment, on

omettra les valences absentes et les exposants 1. Par exemple, le \petit bonhom-

me" de la �gure II.5 a pour liste de valences [7 1; 4 2 1

2

; 3

3

1

2

]. Pour un dessin

marqu�e, on placera en premier la face marqu�ee.

L'action de Galois sur une fonction de Belyi ne modi�e par la structure de la

rami�cation. Deux dessins conjugu�es par l'action de Galois ont donc même liste

de valences, mais la r�eciproque est fausse. La liste des valences est un invariant

galoisien qui ne su�t pas �a s�eparer les orbites.

On peut ra�ner cet invariant en remarquant que si la monodromie d'un

dessin est le triplet (�

0

; �

1

; �

1

), alors l'action de Galois sur les dessins induit

une action de Inn(G) sur ces triplets.

c. Composition de dessins

Si un dessin est une composition de revêtements (voir II.3.3.b. pour plus

de d�etails sur la composition de dessins), le groupe de Galois absolu agit sur

chaque �etage de la tour de revêtements. Nous avons ainsi un deuxi�eme invariant

galoisien. Par exemple, l'orbite galoisienne d'un dessin qui est un k-multiple

ne contient donc que des k-multiples. L'invariant (ordre ab�elien) introduit par

Pakovitch [36] est un autre cas particulier.

Ces deux crit�eres combinatoires su�sent vraisemblablement �a s�eparer les

arbres en Y (cf. x IV.3.1).

d. Les 
eurs de Leila

On connait des exemples, en particulier les \Fleurs de Leila", pour lesquels

un crit�ere suppl�ementaire est n�ecessaire. Cet invariant a �et�e formalis�e par Zap-

poni [49] d'apr�es un travail exp�erimental de Kochetkov, et correspond �a la si-

gnature d'une permutation.

Fig. II.12 { Fleurs de Leila
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II.3.3 Morphismes de dessins

a. Automorphismes d'un dessin

Certains dessins ont une certaine sym�etrie, qui correspond �a un automor-

phisme du revêtement. Du point de vue de P

7

un automorphisme du dessin est

une permutation qui commute avec �

0

et �

1

(donc aussi avec �

1

), c'est-�a-dire

un �el�ement du centralisateur du groupe de monodromie dans S

N

.

Si le dessin a des automorphismes, leur �etude pr�ealable simpli�e beaucoup

l'�etude du dessin.

b. Composition de dessins

Nous cherchons �a contruire un dessin �a partir de dessins plus petits. Suppo-

sons que nous avons trois surfaces (ou courbes alg�ebriques) X, Y et Z et deux

revêtements rami��es D

�

: X

�

! Y et D

�

: Y

�

! Z. La composition D

�

� D

�

est

le revêtement X

���

�! Z.

Lorsque ces trois revêtements sont des dessins d'enfants, nous parlons de

\composition de dessins". C'est le cas si Y = Z = P

1

et si �(f0; 1;1g) �

f0; 1;1g. Nous appelons dessin gel�e un dessin de genre 0 (i.e. � : P

1

! P

1

)

dont nous avons �x�e la fonction de belyi de telle sorte que les �el�ements 0; 1;12

P

1

soient des points de type �, F ou �. Nous pouvons, sans perte de g�en�eralit�e,

supposer que 1 est une face, et nous repr�esentons les dessins gel�es en tra�cant

un carr�e autour des valeurs 0 et 1. La �gure II.13 donne deux exemples de

composition par un dessin gel�e.

Fig. II.13 { Exemples de composition de dessins
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On peut g�en�eraliser ceci au cas o�u D

�

est un revêtement �ni (mais pas un

dessin) X ! P

1

rami��e au dessus d'un ensemble R tel que �(R) � f0; 1;1g.

C'est ce qui est utilis�e par Birch pour obtenir quelques exemples en genre 1 (cf.

x III.2.1.a.).

c. Double, ou foncteur de Walsh

Nous avons d�e�ni C

+

2

comme sous-groupe d'index 2 de H

+

2

, ce qui d�e�nit les

dessins propres comme des cas particuliers de dessins d'enfants. On peut aussi

regarder l'inclusion de H

+

2

= �(2) dans C

+

2

= �

0

(2). Cela permet d'associer �a

tout dessin un dessin propre, que nous appelons son double.

Fig. II.14 { Doublement d'un dessin.

Cette construction se fait en oubliant le type des sommets d'une carte bi-

partite, comme sur la �gure II.14. C'est la composition par le dessin gel�e de la

�gure ci-dessous, c'est �a dire par la fonction � : � 7! 4�(1 � �).

On voit donc que le calcul de la fonction de Belyi d'un dessin propre (de

degr�e 2n) qui est le double d'un autre dessin se r�eduit au calcul d'une fonction

de Belyi de degr�e n. On verra (paragraphe III.1.2.d.) que le calcul d'une fonction

de Belyi se simpli�e aussi pour les dessins propres qui ne sont pas des doubles.

d. Autres foncteurs

L'inclusion de C

+

2

= �

0

(2) dans T

+

2

= �(1) transforme un dessin propre en

une triangulation �a l'aide de � : � 7! 27�

2

=(4 � �)

3

. Tout ceci est d�evelopp�e

en d�etail par Jones et Singerman [26, x7] ; c'est aussi un cas particulier de

composition de dessins.

e. Autres multiples

Si on d�ecompose chaque segment de la carte en k segments, on obtient un

multiple du dessin. On peut remarquer que la factorisation de k permet de

construire la k-multiplication comme une tour de revêtements.

Comme on le verra en IV.2.2, le polynôme �

k

pour le k-i�eme multiple est

la composition �

�1

� T

k

� � o�u T

k

est le k-i�eme polynôme de Tchebitchev et

�(x) = 1 � 2x. Le triple est donc par exemple la composition par � : � 7!

�(4� � 3)

2

. Le quintuple est la composition par � : � 7! ��(16�

2

+ 20� + 5)

2

.
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Fig. II.15 { Dessin, triple et quintuple

II.3.4

�

Enum�eration des dessins

a. Dessins r�eguliers et semi-r�eguliers

En genre 0, tous les dessins semi-r�eguliers sont galoisiens, et il est possible

d'en donner la liste compl�ete. Ce sont les dessins en �etoile, de liste de valences

[n; n; 1

n

], les cercles, de liste de valences [n

2

; 2

n

; 2

n

], et les solides r�eguliers :

t�etra�edre [3

4

; 3

4

; 2

6

], cube ou octa�edre [4

6

; 3

8

; 2

12

] et dod�eca�edre ou icosa�edre

[5

12

; 3

20

; 2

30

].

En genre 1, ce sont les quotients des r�eseaux r�eguliers carr�e ou triangulaire,

sur les courbes j = 0 et j = 1728. En genre sup�erieur �a 1, la formule de

Riemann-Hurwitz donne une majoration de l'ordre du groupe de sym�etrie du

dessin (84(g � 1)) ; Adrinanov et Shabat [1] d�etaillent le sujet.

b. Arbres

Une formule d'�enum�eration remontant apparemment �a Tutte [46] s'applique

aux dessins n'ayant qu'une face. On note

^

#[L] le nombre de dessins ayant pour

liste de valence [L], en comptant avec un poids 1=k les dessins ayant k automor-

phismes. Pour un arbre de liste de valences [d; p

a

1

1

:::p

a

m

m

; q

b

1

1

:::q

b

n

n

],

^

#[L] =

(a

1

+ a

2

+ :::+ a

m

� 1)!

a

1

!a

2

!:::a

m

!

(b

1

+ b

2

+ :::+ b

n

� 1)!

b

1

!b

2

!:::b

n

!

:

Cette formule donne facilement un majorant de la longueur de l'orbite du

dessin sous l'action de Galois. Le paragraphe suivant donne une majoration plus

pr�ecise.

c. Classes de conjugaison

�

A partir de la pr�esentation P

7

pour les dessins, nous posons G � S

d

le groupe

egendr�e par h�

0

; �

1

; �

1

i, qui est donc un groupe de permutations transitif sur d

lettres. Nous nous int�eressons aux classes de conjugaison c

i

de �

0

; �

1

; �

1

dans

G.

Nous supposerons que ces classes de conjugaison sont rationnelles, c'est-�a-

dire que c

�

i

= c

i

, ce qui signi�e que �(c

i

) 2 Q. La longueur de l'orbite du dessin

sous l'action de Galois est au plus le nombre n

C

ci-dessous, pour k = 3. Cette

majoration est issue de la th�eorie de la rigidit�e et on la trouve chez Matzat [33]
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ou Serre [41, p68] (d�emontr�ee pour le cas o�u G n'a pas de centre). D'autres

majorations, parfois plus �nes, peuvent être construites de fa�con similaire.

n

C

= jZ(G)j

1

jGj

2

jc

1

j:::jc

k

j

X

�

�(c

1

):::�(c

k

)

�(1)

k�2

:

II.3.5 Rigidit�e

a. Motivation

La th�eorie de Galois, que nous avons �evoqu�ee au paragraphe I.1.2.c. pour

les corps de nombres, se g�en�eralise aux extensions de corps de fonctions et aux

revêtements alg�ebriques. On cherche �a r�esoudre le probl�eme de Galois inverse sur

Q, c'est-�a-dire qu'on veut prouver que tout groupe �ni est groupe de Galois sur

Q. Ce probl�eme est ouvert, mais il est possible d'en r�esoudre des cas particuliers

en construisant des dessins d'enfants d�e�nis sur Q et de groupe de monodromie

choisi.

�

A partir de ce dessin, on calcule une extension (r�eguli�ere) de Q(T ) de

même groupe de Galois, dont on d�eduit la propri�et�e inverse de Galois sur Q.

Nous aurons donc besoin de savoir, lorsque nous avons la description com-

binatoire d'un dessin, s'il est d�e�ni sur Q. Une m�ethode est le calcul explicite

de sa fonction de Belyi, mais il y a souvent plus rapide.

La borne sur la taille de l'orbite de Galois, donn�ee au paragraphe II.3.4.c.,

nous donne un crit�ere de rationalit�e (n

C

= 1), qui est un cas particulier du

crit�ere de rigidit�e donn�e par Serre [41] (voir le th�eor�eme 2 ci-dessous) qui est

lui-même un cas particulier des crit�eres plus g�en�eraux expos�es par Matzat ([33],

avec d�emonstrations dans son livre [32]) dont nous donnons un aper�cu avec le

th�eor�eme 3.

La rigidit�e, et la non rigidit�e, ont �et�e un candidat pour une r�esolution g�en�e-

rale du probl�eme de Galois inverse sur Q, et ces th�eories ont connu des nombreux

d�eveloppements. On peut notamment remarquer que si nous nous limitons dans

cette th�ese aux dessins d'enfants (et �eventuellement aux revêtements de P

1

ra-

mi��es au dessus de k > 3 points), la th�eorie s'est �etendue aux revêtements de

surfaces (compactes orient�ees) de genre g rami��es au dessus de k points et aux

corps de fonctions �a s variables.

b. Passage de P

1

(revêtements) �a Q (corps de nombres)

Une correspondance tr�es riche entre revêtements et extensions donne la tech-

nique pour construire des extensions (r�eguli�eres) de corps de fonctions de groupe

de Galois �x�e, �a partir d'un revêtement dont on connait le groupe de Galois a

priori.

Soit L une extension �nie du corps Q(T ) des fractions rationnelles sur Q. On

dit que cette extension est r�eguli�ere si

�

Q\L= Q, ce qui signi�e que le produit

tensoriel L


�

Q est une extension �nie de

�

Q(T ) ayant la même structure. La r�e-

gularit�e d'une extension permet d'avoir un parall�ele entre l'aspect arithm�etique

(sur Q) et l'aspect g�eom�etrique (sur

�

Q ou C ).

Si � : X ! P

1

est un revêtement de courbes alg�ebriques sur Q, le corps

Q(X) des fonctions rationnelles sur X est une extension r�eguli�ere de Q(T ).

R�eciproquement, si L est une extension �nie r�eguli�ere de Q(T ), alors c'est le

corps des fonctions d'une courbe projective lisse X. L'inclusion Q(T ) ,! L
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d�e�nit un revêtement X ! P

1

. Si l'extension L=Q(T ) est galoisienne de groupe

G, alors le revêtement correspondant est galoisien de groupe G.

Le th�eor�eme d'irr�educibilit�e de Hilbert permet de transf�erer cette cons-

truction de Q(T ) �a Q. En e�et, si f(T;X) 2 Q(T )[X] est un polynôme ir-

r�eductible sur Q(T ), il existe une in�nit�e de sp�ecialisations de la variable T ,

c'est-�a-dire d'�el�ements � 2 Q tels que le groupe de Galois de f(�;X) 2 Q[X]

sur Q soit �egal au groupe de Galois de f sur Q(T ).

c. Classi�cation de Hurwitz

Nous posons

�

� = f(g

1

; :::; g

k

) 2 G

k

j g

1

:::g

k

= 1g et � son sous-ensemble des

k-uplets engendrant le groupe G.

Si nous �xons k places de C (T ) (c'est-�a-dire k valeurs de rami�cation dans

P

1

C ) alors l'ensemble �

a

= �=Aut(G) des orbites de � modulo les automor-

phismes de G classi�e bijectivement les revêtements de C (T ) de groupe de Galois

G rami��es au dessus de ces k points. C'est ce qu'on appelle la classi�cation

de Hurwitz.

Le probl�eme de Galois sur C (T ), et par la même sur

�

Q(T ), est ainsi r�esolu

puisqu'il existe des k-dessins de groupe G, pour tout groupe �ni. Le probl�eme

de rationalit�e de ces k-dessins est la question de savoir s'ils sont d�e�nis sur Q,

ou de connaitre un corps de d�e�nition assez petit.

On consid�ere k classes de conjugaisons c

1

; :::; c

k

, non n�ecessairement dis-

tinctes. On note C = f(g

1

; :::; g

k

) 2 G

k

j g

i

2 c

i

g qu'on appelle une structure

de classes de G et C

�

= f(g

1

; :::; g

k

) 2 G

k

j g

i

2 c

�

i

g qu'on appelle une struc-

ture de rami�cation.

L'action de Gal(

�

Q=Q) sur les revêtements conserve la structure de rami�-

cation. Nous pouvons donc �etudier la restriction de la classi�cation de Hurwitz

�a une certaine structure de rami�cation. Si cette restriction ne contient qu'un

�el�ement (modulo les automorphismes de G) alors l'orbite du revêtement sous

Gal(

�

Q=Q) est r�eduite �a un �el�ement. C'est le crit�ere de rigidit�e. La r�eciproque

est fausse, et il existe d'autres crit�eres (voir en particulier [33]).

d. Constantes de structure

On note comme Matzat C

�

qui vaut indi��eremment C ou C

�

. Nous d�e�-

nissons les quatre ensembles

�

�

C

�

= f(g

1

; :::; g

k

) 2 C

�

j g

1

:::g

k

= 1g et �

C

�

=

f(g

1

; :::; g

k

) 2

�

�

C

�

j hg

1

; :::; g

k

i = Gg. Sur ces ensembles op�erent les groupes

Inn(G) des automorphismes int�erieurs de G et Aut

C

�

(G) des automorphismes

conservant la structure de classes (ou de rami�cation).

Les objets qui nous int�eressent sont les quotients �

a

C

�

= �

C

�

=Aut

C

�

(G) et

�

i

C

�

= �

C

�

=Inn(G). En particulier, �

a

C

�

�enum�ere les revêtements ayant une

structure de rami�cation donn�ee. Ces ensembles sont �nis, et leurs cardinaux

sont les nombres entiers l

i

C

= j�

i

C

j et autres. Nous devons aussi d�e�nir le nombre

n

C

�

=

�

�

C

�

=Inn(G), qui est intervenu au paragraphe II.3.4.c. et que Matzat

appelle constante de structure normalis�ee.

Ces entiers sont li�es par les �egalit�es l

i

C

�

= e

C

l

i

C

(l'entier e

C

est appel�e indice

cyclotomique) l

i

C

�

= a

C

�

l

a

C

�

(l'entier a

C

�

est �egal au cardinal de Out

C

�

(G) =

Aut

C

�

(G)=Inn(G), ensemble des classes d'automorphismes ext�erieurs) et nous

avons l'in�egalit�e l

i

C

�

6 n

C

�

�a cause de l'inclusion � �

�

�.
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On voit donc que n

C

�

> l

i

C

�

> l

a

C

�

sont des majorants du nombre de conju-

gu�es galoisiens du dessin.

e. Rationalit�e et rigidit�e

Il n'est pas n�ecessaire de calculer toutes ces constantes. On dit qu'une classe

c 2 C`(G) est K-rationnelle si l'image de c par les caract�eres irr�eductibles

� 2 X(G) est toujours dans K. Il est �equivalent de dire que c

n

= c pour tout �

n

2

Gal(K(�

N

)=K). En particulier, puisque Q

ab

(on note ainsi l'extension ab�elienne

maximale de Q, parfois aussi not�ee Q

cycl

car c'est l'extension cyclotomique

maximale) contient tous les �

N

, toute classe de conjugaison est Q

ab

-rationnelle.

La Q-rationalit�e de c est �equivalente �a l'�egalit�e c

�

= c.

On dit qu'un k-uplet C de classes de conjugaisons est rigide si l

i

C

= 1 et

qu'il est strictement rigide si de plus �

C

=

�

�

C

. Dans le cas o�u G n'a pas de

centre, la condition de rigidit�e devient j�

C

j = jGj (Serre [41, p70]).

Th�eor�eme 2 (D'apr�es Serre) Soit G un groupe �ni de centre trivial. Si le

k-uplet (c

1

; :::; c

k

) de classes de conjugaisons de G est rigide et si toutes les c

i

sont K-rationnelles, alors il existe une extension r�eguli�ere de K(T ) de groupe

de Galois G. Cette extension correspond �a un revêtement de P

1

d�e�ni sur K

non rami��e hors d'un ensemble fp

1

; :::; p

k

g de points K-rationnels et dont la

monodromie en p

i

est engendr�ee par un �el�ement de c

i

.

Ce revêtement est unique �a G-isomorphisme pr�es si on �xe les points p

i

et si

on choisit une racine primitive N -i�eme de l'unit�e dans K, c'est-�a-dire un facteur

du polynôme cyclotomique dans K.

Si k = 3 et fp

i

g = f0; 1;1g, nous avons un dessin d'enfant. Le calcul de la

correspondance de Grothendieck permet alors d'expliciter l'extension L=K(T ).

Bien �evidemment, ceci est surtout int�eressant si K = Q, mais les conditions sur

le k-uplet (c

1

; :::; c

k

) sont trop s�ev�eres pour être souvent v�eri��ees. Serre [41, p84]

cite une variante simple du th�eor�eme 2 o�u la Q-rationalit�e de toutes les c

i

n'est

pas n�ecessaire pour avoir une extension de Q(T ).

f. Un crit�ere de rationalit�e

D'un point de vue bien plus g�en�eral, nous pouvons avoir une version du

th�eor�eme 2 o�u toutes les hypoth�eses sont a�aiblies.

Le centre Z(G) du groupe G ne doit pas n�ecessairement être trivial. Il su�t

que Z(G) ait un compl�ement dans G. Cela signi�e qu'il existe un sous-groupe

H tel que tout �el�ement g 2 G se factorise de fa�con unique en un produit uh o�u

u 2 Z(G) et h 2 H.

L'hypoth�ese de rigidit�e est en fait une hypoth�ese sur la valeur de n

C

. L'hy-

poth�ese de rationalit�e peut être g�en�eralis�ee en calculant l'entier e

C

.

Th�eor�eme 3 (D'apr�es Matzat) Si le centre de G a un compl�ement et si

l

i

C

> 0, il existe une extension r�eguli�ere de K(T ) de groupe de Galois G et de

structure de rami�cation C

�

.

L'intersection K

0

de K avec le corps engendr�e par les valeurs des caract�eres

irr�eductibles sur les classes de C est un corps ab�elien tel que [K : K

0

] 6 l

i

C

et

[K

0

: Q]6 e

C

.
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Si C est rigide, nous retrouvons le r�esultat de Serre : K = Q lorsque e

C

= 1,

donc lorsque le k-uplet C est invariant par �el�evation aux puissances n-i�emes,

c'est-�a-dire si les caract�eres sont globalement invariants sous l'action du groupe

Gal(

�

Q=Q).

Il existe d'autres crit�eres de rationalit�e, utilisant par exemple l'action du

groupe de tresses sur le lieu de rami�cation.
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Chapitre III

Calcul de la fonction de

Belyi

La correspondance de Grothendieck pose (entre autres) le probl�eme de

son calcul explicite.

�

Etant donn�ee une paire de Belyi (X;�), Leila Schneps

[37, p60] propose, dans le cas d'un dessin propre de genre 0, une m�ethode

rigoureuse

y

pour calculer la monodromie (�

0

; �

1

; �

1

) et la pr�eimage de

[0; 1] par �. Cette m�ethode s'applique facilement au cas des dessins non

n�ecessairement propres.

Pour le probl�eme inverse, la m�ethode employ�ee est souvent la r�esolu-

tion d'un syst�eme alg�ebrique dont les inconnues sont les param�etres de

la fonction de Belyi. Nous commencerons par pr�esenter la construction

d'un tel syst�eme. Nous �enum�ererons ensuite quelques autres m�ethodes de

calcul d'une fonction de Belyi.

Nous concluons en donnant des r�esultats g�eom�etriques d'approxima-

tion, qui permettent d'aider le calcul en s'inspirant d'une intuition g�eo-

m�etrique.

III.1 Le syst�eme alg�ebrique

III.1.1 Param�etres de la paire de Belyi

a. Pr�esentation du probl�eme

Les donn�ees sont une description topologique du dessin, nous cherchons �a

calculer une paire de Belyi (X; �) d�e�nie sur un petit corps de nombres, son

corps des modules, si possible.

Si nous occultons toutes les justi�cations th�eoriques, il s'agit de tracer un

graphe bipartite sur une surface (compacte connexe de Riemann)X. On cherche

�a en d�eduire une fonction (m�eromorphe) � �a valeurs dans C [ f1g telle que la

pr�eimage de [0; 1] dessine ce graphe sur la surface.

Il y a unicit�e de cette fonction, lorsqu'on impose certaines conditions. Nous

donnons �a la surface X une structure de courbe alg�ebrique, et la fonction � est

alors une fonction rationnelle sur X. Elle d�e�nit donc un revêtement X ! P

1

yOn obtient ce r�esultat en tra�cant �

�1

([0;1]) par r�esolution num�erique de y = �

�1

(x)

pour su�samment de valeurs x. L'id�ee est de majorer �

0

et �

00

pour être rigoureux.
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rami��e au dessus de trois valeurs au plus. Celui-ci est unique, �a isomorphisme

de X et de P

1

pr�es.

D'apr�es le th�eor�eme de monodromie, la pr�eimage d'un chemin de P

1

�evitant

les valeurs de rami�cation est un chemin de X. La pr�eimage de ]0; 1[ est donc

une r�eunion de segments de X ne se croisant pas. Le nombre de ces segments

qui se touchent en un point de la pr�eimage de f0; 1g est l'indice de rami�cation

de ce point.

�

A partir de la description de la rami�cation, qu'on obtient en lisant la des-

cription combinatoire du dessin, on en d�eduit des propri�et�es contraignantes pour

la fonction �. Ce sont des conditions sur les indices de rami�cation, qui su�sent

souvent �a d�e�nir un syst�eme n'ayant qu'un nombre �ni de solutions, l'une d'entre

elle correspondant au dessin consid�er�e.

Il n'est pas facile de compl�eter ces conditions pour contraindre le calcul de la

fonction de Belyi et obtenir l'unique (�a automorphismes des courbes pr�es) cor-

respondant �a une monodromie donn�ee. Cependant, si nous r�esolvons le syst�eme

par approximation num�erique, le choix d'une approximation initiale �a l'aide

d'une carte ayant la bonne monodromie dirigera souvent le r�esultat vers un

dessin ayant cette monodromie.

b. Repr�esentation du probl�eme

Un courbe alg�ebrique projective X peut être d�e�nie par m �equations homo-

g�enes en x

0

; :::; x

m

. Les fonctions rationnelles de X (par exemple l'application de

Belyi) sont des fractions rationnelles �am variables. Nous notons �x = (x

0

; :::; x

m

).

Soit � 2 P

1

, la rami�cation de � en � est donn�ee par la multiplicit�e des

racines de � � � dans la courbe X. En pratique, si � � � = Q(�x)=R(�x) et si X

est d�e�nie par des polynômes P

i

(�x), les racines de � � � dans la courbe X se

calculent comme solutions du syst�eme d�e�ni par les P

i

et par Q.

Si nous connaissons la monodromie (�

0

; �

1

) du revêtement, la longueur des

cycles de �

0

, �

1

, �

1

est la liste des valences du dessin, c'est-�a-dire les indices

de rami�cation au dessus de 0; 1;1.

Regardons ceci sur un exemple : X est la courbe d�e�nie par y

2

� 4(2x +

9)(x

2

+ 2x+ 9). La fonction �(x; y) est le polynôme x

2

+ 4x+ 18+ y. Le point

(x; y) = (0;�18) est une racine quadruple de � sur X. Les points (�3; 12) et

(9;�108) sont racines triple et simple de � � 27.

c. En genre 0

Lorsque X est de genre 0, c'est une courbe isomorphe (sur C ) �a la sph�ere

P

1

. le param�etre �x de la courbe est tout simplement un nombre x 2 P

1

C . et la

fonction de Belyi est une fraction rationnelle en x. Nous avons donc � 2 C (X).

La condition de multiplicit�e des racines de ��� se traduit en une condition de

multiplicit�e des racines de quelques polynômes. On pose � =

P (x)

R(x)

et Q = P�R.

Ces polynômes sont premiers entre eux. On a la correspondance suivante :

Rami�cation en 0 : Racines de P que nous notons p

i

Rami�cation en 1 : Racines de Q que nous notons q

i

Rami�cation en 1 : Racines de R que nous notons r

i

Connaissant la monodromie (�

0

; �

1

; �

1

), les indices de rami�cation des trois

valeurs critiques de � se lisent simplement : c'est la longueur des cycles de �

0

,

�

1

et �

1

, c'est-�a-dire la liste des valences du graphe repr�esentant le dessin.
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Il su�t de forcer les valeurs de ces indices de rami�cation pour être assur�e que

le revêtement n'a que trois valeurs critiques et pour savoir qu'il n'existe qu'un

nombre �ni de tels revêtements (�a automorphismes pr�es). La premi�ere propri�et�e

se d�eduit de la formule de la caract�eristique d'Euler, la seconde propri�et�e est

une cons�equence de l'�enum�eration des graphes ayant des valences donn�ees.

III.1.2 Les dessins de genre 0

Cette d�e�nition du syst�eme alg�ebrique n'est pas nouvelle. Elle vraisembla-

blement a �et�e introduite par Atkin et Swinnerton-Dyer [2, p6]. Chaque auteur

en donne une pr�esentation di��erente : voir [7, p39], [17, p109] ou [37, p66].

a. Les donn�ees du syst�eme

Nous cherchons les coe�cients d'une fonction de Belyi � dans un corps de

d�e�nition K du dessin. Nous connaissons les indices de rami�cation du revête-

ment et nous savons que P , Q et R sont premiers entre eux. Notons a

n

(resp. b

n

et c

n

) le nombre de sommets (resp. segments et faces) d'indice de rami�cation

n. On note a =

P

n>0

a

n

le nombre total de sommets.

Quelques formules lient ces donn�ees : comme le dessin est de degr�e N , nous

avons

P

na

n

=

P

nb

n

=

P

nc

n

= N . La caract�eristique d'Euler est 2 � 2g =

P

a

n

+

P

b

n

+

P

c

n

�N . Puisqu'il est de genre 0, nous avons donc a+ b+ c =

N + 2.

b. Aspect de l'application de Belyi

La fonction de Belyi est une fraction rationnelle en x 2 P

1

C , d�e�nie �a auto-

morphisme de P

1

K pr�es. Pour être rigoureux, nous devrions donc la formuler en

coordonn�ees homog�enes, modulo la composition �a gauche par une homographie

quelconque.

Il est plus simple de se lib�erer de cette pr�esentation en �xant quelques para-

m�etres qui vont d�eterminer l'homographie et en manipulant avec prudence des

formules o�u x 2 C [ f1g au lieu de P

1

C .

La fonction de Belyi a donc la forme suivante :

�(x) =

P (x)

R(x)

= 1 +

Q(x)

R(x)

P;Q;R 2 K[X ]:

L'�egalit�e polynomiale III.1 induit l'�egalit�e des coe�cients des polynômes, ce

qui d�e�nit un syst�eme de N + 1 �equations dans K auquel la fonction de Belyi

fournit une solution :

P (x)�R(x) = Q(x): (III.1)

Mais si un triplet de polynômes (P;Q;R) est solution de cette �egalit�e alors

tout triplet (kP; kQ; kR) pour k 2 K aussi. En particulier, le triplet (0; 0; 0) est

une solution que nous aimerions �eviter. Nous modi�ons donc l�eg�erement l'�equa-

tion pour que P , Q et R soient unitaires, en faisant apparâ�tre un param�etre

� 2 K. La fonction de Belyi a alors la forme

�(x) =

P (x)

�R(x)

P;R 2 K[X ] unitaires:
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La nouvelle forme de l'�equation III.1 d�epend du degr�e des polynômes P , Q et

R. S'ils sont tous de degr�e N , cela signi�e que l'in�ni n'est pas rami��e.

c. Cas o�u l'in�ni n'est pas rami��e

Pour tout dessin, il est possible de supposer que l'in�ni n'est pas rami��e

sans perte de g�en�eralit�e (c'est-�a-dire sans modi�er le corps de d�e�nition de �).

Si l'in�ni est rami��e, on choisit un rationnel � non rami��e et on remplace x

par x=(x� �). Les degr�es des polynômes P , Q et R sont tous �egaux �a N . Nous

obtenons ainsi une �egalit�e de degr�e N � 1 :

P (x)� �R(x) = (1� �)Q(x) (III.2)

o�u P (x) =

Y

n>0

 

x

a

n

+

a

n

�1

X

i=0

�

n;i

x

i

!

n

et autres.

L'�egalit�e ci-dessus (III.2) nous donne un syst�eme de N �equations, avec N +3

inconnues (les �

n;i

, �

n;i

, 


n;i

et �), �a solutions dans K.

Nous savons que la vari�et�e solution a une composante de dimension 3 sur K

qui correspond �a l'application de Belyi que nous cherchons, �a composition pr�es

par l'espace de dimension 3 des homographies x 7!

ax+b

cx+d

.

Mais cette vari�et�e a des composantes parasites qui correspondent aux cas o�u

les polynômes P , Q et R ne sont pas premiers entre eux.

{ Pour �eliminer les solutions o�u � = 0 ou � = 1, on peut rajouter une

variable � et l'�equation �(�� 1)� = 1. C'est une astuce qui marche assez

bien pour une r�esolution par base de Gr�obner.

{ Pour �eliminer les autres cas o�u P , Q et R ont un facteur commun, on peut

rajouter une collection d'�equations et de variables suppl�ementaires. Mais

ceci n'est pas pratiquable, le syst�eme devenant bien trop complexe.

Cet inconv�enient est contourn�e �a l'aide d'une astuce de di��erentiation tr�es

classique, dans le cas o�u l'in�ni est rami��e. Il est toujours possible de composer

la fonction de Belyi par une homographie pour placer une rami�cation �a l'in�ni,

mais ceci est un marquage du dessin (cf. II.2.2.a.), qui peut changer le corps

des modules du dessin. Di��erents choix donneront parfois di��erents corps de

d�e�nition.

d. Placement d'un c�elibataire �a l'in�ni

On appelle c�elibataire un point de rami�cation unique par sa valence. Il

correspond donc �a un polynôme P

[n]

, Q

[n]

ou R

[n]

de degr�e 1, qui vaut donc

X + � o�u � 2 K peut être plac�e �a l'in�ni par une homographie qui ne change

pas le corps de d�e�nition.

S'il existe un c�elibataire, nous supposerons que c'est une face dont la valence

sera not�ee v

1

, nous avons donc c

v

1

= 1, et on place cette face �a l'in�ni. La

fonction R est alors rami��ee de degr�e v

1

�a l'in�ni, ce qui signi�e que d

o

(R) =

N � v

1

< N . Notre syst�eme devient :

P (x)� �R(x) = Q(x)
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L'astuce de di��erentiation permet d'�eliminer � et d'�eviter les composantes

parasites de la solution du syst�eme III.2, en d�erivant l'�egalit�e � = P=R =

� +Q=R. On obtient alors :

P

0

R� PR

0

= Q

0

R� QR

0

:

Si on pose

^

P le PGCD de P et P

0

, avec P =

^

PP

0

et P

0

=

^

PP

1

, on a (en

simpli�ant par

^

R).

^

P (P

1

R

0

� P

0

R

1

) =

^

Q(Q

1

R

0

�Q

0

R

1

):

Nous remarquons que

^

P et

^

Q sont premiers entre eux et que le degr�e de

^

P

(qui est N � a) �egale le degr�e de Q

1

R

0

�Q

0

R

1

(qui est b+ c� 2). On rappelle

que v

1

est la valence de la face �a l'in�ni, nous avons donc le syst�eme

y

:

P

1

R

0

� P

0

R

1

= v

1

^

Q

Q

1

R

0

� Q

0

R

1

= v

1

^

P (III.3)

Nous pouvons de la même fa�con obtenir l'�equation :

Q

1

P

0

�Q

0

P

1

= �v

1

^

R (III.4)

Explicitons les formules d�e�nissant

^

P , P

0

, P

1

, etc. en fonction des �

n;i

, etc.

on pose P

[n]

(x) =

 

x

a

n

+

a

n

�1

X

i=0

�

n;i

x

i

!

on a P =

Y

n>0

P

n

[n]

et P

0

=

X

n>0

nP

0

[n]

P

n�1

[n]

Y

m 6=n

P

m

[m]

d'o�u

^

P =

Y

n>0

P

n�1

[n]

, P

0

=

Y

n>0

P

[n]

et P

1

=

X

n>0

nP

0

[n]

Y

m 6=n

P

[m]

Le syst�eme : on va r�esoudre (III.3). Ce syst�eme a N + 1 inconnues et N +

c� 2 �equations et une solution de dimension 2. Cette redondance, de dimension

c� 1 (c'est-�a-dire le nombre de faces ailleurs qu'�a l'in�ni) est tr�es utile pour la

m�ethode des bases de Gr�obner.

Si c'est un dessin propre : on a

^

Q = Q

0

et

^

Q

0

= Q

1

. Nous pouvons donc

facilement �eliminer les �

i

n

de la seconde �equation de (III.3), ce qui donnera un

syst�eme de N=2 inconnues et N=2 + c� 2 �equations.

yNB : si nous n'avions pas plac�e de face �a l'in�ni, l'astuce de di��erentiation aurait donn�e

les formules ci-dessous, bien moins utiles, o�u les P

�

, Q

�

et R

�

sont des polynômes de degr�e

1, d�ependants de �.

P

1

R

0

� P

0

R

1

= Q

�

^

Q

Q

1

R

0

� Q

0

R

1

= P

�

^

P

Q

1

P

0

�Q

0

P

1

= R

�

^

R
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Position du dessin dans P

1

C : Nous savons que la position d'un dessin est

d�etermin�ee �a homographie pr�es. Dans le cas d'un dessin marqu�e, nous imposons

1 7!1 et il reste deux param�etres.

Le plus simple est de choisir deux valeurs arbitraires qui imposeront la po-

sition du \centre de gravit�e" (translation) et l'�echelle du dessin (homoth�etie).

Pour que ce choix ne grossisse par le corps de d�e�nition, nous donnons donc

certaines valeurs rationnelles �a deux inconnues du syst�eme.

On d�ecide donc que l'un des �

n;0

vaut 0, ce qui �xe la translation. Si cette

condition n'impose pas que tous les autres �

n;0

(ou �

n;0

ou 


n;0

) sont nuls, on

d�ecide que l'un d'eux vaut 1, ce qui �xe l'homoth�etie. Voir aussi Couveignes [16,

p10].

Cette approche (rudimentaire) su�t pour la plupart des calculs. Pour des

dessins dont on sait que le calcul sera compliqu�e, une �etude plus pr�ecise peut

parfois acc�el�erer la r�esolution du syst�eme.

III.1.3 Cas des arbres.

a. Polynômes de Shabat

Dans le cas o�u le dessin est un arbre, il y a une unique face de valence N qui

est donc un c�elibataire que nous pla�cons �a l'in�ni. Nous avons donc v

1

= N et

R =

^

R = 1. Le syst�eme (III.3) devient : P

0

= N

^

Q et Q

0

= N

^

P .

y

La fonction de Belyi est un polynôme. Shabat [42] d�e�nit ainsi un polynôme

de Chebyshev g�en�eralis�e comme un polynôme f dont les valeurs critiques sont

f�1g. Ils sont parfois appel�es polynômes de Shabat. Il correspondent �a la fonc-

tion de Belyi d'un arbre � =

1

2

(f+1) ou �a la fonction de Belyi d'un arbre propre

� = 1� f

2

.

b. Recherche num�erique des racines

Pour les arbres, il existe un syst�eme alg�ebrique tr�es simple ou les inconnues

ne sont plus les coe�cients des polynômes P

[n]

et Q

[n]

mais leurs racines [16]

On note n

p

i

(resp. n

q

i

) la valence du sommet p

i

(resp. du segment q

i

).

Comme

^

R = 1, l'�egalit�e (III.4) peut se r�e�ecrire (o�u � est un polynôme de

degr�e N + 1) :

Q

1

Q

0

�

P

1

P

0

=

�v

1

^

R

P

0

Q

0

d'o�u

n

q

X

i=1

n

q

i

x� q

i

�

n

p

X

i=1

n

p

i

x� p

i

=

1

�(x)

:

Un d�eveloppement en l'in�ni (avec x = 1=U ) nous donne la formule ci-

dessous :

n

q

X

i=1

n

q

i

U

1� q

i

U

�

n

p

X

i=1

n

p

i

U

1� p

i

U

= O(U

N+1

):

Les coe�cients de U

2

�a U

N

de cette �equation nous donnent :

81 6 k 6 N � 1

n

p

X

i=1

n

p

i

p

k

i

=

n

q

X

i=1

n

q

i

q

k

i

: (III.5)

yC'est le syst�eme Y = nS, U = nR de Betrema et Zvonkine [9].
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Comme (III.3), ce syst�eme a N �1 �equations avec N +1 inconnues et ne fait

pas intervenir �. Mais les inconnues ne sont pas les mêmes et nous avons une

plus grande stabilit�e num�erique. En revanche, il est exclu d'utiliser ce syst�eme

pour une r�esolution alg�ebrique car a priori ses inconnues ne sont pas dans le

corps de d�e�nition du dessin.

III.2 Autres m�ethodes

III.2.1 M�ethodes directes

a. La projection d'une courbe elliptique sur la premi�ere coordonn�ee

Toute courbe de genre 1 est une courbe elliptique E, dont l'�equation peut

s'�ecrire ZY

2

= V (X;Z) o�u V est un polynôme homog�ene de degr�e 4 ayant quatre

racines sont distinctes. Nous avons alors le revêtement �

V

: E ! P

1

; (X : Y :

Z) 7! (X : Z) qui a quatre valeurs de rami�cation d'ordre 2, l'ensemble R des

racines de V .

Si nous composons ce revêtement avec une fonction de Belyi � : P

1

! P

1

telle que �(R) � f0; 1;1g, nous obtenons un revêtement de genre 1, rami��e au

dessus de f0; 1;1g.

Si la liste des valences du revêtement � est [r

1

:::r

c

; p

1

:::p

a

; q

1

:::q

b

], on ob-

tient la liste des valences du revêtement � � � en doublant les valences cor-

respondant �a R et r�ep�etant les autres. Par exemple, le double de [3; 21; 21] est

[6; 42; 222], le double de [3; 21; 21] est [6; 42; 411] et le double de [43; 322; 2221]

est [86; 4433; 22222211].

C'est la m�ethode utilis�ee par Birch [7] pour la plupart de ses exemples de

dessins de genre 1, sous la forme du double d'un dessin de genre 0.

b. Construction de Belyi

Il ne s'agit pas ici de trouver la fonction de Belyi d'un dessin dont on connâ�t

les degr�es de rami�cation ou la monodromie,mais de trouver la fonction de Belyi

d'un dessin de genre 0 pour lequel les points � et � sont �a une position pr�ed�e�nie.

Plus pr�ecis�ement, nous cherchons une fonction non rami��ee hors de f0; 1;1g

�(x) =

n

Y

i=1

(x� �

i

)

r

i

o�u les �

i

sont �x�es et distincts et les r

i

2 Zinconnus. Par construction, les

points de rami�cation de cette fonction sont les z�eros et pôles de sa d�eriv�ee

logarithmique �

0

=�. Belyi [6] propose une solution dans le cas o�u les �

i

sont

entiers.

y

On calcule les d�eterminants de Vandermonde W = Det

VdM

(�

1

; �

2

; :::; �

n

)

et w

i

= (�1)

i�1

Det

VdM

(�

1

; :::;

^

�

i

; :::; �

n

), o�u n > 2 et o�u

^

�

i

signi�e comme

d'habitude qu'on omet �

i

. Ils sont li�es par l'identit�e

n

X

i=1

w

i

x� �

i

= W

n

Y

i=1

1

x� �

i

yBelyi prend des entiers premiers entre eux �

1

= 0 < �

2

< ::: < �

n

, mais cela se g�en�eralise

trivialement �a n'importe quels entiers distincts.
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d'o�u on d�eduit par exemple que

P

n

i=1

w

i

= 0. Or il se trouve que

�

0

(x)

�(x)

=

P

n

i=1

r

i

x��

i

. Si les �

i

sont entiers, les w

i

aussi, ils permettent alors de construire

�.

III.2.2 S�eries de Puiseux

Nous commen�cons par �etudier localement la fonction de Belyi. Nous choi-

sissons une valeur de rami�cation parmi f0; 1;1g, par exemple 0, et un point

(de rami�cation) p 7! 0 d'ordre n. Un voisinage de p dans la surface X est par

exemple un disque centr�e en p, dans lequel la fonction de Belyi est �equivalente

�a x

n

. Sa r�eciproque est donc �equivalente �a une racine n-i�eme.

Pour reformuler ceci de fa�con plus canonique, nous introduisons comme dans

[17] des uniformisantes �

~

f;n

pour chaque 
�echette

~

f . La r�eciproque de la fonction

de Belyi peut alors être exprim�ee localement comme une s�erie en �

~

f;n

.

Nous avons donc 6N formules locales. L'�egalit�e de ces s�eries en des points

qui sont dans l'intersection de leurs domaines de convergence peut être utilis�ee

pour en d�eduire une description de X et de la fonction de Belyi.

III.3 Approximation de dessins

III.3.1 R�esolution par �etapes dans C

a. Id�ee g�en�erale

Pour utiliser une m�ethode num�erique de r�esolution du syst�eme, nous devons

trouver une premi�ere approximation du dessin, qui soit assez proche de la solu-

tion pour être dans la zone de convergence de l'algorithme de Newton. Comme

on le voit dans [9] et dans le paragraphe IV.4.2, la g�eom�etrie d'un dessin a l'air

de respecter une certaine r�egularit�e.

La g�en�eralisation des fonctions de Belyi sous la forme de di��erentielles de

Strebel permet d'avoir une transformation continue d'un dessin vers un autre.

En particulier, le dessin ci-dessous explique comment on peut raisonnablement

supposer que le dessin de valences [25; 3 1

22

; 9 8

2

] est proche du dessin de valences

[24; 3 1

21

; 8

3

] qui est lui-même un multiple de [6; 3 1

3

; 2

3

].

8

8

9

2

2

2

8

8

8

Le principe est donc d'utiliser les positions des points de rami�cation d'un

dessin dont la structure en tant que graphe est proche du dessin que nous vou-

lons calculer. Notre m�ethode, qui repose sur l'intuition de l'utilisateur, e�ectue

des calculs de fonctions de Belyi de dessins de plus en plus compliqu�es, et se

ressemblant.
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b. Suppression d'un sommet de valence 1

Si on consid�ere un dessin (de genre 0) comme un graphe plan, nous pouvons

nous demander ce qui se passe si on supprime un sommet de ce graphe, en

particulier si c'est un sommet de valence 1. On remarque \exp�erimentalement"

que les positions des sommets �eloign�es sont presque inchang�ees.

Le proc�ed�e inverse, qui consiste �a rajouter un sommet �a une position bien

choisie, pour avoir ainsi une estimation de la position des sommets d'un dessin

plus gros, a donc de bonnes chances de marcher. En e�et, c'est ainsi que je

r�eussis �a calculer les exemples du chapitre IV.

c. Ajout d'un sommet de valence 1

Ce sont des consid�erations locales qui vont nous permettre de savoir o�u placer

le point suppl�ementaire. On prouve facilement que les angles form�es par les

arêtes du dessin autour d'un point de rami�cation sont �egaux, car la r�eciproque

de la fonction de Belyi est une racine n-i�eme. Quant �a la distance des sommets

voisins d'un autre sommet, elle d�epend principalement de leur valence.

Dans un premier temps, nous supposons que (localement au moins) le dessin

est un arbre. Nous avons un sommet central et k voisins, de valences (n

i

)

i=1::k

.

La distance du sommet num�ero i est environ

n

i

P

j

n

j

. Cette premi�ere estimation

est assez pr�ecise. La �gure IV.2 montre deux exemples de familles d'arbres, o�u

on rajoute un sommet �a chaque �etape.

Dans un deuxi�eme temps, nous �etendons cette estimation au cas o�u un des

sommets voisins est contigu �a une face de valence 1, le dessin a une boucle. On

peut appliquer la même estimation de distance, en consid�erant un poids �

i

au

lieu de la valence n

i

de chaque sommet. On pose �

i

= n

i

� 1 pour le sommet

d'o�u part la boucle et �

i

= n

i

+1 pour les autres. Cette estimation est elle-aussi

assez e�cace.

En r�egle g�en�erale, nous pouvons consid�erer chaque sommet comme une

charge r�epulsive de valeur �

i

, telle que �

i

crô�t si le nombre de sommets voi-

sins crô�t, et d�ecrô�t s'il y a des boucles de petite longueur.

III.3.2 R�esolution approch�ee dans Q

p

Comme pr�ecis�e en I.1.3, un tel calcul n'est envisageable que si nous savons

qu'un corps K de d�e�nition du dessin est inclus dans un Q

p

connu. Par exemple,

Malle [29] a ainsi calcul�e un polynôme ayant groupe de Galois M

22

. Il fallait

calculer un dessin d�e�ni sur Q(

p

�11), qui est inclus dans Q

23

. Apr�es recherche

par bases de Gr�obner des solutions modulo 23, il utilise le lemme de Hensel

pour avoir son r�esultat dans Q

23

. Comme Q(

p

�11) est de degr�e 2, il utilise

les fractions continues pour trouver une formule exacte du r�esultat. En degr�e

sup�erieur �a 2, nous pouvons utiliser LLL.

III.3.3 Approximation de revêtements rami��es au dessus

de 4 points

a. Pour le calcul d'un tel revêtement

Dans le cas de revêtement rami��es au dessus de quatre points, le d�eplacement

des valeurs de rami�cation donne un revêtement dont la description num�erique
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est proche. Si on r�eunit deux rami�cations distinctes, les propri�et�es alg�ebriques

sont radicalement chang�ees, mais l'aspect num�erique reste proche.

Ici aussi l'intuition g�eom�etrique joue un rôle fondamental, mais dans ce cas

elle peut s'appuyer sur des th�eor�emes. Matzat [34] par exemple a montr�e com-

ment il est possible de d�ecrire alg�ebriquement la collision (ou l'�eclatement) de

deux valeurs de rami�cation. En pratique, cela signi�e qu'on peut ne regarder

que la monodromie du revêtement et en d�eduire celle du revêtement d�eg�en�er�e.

b. Pour le calcul d'un dessin

Le passage par un revêtement rami��e au dessus de quatre points est utilis�e

par Matiyasevich [31] pour automatiser le calcul des fonctions de Belyi des

arbres.

Il appelle polynôme quasi-g�en�eralis�e de Tchebitchev un polynôme ayant quatre

valeurs critiques : -1, 1,1 et C, avec �1 < C < 1 et tel qu'il existe un seul point

critique au dessus de C, de valence 2, not�e w. Les polynômes quasi-g�en�eralis�es de

Tchebitchev de degr�e N d�e�nissent une famille de revêtements rami��es au des-

sus de quatre valeurs, dont les revêtements d�eg�en�er�es correspondent �a tous les

polynômes g�en�eralis�es de Tchebitchev de degr�e N , c'est-�a-dire tous les dessins

d'enfants de degr�e N qui sont des arbres.

Matiyasevich e�ectue ainsi le calcul de tout arbre de degr�e N , en partant

du polynôme g�en�eralis�e de Tchebitchev 1 � 2x

N

qui correspond �a l'�etoile �a N

branches. La s�equence de dessins ci-dessous montre la transformation d'un arbre

en un autre, la valeur de C se d�epla�cant continument de -1 vers 1 :

w w
w

L'article de Matiyasevich peut facilement être g�en�eralis�e au calcul de n'im-

porte quel dessin de genre 0 : on d�e�nit les fonctions de quasi-Belyi comme ayant

quatre valeurs de rami�cation 0, 1, 1 et C, de telle sorte qu'il n'existe qu'un

point critique au dessus de C 2 R, de valence 2. Le d�eplacement de C entre 0 et

1 correspond aux dessins ci-dessus, le d�eplacement de C entre 0 et 1 au dessin

ci-dessous et change le nombre de faces du dessin.

w
w

w
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Chapitre IV

Exemples de calculs

IV.1 Mat�eriel et m�ethodes

IV.1.1 Logiciels

Pour les calculs de bases de Gr�obner, nous utilisons Maple V release 4 (logi-

ciel payant), Mupad 1.3 (disponible sur http://www.mupad.de/distrib.html) ou

GB v4 (dans ftp://posso.ibp.fr/pub/softwares/GB). Voir aussi l'annexe A.

Pour les calculs num�eriques, nous avons �ecrit un programme sp�eci�que. Le

calcul multipr�ecision est fait avec la biblioth�eque Pari ou la biblioth�eque NTL.

L'algorithme LLL est celui de Pari, celui de NTL ou celui d'Antoine Joux. Le

plus simple (et ce qui a servi pour nos estimations de temps de calcul) est

d'utiliser NTL �a chaque �etape.

Pour mieux mâ�triser l'aspect g�eom�etrique du dessin, nous avons programm�e

une interface graphique X11, pour les dessins en genre 0. Cette interface permet

de tracer le dessin dans le plan, apr�es en avoir calcul�e la position pr�ecise. Il est

ensuite possible de lui faire subir les transformations int�eressantes.

Pour tous les autres calculs de th�eorie des nombres, nous utilisons Pari-GP

(version 2, voir http://hasse.mathematik.tu-muenchen.de/ntsw/pari/Welcome).

Pour les calculs dans des groupes de permutation, nous utilisons Gap (version

3.4, voir http://wilton.anu.edu.au/research.groups/algebra/GAP/www/Info/).

IV.1.2 Machines

Sauf mention contraire, les temps de calcul correspondent �a une SparcStation

20/71. C'est une machine avec un processeur SuperSparc II �a 75 MHz. Mais ces

logiciels marchent sur la plupart des syst�emes Unix.

IV.1.3 M�ethode

Notre logiciel prend en entr�ee la liste des valences du dessin. Si c'est un

arbre, il en d�eduit une majoration du nombre de conjugu�es.

�

A chaque it�eration de l'algorithme de Newton, il a�che les positions des

racines de P , Q et R (qui sont donc sens�ees être proches des positions des points

�, F et �). Cela permet de mâ�triser la convergence du calcul, pour �eviter les
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minima qui ne sont pas des z�eros du syst�eme.

�

A tout instant, on peut intervenir

manuellement sur ces valeurs.

Une fois dans la zone de convergence, notre logiciel calcule la solution avec la

pr�ecision qui devrait être su�sante. Puis l'algorithme LLL fournit un polynôme

minimal pour chaque coe�cient des polynômes.

IV.2 Exemples �el�ementaires

IV.2.1

�

Etoiles et �etoiles doubles, cercles

Les dessins les plus simples sont les �etoiles : dessins de genre 0 totalement

rami��es en 0 et en1. La fonction de Belyi d'une �etoile de degr�e d est � : x 7! x

d

.

Presque aussi simples, nous avons les �etoiles doubles qui servent dans la preuve

de Belyi. Ce sont des arbres de type [m + n;mn; 2 1

m+n�2

] et de fonction de

Belyi � : x 7!

(m+n)

m+n

m

m

n

n

x

m

(1� x)

n

.

Les cercles, de type [n

2

; 2

n

; 2

n

] ont pour fonction de Belyi

(x

n

�1)

2

�4x

n

.

Fig. IV.1 {

�

Etoile, �etoile double et cercle.

IV.2.2 Lignes

On peut remarquer que les polynômes de Tchebitchev, d�e�nis par T

n

(x) =

cos(n arccos(x)), ont pour valeurs critiques �1.

La fonction � : x 7! 1 � 2x transforme �1 en f0; 1g, on en d�eduit que les

arbres (lin�eaires) de type [d = 2n; 2

n�1

1

2

; 2

n

] et [d = 2n+1; 2

n

1; 2

n

1] ont pour

fonction de Belyi � = �

�1

� T

d

��

IV.3 Les arbres en Y

IV.3.1 Classi�cation

a.

�

Enum�eration

On �etudie la famille des arbres ayant un unique sommet de valence 3, tous

les autres �etant de valence 1 ou 2. Si les branches de l'arbre ont pour longueurs

a; b; c, Pakovitch [36, chap. 2] les note Y

a;b;c

. Nous les appelons arbres en Y ou

Y-arbres.

Comme pour tous les arbres, nous s�eparons les sommets des arbres en Y en

deux types � etF. Les types des trois sommets de valence 1 forment un invariant

Galoisien qui d�etermine quatre familles d'arbres en Y. Nous supposons que le

sommet de valence 3 est de type � et nous comptons le nombres d'arbres de
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chaque type avec la formule du paragraphe II.3.4. Ici, k est un entier naturel

quelconque.

{ [Type A] Extr�emit�es de types F, F, F.

Il y a n

A

(k) =

(k+1)(k+2)

6

dessins de type [3 + 2k; 32

k

; 2

k

1

3

].

{ [Type B] Extr�emit�es de types �, F, F.

Il y a n

B

(k) =

(k+1)(k+2)

2

dessins de type [4 + 2k; 32

k

1; 2

k+1

1

2

].

{ [Type C] Extr�emit�es de types F, �, �.

Il y a n

C

(k) =

(k+1)(k+2)

2

dessins de type [5 + 2k; 32

k

1

2

; 2

k+2

1].

{ [Type D] Extr�emit�es de types �, �, �.

Il y a n

D

(k) =

(k+1)(k+2)

6

dessins de type [6 + 2k; 32

k

1

3

; 2

k+3

].

On remarque que si k est un multiple de 3, les nombres n

A

(k) et n

D

(k) ne

sont pas entiers. La valeur 1=3 correspond �a l'arbre dont les trois branches sont

de longueurs �egales ((2k + 6)=3 ou (2k + 3)=3), qui admet un automorphisme

d'ordre 3 (la rotation d'un tiers de tour).

b. Action de Galois

Voici ce qu'on peut conjecturer sur les orbites sous l'action de Galois. La

preuve de la derni�ere conjecture est imm�ediate, car les branches des Y-arbres de

type D sont de longueur paire. Ces conjectures font que les Y-arbres de type B

ou C sont de bons candidats pour avoir des corps des modules

y

de degr�e assez

�elev�e, ce qui permet de tester nos algorithmes.

{ Les Y-arbres de type A sont les conjugu�es des Y

1;1;2k+1

et les multiples

impairs de ces arbres (cette conjecture est v�eri��ee pour k 6 12).

{ Les Y-arbres de type B sont les conjugu�es des Y

1;1;2k+2

et les multiples

impairs de ces arbres (cette conjecture est v�eri��ee pour k 6 10).

{ Les Y-arbres de type C sont les conjugu�es des Y

2;2;2k+1

et les multiples

impairs de ces arbres (cette conjecture est v�eri��ee pour k 6 9).

{ Les Y-arbres de type D sont les doubles (au sens du x II.3.3.c.) d'un autre

Y-arbre de degr�e moiti�e.

Nous appelons donc Y-arbre irr�eductible un arbre Y

1;1;N�2

ou un arbre Y

2;2;2k+1

.

Nous v�eri�ons notre conjecture en calculant le degr�e des corps des modules des

Y-arbres irr�eductibles.

ySi nous pla�cons l'unique face �a l'in�ni, le corps des modules d'un arbre est un corps de

d�e�nition, que le calcul d'une fonction de Belyi donne assez directement.
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IV.3.2 R�esultats

a. Description des tables

La premi�ere table donne, pour les Y-arbres de type B, les temps et m�emoire

utilis�es pour le calcul d'un polynôme P d�e�nissant le corps des modules. On voit

que la m�ethode num�erique est au moins aussi performante qu'une utilisation

classique de bases de Gr�obner.

Une seconde table donne, pour les Y-arbres de type A, B ou C la longueur des

orbites galoisiennes. On donne le discriminant du corps des modules des Y-arbres

irr�eductibles, ou un multiple de ce discriminant si le calcul est impraticable.

La troisi�eme table donne les polynômes P obtenus par nos calculs. Lorsque le

corps est de petit degr�e, nous donnons aussi un autre polynôme Q, unitaire, d�e-

�nissant le corps des modules de fa�con un peu plus canonique (voir l'algorithme

polred [11, p166]).

Voici quelques pr�ecisions sur le calcul du polynôme P : pour les arbres de

type B, on place le sommet � de valence 3 en 0, le sommet � de valence 1 en 1,

et le polynôme P est le polynôme minimal de la somme des deux sommets F

de valence 1.

Pour les arbres de type C, on place le sommet � de valence 3 en 0, le sommet

F de valence 1 en 1, et le polynôme P est le polynôme minimal de la somme

des deux sommets � de valence 1.

Pour les arbres de type A, si nous pla�cons le sommet de valence 3 en 0 et

si nous imposons la somme des sommets de valence 1 �a 1, alors la somme des

sommets de même type est toujours rationnelle. Le polynôme P est donc ici

le polynôme minimal de la deuxi�eme fonction sym�etrique des trois sommets de

valence 1.

Le calcul de d(K) est bien plus lent et ne peut être men�e �a terme que pour

les petits corps de d�e�nition. Pour B(5), le calcul de d(K) �a l'aide de Pari

(algorithme Round 4) met 120 heures en utilisant 450 Mo de m�emoire.

Il faut construire une base int�egrale de K, �a partir d'un ordre que l'on grossit

pour chaque nombre premier. Les algorithmes Round 4 et Round 2 implant�es

dans Pari partent de l'ordre engendr�e par une racine d'un polynôme P unitaire.

Comme le coe�cient dominant des polynômes que nous calculons a de nom-

breux petits facteurs, ces algorithmes perdent beaucoup de temps �a �eliminer ces

facteurs. Il serait donc utile de d�evelopper une extension de ces algorithmes aux

ordres engendr�es par un P quelconque.

b. Le choix de l'approximation initiale

Pour le calcul par approximation se pose le probl�eme du choix de la position

initiale des sommets de l'arbre. Sa solution est ici tr�es facile.

Une premi�ere approche est de calculer les propri�et�es de Y

1;1;n

en calculant

successivement Y

1;1;1

, Y

1;1;2

, ..., Y

1;1;n�1

et Y

1;1;n

, chacun s'obtenant par rajout

d'un point dans la branche la plus longue du pr�ec�edent.

Nos consid�erations sur l'aspect du trac�e d'un dessin dans le plan sugg�erent que la

longueur de cette branche a peu d'in
uence sur ce qui se passe �a ses extr�emit�es. Nous

choisissons donc de remplacer l'arête du milieu (qui est aussi la plus longue) par deux
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arêtes ayant cette longueur.

Une seconde approche est de remarquer que l'arbre Y

1;1;n

est "similaire" �a la

ligne avec n+ 2 sommets, dont on connâ�t bien la fonction de Belyi (polynôme

de Tchebitchev).

Puisque nous savons qu'au voisinage d'un sommet de valence 3, les arêtes font un

angle 1/3 de tour, nous rempla�cons la derni�ere arête de la ligne par deux arêtes de

même longueur, sym�etriques. Chacune de ces deux approches permet d'être dans la

zone de convergence de l'algorithme de Newton.

c. Performance des di��erentes m�ethodes

sur SS20/71 B(5) B(6) B(7) B(8) B(9) B(10)

Maple

mini

y

standard

10s

2.2 Mo

71s

3.4 Mo

84s

4.5 Mo

4h21

25 Mo

193s

4.5 Mo

(>64h)

(>320Mo)

28 min

8 Mo

(>36h)

(>190Mo)

162 min

(>85h)

(>140Mo)

(>55h)

(>350Mo)

MuPAD

37s

5.7 Mo

557s

6.3 Mo

7h

12 Mo

GB

modular

comput.

check

totolex

m�emoire

0.3s

0.3s

1.1s

36s

10 Mo

0.5s

0.6s

2.3s

213s

13 Mo

0.8s

2.3s

6.5s

19 min

23 Mo

1.9s

5.8s

17s

94 min

46 Mo

4.6s

14s

47s

613 min

109 Mo

71s

110s

200s

35h

234 Mo

par approximation

convergence

LLL

pr�ecision

m�emoire

78s

8s

410 digits

6 Mo

282s

48s

850 digits

11 Mo

513s

126s

1100 digits

15 Mo

44 min

9 min

1900 digits

30 Mo

108 min

35 min

3200 digits

52 Mo

242 min

114 min

3900 digits

56 Mo

d. Discriminant du corps de d�e�nition

� n

A

(0) = 1=3 Q.

� n

A

(1) = 1 Q.

ySous Maple, les mêmes commandes ne donnent pas toujours les mêmes temps de calcul,

car la recherche d'une base de Gr�obner utilise un certain nombre d'heuristiques.

Par exemple, nous avons obtenu quatre comportements possibles pour un calcul de B(5)

(voir tableau ci-dessous). Le plus probable est celui que j'ai appel�e Moyen. Le temps Mini est

malheureusement exceptionnel, les deux autres assez rares. On remarque aussi que pourB(6),

cela peut mettre 85 secondes, 260 minutes, ou ne pas terminer au bout de 48 heures.

B(5) m�emoire Ultra140 SS20/71 SS10/512

Mini 2.2 Mo 7.8{8.1 s 10{11 s 18{22 s

Court 2.9 Mo 42{44 s 70 s

Moyen 3.4 Mo 53{55 s 70{73 s 115{132 s

Long 6.5 Mo 549{555 s 897 s
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� n

A

(2) = 2 d(K) = 3 7.

� n

A

(3) = 3 + 1=3 d(K) = �3

3

5.

L'orbite de longueur 1 est le triple de A(0) .

� n

A

(4) = 5 d(K) = �3

3

5

2

7 11

3

.

� n

A

(5) = 7 d(K) = 3

4

5

3

7

2

13

6

.

� n

A

(6) = 8 + 1 + 1=3 d(K) = �3

7

5

7

7

3

11.

Les orbites de longueur 1 sont le quintuple de A(0) et le triple de A(1).

� n

A

(7) = 12 d(K) = 3

8

5

5

7

4

11

2

13 17

10

.

� n

A

(8) = 15 d(K) = �3

12

5

7

7

5

11

3

13

2

19

13

.

� n

A

(9) = 16 + 2 + 1=3 d(K) = �3

14

5

7

7

15

11

4

13

3

17.

L'orbite de longueur 1 est le septuple de A(0) et celle de longueur 2 le

triple de A(2).

� n

A

(10) = 22 d(K) = 3

18

5

11

7

7

11

5

13

4

17

2

19 23

19

.

� n

A

(11) = 25 + 1 d(K) = 3

17

5

43

7

9

11

6

13

5

17

3

19

2

.

L'orbite de longueur 1 est le quintuple de A(1)

� n

A

(12) = 27 + 3 + 1=3 d(K) = �3

65

5

12

7

9

11

7

13

6

17

4

19

3

23.

L'orbite de longueur 1 est le nonuple de A(0) et celle de longueur 3 le

triple de A(3).

� n

B

(0) = 1 Q.

� n

B

(1) = 3 d(K) = �2

2

3

3

.

� n

B

(2) = 6 d(K) = 2

9

3

4

5

2

.

� n

B

(3) = 10 d(K) = 2

8

3

6

5

10

7

2

.

� n

B

(4) = 14+ 1 d(K) = 2

20

3

13

5

6

7

4

.

L'orbite de longueur 1 est le triple de B(0).

� n

B

(5) = 21 d(K) = �2

18

3

16

5

8

7

21

11

2

.

y

� n

B

(6) = 28 d(K) = 2

77

3

22

5

12

7

8

11

4

13

2

.

� n

B

(7) = 33+ 3 d(K) = �2

28

3

57

5

14

7

10

11

6

13

4

.

L'orbite de longueur 3 est le triple de B(1).

� n

B

(8) = 44+ 1 d(K)f

2

= 2

1550

3

646

5

43

7

118

11

88

13

78

17

34

N

2

.

L'orbite de longueur 1 est le quintuple de B(0).

� n

B

(9) = 55 d(K)f

2

= �2

1796

3

1046

5

332

7

166

11

281

13

104

17

68

19

38

N

2

.

yC'est l'exemple de [16], mais la valeur du discriminant de K y est fausse.
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� n

B

(10) = 60+6 d(K)f

2

= �2

3292

3

122

5

352

7

230

11

132

13

130

17

102

19

76

N

2

.

L'orbite de longueur 6 est le triple de B(2).

� n

C

(0) = 1 Q.

� n

C

(1) = 3 d(K) = �2

2

3 7

2

.

� n

C

(2) = 6 d(K) = 2

4

3

10

5.

� n

C

(3) = 10 d(K) = 2

8

3

7

5

2

7 11

8

.

� n

C

(4) = 15 d(K) = 2

12

3

10

5

5

7

2

13

12

.

� n

C

(5) = 20 + 1 d(K) = �2

16

3

19

5

20

7

3

11.

L'orbite de longueur 1 est le triple de C(0).

� n

C

(6) = 28 d(K) = 2

24

3

22

5

11

7

6

11

2

13 17

24

.

� n

C

(7) = 36 d(K)f

2

= 2

3364

3

592

5

197

7

121

11

45

13

32

19

140

N

2

.

� n

C

(8) = 42 + 3 d(K)f

2

= �2

4560

3

81

5

255

7

42

11

64

13

51

17

19

N

2

.

L'orbite de longueur 3 est le triple de C(1).

� n

C

(9) = 55 d(K)f

2

= �2

7884

3

1352

5

461

7

233

11

85

13

72

17

40

19

21

23

270

N

2

.

e. Polynômes caract�erisant les corps de d�e�nition

A(3) Q = x

3

+ 3x� 1,

P = 3x

3

+ 12x

2

+ 27x+ 5.

A(4) Q = x

5

� x

4

� 9x

3

+ 3x

2

� 9,

P = 361x

5

� 4474x

4

� 38273x

3

� 65627x

2

� 41455x � 4325.

A(5) Q = x

7

� 2x

6

� 15x

5

� 17x

4

+ 406x

3

� 1185x

2

+ 1528x� 797,

P = 54289x

7

�282278x

6

�3283899x

5

�31969477x

4

�78654736x

3

�65823135x

2

�

20988650x � 1404125.

A(6) Q = x

8

� x

7

� 8x

6

+ 47x

5

� 65x

4

� 7x

3

+ 217x

2

� 154x+ 91,

P = 289x

8

�4885x

7

�46400x

6

�342915x

5

�1089480x

4

�1739622x

3

�996660x

2

�

214785x� 10305.

A(7) P =

98207651161x

12

+870318338439x

11

� 225964214871x

10

� 120603046889300x

9

�

1641468242003715x

8

� 8545487217454683x

7

� 23874722290036452x

6

�

38144830567619007x

5

� 35366172814693935x

4

� 18277692100532150x

3

�

4874726982487875x

2

� 585383786486250x � 19309256928125.

A(8) P = 870144924171961x

15

� 31272534505579827x

14

+ 3409826827410834x

13

+

1631528313606604292x

12

+ 25545284053437227001x

11

+

265781178080254774527x

10

+ 1656478912849790418811x

9

+

6206289995712665940813x

8

+ 14144169927465834515019x

7

+

20094178519992806367157x

6

+ 17902864566095038971675x

5

+

9866732665267344460200x

4

+ 3223408046591823300500x

3

+

576457341066342065625x

2

+ 48553143846669318750x + 1206449284005015625.
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A(9) P = 92811821263x

16

+ 2185900990315x

15

+ 45151781389620x

14

+

529427232145945x

13

+ 4647506123797600x

12

+

28962371220779367x

11

+ 128594938811688720x

10

+ 406119437724414015x

9

+

902761895287107765x

8

+ 1392468619368942000x

7

+ 1462963566390250932x

6

+

1022154080759090055x

5

+ 457850422093506750x

4

+ 123967037149475625x

3

+

18361060568707500x

2

+ 1270568722106250x + 25781283703125.

A(10) P = 51109675742232059162815081x

22

� 1222855031957479455016606244x

21

+

::: +

89172188853981460591162052734375x + 1366808126272895577235041015625.

A(11) P = 22028597127867789918064321x

25

� 157097838122150956691122685x

24

+

::: +

266306914994407378687794743366260x + 3360856796510637621867259412161.

A(12) P = 62988609009298392434369403x

27

� 2332551347079881215471219764x

26

+

::: +

1422986981521391200555139707031250x +

15522928406114874760081689453125.

B(1) Q = x

3

+ 2,

P = 25x

3

� 42x

2

+ 12x+ 8.

B(2) Q = x

6

� 2x

5

� x

4

+ 6x

3

� 2x

2

� 4x� 1,

P = 192x

6

+ 1600x

5

+ 5488x

4

+ 8464x

3

+ 5960x

2

+ 1784x + 137.

B(3) Q = x

10

� 5x

9

� 10x

8

� 330x

7

+ 3780x

6

� 23538x

5

+ 146520x

4

� 900210x

3

+

4617195x

2

� 8099745x � 6066414,

P = 288x

10

+4920x

9

+37400x

8

+154160x

7

+379100x

6

+574424x

5

+534980x

4

+

295250x

3

+ 89690x

2

+ 12950x+ 563.

B(4) P = 5120x

14

+ 149504x

13

+ 2014208x

12

+ 15777280x

11

+ 79923712x

10

+

275166208x

9

+658361216x

8

+1101880256x

7

+1283578112x

6

+1023671040x

5

+

541541472x

4

+ 180018720x

3

+ 34297616x

2

+ 3188528x + 92633.

B(5) P = 24883200x

21

+ 1158312960x

20

+ 25502867712x

19

+ 341618429376x

18

+

3109936201344x

17

+ 20392715344064x

16

+ 99638796203968x

15

+

370504764844224x

14

+ 1062741483903680x

13

+ 2370640833511888x

12

+

4128644196255936x

11

+ 5614827771514976x

10

+ 5942714032340512x

9

+

4860315116093808x

8

+ 3036961695710128x

7

+ 1425822458726372x

6

+

491072052205560x

5

+ 119836481716252x

4

+ 19663328827436x

3

+

1993132055040x

2

+ 106550236828x + 2000024111.

B(6) P = 513684799488000x

28

�34901212948070400x

27

+1137545530142883840x

26

�

23094430990658961408x

25

+ 326698815564602671104x

24

�

3421329382195643547648x

23

+ 27523540095132109897728x

22

�

174305408754660243668992x

21

+ 883931948169484761563136x

20

�

3633243437315754018471936x

19

+ 12208911396657704553414656x

18

�

33740348646985795280830464x

17

+ 76979469564829984977911808x

16

�

145292021332525428824211456x

15

+ 226960358645737432122753024x

14

�

293120952934211895334699008x

13

+ 312191481069764390293626880x

12

�

273058909744499620720631808x

11

+ 194957884663016060566106112x

10

�

112699121083547276423794688x

9

+ 52176655480973862044680704x

8

�

19071337921265203163214336x

7

+ 5399626220939144567968512x

6

�

1154053132723323568606464x

5

+ 179599504361044758896448x

4

�

19299434128448598021184x

3

+ 1315528871847908959392x

2

�

48630693359656374240x + 658418172827465249.
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B(7) P = 128450560000x

33

� 11707809792000x

32

+ 515906676326400x

31

�

14320455719649280x

30

+280278666945232896x

29

� 4112010196865513472x

28

+

46962642048178507264x

27

� 428236816106298382848x

26

+

3174061201133603157504x

25

� 19372769702192537887488x

24

+

98305223546172769210368x

23

� 417686500832906293682688x

22

+

1493724878756594616210432x

21

� 4512769265396529128088576x

20

+

11546134536650775044859648x

19

� 25052844127927284357151488x

18

+

46120547173023714432494592x

17

� 72002596612591111053052800x

16

+

95199167018173601085387456x

15

� 106357485558642750786858048x

14

+

100078973730597608483119488x

13

� 78970049026910168467295136x

12

+

51958955637812070724883328x

11

� 28299178126805457249292896x

10

+

12640465685125959112475328x

9

� 4575645926936732962787328x

8

+

1321740712875893316349680x

7

� 298567190658186756100976x

6

+

51320083437219286364736x

5

� 6461987207673914870592x

4

+

563746426651493261606x

3

� 31198295910054895890x

2

+

932905167417746466x � 10118390704879427.

B(8) P = 9394859377925554176x

44

� 1173388111352495603712x

43

+

71448077328882874712064x

42

� 2780015926599994476331008x

41

+ ::: �

6665669357160822264930339318368x

3

+249931301580110806288721893936x

2

�

5235606039815235509102372752x + 42053103397718025129673369.

B(9) 6658606584104736522240000000x

55

�

1078062755921157383258112000000x

54

+

::: +

260117200922134949258306409122197197946x �

1638075168736052964113158952499236561.

B(10) 14635757607000735744000000000x

60

+

2861715112497504898252800000000x

59

+

::: +

190183880528759758990508532345771001310144x +

1043718457971658827739065564585623235937.

C(1) Q = x

3

� x

2

+ 5x+ 1,

P = 45x

3

+ 273x

2

+ 791x+ 427.

C(2) Q = x

6

� 3x

5

+ 4x

3

+ 3x

2

� 9x� 8,

P = 175x

6

+ 2430x

5

+ 19017x

4

+ 64068x

3

+ 96849x

2

+ 65502x + 14103.

C(3) P = 4465125x

10

+ 114448950x

9

+ 1717178265x

8

+ 13590342216x

7

+

64780856250x

6

+ 190045721668x

5

+ 345207245482x

4

+ 376373703112x

3

+

232122416801x

2

+ 72368288630x + 8271649661.

C(4) P = 46414974375x

15

+ 1935912990375x

14

+ 47642771951775x

13

+

679387553811135x

12

+ 6409498796289459x

11

+

41441755477203315x

10

+ 186714655833929691x

9

+ 592398220222283579x

8

+

1329789279364354133x

7

+2109332508307537877x

6

+2342269666378397405x

5

+

1783536720101601725x

4

+ 896749201669458449x

3

+ 278709535385588177x

2

+

47252708713917161x + 3194956880159369.

C(5) P = 33990957x

20

+ 2066170260x

19

+ 74666366110x

18

+ 1631856979620x

17

+

24611630588625x

16

+ 266019245095440x

15

+ 2109653107162920x

14

+

12489093935915280x

13

+ 55920663405670730x

12

+ 190918816431017880x

11

+

498880666211503668x

10

+ 997491312345752120x

9

+ 1519957436433127770x

8

+

1751012290740378960x

7

+ 1506000289549705640x

6

+ 949210838451943632x

5

+

426524139389956425x

4

+ 131002511542763380x

3

+ 25680204113378910x

2

+

2831323762830660x + 128953327629845.
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C(6) P = 12714083695698776015625x

28

+ 1120748524109664262312500x

27

+ ::: +

407530111261671567203245308353428x + 12528354714335602493796372103577.

C(7) 438120013555654794702228515625x

36

+

52159336887503771380534767187500x

35

+

::: +

7049731770073321764690143539043276665428876x +

158320694832222900012097032628451757776249.

C(8) 19978981326387509765625x

42

+

2983185126665458558593750x

41

+

::: +

27879339953976590435166859062127141462x +

488342166322371232909880230533140041.

C(9) 3943988517696329309474874414036059896739501953125x

55

+

778311923110674963236504321809947069645837158203125x

54

+

::: +

1339528345709395891100601544080319508719136732164912389838408109507.

IV.3.3 Remarques

a. Groupe de monodromie

Nous pouvons assez facilement calculer le groupe de monodromie de ces

arbres ; pour les arbres irr�eductibles c'est le groupe altern�e (pour A(k) et C(k)

avec k pair) ou le groupe sym�etrique (pour B(k) et les autres A(k) et C(k)).

Si nous notons G

N

le groupe engendr�e par les deux permutations (1; 2; :::; N )

et (1; 2; 3), ce groupe est S

N

si N est pair et A

N

si N est impair. Nous montrons

ci-dessous que le groupe de monodromie de tout Y-arbre irr�eductible contient

G

N

, et la signature de �

0

et �

1

permet de conclure.

Pour les Y

1;1;N�2

, la permutation �

1

est un cycle de longueur N , par

exemple (1; 2; :::;N ) et la permutation �

2

0

est alors le cycle (1; 2; 3). Pour les

Y

2;2;2k+1

, si �

1

= (1; 2; :::; 2k+ 5), alors �

2

0

est le cycle (1; 3; 5). Comme la lon-

gueur de �

1

est impaire, �

2

1

= (1; 3; 5; :::) est aussi un cycle de longueur 2k+5.

On voit d'ailleurs que cette construction ne marche pas avec les Y

2;2;2k

, pour

lesquels la longueur du cycle de �

1

est un nombre pair. Ce sont des Y-arbres

de type D dont le groupe de monodromie est le carr�e du groupe de monodromie

de Y

1;1;k

.

b. Les arbres Y

1;1;2k+1

Pour k 6 12, le nombre premier 2 ne se rami�e pas dans le corps des modules.

Cette particularit�e n'a pas de preuve �el�ementaire.

IV.4 Divers dessins

IV.4.1 Dessins esth�etiques

Le plus c�el�ebre est sans conteste le bonhomme dont il existe deux variantes :

un dessin propre de degr�e 14 et un dessin de degr�e 8 (le petit bonhomme de la

�gure II.5).
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Les 10 dessins de même valence que le bonhomme de degr�e 14 sont conju-

gu�es, ils sont d�e�nis sur un corps de discriminant d(K) = 2

8

3

5

5

2

7

1

11

2

13

8

,

P = 1323x

10

�119826x

9

+6988572x

8

�222996780x

7

+4891137480x

6

�43596377072x

5

+

170896287880x

4

�348444339716x

3

+374432911288x

2

�155498695280x+25675962256

(voir aussi le polynôme unitaire de [37, p76]).

IV.4.2 Distance entre sommets adjacents

Les familles d'arbres ci-dessous montrent la ressemblance g�eom�etrique entre

des dessins ayant une ressemblance combinatoire.

Fig. IV.2 { Familles d'arbres

Les deux dessins ci-desssous (vrai et faux extraterrestre) sont presque su-

perposables (voir �gure IV.3). Leur structure combinatoire est en e�et assez

proche, mais leurs propri�et�es alg�ebriques sont radicalement di��erentes. Ce type

de ressemblance reste myst�erieux.

IV.4.3 Exemple r�esistant �a la r�esolution formelle

L'exemple ci-dessous (�gure IV.4) que j'appelle le Bouddha (voir aussi �gure

I.2), m'a �et�e fourni par N. Magot. Il se r�esout tr�es simplement en quatre �etapes.
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Fig. IV.3 { M�elange du vrai et du faux extraterrestre.

Je calcule un dessin de valences [3 1 4

2

; 4

3

; 2

5

1

2

] plutôt que le dessin de valences

[1 3 4

2

; 4

3

; 2

5

1

2

] (remarquer le changement du choix de la face �a l'in�ni) pour

une meilleure stabilit�e num�erique.

Le syst�eme III.3 r�esiste �a une r�esolution par bases de Gr�obner car la vari�et�e

a des composantes parasites.

Fig. IV.4 { Bouddha : les quatre �etapes du calcul.

Son corps des modules est d�e�ni par x

4

�2x

3

�2x+1, il est de discriminant

�2

6

3

3

(remarquer que ce corps de degr�e 4, qui est aussi Q(

4

p

12), n'est pas dans
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la liste de Malle [30]).

IV.5 Les groupes de Mathieu

IV.5.1 Contexte

Les propri�et�es axiomatiques d�e�nissant un groupe �ni sont �el�ementaires et

pourtant la classi�cation des objets v�eri�ant ces propri�et�es est vraisemblable-

ment le th�eor�eme le plus tou�u des math�ematiques. On commence par consid�e-

rer les sous-groupes distingu�es (ceux qui sont stables par conjugaison). Il reste

�a classi�er les groupes sans sous-groupes distingu�es, qu'on appelle groupes

simples. Ceux-ci sont les groupes cycliques d'ordre premier, les groupes al-

tern�es (de degr�e 5 ou plus), les groupes de Chevalley et groupes de Chevalley

"twisted", le groupe de Tits et les 26 groupes sporadiques.

Les cinq groupes de Mathieu (M

11

,M

12

, M

22

,M

23

et M

24

) sont des groupes

sporadiques. On peut en trouver des d�e�nitions comme groupes de permutations

dans [45] et [12].

IV.5.2 Dessin correspondant �a Aut(M

22

)

J'ai calcul�e par ma m�ethode num�erique le revêtement utilis�e par Malle [29]

pour r�ealiser Aut(M

22

) comme groupe de Galois surQ(T ). Ce calcul a �et�e un peu

plus di�cile que les pr�ec�edents car il y a de nombreuses �etapes pour construire

ce dessin. Il faut choisir soigneusement la fa�con dont on rajoute des points pour

ne pas d�es�equilibrer la g�eom�etrie des �etapes interm�ediaires. Voir �gures IV.10,

IV.11, IV.12 et IV.13. Le temps de calcul est n�egligeable, puisque le dessin �nal

(marqu�e avec une face �a l'in�ni) est d�e�ni sur Q(

p

�11).

Fig. IV.5 { Aut(M

22

) : aspect combinatoire du dessin.

On peut facilement v�eri�er sur la �gure IV.5 que la monodromie (�

1

; �

0

; �

1

)

du revêtement est dans les classes 11A, 4C et 2B et engendre bien le groupe

Aut(M

22

).

�

1

= (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11)(12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22),

�

0

= (1; 9; 3; 2)(4; 8; 17; 21)(5; 20; 19; 6)(12; 22; 16; 13)(7; 18)(10; 11)(14; 15),

�

1

= (3; 8)(4; 20)(6; 18)(7; 17)(9; 11)(13; 15)(16; 21)(1)(2)(5)(10)(12)(14)(19)(22).

IV.5.3 Dessins correspondant �a M

24

\The group M

24

is one of the most remarkable of all �nite groups" [13],

en particulier parce qu'il intervient dans la structure des autres groupes spora-

diques. On s'int�eresse donc au calcul de dessins dont la monodromie engendre

M

24

.
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Fig. IV.6 { M

24

: extraterrestre et dessin de Conder.

Le premier dessin (propre) de la �gure IV.6, que Zvonkine a appel�e extra-

terrestre, d�e�nit une extension de Q(T )(

p

�7) de groupe de Galois M

24

. La

monodromie est :

�

1

= (1; 2; 3)(4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 23; 24),

�

0

= (1; 7; 5)(2; 4; 23)(3; 22; 8)(9; 21; 19)(10; 18; 12)(13; 17; 15),

�

1

= (1; 4)(2; 22)(3; 7)(5; 6)(8; 21)(9; 18)(10; 11)(12; 17)(13; 14)(15; 16)(19; 20)(23; 24).

Conder [12] donne une d�e�nition de M

24

qui correspond �a un revêtement de

genre 0 d�e�ni sur le corps de degr�e 5 de discriminant �2

3

11

3

23 et de polynôme

g�en�erateur X

5

�X

4

� X

2

� 4X + 4. Le dessin correspondant est le second de

la �gure IV.6.

IV.5.4 Revêtement correspondant �a M

24

a. Rationalit�e

Matzat [33] a prouv�e, �a partir de calcul dus �a F. H�afner, qu'il existe une

extension r�eguli�ere de Q(T ) de groupe de Galois M

24

, rami��ee au dessus de

quatre points. Il n'avait pas r�eussi �a le calculer explicitement, ce que nous avons

men�e �a bien (voir l'article [23]).

La preuve de l'existence d'un mod�ele rationnel de ce revêtement est compli-

qu�ee, elle permet de savoir que le calcul explicite du revêtement peut e�ective-

ment aboutir �a un mod�ele rationnel, mais elle n'est pas n�ecessaire pour mener

ces calculs �a terme.

Comme le revêtement correspondant �a cette extension de Q(T ) n'a pas de

c�elibataire, nous obtiendrons d'abord un mod�ele sur Q(i). Nous en d�eduisons

ensuite un mod�ele sur Q, le polynôme P 2 Q(T )[u] ci-dessous :

P (u) = (1 + u

2

)B(u)

2

+ (T � A(u))

2

avec A(u) =

115641803437317009004628044535281448962593335543045088145221615616u

12

+

626355604609903799744911431879812361696225381618360944350772330496u

11

+

857783185877096409511863319468234125688211122856849368609978318848u

10

+

88080740861115132546504599272290397834597343353226396588729958400u

9

�

2044360579432951434692976374444394700879262571672409913586424315904u

8

�

5475143722890558821885980641854499068186361905255250703867300741120u

7

�

7915098194760821823142546569353472116219954897777155569247687385088u

6

�

8606261485891070160857017864300195449330895913416748672060967716864u

5

�
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6892242684910426245304385038953482144305957644307673212590062039792u

4

�

4211432359386694117643177642371531969039977445473402080794314842304u

3

�

1872082062997662285544516575637661132224190147802824412182076667540u

2

�

535658851956460224909548877202498831723299104598077260690473552648u�

10539752687297944130116169432500844400960251281699137159101902851925=108

et B(u) =

497930855073541362607491227688032103381849370443591345788311044096u

10

+

2247466124279729012772791671105119975141086793312284796250730004480u

9

+

4511506352550421307509247841822653344621269494040738994345402695680u

8

+

6412425694206308627270788749164116952920226584905116935357763420160u

7

+

6416753127617241617644191979736728938801492606944566101914795376640u

6

+

4464975149990471124875637674124629993019905811395113462955040856064u

5

+

2003277439178423819468870064822584402702435670423637216226474276864u

4

+

138777346101247571424430364531859413923341606824997843710647542784u

3

�

380956273497114446731514632739210828177910748030971539812432183456u

2

�

281510287298644718070258765258190530609884596662730222193000312096u�

65579751162139732289229065103774858338759236102619183144664480716:

b.

�

Eclatement de la singularit�e

Nous connaissons la monodromie (�

a

; �

b

; �

c

; �

d

) du revêtement. Nous en

d�eduisons la monodromie (�

a

; �

t

= �

b

�

c

; �

d

) d'un revêtement d�eg�en�er�e, o�u les

valeurs de rami�cation correspondant �a b et c sont confondues.

t

t

0

0

0 0

0

0

0

0

0
0

t0

0

t

0

t

0

t

0t

t

0

1

2

17

3

12

18

7

24
23

14

15 20

21

9

10

13

22

6

16
5

4

8
11

19

Fig. IV.7 {M

24

: ~'

�1

([0; t]) pour un revêtement d�eg�en�er�e, avec 
�eches indiquant

la direction d'�eclatement des singularit�es

Lorsque nous \�eclatons" la singularit�e en t, chaque point au dessus de la

valeur de rami�cation t se s�epare en plusieurs points de rami�cation au dessus

de b ou c. Leur nombre d�epend de leurs valences, et la direction de l'iclatement

est une cons�equence de la fa�con dont sont m�elang�ees les orbites des permutations

�

b

et �

c

.
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0

0

t
0 b

0

0

b 0cc

Fig. IV.8 {

�

Eclatement des singularit�es.

c. Calcul de nombreuses solutions

Le param�etre (non rationnel) de la famille de Hurwitz le plus simple �a mani-

puler est la position relative des quatre valeurs de rami�cation. Nous pourrions

utiliser le birapport de ces valeurs, mais il est encore plus simple, et pas moins

e�cace, de �xer une de ces valeur �a 1 et de bouger (presque) indi��eremment

les trois autres.

Sachant que 144 (c'est ici la valeur de l

i

C

) revêtements correspondent �a

chaque position des valeurs de rami�cation, nous faisons agir (progressivement)

le groupe de tresses �a quatre brins pour obtenir la description de tous ces revête-

ments. En pratique, nous �xons un des trois points mobile, nous faisons tourner

les deux autres l'un autour de l'autre, puis nous changeons de point �x�e.

d. Recherche d'un param�etre de la famille de revêtements

La m�ethode d�ecrite au paragraphe I.3.4.e. permet de trouver un param�etre

rationnel d'une courbe. Mais, dans le cas qui nous int�eresse, lorsque nous avons

�x�e 0 ! 0, la vari�et�e solution du syst�eme est de dimension 2. L'un des degr�es

de libert�e correspond au param�etre de la famille de Hurwitz, l'autre �a l'�echelle

du dessin.

Pour trouver le param�etre qui nous int�eresse, nous supprimons l'in
uence

du param�etre d'�echelle en ne consid�erant que des fonctions � des variables du

syst�eme qui soient invariantes par changement d'�echelle.

Nous avons construit une fonction �

P

et une fonction �

Q

, fonctions sym�e-

triques des variables correspondant aux points de rami�cation d'ordre 2 (pour

�

P

) ou 1 (pour �

Q

). Une relation polynomiale de degr�e 4 d�e�nit la courbe o�u

vit le couple (�

P

; �

Q

). Nous trouvons un param�etre � de cette courbe.

Ensuite, nous avons choisi une fonction

~

�

P

qui rompt la sym�etrie de la

construction de �

P

. Nous trouvons une relation polynomiale entre � et

~

�

P

qui,

apr�es d�esingularisation, donne un param�etre t. C'est un param�etre rationnel du

revêtement.

Il su�t donc de donner une valeur rationnelle �a t et de calculer le revêtement

correspondant pour avoir un point rationnel de la famille, et donc une extension

de Q(T ).
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b c

0

c

b

c

0

c

0

b

c

b

c

c

c

Fig. IV.9 { M

24

: le revêtement �nal
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Fig. IV.10 { Aut(M

22

) : onze premi�eres �etapes.

Fig. IV.11 { Aut(M

22

) : douzi�eme �etape avec angrandissement du centre.
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Fig. IV.12 { Aut(M

22

) : treizi�eme �a seizi�eme �etapes.

Fig. IV.13 { Aut(M

22

) : dessin �nal.
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Annexe A

Logiciels de calcul de bases

de Gr�obner

A.1 Calcul du syst�eme

a. Avec Maple

Le �chier dessins.mp ci-dessous d�e�nit la proc�edure systeme qui calcule les

�equations du syst�eme III.3 �a partir de la factorisation des polynômes P , Q et R.

La commande gbasis du package grobner r�esout ensuite ce syst�eme. La

solution se pr�esente sous la forme d'une liste dont chaque �el�ement d�ecrit une

composante irr�eductible, sous forme triangulaire.

systeme := proc (Pv, Qv, Rv)

local v, P, Q, R, P0, Q0, R0, P1, Q1, R1,

eq0, eq1, sys, i;

description `Calcul pour un dessin de genre 0`;

P:=mul(Pv[i*2-1]^Pv[i*2],i=1..(nops(Pv)/2));

Q:=mul(Qv[i*2-1]^Qv[i*2],i=1..(nops(Qv)/2));

R:=mul(Rv[i*2-1]^Rv[i*2],i=1..(nops(Rv)/2));

v:=degree(P);

P0:=mul(Pv[i*2-1],i=1..(nops(Pv)/2));

Q0:=mul(Qv[i*2-1],i=1..(nops(Qv)/2));

R0:=mul(Rv[i*2-1],i=1..(nops(Rv)/2));

P1:=factor(diff(P,x))*P0/P:

Q1:=factor(diff(Q,x))*Q0/Q:

R1:=factor(diff(R,x))*R0/R:

eq0:=collect(P1*R0-P0*R1-v*Q/Q0,x):

eq1:=collect(Q1*R0-Q0*R1-v*P/P0,x):

sys:=[coeffs(eq0,x),coeffs(eq1,x)]:

end:

b. Avec MuPAD

La syntaxe est proche de celle de Maple. Le syst�eme est r�esolu avec la com-

mande gbasis du package groebner. On demande une r�esolution pour l'ordre

lexicographique (LexOrder) qui fournit un syst�eme triangulaire.
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Dans le �chier dessins.mb ci-dessous, nous devons red�e�nissons Factor qui

est buggu�e dans la version 1.3 de MuPAD.

FFactor := proc (pol)

begin

if (pol = 0) or (pol = 1) or (pol = -1)

then pol:

else Factor(pol):

end_if:

end_proc:

MkPol := proc (v)

local p, q, i;

begin

p := 1: q := 1: i := 1:

while i < nops(v) do

p := p * v[i]^v[i+1]:

q := q * v[i]:

i := i + 2:

end_while:

[p,q]:

end_proc:

systeme := proc (Pv, Qv, Rv)

local v, P, Q, R, P0, Q0, R0, P1, Q1, R1,

eq0, eq1, sys, mk;

begin

mk:=MkPol(Pv): P:=mk[1]: P0:=mk[2]:

mk:=MkPol(Qv): Q:=mk[1]: Q0:=mk[2]:

mk:=MkPol(Rv): R:=mk[1]: R0:=mk[2]:

v:=degree(P):

P1:=FFactor(diff(P,x))*P0/P:

Q1:=FFactor(diff(Q,x))*Q0/Q:

R1:=FFactor(diff(R,x))*R0/R:

eq0:=P1*R0-P0*R1-v*Q/Q0:

eq1:=Q1*R0-Q0*R1-v*P/P0:

sys:=[coeff(eq0,[x]),coeff(eq1,[x])]:

end_proc:

c. Avec GB

Les �equations du syst�eme sont calcul�ees avec Maple par exemple. Dans la

session GB, on calcule d'abord avec tgroebner une base pour l'ordre du degr�e,

qui est ensuite transform�ee avec totolex en un syst�eme triangulaire.

A.2 Application aux arbres en Y de type B

a. Formalisation

Ce sont les dessins dont la liste des valences est [2n+4; 3 2

n

1; 2

n+1

1

2

] (voir

aussi x IV.3). Il y a 2n+ 5 inconnues qui sont les coe�cients des polynômes P

et Q.

P (x) = (x+ p

a

)

3

(x+ p

b

)(x

n

+ p

c

x

n�1

+ :::)

2
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Q(x) = (x

2

+ q

a

x+ q

b

)(x

n+1

+ q

c

x

n

+ :::)

2

Pour �xer la position du dessin dans P

1

C , nous imposons la position de deux

c�elibataires : le sommet � de valence 3 est en 0 et le sommet � de valence 1 est

en 1. Nous �xons donc p

a

= 0 et p

b

= �1.

b. Calcul de B(5) avec MuPAD

Il y a 21 arbres ayant cette liste de valences. Le calcul montre que tous sont

conjugu�es.

*----* MuPAD 1.3 --- Multi Processing Algebra Data Tool

/| /|

*----* | Copyright (c) 1992-96 by B. Fuchssteiner, Automath

| *--|-* University of Paderborn. All rights reserved.

|/ |/

*----* Demo version, please register with

MuPAD-distribution@uni-paderborn.de

>> read("dessins.mb"):

>> sys:=systeme(

&> [x,3, x-1,1, x^5+pc*x^4+pd*x^3+pe*x^2+pf*x+pg,2],

&> [x^2+qa*x+qb,1, x^6+qc*x^5+qd*x^4+qe*x^3+qf*x^2+qg*x+qh,2],

&> []):

>> time((sol:=groebner::gbasis(sys,LexOrder)));

37000

>> degree(sol[2]);

21

c. Calcul de B(5) avec Maple

|\^/| Maple V Release 4 (Ecole normale superieure)

._|\| |/|_. Copyright (c) 1981-1996 by Waterloo Maple Inc. All rights

\ MAPLE / reserved. Maple and Maple V are registered trademarks of

<____ ____> Waterloo Maple Inc.

| Type ? for help.

> read `dessins.mp`;

> sys:=systeme(

> [x,3, x-1,1, x^5+pc*x^4+pd*x^3+pe*x^2+pf*x+pg,2],

> [x^2+qa*x+qb,1, x^6+qc*x^5+qd*x^4+qe*x^3+qf*x^2+qg*x+qh,2],

> []):

bytes used=1000256, alloc=851812, time=0.66

> sol:=grobner[gsolve](sys):

bytes used=2001020, alloc=1179432, time=1.69

bytes used=3001316, alloc=1376004, time=3.17

(...)

bytes used=41264396, alloc=2948580, time=41.59

bytes used=42298668, alloc=2948580, time=41.99

> lprint(degree(sol[1][13]));

21

d. Calcul de B(8) avec GB

Il y a 45 arbres ayant cette liste de valences. L'un d'entre eux est le quintuple

de B(0). Le calcul montre que les 44 autres sont conjugu�es.

On a calcul�e les �equations du syst�eme avec Maple par exemple.

> read `dessins.mp`;

> sys:=systeme(

> [x,3, x-1,1, x^8+pa*x^7+pb*x^6+pc*x^5+pd*x^4+pe*x^3+pf*x^2+pg*x+ph,2],
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> [x^2+qa*x+qb,1,

> x^9+qc*x^8+qd*x^7+qe*x^6+qf*x^5+qg*x^4+qh*x^3+qi*x^2+qj*x+qk,2],

> []):

La session GB ressemble �a ce qui suit.

Grobner Basis Computations (C++ version) (ASAP)

Author:Jean-Charles Faugere *** CNRS & Universite Paris 6/LITP - IBP ***

Working directory /users/grecc/granboul

GB> S1:=-3*ph-20*qk;

GB> S2:=-20*qj-5*pg+4*ph;

GB> S3:=-19+18*pa-20*qc;

GB> S4:=16*pb-17*pa-20*qd;

GB> S5:=14*pc-20*qe-15*pb;

GB> S6:=-20*qf-13*pc+12*pd;

GB> S7:=-11*pd-20*qg+10*pe;

GB> S8:=-20*qh+8*pf-9*pe;

GB> S9:=-20*qi+6*pg-7*pf;

GB> S10:=2*qb*qj+qa*qk;

GB> S11:=4*qb*qi+3*qa*qj+2*qk;

GB> S12:=18*qb-20*pb+17*qa*qc+16*qd;

GB> S13:=-20*pc+15*qa*qd+14*qe+16*qb*qc;

GB> S14:=12*qf+13*qa*qe+14*qb*qd-20*pd;

GB> S15:=-20*pe+11*qa*qf+10*qg+12*qb*qe;

GB> S16:=8*qh-20*pf+9*qa*qg+10*qb*qf;

GB> S17:=8*qb*qg-20*pg+7*qa*qh+6*qi;

GB> S18:=5*qa*qi+6*qb*qh+4*qj-20*ph;

GB> S19:=19*qa-20*pa+18*qc;

GB>

GB> D:=HDMP([qk,ph,qj,pg,qi,pf,qh,pe,qg,pd,qf,pc,qe,pb,qd,qa,pa,qc,qb],INT);

GB> S:List(D)

GB> S:=[S1,S2,S3,S4,S5,S6,S7,S8,S9,S10,S11,S12,S13,S14,S15,S16,S17,S18,S19];

GB>

GB> g:=tgroebner(S);

(...)

End of modular computation (5.75 sec)

(...)

End of gbasis computation (1.60 sec)!

End of minimal gbasis computation !

a) done in 1.93 sec + 5.75 sec

b) Check that input polynomials are in gbasis ...done in 0.00 sec

c) Check that gbasis is a groebner basis

(...)

End of gbasis computation (17.24 sec)!

c) done in 17.28 sec

GB>

GB> dimension(g)

45

Type: Integer

GB>

GB>

GB> h:=totolex(g);

(...) [94 minutes et 46 Mo]

GB> size(h)

19

Type: Integer

GB> h.19

(...) [un polynôme de degr�e 45]

Ensuite, ce polynôme est factoris�e en 6 minutes et 18 Mo avec Pari-GP. Ses

facteurs sont de degr�e 1 et 44.
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R�esum�e

Cette th�ese est d�ecoup�ee en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacr�e �a deux m�ethodes de

r�esolution de syst�emes d'�equations alg�ebriques. La premi�ere repose sur le calcul de base de Gr�obner,

�a base de manipulations exactes de polynômes. Pour la seconde m�ethode on approche num�eriquement

la solution, puis on reconstitue sa d�e�nition alg�ebrique. On utilise en particulier l'algorithme LLL de

r�eduction de r�eseaux.

Le second chapitre est plus th�eorique. Apr�es une br�eve pr�esentation informelle, et une longue s�erie de

d�e�nitions math�ematiques, nous d�e�nissons formellement les dessins en insistant sur leurs deux visages,

et la correspondance (de Grothendieck) entre les deux : nous regroupons d'une part les d�e�nitions li�ees �a

leur aspect combinatoire et d'autre part celles concernant leur aspect alg�ebrique. Nous insistons sur les

nombreuses variantes et g�en�eralisations des dessins d'enfants.

Le troisi�eme chapitre expose la principale m�ethode pour le calcul explicite de la correspondance de

Grothendieck. Nous partons de la description combinatoire du dessin, nous d�e�nissons un syst�eme alg�e-

brique dont les solutions d�ecrivent les propri�et�es alg�ebriques et arithm�etiques du dessin. Nous exposons

quelques autres m�ethodes, appliqu�ees dans certains cas particuliers, puis nous d�etaillons les avantages

de la r�esolution num�erique du syst�eme par rapport �a des techniques plus alg�ebriques.

Le quatri�eme chapitre donne des exemples de calculs explicites de dessins. Il commence avec les

dessins les plus �el�ementaires, qui servent �a visualiser les plus simples de ces objets, puis il continue en

d�ecrivant une s�erie de calculs d'\arbres en Y", qui servent de pr�etexte �a une comparaison des techniques

de calcul. Nous montrons ensuite quelques dessins ayant un int�erêt particulier, et nous concluons avec

des calculs servant �a la r�esolution d'instances du probl�eme de Galois inverse.

Mots cl�es :

Syst�emes d'�equations alg�ebriques. R�eduction de r�eseau. Dessins d'enfants. Galois inverse.

Abstract

This document is divided in four chapters. The �rst chapter describes two methods for the resolution

of systems of algebraic equations. They make use of elementary algebra. We begin with the de�nitions,

stressing the problem of approximating algebraic numbers. The �rst method is the now classical Gr�obner

basis calculus. The other method computes an approximation of the solution and goes back to the (exact)

algebraic properties with the help of LLL reduction.

The second chapter gives an introduction to the "dessins d'enfants". We recall quickly some basic

de�nitions of group theory, geometry or graph theory. Then we give formal de�nitions of the "dessins",

stressing the \Grothendieck's correspondance" between combinatoric and algebraic properties. We list

the usual variants and generalisations of the dessins d'enfants.

The third chapter explains how we can build an algebraic system from the visual description of

a dessin. Its solutions describe the algebraic properties of the dessin. This system can be solved with

Gr�obner basis, but we prefer to compute successive approximations of dessins. With that technique, we

can take advantage of the geometric nature of the dessins.

The fourth chapter begins with the most simple of all dessins, as toy examples. Then we give a

conjecture and computations of the number of conjugates of some speci�c dessin called \Y-trees". These

computations show that the numeric approach for solving the systems is really competitive. We continue

with some nice examples, we conclude with computations of dessins that represent regular extensions of

Galois group some Mathieu group.


