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R�esum�e.

Nous �etudions des connections entre la logique et la programmation concurrente

par contraintes (cc) dans le paradigme programme = formule et calcul = recherche

de preuve qui est celui de la programmation logique, et nous montrons que la

logique intuitionniste et la logique lin�eaire permettent de caract�eriser certaines ob-

servations int�eressantes du comportement op�erationnel des programmes (stores,

succ�es), mais ne rendent pas bien compte des ph�enom�enes de synchronisation.

Cela nous am�ene �a introduire une version \mixte" de la logique lin�eaire,

combinant des connecteurs commutatifs et des connecteurs non-commutatifs.

Nous la pr�esentons par un calcul des s�equents classique (qui �etend d'une part la

logique lin�eaire commutative et d'autre part la logique lin�eaire non-commutative

cyclique) et par les �el�ements de base d'une th�eorie de la d�emonstration: une

s�emantique des phases et l'�elimination des coupures, des r�eseaux de preuves et

un crit�ere de s�equentialisation.

La logique lin�eaire mixte permet de caract�eriser des observations �nes: les

suspensions d'un agent cc.

Abstract.

We study connections between logic and concurrent constraint programming (cc)

in the formulas as programs and proof search as computation paradigm of logic

programming, and we show that intuitionnistic logic and linear logic enable the

characterization of some interesting observations on the computational behaviour

of programs (stores, successes), but fail to give a precise account of synchroniza-

tion phenomena.

This leads us to introduce a new \mixed" version of linear logic, which com-

bines both commutative and non-commutative connectives. This logic is pre-

sented in terms of a classical sequent calculus (which extends both commutative

linear logic and cyclic non-commutative linear logic) and the basic features of a

proof theory: a phase semantics and cut elimination, proof nets and a sequen-

tialization criterion.

Mixed linear logic enables the characterization of �ne observations: the sus-

pensions of a cc agent.
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Chapter 1

Introduction

Programmation concurrente par contraintes.

En programmation logique par contraintes

1

(PLC), le comportement op�erationnel

des programmes est �etroitement li�e �a la th�eorie de la preuve, �a travers le paradigme

programme = formule et calcul = recherche de preuve.

Le lien pr�ecis entre les programmes PLC et la logique est donn�e par des

th�eor�emes de correction et de compl�etude de la r�esolution [22, 33, 54, 14]: par

exemple, les \contraintes succ�es" d'un programme (aspect op�erationnel) sont ex-

actement les contraintes qui satisfont (en logique classique) la requête initiale.

De tels r�esultats facilitent l'�ecriture et la compr�ehension des programmes et

fournissent des outils puissants, tant th�eoriques que pratiques, d'analyse des pro-

grammes.

Le cadre de la programmation concurrente par contraintes (cc), introduit

par Vijay Saraswat [49], est une extension de la programmation logique par con-

traintes avec un m�ecanisme de synchronisation qui permet de voir les programmes

comme des agents concurrents.

Les langages cc peuvent être pr�esent�es dans le style des alg�ebres de processus

(CCS, �-calcul,. . . ) par un ensemble d'op�erateurs pour la composition parall�ele

k, le choix non-d�eterministe +, la localisation de variable 9, la synchronisation

!, et par un syst�eme de transitions entre agents. Toutefois l'op�erateur de syn-

chronisation donne naissance �a un m�ecanisme de suspension qui change la nature

des succ�es et fait perdre leur caract�erisation logique.

D�es lors il est naturel de chercher �a comprendre dans quelle mesure le paradigme

de la programmation logique peut être �etendu aux langages cc, et dans quelle

logique. Il s'agit donc d'interpr�eter les op�erateurs de composition d'agents comme

des connecteurs logiques et les r�egles de transitions comme des inf�erences de for-

mules.

1

Pour une introduction, voir par exemple [13], ainsi que [45, 27].
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4 Chapitre 1

Partant des premiers r�esultats obtenus par Patrick Lincoln et Vijay Saraswat

[31, 50], nous montrons dans cette th�ese que la logique intuitionniste et la logique

lin�eaire de Jean-Yves Girard [17] permettent de caract�eriser certaines obser-

vations int�eressantes du comportement op�erationnel des programmes (stores,

succ�es), mais ne rendent pas bien compte des ph�enom�enes de synchronisation.

Plus pr�ecis�ement, les suspensions d'un programme ne sont pas caract�erisables

dans ces logiques, un obstacle en logique lin�eaire �etant la r�egle A 
 (c ( B) `

c( (A
 B).

Il manque un connecteur \s�equentiel", c'est-�a-dire non-commmutatif.

Logique non-commutative.

Les versions existantes de la logique lin�eaire non-commutative ne fournissent pas

une solution imm�ediate: d'une part le connecteur pr�ec�ede < de Christian Retor�e

[44] satisfait la même propri�et�e que l'implication lin�eaire: A 
 (B < C) ` B <

(A
C), et d'autre part une logique purement non-commutative (comme le calcul

de Lambek [30], sa version classique due �a Michele Abrusci [1, 2], ou la logique

circulaire de Girard et Yetter [18, 58]) ne permettrait pas d'interpr�eter l'op�erateur

de composition parall�ele (qui est �evidemment commutatif).

Cette di�cult�e nous conduit �a introduire une nouvelle version \mixte" de la

logique lin�eaire, o�u cohabitent des connecteurs multiplicatifs commutatifs (
 et

P) et des connecteurs (multiplicatifs) non-commutatifs (� et �).

Cette logique mixte a des connecteurs additifs, des exponentiels et des quan-

ti�cateurs, mais la partie vraiment originale est �evidemment le fragment multi-

plicatif, qui �etend d'une part la LLM commutative (
 et P) et d'autre part la

LLM circulaire (� et �). Les connecteurs commutatifs et non-commutatifs ne

sont pas ind�ependants: A
 B ` A� B et duallement A� B ` A P B.

Partant de deux travaux ant�erieurs (une version intuitionniste multiplicative

de Philippe de Groote, et un calcul des s�equents pr�eliminaire classique avec des

modalit�es [11, 47]) nous d�e�nissons un calcul des s�equents classique o�u l'infor-

mation sur la mani�ere dont les formules doivent être combin�ees �a l'int�erieur d'un

s�equent (P ou �) est repr�esent�ee par un ordre s�erie-parall�ele, ce qui nous permet

d'adapter la s�emantique des phases intuitionniste de [11].

Ce calcul fait appâ�tre des r�egles structurelles r�eversibles explicites, et nous

montrons que dans la version correspondante avec les r�egles structurelles r�eversibles

implicites, les s�equents ne sont pas des ordres (s�erie-parall�eles) comme dans le

cas intuitionniste [11], mais des \ordres cycliques" portant sur des ensembles de

formules. Ces ordres cycliques sont des relations ternaires qui g�en�eralisent les

graphes orient�es cycliques: un ordre cyclique R sur un ensemble E est cyclique

(R(x; y; z) ) R(y; z; x)) R(z; x; y)), et a la propri�et�e que pour tout x dans E,

la relation binaire hR; xi d�e�nie sur E n fxg par hR; xi(y; z) ssi R(x; y; z) est un
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ordre, mais pas n�ecessairement total; R exprime donc une sorte d'\orientation"

sur E.

Cette structure d'ordre cyclique se retrouve dans les voyages le long des

r�eseaux de preuve (�a la mani�ere de [17]): nous d�e�nissons un crit�ere de cor-

rection bas�e sur l'id�ee, due �a Michele Abrusci, d'une troisi�eme position d'inter-

rupteur pour les liens pars non-commutatifs, et nous montrons un th�eor�eme de

s�equentialisation.

La version intuitionniste de cette logique lin�eaire mixte permet de rendre

compte �nement de la concurrence dans les langages cc: ainsi les suspensions

d'un agent cc peuvent être caract�eris�ees dans la logique.

Positionnement de la th�ese par rapport aux autres connections entre

programmation concurrente et logique lin�eaire.

Notre travail sur les cc se situe �evidemment dans la continuit�e des travaux visant,

dans d'autres paradigmes et avec d'autres approches, �a �etablir des connections

entre la logique lin�eaire et la programmation concurrente.

D'une part le caract�ere local de l'�elimination des coupures dans les r�eseaux de

preuve a inspir�e de nouveaux langages de programmation parall�ele: les r�eseaux

d'interaction d'Yves Lafont [28].

D'autre part le degr�e de �nesse des connecteurs lin�eaires permet de voir la

logique lin�eaire comme une logique des actions, et a sugg�er�e des correspondances

dans le paradigme de la programmation logique, avec des approches di��erentes de

la nôtre: ainsi des travaux d'Andreoli et Pareschi (qui soulignent que l'analogie

`calcul = recherche de preuve' pour la logique lin�eaire correspond �a un langage

r�eactif [3]), de Miller [37] (qui d�ecrit une connection entre la logique lin�eaire et une

version asynchrone, due �a Boudol [7], du �-calcul de Milner [38]) de Kobayashi

et Yonezawa [25, 26] et de Perrier [42].

On peut rattacher assez naturellement �a cette derni�ere famille les travaux de

Mart��-Oliet et Meseguer [34], et Engberg et Winskel [12] sur la logique lin�eaire

et les r�eseaux de Petri.
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Chapter 2

Pr�eliminaires: programmation

concurrente par contraintes

La programmation concurrente par contraintes (cc, Saraswat [49]) est un mod�ele

de programmation concurrente, o�u des agents (ou processus) communiquent par

l'interm�ediaire d'un store commun, c'est-�a-dire un ensemble de contraintes sur les

valeurs des variables en jeu, exprimant de l'information partielle sur les valeurs

possibles de ces variables.

Les contraintes sont des formules du premier ordre, le langage des contraintes

est suppos�e clos par conjonction et quanti�cation existentielle.

Dans un programme cc, les agents sont suppos�es id�ealement distribu�es (comme

des mol�ecules dans une solution chimique su�samment bien agit�ee), de sorte que

cela ait un sens de parler de parall�elisme du calcul.

Les op�erations �el�ementaires des agents sont:

� l'ajout d'une contrainte c dans le store (agent tell(c)),

� la suspension sur une certaine contrainte c: si A est un agent, l'agent

ask(c) ! A (ou plus simplement c ! A) attend, pour ex�ecuter A, que

le store contienne su�samment d'information pour impliquer c.

Une �etape �el�ementaire de calcul ne change pas la valeur des variables, mais

peut interdire certaines valeurs qui �etaient possibles auparavant (tell(c)), ra�nant

ainsi l'information partielle sur les variables libres.

C'est ce jeu de tell et ask qui conf�ere �a ce type de langages son caract�ere

concurrent: pour que l'ex�ecution de l'agent d ! A soit possible, il faut qu'il y

ait, via le store, communication avec d'autres agents pr�esents dans la \solution"

(par exemple un agent c tel que c implique d).

Notons que la communication est �a sens unique: seul d! A re�coit de l'infor-

mation, il n'y a pas vraiment d'�echange. Autrement dit, les agents �emetteurs (tell)

7



8 Chapitre 2

ne sont pas bloquants (il n'y a pas d'op�erateur explicite pour la s�equentialit�e).

De plus les agents peuvent rester inactifs. Ce sont deux caract�eristiques de la

communication asynchrone (voir par exemple [38, 7]).

store

ask

tell

tell(c) c! A

� � � A

1

� � � A

n

� � �

H�erit�es de la tradition des alg�ebres de processus, les langages cc peuvent être

pr�esent�es tr�es simplement par un ensemble d'op�erateurs pour la composition par-

all�ele k, le choix non-d�eterministe +, la localisation de variable 9, la suspension

!, et par un syst�eme de transitions exprimant la s�emantique op�erationnelle des

agents, dans le style SOS [51] ou dans le style de la machine chimique abstraite

CHAM [5].

La programmation concurrente par contraintes peut aussi être pr�esent�ee comme

une extension de la programmation logique par contraintes [22, 33] avec un m�ecanisme

de suspension c! A, et la s�emantique op�erationnelle de cc est la même que celle

de la programmation logique par contraintes, sauf pour c! A qui bloque jusqu'�a

ce que le store contienne assez d'information pour impliquer c, auquel cas c! A

devient A.

Notons que par rapport aux langages de programmation logique, ce m�ecanisme

r�epond naturellement au manque de structure de contrôle explicite, il est d'ailleurs

pr�esent, avec certaines restrictions, dans les premiers syst�emes de PLC tels que

CHIP [57, 21] et il est maintenant essentiel dans les applications de la program-

mation par contraintes �a la mod�elisation de syst�emes complexes et aux probl�emes

d'optimisation combinatoire [32].

Dans quelle mesure le paradigme de la programmation logique (programme

= formule, ex�ecution = preuve) peut être �etendu aux cc, et dans quelle logique,

tel est l'objet des chapitres 4 et 6.

2.1 Programmes cc monotones

2.1.1 Syntaxe

D�e�nition 2.1.1 (Syst�eme de contraintes intuitionniste) Un syst�eme de con-

traintes est un couple (C;


C

), o�u:
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� C est un ensemble de formules (les contraintes) construites �a partir d'un

ensemble V de variables, d'un ensemble � de symboles de fonctions et de

relations, et d'op�erateurs logiques: 1 (vrai), la conjonction ^ et le quanti�-

cateur existentiel 9;

� 
 est une partie de C � C.

Au lieu de (c; d) 2


C

, on �ecrira c 


C

d. 


C

repr�esente la \th�eorie" du syst�eme

de contraintes, et exprime les relations de d�eduction entre contraintes.

Dans ce qui suit, c; d; e : : : d�enotent des contraintes.

`

C

est la plus petite relation � C

?

� C contenant 


C

et close par les r�egles

suivantes (vl(A) d�enote l'ensemble des variables libres de A):

�; c ` c

�; c ` d � ` c

� ` d

` 1

� ` c

�; 1 ` c

�; d; d ` c

�; d ` c

� ` c

�; d ` c

� ` c[t=x]

� ` 9xc

�; c ` d

x 62 vl(�; d)

�;9xc ` d

� ` c

1

� ` c

2

� ` c

1

^ c

2

�; c

1

` c

�; c

1

^ c

2

` c

�; c

2

` c

�; c

1

^ c

2

` c

Ce sont les r�egles de la logique intuitionniste (LI) pour 1, ^ et 9.

Toutefois le cadre de la logique intuitionniste (plutôt que celui de la logique

classique) n'est pas essentiel, il est juste su�sant dans la mesure o�u les contraintes

ne contiennent que des conjonctions et des quanti�cations existentielles.

D�e�nition 2.1.2 (Agents) La syntaxe des agents cc est donn�ee par la gram-

maire suivante:

A ::= 1 j p(~x) j tell(c) j (A k A) j A+ A j 9xA j c! A

o�u 1 repr�esente l'inaction, k est l'op�erateur de composition parall�ele, + l'op�erateur

de choix non-d�eterministe, 9 l'op�erateur de localisation de variable et! l'op�erateur

de suspension. Les agents atomiques p(~x) : : : sont appel�es noms de processus ou

noms de proc�edure.

La r�ecursion est obtenue par des d�eclarations:

D�e�nition 2.1.3 (Dclarations) La syntaxe des d�eclarations est donn�ee par la

grammaire suivante:

D ::= � j p(~x) = A j D;D
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On fait l'hypoth�ese, tr�es naturelle, que dans une d�eclaration p(~x) = A, toutes

les variables libres de A ont une occurrence libre dans p, et que dans une relation

c

1

: : : c

n




C

c, toutes les variables libres de c ont une occurrence libre dans c

1

: : : c

n

.

Notons que c'est bien le sens qu'on donne aux clauses de Horn dans les langages

de programmation logique, par exemple: les variables qui sont libres dans le

corps mais pas dans la tête sont consid�er�ees (implicitement dans la syntaxe,

explicitement dans la s�emantique) comme quanti��ees existentiellement dans le

corps (car universellement dans la clause).

La s�emantique op�erationnelle que nous allons d�e�nir porte sur des con�gura-

tions o l'on distingue explicitement le store des agents:

D�e�nition 2.1.4 (Con�gurations) Une con�guration est un triplet (~x; c; �),

o ~x est un ensemble de variables, c est une contrainte, et � un multi-ensemble

d'agents.

Dans une con�guration (~x; c; �), ~x est l'ensemble des variables locales cr�e�ees

lors d'une ex�ecution et c est le store.

On note A (resp. B) l'ensemble des agents (resp. con�gurations).

La s�emantique op�erationnelle est d�e�nie par un syst�eme de transitions qui fait

abstraction de strat�egies d'�evaluation sp�eci�ques. Le syst�eme de transitions est

donn�e dans le style de la CHAM [5] (voir aussi [43]). Cette pr�esentation a l'avan-

tage de garder toujours explicites les quanti�cations de variables. On distingue

une relation de congruence (entre con�gurations) de la relation de transitions

(entre con�gurations) proprement dite:

D�e�nition 2.1.5 La relation de congruence structurelle � est la plus petite con-

gruence telle que:

Composition parall�ele

(~x; c;A k B;�) � (~x; c;A;B;�)

Inaction

(~x; c; 1;�) � (~x; c; �)

�-Conversion

y 62 vl(c;�)

(~x; c;9yA;�) � (~x; y; c;A;�)

Variables locales

y 62 vl(c;�)

(~x; c;9yA;�) � (~x; y; c;A;�)

y 62 vl(c;�)

(~x; y; c; �) � (~x; c; �)

La relation de transition �! est la plus petite relation transitive telle que:
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Tell

(~x; c; tell(d);�) �! (~x; c ^ d; �)

Ask

c `

C

d

(~x; c; d! A;�) �! (~x; c;A;�)

D�eclarations

(p(~y) = A) 2 P

(~x; c; p(~y);�) �! (~x; c;A;�)

�

(~x; c; �) � (~y; d;�)

(~x; c; �) �! (~y; d;�)

Non-d�eterminisme

(choix aveugle)

(~x; c;A +B;�) �! (~x; c;A;�)

(~x; c;A +B;�) �! (~x; c;B;�)

Comme d'habitude, la s�emantique op�erationnelle pr�ecise d�epend du choix des

observables. Nous allons consid�erer les stores, les succ�es et les suspensions:

D�e�nition 2.1.6 (Observables) Le store d'une con�guration (~x; c; �) est la

contrainte 9~xc. On dit que 9~xc est un store accessible partir de l'agent A s'il

existe un multi-ensemble de formules � tel que (;; 1;A) �! (~x; c; �).

Un succ�es pour un agent A est un contrainte c telle que (;; 1;A) �! (;; c; 1);

un succ�es est donc un store seul, sans agent actif, aucune transition n'est plus

possible.

Une suspension pour A est une con�guration (~x; c; d

1

! A

1

; : : : ; d

n

! A

n

)

telle que (;; 1;A) �! (~x; c; d

1

! A

1

; : : : ; d

n

! A

n

) et pour aucun i, c `

C

d

i

.

Remarques:

I Dans une con�guration (~x; c; �), � est un multi-ensemble. Donc la r�egle pour la

composition parall�ele implique la commutativit�e et l'associativit�e de l'op�erateur

k.

De mme, ~x �etant un ensemble de variables, on a par exemple (~x; c; 9y9zA) �

(~x; c; 9z9yA).

I Une propri�et�e de ce calcul est que l'ex�ecution est monotone: les informations

contenues dans le store ne sont pas consomm�ees par la r�egle de communication

(ask), autrement dit:

Proposition 2.1.7 (Monotonie [52]) { Si (~x; c; �) �! (~y; d; �) alors 9~yd `

C

9~xc.

{ Si (~x; c; �) �! (~y; d; �), alors pour tout multi-ensemble d'agents � et toute

contrainte e, (~x; c ^ e; �;�) �! (~y; d ^ e; �;�).
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Ces proprits permettent de donner �a cc une s�emantique d�enotationnelle, o�u les

agents sont vus comme des op�erateurs de clôture sur le semi-treillis des contraintes

[52, 23].

Des variantes non-monotones des cc, o�u les contraintes sont consommables,

ont �et�e introduites par Saraswat et Lincoln [50], puis �etudi�ees dans [6, 55]. Nous

prsenterons un tel calcul non-monotone en Section 2.2.

I La relation �! est r�e
exive (car � l'est et on utilise la r�egle de transition �):

cela re
�ete le caract�ere asynchrone du calcul: un agent peut rester silencieux,

indpendemment des autres.

I L'agent non-d�eterminisme A + B, peut se comporter comme A ou comme B.

L'op�erateur de choix non-d�eterminisme +, appel�e choix aveugle, est donc di��erent

du choix gard�e \one-step" d�e�ni par

A �! A

0

A+B �! A

0

et

B �! B

0

A+B �! B

0

.

Comme il est remarqu�e dans [23, 16], la di��erence entre le non-d�eterminisme

(ang�elique, avec backtracking) et l'ind�eterminisme (\committed-choice") vient

de la fa�con dont sont d�e�nies les observations, plutôt que de la mani�ere dont

les transitions sont d�e�nies, mais le non-d�eterminisme ang�elique fait en g�en�eral

r�ef�erence �a la r�egle pour le choix aveugle. Pour des raisons de simplicit�e nous

n'avons pas consid�er�e explicitement ici les deux formes de non-d�eterminisme.

Nous reviendrons bri�evement sur cette distinction et sur la s�emantique logique

de l'ind�eterminisme dans le Chapitre 6. Une �etude plus approfondie d�epasse le

cadre de cette th�ese.

I Les agents et d�eclarations ne contenant pas + sont dits d�eterministes. Cette

appellation est justi�e par la proposition suivante:

Proposition 2.1.8 (Con
uence [52]) Pour toute con�guration d�eterministe �

(en l'absence des rgles non-dterministes), si � �! �

1

et � �! �

2

, alors il existe

une con�guration d�eterministe �

0

telle que �

1

�! �

0

et �

2

�! �

0

.

I Les programmes cc sont param�etr�es par un syst�eme de contraintes, qu'en

g�en�eral nous ne mentionnerons pas explicitement dans le syst�eme de transitions,

ni même dans la relation de d�eduction entre contraintes, sauf si le contexte peut

prêter �a confusion.

2.1.2 Exemple

Dans le probl�eme classique des n reines (placement de n reines sans prise sur un

�echiquier n � n), la concurrence apparâ�t dans l'utilisation d'un test d'implica-

tion de contraintes, qui s'�ecrit naturellement avec l'op�erateur de suspension des

langages cc.
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Les contraintes que l'on consid�ere sont les formules de l'arithm�etique form�ees

avec ^ et 9, mais pour des questions de d�ecidabilit�e, on se limite �a des variables

prenant leurs valeurs dans des intervalles born�es.

reines(N,L) = 9Colonne

liste(N,Colonne) k

domain(Colonne,[1,N]) k

sure(Colonne) k

labeling(Colonne).

sure(M) = 9X 9L

M=[]

+

(M=[X|L] k

non attaque(X,L) k

sure(L)).

non attaque(X,L) =

non attaque(X,L,1).

non attaque(X,L,N) = 9Y 9L' 9N'

L=[]

+

(L=[Y|L'] k

tell(X6=Y) k

tell(X6=Y+N) k

tell(X6=Y-N) k

tell(N'=N+1) k

non attaque(X,L',N')).

La concurrence apparâ�t �a un autre niveau. En e�et il est int�eressant de

mod�eliser ce probl�eme de mani�ere redondante (une liste des positions des reines

par ligne et une liste des positions des reines par colonne): l'utilisation concur-

rente des deux mod�eles permet en e�et de d�etecter certains �echecs plus tôt, et

d'am�eliorer la stabilit�e et la robustesse des performances [24].

mm-reines(N,L) = 9Ligne 9Colonne

liste(N,Colonne) k

domain(Colonne,[1,N]) k

sure(Colonne) k
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liste(N,Ligne) k

domain(Ligne,[1,N]) k

sure(Ligne) k

liaison(Ligne,Colonne) k

append(Ligne,Colonne,L) k

labeling(L).

liaison(L,C) = liaison(L,1,C).

liaison(L,I,C) = 9X 9L' 9I'

L=[]

+

(L=[X|L'] k

equivalence(X,I,C,1) k

tell(I'=I+1) k

liaison(L',I',C)).

equivalence(X,I,C,J) = 9Y 9L 9J'

C=[]

+

(C=[Y|L] k

X=J ! tell(Y=I) k

X6=J ! tell(Y6=I) k

Y=I ! tell(X=J) k

Y6=I ! tell(X6=J) k

tell(J'=J+1) k

equivalence(X,I,L,J')).

2.2 Programmes cc non-monotones

Des variantes non-monotones des cc, o�u les contraintes sont consommables, ont

�et�e introduites par Saraswat et Lincoln [50], puis �etudi�ees dans [6, 55, 8].

Ces versions non-monotones sont naturellement plus proches des calculs de

processus comme CCS ou le �-calcul de Milner.

Dans cette section nous pr�esentons une version non-monotone, lcc, et nous

donnons une traduction des cc monotones dans lcc qui respecte le syst�eme de

transition, de sorte que lcc est un ra�nement de cc, et les caract�erisations

logiques que nous ferons du comportement op�erationnel de lcc vaudront aussi

pour cc.
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2.2.1 Syntaxe

Comme pour les cc monotones, nous d�e�nissons le syst�eme de contraintes, les

agents, les con�gurations et le syst�eme de transition.

D�e�nition 2.2.1 (Syst�eme de contraintes lin�eaire) Un syst�eme de contrain-

tes linaire est un couple (C;


C

), o�u:

� C est un ensemble de formules (les contraintes linaires) construites �a partir

d'un ensemble V de variables, d'un ensemble � de symboles de fonctions et

de relations, et d'op�erateurs logiques: 1, la conjonction multiplicative 
, le

quanti�cateur existentiel 9 et le connecteur exponentiel !;

� 


C

� C � C. 1 est l'�el�ement neutre de 
.

Au lieu de ((c; d) 2


C

, on �ecrira c 


C

d.

`

C

est la plus petite relation � C

?

� C contenant 


C

et close par les r�egles

suivantes (vl(A) d�enote l'ensemble des variables libres de A):

c ` c

�; c ` d � ` c

�;� ` d

` 1

� ` c

�; 1 ` c

�; c

1

; c

2

` c

�; c

1


 c

2

` c

� ` c

1

� ` c

2

�;� ` c

1


 c

2

� ` c[t=x]

� ` 9xc

�; c ` d

x 62 vl(�; d)

�;9xc ` d

�; c ` d

�; !c ` d

!� ` d

!� `!d

� ` d

�; !c ` d

�; !c; !c ` d

�; !c ` d

Ce sont les r�egles de la logique lin�eaire intuitionniste (LLI) pour 1, 
, 9 et !

(pour une introduction �a la logique lin�eaire, voir le Chapitre 3).

D�e�nition 2.2.2 (Agents) La syntaxe des agents lcc est la même que dans le

cas monotone:

A ::= 1 j p(~x) j tell(c) j (A k A) j A+ A j 9xA j c! A

La r�ecursion est obtenue par des d�eclarations:

D�e�nition 2.2.3 (Dclarations) La syntaxe des d�eclarations est donn�ee par la

grammaire suivante:

D ::= � j p(~x) = A j D;D

On fait encore l'hypoth�ese, tr�es naturelle, que dans une d�eclaration p(~x) = A,

toutes les variables libres de A ont une occurrence libre dans p, et que dans une

relation c

1

: : : c

n




C

c, toutes les variables libres de c ont une occurrence libre

dans c

1

: : : c

n

.
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D�e�nition 2.2.4 (Con�gurations) Une con�guration est un triplet (~x; c; �),

o ~x est un ensemble de variables, c est une contrainte, et � un multi-ensemble

d'agents.

Dans une con�guration (~x; c; �), ~x est l'ensemble des variables locales cr�e�ees

lors d'une ex�ecution et c est le store.

On note A (resp. B) l'ensemble des agents (resp. con�gurations).

D�e�nition 2.2.5 La relation de congruence structurelle � est la plus petite con-

gruence telle que:

Composition parall�ele

(~x; c;A k B;�) � (~x; c;A;B;�)

Inaction

(~x; c; 1;�) � (~x; c; �)

�-Conversion

z 62 vl(c;�)

(~x; y; c; �) � (~x; z; c[z=y]; �[z=y])

Variables locales

y 62 vl(c;�)

(~x; c;9yA;�) � (~x; y; c;A;�)

y 62 vl(c;�)

(~x; y; c; �) � (~x; c; �)

La relation de transition �! est la plus petite relation transitive telle que:

Tell

(~x; c; tell(d);�) �! (~x; c
 d; �)

Ask

c `

C

d
 e

(~x; c; e! A;�) �! (~x; d;A;�)

D�eclarations

(p(~y) = A) 2 P

(~x; c; p(~y);�) �! (~x; c;A;�)

�

(~x; c; �) � (~y; d;�)

(~x; c; �) �! (~y; d;�)

Non-d�eterminisme

(choix aveugle)

(~x; c;A +B;�) �! (~x; c;A;�)

(~x; c;A +B;�) �! (~x; c;B;�)
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D�e�nition 2.2.6 (Observables) Le stores et les succ�es sont d�nis comme dans

le cas monotone.

Du fait que les contraintes sont des formules lin�eaires, on doit modi�er l�eg�erement

la d�e�nition des suspensions: on dira qu'une suspension pour A est une con�gura-

tion (~x; c; d

1

! A

1

; : : : ; d

n

! A

n

) telle que (;; 1;A) �! (~x; c; d

1

! A

1

; : : : ; d

n

!

A

n

) et pour aucun i, c > d

i

, o�u la relation entre contraintes \c > d" est la plus

petite relation contenant `

C

et close par la r�egle 8e 2 C(c > d ) (c
 e) > d).

On dira qu'un agent A suspend avec le store c sur les contraintes d

1

; :::; d

n

,

s'il existe une suspension pour A de la forme (~x; c; d

1

! A

1

; : : : ; d

n

! A

n

).

Remarque:

I Les seules di�rences par rapport aux cc monotones sont donc le fait que les

contraintes sont des formules de logique linaire et la rgle de communication ask qui

consomme de l'information. Le calcul est donc intrinsquement non-dterministe,

mme en l'absence de l'op�erateur de choix +, puisque plusieurs contraintes peuvent

satisfaire la condition de la r�egle.

2.2.2 Traduction de cc dans lcc

Les langages lcc sont un ra�nement des cc habituels, et en e�et le caract�ere

monotone des cc peut être retrouv�e simplement en utilisant le connecteur expo-

nentiel ! de la logique lin�eaire, qui autorise la duplication d'hypoth�eses et permet

donc d'�eviter la consommation des contraintes lors d'une application de la r�egle

ask:

D�e�nition 2.2.7 Soit (C;


C

) un syst�eme de contraintes. On d�e�nit la traduc-

tion de (C;


C

), qui est un systme de contraintes lin�eaires (C;


C

)

�

de la mani�ere

suivante, en même temps que la traduction des agents cc en agents lcc:

c

�

=!c, si c est une contrainte atomique

(c ^ d)

�

= c

�


 d

�

(9xc)

�

= 9xc

�

tell(c)

�

= tell(c

�

) p(~x)

�

= p(~x)

(A k B)

�

= A

�

k B

�

(A +B)

�

= A

�

+B

�

(c! A)

�

= c

�

! A

�

(9xA)

�

= 9xA

�

La relation de d�eduction 


�

C

est d�e�nie par: c

�




�

C

d

�

ssi c 


C

d.

La relation `

C

�

est obtenue partir de 


C

�

par les rgles de la logique linaire

pour 1, !, 
 et 9.

La traduction d'une con�guration cc (~x; c; �) est la con�guration lcc (~x; c

�

; �

�

).

La relation de transition �!

�

est celle de lcc.
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Remarque:

I Nous avons choisi de limiter l'usage de ! aux seules contraintes: en e�et,

habituellement, l'op�erateur de r�eplication dans les calculs de processus (comme

dans le �-calcul [38], o�u il est not�e aussi !) n'a pas le même comportement que

le connecteur exponentiel: il permet la duplication (!A �! (!A k!A)) mais pas

l'e�acement (!A9 1).

Pour les contraintes, la traduction ci-dessus est une traduction bien connue

de la logique intuitionniste en logique lin�eaire [17, p.81], d'o�u:

Proposition 2.2.8 Soient c et d des contraintes: c`

C

d ssi c

�

`

C

�

d

�

.

Maintenant, on v�eri�e que les traductions de con�gurations ont bien le com-

portement monotone attendu:

Proposition 2.2.9 Soient (~x; c; �) et (~y; d; �) des con�gurations cc:

(i) (~x; c; �) � (~y; d; �) ssi (~x; c

�

; �

�

) �

�

(~y; d

�

; �

�

);

(ii) si (~x; c; �) �! (~y; d; �) alors (~x; c

�

; �

�

) �!

�

(~y; d

�

; �

�

);

(iii) si (~x; c

�

; �

�

) �!

�

(~y; d

�

; �

�

) alors (~x; c; �) �! (~y; e; �), avec e ` d.

Preuve. (i) est �evident.

Pour (ii), on procde par induction sur �!, le seul cas int�eressant �etant la

r�egle ask: on suppose

(~x; c; d! A;�) �! (~x; c;A;�);

utilisant la relation c `

C

d. On a donc c `

C

c ^ d, et donc d'apr�es la Proposi-

tion 2.2.8, c

�

`

C

�

(c ^ d)

�

= c

�


 d

�

. Par cons�equent

(~x; c

�

; d

�

! A

�

;�

�

) �!

�

(~x; c

�

;A

�

;�

�

);

cqfd.

Pour (iii), on procde par induction sur �!

�

. De nouveau le seul cas intressant

est la rgle ask: on suppose

(~x; c

�

; d

�

! A

�

;�

�

) �!

�

(~x; e

�

;A

�

;�

�

);

utilisant la relation c

�

`

C

�

d

�


e

�

= (d^e)

�

. Donc d'apr�es la Proposition 2.2.8,

c `

C

d ^ e `

C

d, d'o�u

(~x; c; d! A;�) �! (~x; c;A;�);

et c `

C

e, cqfd. �

Donc la traduction ci-dessus respecte l'observation des stores et des succ�es

d'une con�guration cc (cas (i) et (ii) de la Proposition 2.2.9).

Le cas (iii) nous conduira, dans le Chapitre 6, �a ra�ner cette traduction, pour

nous limiter �a caract�eriser une classe particuli�ere de suspensions (qui correspond

�a un certain choix de contraintes, naturel dans les langages de sp�eci�cation de

protocoles).
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2.2.3 Exemple

Un probl�eme classique d'expressivit�e des langages concurrents est celui du d̂�ner

des philosophes: n philosophes sont assis �a une table ronde pour manger, chaque

philosophe a une fourchette �a sa droite (donc aussi une �a sa gauche), et a besoin

de deux fourchettes pour manger (la version avec baguettes est peut-être plus

r�ealiste).

Comme le propose [6], ce probl�eme a une solution distribu�ee extrêmement

simple dans lcc.

Ici les contraintes consid�er�ees sont atomiques: soit fourchette

i

, soit mange

i

(1 � i � n), soit ticket.

philosophe

i

=

ticket ! fourchette

i

! fourchette

i+1 mod n

!

(tell(mange

i

) k

mange

i

!

(tell(fourchette

i

) k tell(fourchette

i+1 mod n

) k

tell(ticket) k philosophe

i

)).

init = tell(ticket) k � � � k tell(ticket)

| {z }

n�1 fois

k

tell(fourchette

1

) k � � � k tell(fourchette

n

) k

philosophe

1

k � � � k philosophe

n

.

Ce programme est sûr et vivace: deux philosophes cons�ecutifs ne peuvent pas

manger en même temps, et au moins un philosophe peut manger.

On verra dans le Chapitre 4 (Section 4.2.2) une preuve de sûret�e de ce pro-

gramme utilisant la s�emantique des phases de la logique lin�eaire.
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Chapter 3

Pr�eliminaires: logique lin�eaire

Ce chapitre est une courte introduction �a la logique lin�eaire.

La logique lin�eaire, introduite par Girard [17] (voir aussi [20]), est un ra�ne-

ment de la logique usuelle ayant le caract�ere constructif de la logique intuitionniste

(normalisation forte de l'�elimination des coupures) et la sym�etrie de la logique

classique (n�egation involutive).

En logique classique ou intuitionniste, les v�erit�es sont d�e�nitives: si vous avez

A et A) B alors vous pouvez d�eduire B, mais vous avez toujours A.

En logique lin�eaire, les formules ne sont pas syst�ematiquement r�eutilisables:

si on note ( l'implication lin�eaire, alors de A et A ( B vous pouvez d�eduire

B, mais vous n'avez plus A. Autrement dit le processus de d�eduction \consom-

me" des hypoth�eses, comme des mol�ecules sont consomm�ees dans une r�eaction

chimique.

En termes logiques, les r�egles de d�eduction responsables, en logique classique

ou intuitionniste, de la pernnit�e des hypoth�eses sont les r�egles (dites structurelles)

d'a�aiblissement et de contraction:

� ` �

�; A ` �

� ` �

� ` A;�

�; A;A ` �

�; A ` �

� ` A;A;�

� ` A;�

qui permettent respectivement l'e�acement et la duplication d'hypoth�eses (�a

gauche) et de conclusions (�a droite).

En logique lin�eaire, ces r�egles ne sont plus syst�ematiquement applicables.

Cette nouveaut�e am�ene naturellement �a faire la distinction entre deux types de

connecteurs binaires:

� les multiplicatifs: conjonction 
 (tenseur) et disjonction P (par),

21
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� les additifs: conjonction & (avec) et disjonction � (plus).

Les deux conjonctions correspondent �a deux mani�eres de dire \et": une

r�eaction chimique 2H

2

+ O

2

�! H

2

O, consomme deux H

2

\et" un O

2

, et il

n'y a pas de r�eaction 2H

2

+ O

2

�! O

2

par exemple, qui \oublierait" les H

2

. . . ,

et de même en logique lin�eaire, de A
B on ne peut pas d�eduire A; quant au &,

il exprime la possibilit�e de deux actions, ainsi de A&B on peut d�eduire A \et"

on peut d�eduire B, mais il faut choisir.

Le pouvoir expressif de la logique usuelle est retrouv�e avec des nouveaux

connecteurs unaires:

� les exponentiels: ! (bien sûr) et son dual ? (pourquoi pas),

qui font le \pont" entre les multiplicatifs et les additifs via les isomorphismes

!A
!B

�

=

!(A&B) et ?A P?B

�

=

?(A�B).

3.1 S�equents

Les formules sont construites �a partir de litt�eraux p; q; : : : p

?

; q

?

; : : : et des con-

stantes 1;?;>; 0 avec les connecteurs 
;P;&;� (binaires), !; ? (unaires) et les

quanti�cateurs 8 et 9. La n�egation est d�e�nie par:

(p)

?

= p

?

(p

?

)

?

= p

1

?

= ? ?

?

= 1

>

?

= 0 0

?

= >

et des r�egles de De Morgan qui expriment la dualit�e entre 
 et P, & et �, !

et ?, 8 et 9.

La n�egation est donc une involution.

L'implication est un connecteur d�e�ni:

A( B = A

?

P B

D�e�nition 3.1.1 Un s�equent est un jugement de la forme ` �, o�u � est un

multi-ensemble de formules.

Notation:

I Les symboles �;� : : : d�esigneront des multi-ensembles de formules.

Le calcul des s�equents est donn�e par les r�egles suivantes (les permutations de

formules sont donc implicites):

Axiome / Coupure
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` A

?

; A

` �; A ` A

?

;�

` �;�

Multiplicatifs

` 1

` �

` �;?

` �; A ` B;�

` �; A
B;�

` �; A;B

` �; A P B

Additifs

` �;>

(pas de r�egle pour 0)

` �; A ` �; B

` �; A&B

` �; A

` �; A�B

` �; B

` �; A�B

Exponentiels

`?�; A

promotion

`?�; !A

` �

a�aiblissement

` �; ?A

` �; A

d�er�eliction

` �; ?A

` �; ?A; ?A

contraction

` �; ?A

Quanti�cateurs

` �; A

x 62 vl(�)

` �;8xA

` �; A[t=x]

` �;9xA

Un s�equent ` A

1

; : : : ; A

n

s'interpr�ete comme la formule A

1

P � � � P A

n

. Pour

tout i 2 f1 : : : ng on peut la lire A

?

1


 � � �A

?

i�1


 A

?

i+1

� � � 
 A

?

n

implique A

i

.

Les exponentiels permettent de retrouver l'expressivit�e de la logique classique,

c'est-�a-dire qu'il existe des traductions de la logique classique en logique lin�eaire,

correctes et compl�etes pour la prouvabilit�e. (Mais l'int�eret des ces traductions

est surtout qu'elles o�rent une analyse �ne de l'�elimination des coupures dans le

calcul des s�equents classique, qui, comme on le sait, ne con
ue pas et ne termine

pas en g�en�eral. Voir [19, 10]).
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3.2 S�emantique

La logique lin�eaire a deux s�emantiques:

1. une s�emantique de la prouvabilit�e: la s�emantique des phases,

2. une s�emantique des preuves: la s�emantique coh�erente, qui est un ra�nement

des s�emantiques de Scott pour la logique intuitionniste.

Nous nous limitons �a une rapide pr�esentation de la s�emantique des phases,

que nous adapterons �a la logique mixte dans le Chapitre 5.

D�e�nition 3.2.1 (Espace de phases) Un espace de phases consiste en la donn�ee:

{ d'un mono��de (P; �; 1), dont les �el�ements sont appel�es phases,

{ d'une partie ?

P

de P , dont les �el�ements sont appel�es les antiphases.

Un espace de phases enrichi consiste en un espace de phases P et un sous-

mono��de K de J(P ) = fx 2 1; x 2 fx ? xg

??

g.

On notera aussi P l'espace de phase (enrichi).

D�e�nition 3.2.2 Si G est une partie de P , son dual est d�e�ni par:

G

?

= fp 2 P j 8q 2 G; p ? q 2 ?

P

g

Si G et H sont des parties de P , on d�e�nit:

G ? H = fp ? q j p 2 G; q 2 Hg:

D�e�nition 3.2.3 (Fait) Un fait est une partie A de P telle que A

??

= A. A

est valide quand 1 2 A.

D�e�nition 3.2.4 D�e�nissons les op�erations suivantes pour des faits A;B:

{ A
 B = (A ? B)

??

,

{ A P B = (B

?

? A

?

)

?

,

{ A&B = A \ B,

{ A� B = (A [ B)

??

,

{ ?A = (A

?

\K)

?

,

{ !A = (A \K)

??

.

D�e�nition 3.2.5 (Structure de phase, Validit�e) Une structure de phase

(P; S) est la donn�ee d'un espace de phases enrichi P et d'une valuation qui associe

un fait S(p) �a tout symbole de proposition p.

Etant donn�ee une structure de phase, on d�e�nit inductivement l'interpr�etation

S(A) d'une formule A de mani�ere �evidente. L'interpr�etation d'un s�equent � est

d�e�nie par induction: S(()) = ? et S(�;�) = S(�) P S(�).

Soit A une formule: A est dite valide dans S quand 1 2 S(A). A est une

tautologie si elle est valide dans toute structure de phase. Un s�equent ` � est

valide si 1 2 S(�) pour toute structure de phase S.
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Th�eor�eme 3.2.6 (Correction et Compl�etude [17]) Un s�equent est prouvable

dans le calcul des s�equents ssi il est valide.

Il existe une version intuitionniste de la logique lin�eaire, la s�emantique des

phases est modi��ee en rempla�cant l'ensemble ? des antiphases par la donn�ee

pure et simple d'un ensemble F de parties de P , les faits, tel que:

{ P 2 F ,

{ F est clos par intersection arbitraire,

{ 8a 2 P; 8A 2 F ; a( A = fx 2 P j a ? x 2 Ag est un fait,

le reste �etant identique au cas classique. La double negation est remplac�ee

par l'op�eration de clôture.

On a alors aussi des th�eor�emes de correction et compl�etude.

3.3 R�eseaux

Voici une br�eve pr�esentation d'une autre syntaxe pour les preuves en logique

lin�eaire: les r�eseaux de preuve [17], qui sont une des grandes nouveaut�es de la

logique lin�eaire.

Les r�eseaux de preuve sont la syntaxe naturelle des preuves dans le fragment

multiplicatif de la logique lin�eaire.

D�e�nition 3.3.1 Une structure de preuve est un graphe construit �a partir de

(petits) sous-graphes appel�es liens pour lesquels on distingue des sommets pr�emisses

et des sommets conclusions; les sommets sont �etiqu�es par des formules; et les liens

sont:

A

A

?

A

A

?

coupureaxiome

ABA B

A
B A P B

par

tenseur
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On demande en outre que toute occurrence de formule soit conclusion d'ex-

actement un lien, et pr�emisse d'au plus un lien.

Une formule qui n'est pr�emisse d'aucun lien est dite terminale, on dira aussi

qu'elle est conclusion de la structure.

Exemples:

B

?

B

A

?

A

B P AA

?

P B

?

A

?

B

?

ABC

A

?

P C

?
B 
 A

(B

?


 C) P (B 
 A)

B

?


 C

C

?

A

?

A

A

?

P A

D�e�nition 3.3.2 A une preuve � (de conclusion ` A

1

; : : : ; A

n

) en calcul des

s�equents multiplicatif, on associe une structure de preuve �

�

(ayant pour conclu-

sions A

1

; : : : ; A

n

) de mani�ere �evidente.

Deux preuves d'un même s�equent ne di��erant que par l'ordre des r�egles seront

traduites en la même structure de preuve. Donc la traduction quotiente le calcul

des s�equents par les commutations de r�egles.

Maintenant parmi toutes les structures de preuve, certaines ne sont pas la

traduction d'une preuve en calcul des s�equents, comme le deuxi�eme exemple ci-

dessus. On d�e�nit donc un crit�ere de correction qui assure qu'une structure de

preuve donn�ee est bien la traduction d'une preuve en calcul des s�equents.

D�e�nition 3.3.3 Les positions d'interrupteurs associ�ees aux liens sont:
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G

D

par par tenseur

tenseur

D G

Pour faire un voyage, on �xe une position d'interrupteur pour chaque lien de

la structure de preuve, on part d'une formule et on parcourt le graphe comme

prescrit par les positions d'interrupteurs. Un voyage est dit court si on revient

au point de d�epart avant d'avoir parcouru toutes les ar�etes dans les deux sens (ou

de mani�ere �equivalente: \avant d'avoir parcouru toute formule A dans les deux

sens, A

^

et A

_

"). Il est dit long sinon.

D�e�nition 3.3.4 On dit qu'une structure de preuve � est un r�eseau de preuve

lorsque tous les voyages sont longs. On dit alors aussi: un r�eseau correct.

Th�eor�eme 3.3.5 (S�equentialisation, [17]) Une structure de preuve � est un

r�eseau de preuve ssi elle est la traduction d'une preuve en calcul des s�equents.

3.4 Elimination des coupures

On d�e�nit localement l'�elimination des coupures dans les structures de preuves:

BA

A
BB

?

PA

?

A

?

B

?

B

?

A

?

A B

Th�eor�eme 3.4.1 (Normalisation forte et con
uence, [17]) L'�elimination

des coupures pr�eserve le fait d'être un r�eseau de preuve et a les propri�et�es de

normalisation forte et de con
uence.
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Pour traiter dans le cadre des structures de preuve tous les connecteurs de

la logique lin�eaire (pas seulement les multiplicatifs), on �etend la notion de struc-

ture de preuve �a celle de structure de preuve avec bô�tes, et les r�esultats de

s�equentialisation et normalisation forte s'adaptent au cadre g�en�eral [17].



Chapter 4

Observation des stores et des

succ�es

Du point de vue de la programmation logique, les aspects op�erationnels de la

programmation concurrente par contraintes devraient être li�es �etroitement �a la

th�eorie de la preuve, �a travers le paradigme calcul = recherche de preuve. Ce

paradigme, d'abord introduit pour les clauses de Horn, a �et�e �el�egamment appliqu�e

�a la programmation logique par contraintes (avec ou sans n�egation par d�efaut,

ou n�egation constructive), o�u la nature logique du syst�eme de contraintes s'�etend

aux buts et aux d�eclarations de programmes, et �etablit des connections fortes

entre la s�emantique op�erationnelle et la d�eduction logique (voir [22, 33, 54, 14]).

De telles connections facilitent l'�ecriture et la compr�ehension des programmes et

fournissent des outils pour raisonner sur leur comportement op�erationnel.

Maher [33] a �et�e le premier �a sugg�erer la possibilit�e d'une interpr�etation

logique du m�ecanisme de synchronisation.

Dans [31] Lincoln et Saraswat donnent une connection int�eressante entre l'ob-

servation des stores cc et la logique intuitionniste (LI). L'id�ee est d'exprimer les

agents et les observations par des formules et de lire un s�equent A ` B comme

\l'agent A satisfait le test B". Le r�esultat principal est que pour toute contrainte

c et toute formule A associ�ee �a un agent, A `

IL

c ssi c est un store accessible �a

partir de A.

L'observation des stores est importante, dans la mesure o�u ils repr�esentent l'in-

formation v�ehicul�ee par les agents, qui est globalement accessible, et constituent

la partie monotone du calcul.

Dans ce chapitre (bas�e sur [46]), nous nous int�eressons aux observations car-

act�erisables dans les logiques intuitionniste et lin�eaire, et nous montrons par des

contre-exemples les obstacles �a des caract�erisations d'observations plus �nes.

Dans le premier paragraphe nous montrons que si l'observation des stores est

caract�erisable en logique intuitionniste, en revanche ni les succ�es, ni les suspen-

sions ne peuvent être caract�eris�es en logique intuitionniste, en raison de la r�egle

29
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d'a�aiblissement (�a gauche). Dans le paragraphe suivant nous montrons que l'ob-

servation des succ�es peut être caract�eris�ee en logique lin�eaire, mais pas celle des

suspensions.

4.1 Observations caract�erisables en logique in-

tuitionniste

4.1.1 L'observation des stores

Fixons un syst�eme de contraintes (C;


C

) et un ensemble de d�eclarations D.

D�e�nition 4.1.1 On traduit les agents cc d�eterministes en formules intuition-

nistes de la mani�ere suivante:

c

y

= c, si c est une constrainte tell(c)

y

= c

p(~x)

y

= p(~x) (9xA)

y

= 9xA

y

(c! A)

y

= c) A

y

(A k B)

y

= A

y

^B

y

Si � est le multi-ensemble d'agents (A

1

: : : A

n

), on d�e�nit �

y

= A

y

1

^ � � � ^A

y

n

.

La traduction (~x; c; �)

y

) d'une con�guration (~x; c; �) est la formule 9~x(c^�

y

).

On note LI(C,D) le syst�eme de d�eduction obtenu en ajoutant �a LI:

� l'axiome non-logique c ` d pour tout c 


C

d dans 


C

,

� l'axiome non-logique p(~x) ` A

y

pour toute d�eclaration p(~x) = A dans D.

a` d�enote l'�equivalence logique.

Th�eor�eme 4.1.2 (Correction) Soient (~x; c; �) et (~y; d; �) des con�gurations

cc d�eterministes.

Si (~x; c; �) � (~y; d; �) alors (~x; c; �)

y

a`

LI(C;D)

(~y; d; �)

y

.

Si (~x; c; �) �! (~y; d; �) alors (~x; c; �)

y

`

LI(C;D)

(~y; d; �)

y

.

Preuve. Par induction sur � et �!.

{ Pour la composition parall�ele et la �-conversion, c'est imm�ediat.

{ Pour l'inaction, on a A

y

^ 1 a` A

y

.

{ Pour les variables locales, on a 9x(A^B) a` A^9xB et 9xA a` A d�es que

x 62 vl(A).

{ Pour Tell, � et les d�eclarations, c'est imm�ediat.

{ Pour Ask, on a bien c ^ (d) A) ` c ^ A si c 


C

d, cqfd. �

La r�eciproque est vraie pour l'observation des stores.
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Notation:

I Soient � = (~x; c; �) une con�guration cc d�eterministe, et � une contrainte ou

un nom de proc�edure. On �ecrit �

�

�! � pour signi�er:

� si � est une contrainte: \il existe une con�guration (~y; d; �), telle que d `

C

�

et � �! (~y; d; �)",

� si � est un nom de proc�edure: \il existe une con�guration (~y; d;�;�), telle

que vl(�) \ ~y = ; et � �! (~y; d;�;�)".

Lemme 4.1.3 Soient � et � deux con�gurations cc d�eterministes telle que �

y

=

�

y

, et � une contrainte ou un nom de proc�edure. On a �

�

�! � ssi �

�

�! �.

Preuve. On montre par induction sur la formule �

y

= �

y

que �

�

�! � ssi

�

�

�! �.

{ Si �

y

= �

y

est atomique, c'est clair.

{ Si �

y

= �

y

= c) A

y

, avec c une contrainte et A un agent, alors � et � sont

n�ecessairement toutes les deux �egales �a (;; 1; c! A).

{ Si �

y

= �

y

= 9xA

y

, alors les deux seules possibilit�es pour � et � sont

(x; ~y; c; �) et (;; 1; 9x9~y(tell(c) k �)), et ces deux con�gurations sont structurelle-

ment congruentes, donc dans tous les cas �

�

�! � ssi �

�

�! �.

{ Si �

y

= �

y

= A

y

^B

y

, alors les quatre possibilit�es pour � et � sont: (;; 1; �;�)

(avec �

y

= A

y

et �

y

= B

y

), (;; 1;A k B), (;; c;B) (si A

y

= c, une contrainte,

c'est-�a-dire A = c ou A = tell(c)) et (;; c ^ d; 1) (si A

y

= c et B

y

= d, des

contraintes). L'induction sert uniquement dans le premier cas, et le r�esultat est

�evident. �

Th�eor�eme 4.1.4 Soient � = (~x; c; �) une con�guration cc d�eterministe, et �

une contrainte ou un nom de proc�edure.

Si �

y

`

LI(C;D)

�, alors �

�

�! �.

Preuve. On prouve le r�esultat pour des multi-ensembles d'agents. On montre

que si A

1

y

; : : : ; A

n

y

`

LI(C;D)

�, o�u les A

i

sont des agents et � est soit une contrainte

soit un nom de proc�edure, alors (;; 1;A

1

; : : : ; A

n

)

�

�! �.

Cela permet bien de conclure: soient en e�et (~x; c; �) une con�guration cc

d�eterministe, et � une contrainte ou un nom de proc�edure. On note que (~x; c; �)

y

=

9~x(tell(c) k �)

y

. Donc si (~x; c; �)

y

`

LI(C;D)

�, alors (~x; 1; tell(c);�)) �

(;; 1; 9~x(tell(c) k �))

�

�! �. Mais (~x; 1; tell(c);�))

y

= (~x; c; �))

y

. Donc d'apr�es le

Lemme 4.1.3, (~x; c; �))

�

�! �, cqfd.

Proc�edons par induction sur une preuve �, en calcul des s�equents, de A

1

y

; : : : ;

A

n

y

`

LI(C;D)

�, o�u les A

i

sont des agents et � est soit une contrainte soit un nom

de proc�edure.
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Remarquons tout d'abord que cette induction a un sens. En e�et, on peut

supposer que les coupures portent uniquement sur des axiomes non-logiques, donc

qu'elles sont de l'une des formes suivantes:

� ` p p ` �

� ` �

� ` e e ` f

� ` f

p `  �;  ` �

�; p ` �

e ` f �; f ` �

�; e ` �

Donc, quand on remonte dans une telle preuve, la formule �a droite du s�equent

reste soit une sous-formule d'une contrainte, donc elle-même une contrainte, soit

un nom de proc�edure. D'autre part les formules �a gauche restent des sous-

formules de traductions d'agents ou des contraintes ou des noms de proc�edure,

donc �nalement des agents. (Remarquons ici que dans l'hypoth�ese d'induction,

on a besoin du r�esultat non seulement pour les contraintes, mais aussi pour les

noms de proc�edure.)

Chaque r�egle logique simule une r�egle de transition cc.

{ � est un axiome: on utilise la r�e
exivit�e de �! dans le cas d'un axiome

logique, la r�egle d�eclarations pour un axiome p ` q; le cas d'un axiome d `

C

e est

trivial.

{ � se termine par une coupure: les cas possibles sont �enum�er�es ci-dessus.

Consid�erons par exemple:

�

y

` p p ` �

�

y

` �

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1; �)

�

�! p, c'est-�a-dire qu'il existe une con-

�guration (~y; d; p;�) telle que vl(p) \ ~y = ; et (;; 1; �) �! (~y; d; p;�). Donc

(;; 1; �) �! (~y; d;�;�), avec vl(�) \ ~y = ; puisque vl(�) � vl(p). Si �

y

= � est

un nom de proc�edure, c'est termin�e. Si �

y

est une contrainte c, alors � = tell(c)

et on a (;; 1; �) �! (~y; d ^ c; �), cqfd.

Les autres cas sont similaires.

{ � se termine par une introduction �a gauche de 1: imm�ediat par la r�egle

inaction.

{ � se termine par un a�aiblissement:

�

y

` �

�

y

; A

y

` �

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1; �)

�

�! �, et donc (;; 1;A;�)

�

�! � grâce �a

la monotonie de �! (Proposition 2.1.7).

{ � se termine par une contraction:
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�

y

; A

y

; A

y

` �

�

y

; A

y

` �

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1;A;A;�)

�

�! �. Dans cette suite de transi-

tions, certaines �etapes activent l'une ou l'autre occurence de A, d'autres activent

un sous-agent de �. Le point important est que pour l'agent d�eterministe A, la

suite des transitions dans lesquelles il peut être actif (autrement dit la suite des

actions qu'il peut e�ectuer) est d�etermin�ee (pas de +). Donc on peut supposer

que dans l'ex�ecution ci-dessus, �a chaque fois qu'on active un sous-agent d'une oc-

currence de A, on e�ectue juste apr�es la même transition avec l'autre occurrence,

c'est bien sûr possible grâce �a la monotonie du store (Proposition 2.1.8). Main-

tenant partant de la con�guration (;; 1;A;�), on simule l'ex�ecution ci-dessus,

en appliquant les mêmes transitions aux sous-agents de � et en \contractant"

les paires de transitions pour les sous-agents de A: on n'applique la r�egle qu'�a

une des deux copies, toujours la même. On obtient bien alors une ex�ecution

(;; 1;A;�)

�

�! �.

{ � se termine par:

�

y

; A

y

; B

y

` �

�

y

; A

y

^B

y

` �

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1;A;B;�)

�

�! �. SiA

y

etB

y

sont des contrain-

tes, il y a a priori une ambigu��t�e sur l'agent C dont la traduction est A

y

^ B

y

:

il peut s'agir de tell(A ^ B) ou de tell(A) k tell(B)). Mais comme les deux

con�gurations ont la même traduction que (;; 1;A;B;�), d'apr�es le Lemme 4.1.3,

(;; 1;C;�)

�

�! �.

{ � se termine par:

�

y

` � �

y

`  

�

y

;�

y

` � ^  

D�ej�a � ^  n'est pas atomique, donc � et  sont des contraintes. Le r�esultat

est imm�ediat: partant de la con�guration (;; 1; �;�), on met bout �a bout les

deux ex�ecutions (;; 1; �)

�

�! � et (;; 1;�)

�

�!  .

{ � se termine par une introduction �a droite de 9 (cas o�u � est une contrainte):

imm�ediat.

{ � se termine par:

�

y

; A

y

` �

x 62 vl(�; �)

�

y

;9xA

y

` �
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Par hypoth�ese d'induction, (;; 1;A;�)

�

�! �. Comme x 62 vl(�), on a

(;; 1; 9xA;�) � (x; 1;A;�), mais de plus x 62 vl(�), donc par le Lemme 4.1.3,

(;; 1; 9xA;�)

�

�! �, cqfd.

{ � se termine par:

�

y

; A

y

` � �

y

` c

�

y

;�

y

; c) A

y

` �

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1;�)

�

�! c, c'est-�a-dire qu'il existe une con-

�guration (~y; d; �), telle que d `

C

c et (;; 1;�) �! (~y; d; �). Donc (;; 1; c !

A;�) �! (~y; d; c! A;�) �! (~y; d;A;�). Par cons�equent, (;; 1; c! A;�;�) �!

(~y; d;A;�;�). De plus par hypoth�ese d'induction, (;; 1;A;�)

�

�! �, d'o�u (;; 1; c!

A;�;�)

�

�! �. �

Corollaire 4.1.5 (Observation des stores) Soient A un agent cc d�eterministe

et c une contrainte.

Si A

y

`

LI(C;D)

c, alors il existe un store d accessible �a partir de A et tel que

d `

C

c.

Preuve. Evident en appliquant le Th�eor�eme pr�ec�edent, c'est juste la d�e�nition

d'un store accessible. �

Remarque:

I La caract�erisation des stores pour des con�gurations non-d�eterministes n'est

pas �evidente dans le cadre de la logique intuitionniste: en e�et d'une part l'id�ee

simple de traduire l'op�erateur de choix + par la disjonction _ suppose de modi�er

sensiblement la s�emantique op�erationnelle du + (d�ej�a pour la correction, car

A _ B 6` A), et d'autre part l'id�ee de traduire + par la conjonction pr�eserve la

correction, mais pas la caract�erisation des stores car, par exemple, le store c ^ d

n'est pas accessible �a partir de la con�guration (;; 1; tell(c) + tell(d)).

C'est une des di�cult�es qui incitent �a interpr�eter les con�gurations cc par des

formules dans une logique plus �ne: la logique lin�eaire de Girard [17].

4.1.2 Succ�es et suspensions?

Si l'observation des stores est importante, elle ne repr�esente qu'un aspect du

comportement op�erationnel des programmes cc.

Ainsi les trois programmes

p(x) = x � 1

p(x) = x � 1 k p(x)
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p(x) = x � 1 k (false! A)

d�e�nissent les mêmes stores (x � 1), donc ils sont �equivalents vis-�a-vis de

l'observation des stores, alors que le premier termine sur un succ�es, le second

boucle et le troisi�eme suspend.

Notons d'abord que par rapport �a la caract�erisation des succ�es en programma-

tion logique par contraintes, le sens de l'implication est invers�e dans le th�eor�eme

ci-dessus (on aurait pu s'attendre �a quelque chose comme: \Si (~x; c; �)

y

`

LI(C;D)

c

alors c est un store accessible �a partir de A"). C'est essentiellement dû �a la

pr�esence de l'implication (via l'op�erateur de suspension !), qui contient une

forme de n�egation et \renverse" le sens de la d�eduction.

En fait la correspondance ! � ` est essentielle. Ainsi on pourrait imaginer

caract�eriser les succ�es ou les suspensions en gardant le sens usuel (! � a), ou

en consid�erant l'�equivalence logique (! � a`), mais comme le montrent les

contre-exemples suivants, ni les succ�es ni les suspensions ne sont caract�erisables

en logique intuitionniste:

� a: En g�en�eral il est faux que A a B (o�u B est un succ�es ou une suspension)

implique (;; 1;A) �! (;; 1;B). Par exemple c ! d a d mais c ! d peut

suspendre, et n'avoir donc aucun succ�es. Par ailleurs d a d ^ (c! d) et si

d n'implique pas c, d k (c! d) est une suspension, alors que la constrainte

c n'est pas une suspension.

� `: On a des probl�emes similaires avec `. d ^ (c ) A) ` d alors que d k

(c! A) suspend d�es qu'on n'a pas d ` c. Par ailleurs d^ (d) e) ` d) e,

mais d k (d! e) a un succ�es (d ^ e) et ne suspend pas.

� a`: De même avec l'�equivalence a`. Supposons que d n'implique pas c, et

consid�erons l'�equivalence suivante: d ^ (c ) d) a` d. On ne peut rien en

conclure quant au comportement op�erationnel des agents d et d k (c! d).

L'obstacle est la r�egle structurelle d'a�aiblissement (�a gauche):

� ` B

�; A ` B

La logique lin�eaire de Girard [17] est un ra�nement des r�egles de contraction

et d'a�aiblissement de la logique usuelle. C'est donc en logique lin�eaire qu'il sem-

ble naturel d'interpr�eter les programmes cc. C'est l'objet de la Section suivante.
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4.2 Observations caract�erisables en logique lin�eaire

Nous avons vu dans le paragraphe pr�ec�edent que les stores accessibles �a partir

d'un agent cc A sont caract�erisables en logique intuitionniste, mais ni les succ�es,

ni les suspensions, �a cause de la r�egle d'a�aiblissement. C'est donc en logique

lin�eaire qu'il semble naturel d'interpr�eter les programmes cc. Dans le même

temps, il est naturel de passer �a une version non-monotone des cc: lcc (voir

Section 2.2).

Nous reprenons donc la version de programmation concurrente par contraintes

non-monotone lcc pr�esent�ee en Section 2.2, pour laquelle nous montrons que les

succ�es peuvent être caract�eris�es dans le fragment multiplicatif-additif de la logique

lin�eaire intuitionniste (ILL). D'autre part, la traduction des cc monotones dans

lcc assure que le r�esultat sur l'observation des succ�es est valable �egalement pour

cc.

En�n, nous montrons par des contre-exemples qu'en revanche les suspensions

ne peuvent pas être caract�eris�ees dans ILL.

4.2.1 L'observation des succ�es

Fixons un syst�eme de contraintes lin�eaires (C;


C

) et un ensemble de d�eclarations

D.

D�e�nition 4.2.1 On traduit les agents lcc (non n�ecessairement d�eterministes)

en formules de la mani�ere suivante:

c

z

= c, si c est une contrainte

tell(c)

z

= c p(~x)

z

= p(~x)

(c! A)

z

= c( A

z

(A k B)

z

= A

z


B

z

(A+B)

z

= A

z

&B

z

(9xA)

z

= 9xA

z

Si � est le multi-ensemble d'agents (A

1

: : : A

n

), on d�e�nit �

z

= A

z

1


� � �
A

z

n

.

La traduction (~x; c; �)

z

) d'une con�guration (~x; c; �) est la formule 9~x(c
�

z

).

On note LLI(C,D) le syst�eme de d�eduction obtenu en ajoutant �a LLI:

� l'axiome non-logique c ` d pour tout c 


C

d dans 


C

,

� l'axiome non-logique p(~x) ` A

z

pour toute d�eclaration p(~x) = A dans D.

Th�eor�eme 4.2.2 (Correction) Soient (~x; c; �) et (~y; d; �) des con�gurations

lcc.

Si (~x; c; �) � (~y; d; �) alors (~x; c; �)

z

a`

LLI(C;D)

(~y; d; �)

z

.

Si (~x; c; �) �! (~y; d; �) alors (~x; c; �)

z

`

LLI(C;D)

(~y; d; �)

z

.
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Preuve. La preuve est essentiellement la même qu'en logique intuitionniste.

Notons que pour l'op�erateur de choix + traduit par la conjonction additive &,

on a bien A&B ` A et A&B ` B. �

R�eciproquement, on peut caract�eriser l'observation des succ�es, même en pr�esence

de l'op�erateur de choix explicite +:

Notation:

I Soient � = (~x; c; �) une con�guration lcc, et � une contrainte ou un nom de

proc�edure. On �ecrit �

o

�! � pour signi�er:

� si � est une contrainte: \il existe une con�guration (~y; d; 1), telle que d `

C

�

et � �! (~y; d; 1)",

� si � est un nom de proc�edure: \il existe une con�guration (~y; d;�), telle que

vl(�) \ ~y = ;, d `

C

1 et � �! (~y; d;�)".

Lemme 4.2.3 Soient � et � deux con�gurations lcc telle que �

z

= �

z

, et � une

contrainte ou un nom de proc�edure. On a �

o

�! � ssi �

o

�! �.

Preuve. Ici aussi, la preuve est essentiellement la même qu'en logique intu-

itionniste, la di��erence entre � et � revenant �a des tell non e�ectu�es, ou �a des

tell(c
 d) vs tell(c) k tell(d). �

Th�eor�eme 4.2.4 Soient � = (~x; c; �) une con�guration lcc, et � une contrainte

ou un nom de proc�edure.

Si �

z

`

LLI(C;D)

�, alors �

o

�! �.

Preuve. On prouve le r�esultat pour des multi-ensembles d'agents: siA

1

z

; : : : ; A

n

z

`

LLI(C;D)

�, alors (;; 1;A

1

; : : : ; A

n

)

o

�! �. On proc�ede par induction sur une

preuve de A

z

1

: : : A

z

n

` � en calcul des s�equents. (C'est possible pour la même

raison que dans la preuve du Th�eor�eme 4.1.4.)

Chaque r�egle logique simule une r�egle de transition lcc.

{ � est un axiome: on utilise la r�e
exivit�e de �! dans le cas d'un axiome

logique, la r�egle d�eclarations pour un axiome p ` q; le cas d'un axiome d `

C

e est

trivial.

{ � se termine par une coupure. Consid�erons par exemple:

�

z

` p p ` �

�

z

` �

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1; �)

o

�! p, c'est-�a-dire qu'il existe une con-

�guration (~y; d; p) telle que vl(p) \ ~y = ;, d `

C

1 et (;; 1; �) �! (~y; d; p). Donc

(;; 1; �) �! (~y; d;�), avec vl(�) \ ~y = ; puisque vl(�) � vl(p). Si �

z

= � est
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un nom de proc�edure, c'est termin�e. Si �

z

est une contrainte c, alors � = tell(c)

d'o�u (;; 1; �) �! (~y; d
 c; 1) et d
 c `

C

c, cqfd.

Les autres cas sont similaires.

{ � se termine par une introduction �a gauche de 1: imm�ediat par la r�egle

inaction.

{ � se termine par une introduction �a gauche ou �a droite de 
: comme dans

le Th�eor�eme 4.1.4 (on a trait�e la conjonction intuitionniste multiplicativement).

{ � se termine par:

�

z

; A

z

` �

�

z

; A

z

&B

z

` �

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1;A;�)

o

�! �, Or (;; 1;A+B;�) �! (;; 1;A;�),

donc (;; 1;A+B;�)

o

�! �.

{ � se termine par une introduction �a droite (cas o�u � est une contrainte) ou

�a gauche de 9: comme dans le Th�eor�eme 4.1.4.

{ � se termine par:

�

z

; A

z

` � �

z

` c

�

z

;�

z

; c( A

z

` �

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1;�)

o

�! c, c'est-�a-dire qu'il existe une con-

�guration (~y; d; 1), telle que d `

C

c et (;; 1;�) �! (~y; d; 1). Donc en appliquant

la r�egle ask, on obtient (;; 1; c ! A;�) �! (~y; d; c ! A) �! (~y; 1;A). Par

cons�equent, (;; 1; c ! A;�;�) �! (~y; 1;A;�). De plus par hypoth�ese d'induc-

tion, (;; 1;A;�)

o

�! �, d'o�u (;; 1; c! A;�;�)

o

�! �.

{ � se termine par une d�er�eliction:

�

z

; c ` �

�

z

; !c ` �

C'est clair, il su�t de se rappeler que !c ` c.

{ � se termine par une promotion: dans ce cas toutes les formules sont

n�ecessairement des contraintes, donc c'est imm�ediat.

{ � se termine par un a�aiblissement:

�

z

` �

�

z

; !c ` �

o�u c est une contrainte. Par hypoth�ese d'induction, (;; 1; �)

o

�! �, et donc

(;; 1; tell(!c);�)

o

�! � (on fait le tell et on note que !c `

C

1).

{ � se termine par une contraction:
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�

z

; !c; !c ` �

�

z

; !c ` �

o�u c est une contrainte. Par hypoth�ese d'induction, (;; 1; tell(!c); tell(!c);�)

o

�!

�. Evidemment le fait d'avoir deux occurrences de l'agent tell(!c) n'apporte rien

car !c
!c a`!c. Donc on a aussi (;; 1; tell(!c);�)

o

�! �. �

Corollaire 4.2.5 (Observation des succ�es) Soient A un agent lcc et c une

contrainte lin�eaire.

Si A

z

`

LLI(C;D)

c, alors il existe une contrainte d telle que d `

C

c et (;; 1;A) �!

(;; d; 1), i.e. d est un succ�es pour A.

Preuve. Evident en appliquant le Th�eor�eme pr�ec�edent �a la con�guration

(;; 1;A). �

Grâce �a la traduction de cc dans lcc (Section 2.2, Proposition 2.2.9), cette

caract�erisation des succ�es en logique lin�eaire vaut aussi pour cc.

4.2.2 Exemple de preuve de propri�et�e de programme

On reprend l'exemple de la Section 2.2.3: le programme du d̂�ner des philosophes

en lcc, et on utilise la s�emantique de lcc en logique lin�eaire pour prouver la

sûret�e de ce programme.

Rappelons le codage de ce probl�eme en lcc:

philosophe

i

=

ticket ! fourchette

i

! fourchette

i+1 mod n

!

(tell(mange

i

) k

mange

i

!

(tell(fourchette

i

) k tell(fourchette

i+1 mod n

) k

tell(ticket) k philosophe

i

)).

init = tell(ticket) k � � � k tell(ticket)

| {z }

n�1 fois

k

tell(fourchette

1

) k � � � k tell(fourchette

n

) k

philosophe

1

k � � � k philosophe

n

.

Il s'agit de montrer que ce codage ne permet pas �a deux philosophes de manger

avec la même fourchette au même moment. On veut donc montrer que deux

philosophes voisins ne mangent pas en même temps:

8i; 8c; 8A; (;; 1; init) Y�! (;;mange

i


mange

i+1 mod n


 c;A):

Il su�t donc de montrer:
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8i; 8B; 9P; 9�; 9x; x 2 �(init); x 62 �(mange

i


mange

i+1 mod n


 B):

Consid�erons l'espace de phases P suivant:

{ le mono��de est (N ;�; 1), o�u � est le produit de N,

{ F = P(N).

Cherchons maintenant une valuation �. Il faut la caract�eriser sur ticket,

fourchette

i

et mange

i

puis sur philosophe

i

et init en v�eri�ant les conditions

d�ecoulant des d�eclarations:

{ �(ticket) = ftg; 8i; �(fourchette

i

) = ff

i

g; �(philosophe

i

) = fp

i

g;

{ pour tout i; �(mange

i

) = fe

i

g avec e

i

= f

i

� f

i+1 mod n

� t� p

i

;

{ �(init) = fgg avec g = t

n�1

� f

1

� � � � � f

n

� p

1

� � � � � p

n

;

o�u t, les f

i

et les p

i

sont des entiers premiers, deux �a deux distincts.

Il reste �a v�eri�er: 8i; fp

i

g � E

1i

= �(d�ef. de philosophe

i

) et fgg � E

2

=

�(d�ef. de init).

Compte tenu de � on a: E

1i

= fx 2 N j 9y 2 N ; f

i+1 mod n

� f

i

� t�x = e

i

� y

et e

i

� y = f

i

� f

i+1 mod n

� t� p

i

g. En prenant y = 1, on a 8i; fp

i

g � E

1i

. Et on

a g = E

2

.

Il reste �a d�emontrer: g 62 �(mange

i


mange

i+1 mod n


B) = fx 2 N j 9b; x =

e

i

� e

i+1 mod n

� bg.

Par l'absurde: si g = e

i

� e

i+1 mod n

� b alors f

i+1 mod n

� g = e

i

� e

i+1 mod n

�

b�f

i+1 mod n

= t

n�3

�f

1

�� � ��f

i�1

�f

i+3

�� � ��f

n

�p

1

�� � ��p

i�1

�p

i+2

�� � ��

p

n

� e

i

� e

i+1 mod n

, ce qui est impossible (d�ecomposition en facteurs premiers).

4.2.3 Discussion

On a vu que certaines r�egles de d�eduction pouvaient s'interprêter comme des

�etapes de transition lcc. Ainsi, les axiomes logiques traduisent une forme d'asyn-

chronie, les axiomes non-logiques p(~x) ` A correspondent �a l'utilisation de d�eclarations

r�ecursives, la coupure est la composition d'ex�ecutions, les r�egles pour le 
 ex-

priment juste la structure mono��dale de l'op�erateur de composition parall�ele k,

et les r�egles pour le & correspondent bien �a un choix non-d�eterministe. Les

r�egles gauches pour ( et 9 s'interpr�etent aussi en termes calcul de processus:

communication et localisation de variables.

Les seules r�egles qui sont un obstacle �a une parfaite ad�equation entre calcul

et logique (dans le cadre de notre �etude) sont les introductions �a droite de( et

9:

�; A ` B

� ` A( B
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� ` A[t=x]

� ` 9xA

La premi�ere empêche l'observation des suspensions en LLI, la raison principale

�etant que de la d�eduction

A
 (c( B) ` c( (A
 B)

on ne peut pas conclure que A k (c ! B) suspend: il se peut que A ajoute

su�samment d'information dans le store pour d�ebloquer la garde c (par exemple

c 
 (c ( 1) ` c ( (c 
 1) mais on a aussi c 
 (c ( 1) ` 1, et en e�et

l'agent c k c ! 1 termine avec 1 comme succ�es, et ne suspend pas). Cette

forme de \porosit�e" de l'implication { qui est essentielle car c'est exactement le

th�eor�eme de d�eduction, qui lie implication et d�eduction { est toutefois un obstacle

majeur au paradigme programmes = formules en programmation concurrente par

contraintes. Ce probl�eme est l'objet du Chapitre 6.
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Chapter 5

Logique lin�eaire

non-commutative mixte

Ce chapitre pr�esente une version mixte de logique lin�eaire, combinant des con-

necteurs commutatifs et des connecteurs non-commutatifs. Nous donnons un

calcul des s�equents avec r�egles structurelles explicites (o�u l'information sur la

mani�ere dont les formules sont combin�ees dans un s�equent est repr�esent�ee par

un ordre s�erie-parall�ele), un calcul des s�equents correspondant avec r�egles struc-

turelles r�eversibles implicites et une s�emantique des phases (qui permet de mon-

trer en passant l'�elimination des coupures).

Cette logique mixte est motiv�ee dans le Chapitre suivant par l'�etude s�emantique

des programmes concurrents par contraintes, mais on peut l'envisager ind�ependamment

de cette motivation. C'est même intentionnel: il ne s'agissait pas de d�e�nir

une logique \ad hoc". En particulier, un point important �etait de retrouver les

logiques commutative et non-commutative bien connues comme fragments du

nouveau syst�eme. Ainsi cette version mixte �etend d'une part la logique lin�eaire

commutative de Girard [17] et d'autre part la logique lin�eaire cyclique de Girard

et Yetter [18, 58].

Cette logique mixte est bas�ee sur deux travaux pr�ec�edents: la version in-

tuitionniste multiplicative de de Groote, et un calcul des s�equents pr�eliminaire

classique (avec des modalit�es pour l'�echange, mais n'�etendant pas la LL commu-

tative) [11, 47]. Le travail que nous pr�esentons �etend la version de de Groote au

cas classique, avec tous les connecteurs. L'�etude du calcul des s�equents avec les

r�egles structurelles r�eversibles implicites nous am�ene �a consid�erer une classe de

relations ternaires, les ordres cycliques, que nous �etudions plus particuli�erement

dans la Section 5.4.

43
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5.1 Calcul des s�equents

En logique lin�eaire purement non-commutative, on a la possibilit�e de consid�erer

deux n�egations, comme Abrusci [1, 2], ou une seule n�egation comme Girard et

Yetter. Consid�erer une seule n�egation revient �a autoriser l'�echange circulaire:

` �;�

` �;�

ce qui simpli�e le calcul des s�equents et permet de voir les r�eseaux comme des

disques avec les conclusions sur le bord.

Nous faisons le choix d'une seule n�egation, ce qui est a priori assez naturel si

l'on souhaite retrouver la LL commutative comme fragment.

Les formules sont d�e�nies par:

D�e�nition 5.1.1 (Formules) Les formules sont construites �a partir de litt�eraux

p; q; : : :, p

?

; q

?

; : : : avec:

{ les connecteurs non-commutatifs: la conjonction � (puis) et la disjonction �

(s�equentiel),

{ les connecteurs multiplicatifs commutatifs: 
 (tenseur) et P (par),

{ les connecteurs additifs: & (avec) et � (plus),

{ les connecteurs exponentiels: ! (bien sûr) et ? (pourquoi pas),

{ des constantes: multiplicatives 1 et ?, et additives > et 0,

{ les quanti�cateurs du premier ordre: universel 8 et existentiel 9.

L'ensemble des formules est d�enot�e �.

On peut d�e�nir trois implications:

{ implication commutative: A( B = A

?

P B,

{ implication directe: A�

�

B = A

?

�B,

{ r�etro-implication: A

�

�B = B � A

?

.

Comme d'habitude la n�egation est un connecteur d�e�ni par les lois de De

Morgan:

(p)

?

= p

?

(p

?

)

?

= p

(A� B)

?

= B

?

� A

?

(A�B)

?

= B

?

� A

?

(A
 B)

?

= B

?

P A

?

(A P B)

?

= B

?


 A

?

(A&B)

?

= B

?

� A

?

(A�B)

?

= B

?

&A

?

(!A)

?

=?A

?

(?A)

?

=!A

?

1

?

= ? ?

?

= 1

>

?

= 0 0

?

= >

(8xA)

?

= 9xA

?

(9xA)

?

= 8xA

?
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La n�egation est alors une involution: pour toute formule A, A

??

= A.

D�e�nir un calcul des s�equents pour une logique lin�eaire combinant des con-

necteurs multiplicatifs �a la fois commutatifs et non-commutatifs pose le probl�eme

de repr�esenter l'information commutatif / non-commutatif (P / �). Dans le cas

purement non-commutatif d'Abrusci [1], les s�equents sont des listes de formules.

Dans le calcul ordonn�e de Retor�e [44] cette information est repr�esent�ee par des

ordres attach�es aux s�equents. Parmi ces ordres, les ordres s�erie-parall�eles jouent

un rôle important (voir par exemple [39] pour une pr�esentation des ordres s�erie-

parall�eles), dans la mesure o�u ces ordres sont ceux pour lesquels un s�equent peut

être interpr�et�e comme une seule formule.

Dans le calcul que nous pr�esentons dans cette section, cette information est

repr�esent�ee par des ordres s�erie-parall�eles, et l'associativit�e de \;" et \," et la com-

mutativit�e de \," sont explicites. Toutefois notons que le quotient de l'ensemble

des s�equents par les r�egles structurelles explicites r�eversibles n'est pas un en-

semble d'ordres s�erie-parall�eles, de même que dans la logique cyclique, l'�echange

circulaire implicite conf�ere aux s�equents la structure de cycles (et non de listes).

La question de la structure sous-jacente des s�equents mixtes est l'objet de la

Section 5.4.

La classe des ordres s�erie-parall�eles est bien connue: c'est la plus petite classe

d'ordres contenant les singletons et close par composition en s�erie (x <

i;j

y ssi

x <

i

y ou x <

j

y ou (x; y) 2 i� j) et composition parall�ele (x �

i;j

y ssi x �

i

y ou

x �

j

y).

Comme [11], nous adoptons la notation \,-;" pour les ordres s�erie-parall�eles.

D�e�nition 5.1.2 (S�equents) Les s�equents sont de la forme ` �, o�u � 2 H. H

et H

0

sont respectivement les ensembles de contextes et de contextes non vides

et sont d�e�nis par la grammaire suivante:

� H ::= () j H

0

� H

0

::= � j (H

0

;H

0

) j (H

0

;H

0

)

�;� : : : d�enotent des contextes (�eventuellement vides). On emploie la nota-

tion �[ ] pour d�esigner un contexte avec un trou (une feuille de l'arbre binaire �),

et �[�] est le contexte obtenu en \remplissant" le trou avec �, avec la convention

suivante pour � = (): �[�

0

; ()] = �[(); �

0

] = �[�

0

; ()] = �[();�

0

].

On emploie la notation ?� pour un contexte quelconque dont les formules sont

toutes pr�ec�ed�ees par un ?.

Les r�egles du calcul des s�equents sont:

Axiome - Coupure
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` A

?

; A

` �; A ` A

?

;�

` �;�

R�egles structurelles

` �[(�;�);�]

` �[�; (�;�)]

` �[�; (�;�)]

` �[(�;�);�]

` �[(�;�);�]

` �[�; (�;�)]

` �[�; (�;�)]

` �[(�;�);�]

` �[�;�]

�echange

` �[�;�]

` �[�;�]

entropie

` �[�;�]

` �;�

` �;�

Non-commutatifs

` �; A ` �; B

` (�; �); A �B

` �; (A;B)

` �; A�B

Multiplicatifs commutatifs

` �; A ` �; B

` (�;�); A
B

` �; (A;B)

` �; A P B

Additifs

` �; A ` �; B

` �; A&B

` �; A

` �; A�B

` �; B

` �; A�B

Constantes
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` 1

` �

` �;?

` �;>

(pas de r�egle pour 0)

Exponentiels

` �; A

` �; ?A

`?�; A

`?�; !A

` �; (?A; ?A)

` �; ?A

` �

` �; ?A

` �; (?�; ?�)

` �; (?�; ?�)

Quanti�cateurs

` �; A

x 62 vl(�)

` �;8xA

` �; A[t=x]

` �;9xA

Remarques:

I L'ordre s�erie-parall�ele associ�e �a un s�equent permet d'exprimer les contraintes de

commutativit�e / non-commutativit�e sur les formules: les virgules \," repr�esentent

des P et les points-virgules \;" des �. Ainsi la r�egle d'�echange est limit�ee en

g�en�eral �a des contextes s�epar�es par un virgule, et l'entropie dit exactement A�B `

A P B (et duallement A
 B ` A� B).

Le choix d'une seule n�egation force l'�echange circulaire, comme en LL cyclique,

et en e�et la r�egle:

` �;�

` �;�

et la r�egle d'entropie impliquent l'�echange circulaire.

En fait cette r�egle dit un peu plus que simplement l'�echange circulaire: elle

permet de remplacer une point-virgule par une virgule lorsque ce s�eparateur est
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le s�eparateur principal du s�equent (la racine de l'arbre). Evidemment cela n'im-

plique pas la commutativit�e dans tout le s�equent, et en fait cette r�egle est presque

forc�ee 'sil on veut que la LL commutative et la LL cyclique soient des fragments

d'un calcul (simple) des s�equents. En termes de r�eseaux de preuve, cela signi�e

simplement que des r�eseaux avec au plus 2 conclusions peuvent pivoter libre-

ment, donc pour de telles sous-preuves d'une preuve plus grande, commutatif et

non-commutatif devraient être indiscernables.

I Les r�egles pour les additifs, constantes et quanti�cateurs sont �evidentes.

I Les exponentiels doivent permettre la commutativit�e si l'on souhaite avoir

les �equivalences habituelles !A
!B

�

=

!(A&B)

�

=

!A�!B

�

=

!B�!A et duallement

?A P?B

�

=

?(A � B)

�

=

?A�?B

�

=

?B�?A. C'est la raison de la derni�ere r�egle

pour les exponentiels (voir plus loin la preuve de !(A&B) `!A�!B). Notons que

contrairement �a [58] les ?A ne commutent pas avec toutes les autres formules du

s�equents (elles ne sont pas centrales) mais seulement avec les autres \?"; c'est

d'ailleurs juste ce que disent les �equivalences ci-dessus.

I A premi�ere vue, il y a �etonnamment peu de r�egles (logiques), on s'attendrait

�a d'autres r�egles, par exemple pour �:

` �; A ` �[B]

` �[�;A�B]

une reminiscence de la r�egle intuitionniste [11]:

� ` A �[B] ` C

�[�;A�

�

B] ` C

Comme nous allons le voir, de telles r�egles avec des contextes imbriqu�es sont

inutiles. En e�et la notation \,-;" pour les ordres s�erie-parall�eles est pratique

pour �ecrire et lire des preuves, mais �a cause des permutations (en particulier

l'�echange circulaire) il y a plusieurs mani�eres d'�ecrire un même s�equent de mani�ere

�equivalente. Le point important est qu'avec les r�egles structurelles que nous avons

donn�ees, toute formule A dans un s�equent donn�e peut être \sortie", c'est-�a-dire

qu'on peut mettre le s�equent sous la forme �equivalente ` �; A. Cela a pour

cons�equence une simpli�cation du calcul, analogue �a la simpli�cation quand on

passe de la logique avec 2 n�egations �a la logique cyclique.

Proposition 5.1.3 Soient ` � un s�equent et A une formule de �. Par une

certaine suite �nie de r�egles structurelles, on peut passer du s�equent ` � �a un

s�equent ` �; A consititu�e des mêmes formules.

De plus ce processus est r�eversible.

Preuve. A est une feuille dans l'arbre binaire � repr�esentant un ordre s�erie-

parall�ele. Les n�uds de � sont des s�eparateurs: \;" ou \,". On proc�ede par

induction sur la longueur du chemin de A �a la racine de �.
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{ Si � = �; A ou A;�, on applique au plus une r�egle d'�echange, et on obtient

le r�esultat.

{ Si � = �;A ou A; �, on applique une entropie et au plus une r�egle d'�echange,

et on obtient le r�esultat.

{ Si � = (�

1

;�

2

);� et A est dans �

1

, alors on applique une associativit�e

pour obtenir �

1

; (�

2

;�) puis l'hypoth�ese d'induction permet de conclure.

{ Si � = (�

1

;�

2

);� et A est dans �

2

, alors on applique un �echange pour

obtenir (�

2

;�

1

);� et une associativit�e donne �

2

; (�

1

;�) puis l'hypoth�ese d'in-

duction permet de conclure.

{ Si � = (�

1

; �

2

);� et A est dans �

1

, alors on applique la r�egle

` (�

1

;�

2

);�

` (�

1

;�

2

); �

puis associativit�e, entropie et hypoth�ese d'induction permettent de conclure.

{ Si � = (�

1

; �

2

);� et A est dans �

2

, alors la r�egle d'�echange donne �; (�

1

; �

2

)

puis on applique la r�egle

` �; (�

1

;�

2

)

` �; (�

1

;�

2

)

l'associativit�e, l'entropie et l'hypoth�ese d'induction.

{ Les cas � = (�

1

;�

1

); �, � = (�

1

; �

1

); �, � = �; (�

1

;�

2

), � = �; (�

1

; �

2

),

� = �; (�

1

;�

2

) et � = �; (�

1

; �

2

) sont parfaitement similaires.

Notons que le processus est r�eversible, puisque la r�egle d'entropie n'est utilis�ee

que pour le s�eparateur principal.

De plus le r�esultat est unique, modulo l'associativit�e de \;" et \," et la com-

mutativit�e de \,". �

Bien sûr la Propri�et�e ci-dessus est aussi valable pour un sous-contexte �: il

est possible de mettre tout s�equent ` �[�] sous la forme ` �;� avec les mêmes

formules. Ceci justi�e l'�ecriture des r�egles pour �, P et la derni�ere r�egle pour la

modalit�e ?.
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Exemples:

I Dans les exemples suivants, nous omettrons quelques parenth�eses �evidentes.

Voici une preuve de A
B ` B 
 A:

` A

?

; A ` B

?

; B

` (A

?

; B

?

); B 
A

` (B

?

; A

?

); B 
A

` B

?

P A

?

; B 
A

I Voici une preuve de A
 (A�

�

B) ` B:

` A

?

; A ` B;B

?

` (A

?

;B); B

?

�A

` A

?

;B;B

?

�A

` B

?

�A;A

?

;B

` (B

?

�A;A

?

);B

` (B

?

�A;A

?

);B

` (B

?

�A) P A

?

;B

` (B

?

�A) P A

?

; B

I Voici les preuves de l'�equivalence !A�!B

�

=

!(A&B):

` A

?

; A

`?A

?

; A

`?B

?

; ?A

?

; A

` B

?

; B

`?B

?

; B

`?B

?

; ?A

?

; B

`?B

?

; ?A

?

; A&B

` (?B

?

; ?A

?

); A&B

` (?B

?

; ?A

?

); !(A&B)

`?B

?

�?A

?

; !(A&B)

` A

?

; A

` B

?

�A

?

; A

`?(B

?

�A

?

); A

`?(B

?

�A

?

); !A

` B

?

; B

` B

?

�A

?

; B

`?(B

?

�A

?

); B

`?(B

?

�A

?

); !B

` (?(B

?

�A

?

); ?(B

?

�A

?

)); !A�!B

`?(B

?

�A

?

); ?(B

?

�A

?

); !A�!B

`?(B

?

�A

?

); !A�!B
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I Voici une preuve de A
 1 ` A:

` A

?

; A

` A

?

;A

` (A

?

;A);?

` (A

?

;A);?

` ?; (A

?

;A)

` (?;A

?

);A

` (?; A

?

); A

` ? P A

?

; A

On peut d�esormais remarquer que le calcul des s�equents sans coupures satisfait

la propri�et�e de la sous-formule.

Il poss�ede aussi la propri�et�e d'�elimination des coupures, que nous montrerons

avec la s�emantique des phases.

5.2 S�emantique des phases

On ne traite ici que le cas propositionnel, l'extension aux quanti�cateurs est

imm�ediate, comme dans [17].

D�e�nition 5.2.1 (Espace de phases mixte) Un espace de phases mixte (plus

simplement espace de phases) consiste en la donn�ee:

{ d'un ensemble partiellement ordonn�e (P;�), dont les �el�ements sont appel�es

phases,

{ d'un produit mono��dal � et d'un produit mono��dal commutatif ?, ayant tous deux

1 pour �el�ement neutre, monotones en leurs deux arguments (x � x

0

et y � y

0

impliquent x � y � x

0

� y

0

et x ? y � x

0

? y

0

), et tels que x ? y � x � y pour tous

x; y 2 P ,

{ d'une partie ?

P

de P , dont les �el�ements sont appel�es les antiphases; ?

P

est

un id�eal pour l'ordre (x 2 ?

P

et y � x impliquent y 2 ?

P

); de plus pour tous

x; y 2 P , x � y 2 ?

P

ssi y � x 2 ?

P

ssi x ? y 2 ?

P

.

On notera aussi P l'espace de phase.

D�e�nition 5.2.2 Si G est une partie de P , son dual est d�e�ni par:

G

?

= fp 2 P j 8q 2 G; p ? q 2 ?

P

g

Si G et H sont des parties de P , on d�e�nit:

G �H = fp � q j p 2 G; q 2 Hg

G ? H = fp ? q j p 2 G; q 2 Hg:
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De mani�ere �equivalente: G

?

= fp 2 P j 8q 2 G; p � q 2 ?

P

g = fp 2 P j 8q 2

G; q � p 2 ?

P

g.

D�e�nition 5.2.3 (Fait) Un fait est une partie A de P telle que A

??

= A. A

est valide quand 1 2 A.

Comme dans le cas de la logique lin�eaire habituelle (commutative ou cyclique),

nous avons les propri�et�es (i,ii,iii,iv,vi) suivantes, plus la propri�et�e (v) sp�eci�que

�a la logique mixte:

Propri�et�e 5.2.4 (i) Pour tout G � P , G � G

??

.

(ii) Pour tous G;H � P , G � H ) H

?

� G

?

.

(iii) G � P est un fait ssi il est de la forme H

?

pour un certain H � P .

(iv) ?

P

est un fait puisque ?

P

= f1g

?

(au lieu de ?

P

on �ecrira parfois ?).

(v) L'ensemble des faits est un id�eal pour l'ordre: si A est un fait, x 2 A et

y � x, alors y 2 A.

(vi) L'intersection d'une famille quelconque de faits est un fait.

Preuve. Les assertions (i) �a (iv) sont imm�ediates.

(v) Soient G un fait, x 2 G et y � x. Si z 2 G

?

, alors x � z 2 ? donc y � z 2 ?

(monotonicit�e de �). D'o�u y 2 G

??

= G.

(vi) Il su�t de v�eri�er que si (G

i

)

i2I

est une famille de faits, alors

T

G

i

=

(

S

G

?

i

)

?

: si x 2

T

G

i

alors pour tout i 2 I, x 2 G

i

, maintenant si y 2

S

G

?

i

, on

a y 2 G

?

i

0

pour un certain i

0

2 I, d'o�u x �y 2 ?

P

; r�eciproquement si x 2 (

S

G

?

i

)

?

,

alors pour tout i 2 I et tout y 2 G

?

i

, x � y 2 ?

P

, donc x 2 G

??

i

= G

i

, cqfd. �

D�e�nition 5.2.5 Quelques exemples de faits: le plus grand (pour l'inclusion)

> = ;

?

= P , le plus petit 0 = >

?

, et 1 = ?

?

.

D�e�nition 5.2.6 D�e�nissons les op�erations suivantes pour des faits A;B:

{ A� B = (A �B)

??

,

{ A� B = (B

?

� A

?

)

?

,

{ A
 B = (A ? B)

??

,

{ A P B = (B

?

? A

?

)

?

,

{ A&B = A \ B,

{ A� B = (A [ B)

??

.

Lemme 5.2.7 Si F et G sont deux parties quelconques de P , alors F

??

�G

??

�

(F �G)

??

et F

??

? G

??

� (F ? G)

??

.

Preuve. La preuve est la même que dans [17], en utilisant le fait que x �y 2 ?

P

ssi x ? y 2 ?

P

.

Consid�erons le cas de �. Soient p 2 F

??

et q 2 G

??

. Si v 2 (F � G)

?

alors

pour tout f 2 F et g 2 G, v � (f � g) = (v � f) � g 2 ?

P

, donc pour tout g 2 G,

v � f 2 G

?

= G

???

, et q � (v � f) = (q � v) � f 2 ?

P

, d'o�u q � v 2 F

?

= F

???

. Par

cons�equent p � q � v 2 ?

P

, cqfd. �
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Lemme 5.2.8 Soit G une partie quelconque de P : G

??

est le plus petit fait

contenant G.

Propri�et�e 5.2.9 (i) Les op�erations � et �, 
 et P, & et � satisfont les lois

de De Morgan. De plus ces 6 op�erations sont associatives, 
, P, & et � sont

commutatives, 1 est neutre pour � et 
, ? est neutre pour � et P, > et 0 sont

respectivement neutres pour & et �. Les propri�et�es de distributivit�e entre � et

�, 
 et �, � et &, P et & sont satisfaites.

(ii) Soient A et B deux faits:

A
B � A� B (duallement A� B � A P B).

Preuve. Seuls les cas suivants m�eritent notre attention:

{ L'associativit�e des multiplicatifs (par dualit�e, on consid�ere juste les conjonc-

tions): en utilisant le Lemme 5.2.7, on a (A � B) � C = ((A � B)

??

� C)

??

=

((A � B)

??

� C

??

)

??

� (A � B � C)

??

, et (A � B � C)

??

� (A � B) � C est alors

imm�ediat. Donc (A� B)� C = (A �B � C)

??

, cqfd. Le cas de 
 est similaire.

{ Neutralit�e: ces propri�et�es reposent sur la neutralit�e de 1 2 1 pour � et ? �a la

fois.

{ Distributivit�es: les preuves sont exactement les mêmes que pour la LL commu-

tative, en utilisant le Lemme 5.2.8.

{ A
B � A�B: il su�t de montrer que A ?B � A�B = (A �B)

??

. Si a 2 A

et b 2 B, alors a � b 2 A � B � (A � B)

??

. (A � B)

??

est un fait et a ? b � a � b

donc par la Propri�et�e 5.2.4 (v), a ? b 2 (A �B)

??

. �

D�e�nition 5.2.10 { A( B = fx 2 P j 8a 2 A; a ? x 2 Bg,

{ A�

�

B = fx 2 P j 8a 2 A; a � x 2 Bg,

{ B

�

�A = fx 2 P j 8a 2 A; x � a 2 Bg.

Propri�et�e 5.2.11 Soient A et B deux faits:

A�

�

B = A

?

�B, B

�

�A = B � A

?

, A( B = A

?

P B,

A( ? = A�

�

? = ?

�

�A = A

?

.

Donc A�

�

B, B

�

�A et A( B sont des faits.

Preuve. On utilise encore ici le fait que pour tous x; y 2 P , x � y 2 ?

P

ssi

x ? y 2 ?

P

.

Consid�erons juste le cas de �

�

(les autres sont similaires). Supposons que

x 2 A�

�

B. Soient a 2 A et y 2 B

?

; a � x 2 B donc y � a � x 2 ?

P

, d'o�u

x 2 A

?

� B = (B

?

� A)

?

. R�eciproquement, supposons que x 2 A

?

� B, et

prenons a 2 A. Pour tout y 2 B

?

, y � a � x 2 ?

P

, donc a � x 2 B

??

= B, d'o�u

x 2 A�

�

B. �

Comme dans [20, 29], on �etend la s�emantique aux connecteurs exponentiels.

Si P est un espace de phases, posons J(P ) = fx 2 1; x 2 fx ? xg

??

et x 2

fx � xg

??

g.
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D�e�nition 5.2.12 (Espace de phases enrichi) Un espace de phases enrichi

consiste en un espace de phases P et une partie K de J(P ) telle que 1 2 K et

pour tous x; y 2 K, x � y 2 K \ fx ? yg

??

et x ? y 2 K \ fx � yg

??

.

On �ecrira encore P pour l'espace enrichi.

Exemples:

I Si P est un espace de phases, f1g et I(P ) = fx 2 1; x = x ? x = x � x et 8y 2

P; x ? y = x � yg satisfont les axiomes de la D�e�nition 5.2.12.

D�e�nition 5.2.13 Soit A un fait, on d�e�nit:

{ ?A = (A

?

\K)

?

,

{ !A = (A \K)

??

.

Propri�et�e 5.2.14 (i) Pour tout fait A, ?A et !A sont des faits.

(ii) ! et ? satisfont les lois de De Morgan.

(iii) Pour tous faits A et B, A � B ) !A � !B,

(iv) !!A = !A � A,

(v) !A
!B �!(A
 B),

(vi) !A � 1, !A =!A
!A et !A =!A�!A,

(vii) !A
!B = !(A&B) = !A�!B = !B�!A.

Preuve. (i), (ii) et (iii) sont imm�ediats.

(iv) Pour un fait A, on a clairement !A � A

??

= A; en particulier !!A �!A,

et par ailleurs A \K � (A \K)

??

=!A et A \K � K donc A \K �!A \K �

(!A \K)

??

, d'o�u !A = (A \K)

??

� (!A \K)

??

=!!A.

(v) !A
!B = ((A \ K)

??

? (B \ K)

??

)

??

= ((A \ K) ? (B \ K))

??

�

((A ? B) \K)

??

� ((A ? B)

??

\K)

??

=!(A
 B).

(vi) La premi�ere inclusion est �evidente. Si x 2 A \ K, x 2 K donc x 2

fx?xg

??

� ((A\K)?(A\K))

??

, par cons�equent A\K � ((A\K)?(A\K))

??

=

(!A?!A)

??

d'apr�es le Lemme 5.2.7, d'o�u !A = (A \ K)

??

�!A
!A. On proc�ede

de même pour �.

(vii) D'apr�es (vi), !(A&B) �!(A&B)
!(A&B), or A&B = A \ B � A, d'o�u

par (iii), !(A&B) �!A et de même !(A&B) �!B, donc !(A&B) �!A
!B. Pour la

même raison !(A&B) �!A�!B. R�eciproquement, !A
!B �!A 
 1 =!A � A, et

de même !A
!B � B, donc !A
!B � A&B. D'o�u d'apr�es (iv) et (v), !A
!B =

!!A
!!B �!(!A
!B) �!(A&B). �

D�e�nition 5.2.15 (Structure de phase, Validit�e) Une structure de phase

(P; S) est la donn�ee d'un espace de phases enrichi P et d'une valuation qui associe

un fait S(p) �a tout symbole de proposition p.

Etant donn�ee une structure de phase, on d�e�nit inductivement l'interpr�etation

S(A) d'une formule A de mani�ere �evidente. L'interpr�etation d'un contexte � est

d�e�nie par induction: S(()) = ?, S(�;�) = S(�)� S(�) et S(�;�) = S(�) P

S(�).



Logique lin

�

eaire non-commutative mixte 55

Soit A une formule: A est dite valide dans S quand 1 2 S(A). A est une

tautologie si elle est valide dans toute structure de phase. Un s�equent ` � est

valide si 1 2 S(�) pour toute structure de phase S.

Th�eor�eme 5.2.16 (Correction) Si un s�equent est prouvable dans le calcul des

s�equents, alors il est valide.

Preuve. Soit (P; S) une structure de phase, et ` � un s�equent prouvable dans

le calcul des s�equents. On proc�ede par induction sur une preuve de ` �:

{ La preuve est un axiome ` A

?

; A: l'interpr�etation est S(A

?

; A) = S(A

?

P

A) = S(A ( A) par la Propri�et�e 5.2.11, donc S(A

?

; A) = S(A) ( S(A) et

1 2 S(A

?

; A).

{ La preuve est un axiome ` 1: 1 2 1 = ?

?

.

{ La preuve est un axiome ` �;>: l'interpr�etation est S(�;>) = S(�) P S(>) =

S(>) P S(�) = S(0) ( S(�) = 0 ( S(�), et le plus petit fait 0 � S(�), par

ailleurs 1 est neutre pour ?, donc 1 2 0( S(�).

{ La preuve se termine par une r�egle de coupure: par hypoth�ese d'induction

1 2 S(�) P S(A) et 1 2 S(A

?

) P S(�), ce qui signi�e S(�)

?

� S(A) et

S(A

?

)

?

= S(A) � S(�), cqfd.

{ La preuve se termine par une r�egle d'associativit�e ou la r�egle d'�echange: le

r�esultat est une cons�equence de l'associativit�e de P et �, et de la commutativit�e

de P (Propri�et�e 5.2.9 (i)).

{ La preuve se termine par une entropie: imm�ediat par la Propri�et�e 5.2.9 (ii).

{ La preuve se termine par la r�egle:

` �;�

` �;�

Par hypoth�ese d'induction, 1 2 S(�) P S(�), c'est-�a-dire S(�)

?

� S(�);

comme 1 est neutre pour � c'est �equivalent �a 1 2 S(�)

?

�

�

S(�) = S(�)� S(�).

{ La preuve se termine par la r�egle &: cons�equence imm�ediate de A&B = A\B.

{ La preuve se termine par une r�egle �: cons�equence imm�ediate de A � B =

(A [ B)

??

et du Lemme 5.2.8.

{ La preuve se termine par une r�egle � ou P: imm�ediat.

{ La preuve se termine par la r�egle �: par induction S(�)

?

� S(A) et S(�)

?

�

S(B), donc (S(�) � S(�))

?

= S(�)

?

� S(�)

?

� S(A) � S(B), c'est-�a-dire

1 2 (S(�)� S(�))� S(A�B) = S((�; �);A� B).

{ La preuve se termine par la r�egle 
: argument similaire, en utilisant le fait que

G

?

� H ssi 1 2 G P H.

{ La preuve se termine par la r�egle de d�er�eliction: par induction S(�)

?

� S(A),

et par la Propri�et�e 5.2.14 (traduite en termes duaux de \?") S(A) � S(?A), cqfd.

{ La preuve se termine par la r�egle de promotion: cons�equence imm�ediate de la

monotonie de ! (Propri�et�e 5.2.14 (iii)).
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{ La preuve se termine par la r�egle de contraction: imm�ediat car S(?A) = S(?A P

?A) (Propri�et�e 5.2.14 (vi)).

{ La preuve se termine par la r�egle d'a�aiblissement: cons�equence imm�ediate de

? � S(?A) (Propri�et�e 5.2.14 (vi)), et ? neutre pour P (Propri�et�e 5.2.9 (i)).

{ La preuve se termine par la r�egle:

` �; (?�; ?�)

` �; (?�; ?�)

Cons�equence de S(?��?�) = S(?� P?�) (Propri�et�e 5.2.14 (vii)).

{ La preuve se termine par une introduction de ?: comme pour l'a�aiblissement.

�

Th�eor�eme 5.2.17 (Compl�etude) Si un s�equent est valide, alors il est prou-

vable dans le calcul des s�equents.

Preuve. On d�e�nit l'espace de phases enrichi suivant:

{ P est l'ensemble des contextes, modulo l'associativit�e de \;" et \," et la commu-

tativit�e de \," (autrement dit l'ensemble des ordres s�erie-parall�eles �etiquet�es par

des formules), ��� est la composition s�equentielle (�;�), �?� est la composition

parall�ele (�;�), l'unit�e est (),

{ l'ordre � est le plus petit ordre tel que: (�;�) � (�;�) pour tous �;� 2 P ;

et � � �

0

et � � �

0

impliquent (�;�) � (�

0

; �

0

) et (�;�) � (�

0

;�

0

),

{ ?

P

est l'ensemble des contextes � tels que ` � est prouvable dans le calcul des

s�equents,

{K est l'ensemble des contextes de la forme ?� (o�u � est un contexte quelconque).

Par la r�egle d'entropie et la r�egle

` �;�

` �;�

?

P

satisfait les axiomes de la D�e�nition 5.2.1.

Par ailleurs K satisfait les axiomes de la D�e�nition 5.2.12: en e�et K contient

1 = () et est clos par � et ?; par la r�egle d'a�aiblissement, ?� 2 ?

?

= 1; par la

r�egle

` �; (?�; ?�)

` �; (?�; ?�)

et son inverse (via la r�egle d'entropie), ?��?� 2 f?�??�g

??

et ?�??� 2

f?��?�g

??

; en�n par la r�egle de contraction, ?� 2 f?��?�g

??

et ?� 2 f?�??�g

??

.

Donc on a bien d�e�ni un espace de phases enrichi.

Soit Pr(A) = f� 2 P j ` �; A est prouvable dans le calcul des s�equentsg.
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Les Pr(A) sont des faits, pr�ecis�ement Pr(A) = Pr(A

?

)

?

(la preuve est la

même que dans [17]). On d�e�nit une structure de phase S en posant S(p) = Pr(p)

pour tout symbole propositionnel p.

On prouve ensuite facilement comme dans le cas commutatif, par induction

sur A, que S(A) = Pr(A): cela revient �a prouver des commutations du type

Pr(A
 B) = Pr(A)
 Pr(B). Regardons le cas des exponentiels:

{ ?Pr(A) = (Pr(A)

?

\K)

?

= (Pr(A

?

)\K)

?

. Soit � 2 Pr(?A) et ?� 2 Pr(A

?

):

on a ?� 2 Pr(!A

?

) par la r�egle de promotion, d'o�u par la r�egle de coupure

�; ?� 2 ?, ce qui montre que Pr(?A) �?Pr(A). R�eciproquement par la r�egle

de d�er�eliction, ?A 2 Pr(A

?

), et par ailleurs ?A 2 K, donc si � 2?Pr(A), alors

�; ?A 2 ?, c'est-�a-dire � 2 Pr(?A), cqfd.

{ S(!A)

?

=?S(A

?

) =?Pr(A

?

) = Pr(?A

?

) = Pr((!A)

?

) = Pr(!A)

?

, donc

S(!A) = Pr(!A).

Finalement si ` � est un s�equent valide, 1 = () 2 S(�) = Pr(�) et donc ` �

est prouvable. �

Remarques:

I On voit que la s�emantique des phases que nous avons d�e�nie, quand on se

limite aux connecteurs P et 
 (resp. � et �), est la s�emantique des phases de la

logique lin�eaire commutative (resp. cyclique). Pour les exponentiels, il y a une

petite di��erence avec [58]: ? n'est pas centrale, donc un \?" commute seulement

avec un autre \?", c'est juste ce qu'impose l'�egalit�e ?A�?B =?(A � B) de la

propri�et�e 5.2.14.

I On s'est concentr�e ici sur un choix particulier de r�egle d'entropie adapt�e �a

la s�emantique des langages cc. Il peut être int�eressant de d�e�nir un calcul

des s�equents avec une r�egle d'entropie plus large, o�u par exemple la relation

s�emantique � serait l'inclusion entre ordres s�erie-parall�eles. La s�emantique des

phases s'adapte sans probl�eme.

5.3 Elimination des coupures

Comme dans [41], on peut utiliser la s�emantique des phases pour prouver l'�elimination

des coupures.

Th�eor�eme 5.3.1 Si un s�equent est valide, alors il est prouvable dans le calcul

des s�equents sans coupure.

Preuve. On d�e�nit l'espace de phases enrichi suivant:

{ P

0

est l'ensemble des ordres s�erie-parall�eles �etiquet�es par des formules, � �� est

la composition s�equentielle renvers�ee (�; �), � ? � est la composition parall�ele

(�;�), l'unit�e est (),
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{ l'ordre � est le plus petit ordre tel que: (�;�) � (�;�) pour tous �;� 2 P

0

;

et � � �

0

et � � �

0

impliquent (�;�) � (�

0

; �

0

) et (�;�) � (�

0

;�

0

),

{ ?

P

0

est l'ensemble des contextes � tels que ` � est prouvable dans le calcul des

s�equents sans coupure,

{K est l'ensemble des contextes de la forme ?� (o�u � est un contexte quelconque).

?

P

0

satisfait encore les axiomes de la D�e�nition 5.2.1, etK satisfait les axiomes

de la D�e�nition 5.2.12. Donc on a bien d�e�ni un espace de phases enrichi.

fAg

?

= f� 2 P

0

j ` �; A est prouvable dans le calcul des s�equents sans coupureg.

Les fAg

?

sont des faits, donc on peut d�e�nir une structure de phase S

0

en

posant S

0

(p) = fpg

?

pour tout symbole propositionnel positif p.

On prouve ensuite par induction sur A, que S

0

(A) � fAg

?

:

{ pour un symbole propositionnel p, c'est clair,

{ pour le dual p

?

d'un symbole propositionnel positif, on a S

0

(p

?

) = S

0

(p)

?

=

fpg

??

� fp

?

g

?

car p 2 fp

?

g

?

(axiome),

{ S

0

(A P B) = S

0

(A) P S

0

(B) = (S

0

(B)

?

? S

0

(A)

?

)

?

� (fBg

??

? fAg

??

)

?

�

(fBg ? fAg)

?

� fA P Bg

?

par la r�egle P,

{ de même S

0

(A� B) � fA� Bg

?

par la r�egle �,

{ S

0

(A 
 B) = (S

0

(A) ? S

0

(B))

??

� (fAg

?

? fBg

?

)

??

� fA 
 Bg

?

car fAg

?

?

fBg

?

� fA
Bg

?

par la r�egle 
,

{ de même S

0

(A� B) � fA� Bg

?

par la r�egle �,

{ S

0

(A&B) = S

0

(A) \ S

0

(B) � fAg

?

\ fBg

?

� fA&Bg

?

par la r�egle &,

{ S

0

(A�B) = (S

0

(A) [ S

0

(B))

??

� (fAg

?

[ fBg

?

)

??

� fA�Bg

?

car fAg

?

[

fBg

?

� fA�Bg

?

par les r�egles �,

{ S

0

(?) = ? � f?g

?

par la r�egle ?,

{ S

0

(1) = ?

?

� f1g

?

car 1 2 ? par la r�egle 1,

{ S

0

(>) = P

0

= f>g

?

par la r�egle >,

{ S

0

(0) = P

0?

� f0g

?

,

{ S

0

(?A) = (S

0

(A)

?

\ K)

?

� (fAg

??

\ K)

?

� f?Ag

?

car ?A 2 K et fAg

?

�

f?Ag

?

par la r�egle de d�er�eliction,

{ S

0

(!A) = (S

0

(A)\K)

??

� (fAg

?

\K)

??

� f!Ag

?

car fAg

?

\K � f!Ag

?

par

la r�egle de promotion.

Finalement si ` � est un s�equent valide, 1 = () 2 S

0

(�) � f�g

?

et donc ` �

est prouvable dans le calcul des s�equents sans coupure. �

Corollaire 5.3.2 Si un s�equent est prouvable, alors il est prouvable dans le calcul

des s�equents sans coupure.

Preuve. Cons�equence imm�ediate de la correction de la s�emantique des phases

(Th�eor�eme 5.2.16) et de sa compl�etude vis-�a-vis du calcul des s�equents sans

coupure (Th�eor�eme 5.3.1). �
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5.4 R�egles structurelles implicites

Le calcul des s�equents avec toutes les r�egles structurelles explicites de la sec-

tion 5.1 n'est pas enti�erement satisfaisant pour plusieurs raisons, en particulier:

� Une preuve d'un s�equent ne contenant que des connecteurs non-commutatifs

utilise des \,", par exemple

` A

?

; A

` A

?

;A

.

` A

?

�A

� L'�elimination des coupures introduit des r�egles structurelles (r�eversibles)

dont on aimerait bien se passer.

Se pose donc naturellement la question de savoir quel est le calcul des s�equents,

avec r�egles structurelles r�eversibles (associativit�e, �echange, la r�egle

` �;�

` �;�

et son inverse qui est un cas particulier d'entropie) implicites, sous-jacent au

calcul de la section 5.1.

On pourrait penser r�esoudre le probl�eme en ajoutant ` A

?

;A comme ax-

iome et en augmentant le nombre de r�egles logiques, �a la mani�ere indiqu�ee en

section 5.1, avec des imbrications de contextes:

` �; A ` �[B]

. . .

` �[�;A�B]

et en diminuant le nombre de r�egles structurelles, en particulier en �eliminant

la r�egle

` �;�

` �;�

qui semble aller contre l'intuition (elle renverse l'entropie), avec par exemple

l'id�ee d'arriver �a se ramener �a un calcul portant �nalement sur des ordres s�erie-

parall�eles.

Mais en fait pour prouver l'associativit�e des connecteurs multiplicatifs, cette

derni�ere r�egle est essentielle, ce qui signi�e que la structure math�ematique sous-

jacente d'un s�equent, invariante par les r�egles structurelles r�eversibles, n'est pas

un ordre s�erie-parall�ele (contrairement au calcul intuitionniste, voir la section 5.6

et [11]).

Nous pr�esentons dans cette section la version du calcul des s�equents mixte

multiplicatif (la partie la plus int�eressante) avec toutes les r�egles structurelles

r�eversibles implicites.
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5.4.1 Ordres cycliques

Notre solution repose sur une classe de relations ternaires qui g�en�eralise les

graphes orient�es cycliques: une telle relation R sur un ensemble E est cyclique

(R(x; y; z) ) R(y; z; x)) R(z; x; y)), et a la propri�et�e que pour tout x dans E,

la relation binaire hR; xi d�e�nie sur E n fxg par hR; xi(y; z) ssi R(x; y; z) est un

ordre, mais pas n�ecessairement total; R exprime donc une sorte d'\orientation"

sur E.

D�e�nition 5.4.1 (Ordre cyclique strict) Soit E un ensemble. Un ordre cy-

clique strict sur E est une relation ternaire R

{ cyclique: 8x; y; z 2 E;R(x; y; z) implique R(y; z; x),

{ anti-r�e
exive: 8x; y 2 E, non R(x; x; y),

{ transitive: 8x; y; z; t 2 E, R(x; y; z) et R(z; t; x) impliquent R(y; z; t),

{ �etal�ee

1

: 8x; y; z; t 2 E, R(x; y; z) implique (R(x; y; t) ou R(y; z; t) ou R(z; x; t)).

Un ordre cyclique strict R sur E est dit total lorsque 8x; y; z 2 E, x 6= y et

y 6= z et z 6= x impliquent R(x; y; z) ou R(z; y; x).

Remarques:

I Si R est un ordre cyclique (strict), R(x; y; z) peut être lu \y est entre x et z",

id�ee qu'on retrouve dans l'axiome de cyclicit�e.

I La transitivit�e impose aussi naturellement que R(x; y; z) et R(z; t; x) im-

pliquent R(t; x; y).

x

y

z

t

�

�

�

�

Lemme 5.4.2 Un ordre cyclique strict R sur un ensemble E est anti-sym�etrique

au sens strict: 8x; y; z 2 E, non R(x; y; z) ou non R(z; y; x).

Preuve. Soit R un ordre cyclique strict. R(x; y; z) et R(x; z; y) ssi R(x; y; z) et

R(z; y; x) (cyclicit�e), ce qui impliqueR(y; x; y) (transitivit�e) c'est-�a-direR(y; y; x),

ce qui n'est pas. �

1

Les ordres cycliques ont �et�e �etudi�es, sans la condition d'�etalement, par V. Novak: voir par

exemple [40]. Nous avons eu connaissance de ces travaux en �n de r�edaction.
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D�e�nition 5.4.3 (Ordre cyclique large) Soit E un ensemble. Une ordre cy-

clique large sur E est une relation ternaire R

{ r�e
exive: 8x; y 2 E, R(x; x; y),

{ anti-sym�etrique au sens large: 8x; y; z 2 E, R(x; y; z) et R(x; z; y) impliquent

x = y ou y = z ou z = x,

{ transitive,

{ �etal�ee.

Un ordre cyclique large R sur E est dit total lorsque 8x; y; z 2 E, R(x; y; z)

ou R(z; y; x).

Lemme 5.4.4 Un ordre cyclique large est cyclique.

Preuve. SoitR un ordre cyclique large. Par r�e
exivit�e R(z; z; x), donc R(x; y; z)

implique R(z; x; y) par transitivit�e, cqfd. �

Th�eor�eme 5.4.5 Soient R un ordre cyclique strict (resp. large) sur E et x 2 E.

La relation binaire R

x

, d�e�nie sur E nfxg par R

x

(y; z) ssi R(x; y; z), est un ordre

strict (resp. large).

Preuve. Si R est un ordre cyclique strict, R

x

est bien

{ anti-r�e
exive: R

x

(y; z) ssi R(x; y; z), implique y 6= z (anti-r�e
exivit�e de R),

{ anti-sym�etrique au sens strict: R

x

(y; z) et R

x

(z; y), ssi R(x; y; z) et R(x; z; y),

ce qui n'est pas (Lemme 5.4.2),

{ transitive: R

x

(y; z) etR

x

(z; t) ssiR(x; y; z) etR(x; z; t), ssiR(x; y; z) etR(z; t; x)

(cyclicit�e de R), impliquent R(t; x; y) (transitivit�e de R), ssi R(x; y; t) ssi R

x

(y; t).

Si R est un ordre cyclique large, R

x

est bien

{ r�e
exive: R(x; y; y) (r�e
exivit�e de R) d'o�u R

x

(y; y),

{ anti-sym�etrique au sens large: R

x

(y; z) et R

x

(z; y) ssi R(x; y; z) et R(z; y; x),

impliquent y = z car x 6= y et x 6= z (Lemme 5.4.4),

{ transitive, comme dans le cas strict. �

Remarque:

I Pour le Th�eor�eme ci-dessus, on n'a pas besoin du caract�ere �etal�e de l'ordre

cyclique.

Exemples:

I La relation ternaire vide sur un ensemble E est un ordre cyclique strict sur E.

I Les graphes orient�es cycliques �nis:

Proposition 5.4.6 L'ensemble des graphes orient�es cycliques �nis est isomor-

phe �a l'ensemble des ordres cycliques stricts totaux �nis.
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Preuve. A tout graphe orient�e cyclique �ni x

1

! x

2

! � � � ! x

n

! x

1

, on

associe la relation R d�e�nie sur fx

1

; : : : ; x

n

g par: R(x

i

; x

j

; x

k

) ssi (k � j)(j �

i)(i � k) < 0 c'est-�a-dire i < j < k ou k < i < j ou j < k < i. R est clairement

cyclique (c'est la clôture cyclique de la relation �: �(x

i

; x

j

; x

k

) ssi i < j < k), anti-

r�e
exive et totale. Elle est transitive: R(x

i

; x

j

; x

k

) et R(x

k

; x

l

; x

i

), ssi (i < j < k

ou k < i < j ou j < k < i) et (k < l < i ou i < k < l ou l < i < k), ssi

(i < j < k < l ou l < i < j < k ou k < l < i < j ou j < k < l < i), implique

(l < i < j ou j < l < i ou i < j < l) c'est-�a-dire R(x

l

; x

i

; x

j

). Donc R est un

ordre cyclique strict total.

R�eciproquement, soit R un ordre cyclique strict total sur un ensemble �ni

fx

1

; : : : ; x

n

g. On lui associe un graphe orient�e dont les sommets sont les x

i

, et

les arcs: x ! y pour x; y 2 E tels que y 6= x et 8z 2 E, non R(x; z; y). Dans le

cas o�u n = 0 ou n = 1, on a bien un graphe cyclique (aucun arc). Sinon soit x

quelconque dans E, il existe un unique y 6= x tel que x! y:

{ unicit�e: si y et y

0

sont deux candidats distincts, R est totale donc R(x; y; y

0

) ou

R(x; y

0

; y), ce qui fournit une contradiction;

{ existence: si 8y 2 E; y 6= x) 9z; R(x; z; y), on part de y 6= x quelconque dans

E (n � 2) et par anti-r�e
exivit�e de R, on a une suite in�nie (y

i

)

i2N

d'�el�ements

de E tous distincts tels que 8i 2 N ; R(x; y

i+1

; y

i

), d'o�u une contradiction.

De même il existe un unique y 6= x tel que y ! x. Donc ce graphe est

constitu�e de cycles. Maintenant il y a un chemin entre deux sommets x et y ssi

il existe z tel que R(x; z; y), et c'est bien le cas puisque R est suppos�ee totale.

Cela su�t pour conclure que c'est un graphe cyclique, et les deux applications

sont bien inverses l'une de l'autre. �

I Plus g�en�eralement, tout ordre d�etermine un ordre cyclique:

Proposition 5.4.7 Soit (E;�) un ensemble ordonn�e au sens strict (resp. large).

On d�e�nit la relation binaire

z

� (�etant donn�e z quelconque dans E) et la relation

ternaire � sur E par:

{ x

z

� y ssi x� y et z n'est pas comparable avec x ni y,

{ �(x; y; z) ssi x� y � z ou y � z � x ou z � x� y ou

x

z

� y ou y

x

� z ou z

y

� x.

� est un ordre cyclique strict (resp. large) sur E.

Preuve. Si (E;�) est ordonn�e strictement, alors � est en e�et:

1. cyclique: c'est clair;

2. anti-r�e
exive: comme � est ordre strict, on n'a ni x � x ni x

x

� y, donc on

n'a pas �(x; x; y);

3. transitive: �(x; y; z) et �(z; t; x) ssi (x � y � z ou y � z � x ou

z � x � y ou x

z

� y ou y

x

� z ou z

y

� x) et (z � t � x ou t � x � z ou



Logique lin

�

eaire non-commutative mixte 63

x � z � t ou z

x

� t ou t

z

� x ou x

t

� z). Si x � y � z, alors t � x � y � z

ou x� y � z � t ou t incomparable avec x; y et z, et on a bien dans tous les cas

�(t; x; y). Les cas o�u y � z � x ou z � x � y sont identiques (permutation

circulaire).

Si x

z

� y, alors soit z

x

� t soit t

z

� x. Dans le premier cas, x � y et t est

incomparable avec x et y (t � y ) z � y contredit x

z

� y, et y � t ) x � t

contredit z

x

� t), d'o�u x

t

� y. Dans le second cas, t� x� y, et donc de nouveau

�(t; x; y). Les cas o�u y

x

� z ou z

y

� x sont identiques (permutation circulaire).

4. �etal�ee: supposons �(x; y; z) et soit t 2 E. Si x � y � z, alors ou bien

t � y (et donc t � y � z, d'o�u �(y; z; t)), ou bien y � t (et donc x �

y � t, d'o�u �(x; y; t)), ou bien y et t sont incomparables (et dans ce cas soit

t est incomparable avec x, donc �(x; y; t), soit t est incomparable avec z, donc

�(y; z; t), soit x� t� z, donc �(z; x; t)).

Si x

z

� y, alors ou bien t� x� y (d'o�u�(x; y; t)), ou bien x� t� y (d'o�u

x

z

� t et aussi t

z

� y), ou bien x� y � t (d'o�u �(x; y; t)), ou bien x� t et t et

y sont incomparables (d'o�u �(z; x; t) si z 6� t, ou �(y; z; t) si z � t), ou bien t

et x sont incomparables et t� y (et on raisonne comme dans le cas pr�ec�edent),

ou bien t est incomparable avec x et y (d'o�u �(x; y; t)).

Si (E;�) est ordonn�e au sens large, alors � est bien

1. r�e
exive: on a bien �(x; x; y) puisque x

y

� x (� r�e
exive) ou x � y ou

y � x;

2. anti-sym�etrique au sens large: �(x; y; z) ssi x � y � z ou y � z � x ou

z � x � y ou x

z

� y ou y

x

� z ou z

y

� x. Consid�erons le cas o�u x � y � z

(les cas y � z � x et z � x� y �etant similaires). Par d�e�nition, �(z; y; x) ssi

z � y � x ou y � x � z ou x � z � y ou z

x

� y ou y

z

� x ou x

y

� z. Les

trois derniers cas sont interdits par x� y � z. Si z � y � x, par anti-sym�etrie

au sens large de �, on a x = y = z. Si y � x� z, alors x = y et si x� z � y,

alors y = z.

Consid�erons le cas o�u x

z

� y (les cas y

x

� z et z

y

� x �etant similaires). Les

cas z � y � x, y � x � z, x � z � y, z

x

� y et x

y

� z sont impossibles. Il

reste y

z

� x, et alors x� y et y � x, d'o�u x = y. cqfd;

3 et 4. transitive et �etal�ee: la preuve est la même que dans le cas strict. Donc

� est un ordre cyclique large sur E. �

En fait tout ordre cyclique provient d'un ordre. D�ej�a:

Lemme 5.4.8 Soient �

1

et �

2

deux relations d'ordres strictes (resp. larges)

sur des ensembles disjoints E

1

et E

2

. En notant ; (resp. ,) la composition s�erie

(resp. parall�ele) d'ordres, on a �

1

;�

2

=�

1

,�

2

=�

2

;�

1

.
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Preuve. Si x; y 2 E

1

, alors x(�

1

;�

2

)y ssi x �

1

y, donc si x; y; z 2 E

1

,

�

1

;�

2

(x; y; z) ssi �

1

(x; y; z) ssi �

1

,�

2

(x; y; z).

De même pour x; y; z 2 E

2

.

Si x; y 2 E

1

et z 2 E

2

, alors �

1

,�

2

(x; y; z) ssi x �

1

y ssi x (�

1

;�

2

) y

(�

1

;�

2

) z ssi �

1

;�

2

(x; y; z). �

Maintenant

Th�eor�eme 5.4.9 Soient R un ordre cyclique strict (resp. large) sur un ensemble

E, a 2 E, et � l'un des trois ordres stricts (resp. larges) induits sur E par R

a

en prenant a isol�e, minimal ou maximal. Alors � = R.

Preuve. D'apr�es le Lemme 5.4.8, les trois choix pour� donnent bien le même

ordre cyclique �. Consid�erons donc juste le cas o�u a est minimal.

Si x = a ou y = a ou z = a, on a R(x; y; z) ssi�(x; y; z) par d�e�nition de R

a

.

Soient donc x; y; z 2 E, tous di��erents de a, tels que R(x; y; z). Comme R est

�etal�ee, on a R(x; y; a) ou R(y; z; a) ou R(z; x; a), c'est-�a-dire x R

a

y ou y R

a

z ou

z R

a

x, d'o�u a� x� y ou a� y � z ou a� z � x. Par exemple a� x� y

(les deux autres cas sont similaires). Si y � z ou z � x, alors �evidemment

�(x; y; z). D'autre part, si x � z alors R(a; x; z), et comme R(x; y; z), on a

R(a; y; z) par transitivit�e, donc y � z. De même si z � y, alors z � x. Donc

le seul cas restant possible est z incomparable avec x et y, et on a bien encore

�(x; y; z).

R�eciproquement, soient x; y; z 2 E, tous di��erents de a, tels que �(x; y; z),

c'est-�a-dire x � y � z ou y � z � x ou z � x � y ou x

z

� y ou y

x

� z

ou z

y

� x. Dans le premier cas, on a R

a

(x; y) et R

a

(y; z) (par d�e�nition de �),

d'o�u R(a; x; y) et R(a; y; z) (par d�e�nition de R

a

), donc R(x; y; z) puisque R est

transitive. De même pour les deux cas suivants.

Si x

z

� y, alors on a en particulier R(a; x; y). Comme R est �etal�ee, cela

impose R(a; x; z) ou R(x; y; z) ou R(y; a; z). Mais par ailleurs x

z

� y implique

entre autres non R(a; z; y) et non R(a; x; z). Par cons�equent R(x; y; z), cqfd. Les

cas y

x

� z et z

y

� x sont identiques. �

Remarque:

I Pour le Th�eor�eme ci-dessus, le caract�ere �etal�e de l'ordre cyclique est essen-

tiel: par exemple la relation ternaire R(a; b; c); R(b; c; a); R(c; a; b) (c'est tout) sur

l'ensemble �a 4 �el�ements E = fa; b; c; dg est cyclique anti-r�e
exive et transitive,

mais pas �etal�ee, et de fait elle ne provient d'aucun ordre sur E.

5.4.2 Ordres cycliques s�erie-parall�eles

Un ordre cyclique provient en g�en�eral de plusieurs ordres, mais pas toujours d'un

ordre s�erie-parall�ele. Quelle est la con�guration �a interdire pour qu'un ordre
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cyclique provienne d'un ordre s�erie-parall�ele? D�ej�a, si N est le plus petit ordre

non s�erie-parall�ele (d�e�ni sur fa; b; c; dg par: a N b, c N b et c N d) son ordre

cyclique associ�e N est la clôture cyclique de f(a; b; d); (a; c; d)g, mais N provient

aussi d'un ordre s�erie-parall�ele: a < b < d et a < c < d.

Rappelons d'abord la caract�erisation des ordres s�erie-parall�eles (voir par exem-

ple [56]):

Th�eor�eme 5.4.10 Soit R un ordre strict sur E. R est un ordre s�erie-parall�ele

ssi la restriction de R �a tout sous-ensemble �a 4 �el�ements fa; b; c; dg est di��erente

de l'ordre N(a; b; c; d) = f(a; b); (c; b); (c; d)g.

a

b

c

d

Maintenant:

D�e�nition 5.4.11 (Compositions d'ordres cycliques) Soient E; F deux en-

sembles non vides d'intersection fag, et R; S deux ordres cycliques stricts sur E; F

respectivement. On d�e�nit:

� R 


a

S = S

a

,fag,R

a

,

� R �

a

S = S

a

;fag;R

a

,

deux ordres cycliques sur E [ F , et

� R �

a

S = (R


a

S) �

(E[F )nfag

= (R�

a

S) �

(E[F )nfag

,

un ordre cyclique sur (E [ F ) n fag.

Soient E; F deux ensembles non vides disjoints, a 2 E; b 2 F et R; S deux

ordres cycliques stricts sur E; F respectivement. On note:

� R 


a;b

S = (R[a
 b=a]) 


a
b

(S[a
 b=b]) = S

b

,fa
 bg,R

a

,

� R �

a;b

S = (R[a� b=a]) �

a�b

(S[a� b=b]) = S

b

;fa� bg;R

a

,

deux ordres cycliques sur E[a
 b=a] [ F [a
 b=b], et

� R �

a;b

S = R �

a

(S[a=b]).

D�e�nition 5.4.12 (Ordres cycliques s�erie-parall�eles) La classe des ordres

cycliques stricts s�erie-parall�eles est la plus petite classe d'ordres cycliques stricts

contenant les singletons et paires (un ou deux �el�ements, relation ternaire vide) et

close par 


a

et �

a

.

Lemme 5.4.13 Soient R un ordre cyclique strict s�erie-parall�ele sur E et x 2 E.

La relation binaire R

x

du Th�eor�eme 5.4.5 est un ordre s�erie-parall�ele sur E nfxg.
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Preuve. Par induction sur la construction des ordres cycliques s�erie-parall�eles,

par 


a

et �

a

. Si R est un singleton ou une paire, alors c'est clair.

Supposons que R = S


a

T , avec S (resp. T ) un ordre cyclique s�erie-parall�ele

sur E (resp. F ).

Si x = a, R

x

(y; z) ssi (S

a

(y; z) et y; z 2 E) ou (T

a

(y; z) et y; z 2 F ), d'o�u

R

x

= (S

a

, T

a

). Or par hypoth�ese d'induction, S

a

et T

a

sont des ordres s�erie-

parall�eles, donc R

x

aussi.

Si x 6= a, par exemple x 2 E n fag (le cas x 2 F n fag �etant similaire). On a

R

x

(y; z) ssi

{ S

x

(y; z) et y; z 2 E, ou

{ S

x

(y; a) et y 2 E et z 2 F , ou

{ S

x

(a; z) et y 2 E et z 2 F ,

d'o�u R

x

= S

x

[(a,T

a

) = a]. Donc par l'hypoth�ese d'induction, R

x

est s�erie-

parall�ele.

Supposons que R = S �

a

T .

Si x = a, R

x

= (S

a

; T

a

), qui est bien s�erie-parall�ele.

Si x 6= a, par exemple x 2 E n fag, on a R

x

(y; z) ssi

{ S

x

(y; z) et y; z 2 E, ou

{ S

x

(y; a) et y 2 E et z 2 F , ou

{ S

x

(a; z) et y 2 E et z 2 F , ou

{ y 2 F n fag et x 6= y et z = a,

d'o�u R

x

= S

x

[(T

a

;a) = a]. Donc par l'hypoth�ese d'induction, R

x

est s�erie-

parall�ele. On proc�ede de même si x 2 F n fag. �

Lemme 5.4.14 Soit R un ordre cyclique strict sur E. S'il existe un ordre s�erie-

parall�ele < sur E tel que < = R, alors pour tout x 2 E, R

x

est un ordre s�erie-

parall�ele (sur E n fxg).

Preuve. La preuve est essentiellement la même que pour la Proposition 5.1.3.

L'ordre s�erie-parall�ele < est repr�esent�e (de mani�ere non unique) par un arbre

� dont les feuilles sont �etiquet�ees par des �el�ements de E et les n�uds par , ou ;.

On proc�ede par induction sur la longueur du chemin de x �a la racine de �.

{ Si � = �,x ou x,� ou x;� ou �;x, alors R

x

= � qui est bien s�erie-parall�ele.

{ Si � = (�

1

,�

2

),
 et x est dans �

1

, alors < est aussi repr�esent�e par �

0

=

�

1

,(�

2

,
) et on applique l'hypoth�ese d'induction.

{ Si � = (�

1

,�

2

),
 et x est dans �

2

,alors < est aussi repr�esent�e par �

0

=

�

2

,(�

1

,
) et on applique l'hypoth�ese d'induction.

{ Si � = (�

1

;�

2

),
 et x est dans �

1

, alors d'apr�es le Lemme 5.4.8, < = <

0

, o�u

<

0

est l'ordre s�erie-parall�ele repr�esent�e par (�

1

;�

2

);
, mais aussi par �

1

;(�

2

;
), et

on applique l'hypoth�ese d'induction.
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{ Si � = (�

1

;�

2

),
 et x est dans �

2

, alors < est aussi repr�esent�e par 
,(�

1

;�

2

),

et on proc�ede comme ci-dessus.

{ Les cas � = �,(


1

,


2

), � = �,(


1

;


2

), � = �;(


1

,


2

), � = �;(


1

;


2

) et sont

parfaitement similaires. �

D�e�nition et Lemme 5.4.15 On note G(a; b; c; d; e) la clôture cyclique de

f(a; b; d); (a; c; d); (b; c; e); (b; d; e); (a; c; e)g.

(i) G(a; b; c; d; e) est un ordre cyclique strict sur fa; b; c; d; eg.

(ii) Il n'existe pas d'ordre s�erie-parall�ele < sur fa; b; c; d; eg tel que < =

G(a; b; c; d; e).

Preuve.

(i) La relation binaire f(b; d); (c; d); (c; e)g est un ordre strict sur fb; c; d; eg.

(C'est G(a; b; c; d; e)

a

.) Soit < l'ordre strict induit sur fa; b; c; d; eg en prenant

a minimal. On v�eri�e que G(a; b; c; d; e) = <, ce qui permet de conclure par la

Proposition 5.4.7.

(ii) G(a; b; c; d; e)

a

n'est pas s�erie-parall�ele, donc d'apr�es le Lemme 5.4.14,

G(a; b; c; d; e) ne provient pas d'un ordre s�erie-parall�ele. �

Th�eor�eme 5.4.16 Soit R un ordre cyclique strict sur E. Les assertions suiv-

antes sont �equivalentes:

(i) R est s�erie-parall�ele,

(ii) il existe un ordre s�erie-parall�ele < sur E tel que < = R,

(iii) la restriction de R �a tout sous-ensemble de E �a 5 �el�ements fa; b; c; d; eg est

di��erente de G(a; b; c; d; e).

Preuve.

(i ) ii)

Si E = ;, c'est clair. Sinon soit x 2 E. Comme R est un ordre cyclique s�erie-

parall�ele, l'ordre R

x

est s�erie-parall�ele d'apr�es le Lemme 5.4.13, donc aussi par

exemple l'ordre <= (x,R

x

) sur E. D'apr�es le Th�eor�eme 5.4.9, < = R.

(ii ) i)

D'apr�es le Lemme 5.4.13, (ii) implique: pour tout x 2 E, R

x

est un ordre s�erie-

parall�ele, donc aussi (x,R

x

), et par le Th�eor�eme 5.4.9, x,R

x

= R. Il reste �a

montrer que x,R

x

est s�erie-parall�ele, ce qu'on fait par induction sur R

x

: si R

x

est

vide ou un singleton, c'est clair; sinon R

x

est soit de la forme <

1

, <

2

(et alors

x,R

x

= x, <

1




x

x, <

2

) soit de la forme <

1

; <

2

, (et alors x,R

x

= x,(<

1

; <

2

) =

x;(<

1

; <

2

) = x, <

1

�

x

x, <

2

), cqfd.

(ii ) iii)

Soient < un ordre s�erie-parall�ele sur E tel que < = R, et fa; b; c; d; eg � E.

Si R �

fa;b;c;d;eg

= G(a; b; c; d; e), alors < �

fa;b;c;d;eg

= <�

fa;b;c;d;eg

= G(a; b; c; d; e),

alors que <�

fa;b;c;d;eg

est un ordre s�erie-parall�ele, d'o�u une contradiction d'apr�es

le Lemme 5.4.15, cqfd.
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(iii) ii)

Soit R un ordre cyclique strict ne contenant pas de G(:; :; :; :; :). Si E = ;, le

r�esultat est clair. Sinon soit x 2 E. D'apr�es le Th�eor�eme 5.4.9, x,R

x

= R.

Si R

x

n'est pas s�erie-parall�ele, alors d'apr�es le Th�eor�eme 5.4.10, R

x

contient

un N(a; b; c; d), donc aussi (x,R

x

). Par cons�equent x,R

x

contient

f(x; a; b); (x; c; b); (x; c; d)g [ f(a; b; d); (a; c; d)g, et donc aussi sa clôture cyclique

G(a; c; b; d; x), donc R contient un G(:; :; :; :; :), contradiction.

Donc R

x

est bien s�erie-parall�ele, de même que (x,R

x

), cqfd. �

Proposition 5.4.17 (Intersection) Si R et S sont des ordres cycliques s�erie-

parall�eles sur un ensemble E, alors R\S est aussi un ordre cyclique s�erie-parall�ele

sur E.

Preuve. Si E = ;, c'est clair. Sinon, soit x 2 E: (R\S)

x

(y; z) ssi (R\S)(x; y; z)

ssi R

x

(y; z) et S

x

(y; z) ssi (R

x

\ S

x

)(y; z). Donc (R \ S)

x

= R

x

\ S

x

est s�erie-

parall�ele d'apr�es le lemme 5.4.13. D'apr�es le th�eor�eme 5.4.9, R\S = x,(R \ S)

x

,

donc R \ S = x,R

x

\ S

x

est la traduction d'un ordre s�erie-parall�ele, et est par

cons�equent s�erie-parall�ele d'apr�es le th�ero�eme 5.4.16. �

5.4.3 Calcul des s�equents multiplicatif

D�e�nition 5.4.18 Soit R un ordre cyclique strict sur E. Les relations binaires

�

R

et �

R

sur E sont d�e�nies par:

{ x �

R

y ssi 8z 2 E; z 6= x et z 6= y impliquent R(x; y; z).

{ x �

R

y ssi 8z 2 E, non R(x; y; z) et non R(z; y; x).

Lemme 5.4.19 Soient R un ordre cyclique strict sur E, et x; y 2 E.

(i) x �

R

y

ssi pour tout z 2 E; z 6= x et z 6= y impliquent: dans R

z

, x est l'unique

pr�ed�ecesseur de y et y est l'unique successeur de x,

ssi x est maximal dans R

y

,

ssi y est minimal dans R

x

.

(ii) x �

R

y

ssi pour tout z 2 E; z 6= x et z 6= y impliquent: dans R

z

, x et y ont les mêmes

successeurs et les mêmes pr�ed�ecesseurs,

ssi x est isol�e dans R

y

,

ssi y est isol�e dans R

x

.

Preuve. (i) Si x �

R

y, alors dans tous les R

z

(z 6= x et z 6= y), on a R

z

(x; y)

donc x est inf�erieur �a y; si pour l'ordre R

z

, x est inf�erieur �a un autre t 2 E, alors

R

z

(x; t), mais pour ce même t, on a aussi R(x; y; t), donc par transitivit�e de R,

R(z; y; t), c'est-�a-dire y inf�erieur �a t; par cons�equent y est l'unique successeur de

x, et de même x est l'unique pr�ed�ecesseur de y.
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R�eciproquement si dans tous les R

z

, x est l'unique pr�ed�ecesseur de y et y est

l'unique successeur de x, on a clairement x �

R

y.

Maintenant, si x �

R

y, alors dans R

y

, on a bien x sup�erieur �a tout z 2 E,

z 6= x, et dans R

x

, on a bien y inf�erieur �a tout z 2 E, z 6= y.

R�eciproquement si x est maximal dans R

y

, alors pour tout z 2 E, z 6= x; y

implique R(y; z; x), donc x �

R

y.

De même si y est minimal dans R

x

, on a bien x �

R

y.

(ii) Pour prouver x �

R

y ssi x est isol�e dans R

y

, ssi y est isol�e dans R

x

, on

proc�ede comme ci-dessus.

Si x �

R

y et R(z; x; t), alors R(y; x; t) ou R(z; x; y) ou R(z; y; t) puisque R

est �etal�ee, et comme on n'a ni R(z; x; y) ni R(t; y; x) (d�e�nition de �

R

), il reste

R(z; y; t). Donc dans tous les R

z

(z 6= x et z 6= y), R

z

(x; t) implique R

z

(y; t), et

de même R

z

(y; t) implique R

z

(x; t), R

z

(t; x) implique R

z

(t; y) et R

z

(t; y) implique

R

z

(t; x).

R�eciproquement si dans tous les R

z

, x et y ont les mêmes successeurs et les

mêmes pr�ed�ecesseurs, on a clairement x �

R

y. �

Lemme 5.4.20 Soient R un ordre cyclique strict sur E, et x; y 2 E tels que

x �

R

y (resp. x �

R

y). La relation R[x�y = x; y] (resp. R[xPy = x; y]) obtenue

en identi�ant x et y dans R est un ordre cyclique strict sur E[x� y = x; y] (resp.

E[xPy = x; y]).

Preuve. Consid�erons le cas x �

R

y (le cas x �

R

y �etant similaire). Si E =

fx; yg, c'est clair. Sinon soit z 2 E, z 6= x et z 6= y. D'apr�es le Lemme 5.4.19, x

et y sont en s�erie dans R

z

, R

z

[x� y = x; y] est un ordre strict, et par cons�equent

R[x� y = x; y] est bien un ordre cyclique strict sur E[x� y = x; y]. �

D�e�nition 5.4.21 On d�e�nit � comme la plus petite relation d'ordre stricte sur

l'ensemble des ordres s�erie-parall�eles, close par: (< , <

0

) � (< ; <

0

).

Soient R et S deux ordres cycliques stricts s�erie-parall�eles sur E 6= ;. Soit

x 2 E. On note aussi R � S pour: R

x

� S

x

. (C'est ind�ependant du choix de x.)

D�e�nition 5.4.22 (S�equents (all�eg�es)) Un s�equent all�eg�e est un ordre cy-

clique strict s�erie-parall�ele R �etiquet�e par un ensemble � de formules. On note

` � [R].

Le calcul des s�equents multiplicatif avec r�egles structurelles r�eversibles im-

plicites est donn�e par:

Axiome - Coupure
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` A

?

; A [;]

` �; A [R] ` A

?

;� [S]

` �;� [R �

A;A

?

S]

Entropie

` � [R]

R

0

� R

` � [R

0

]

Non-commutatifs

` �; A [R] ` �; B [S]

` �;�; A�B [R�

A;B

S]

` �; A;B [R]

A �

R

B

` �; A�B [R[A�B=A;B]]

Multiplicatifs commutatifs

` �; A [R] ` �; B [S]

` �;�; A
B [R


A;B

S]

` �; A;B [R]

A �

R

B

` �; A P B [R[APB=A;B]]

Th�eor�eme 5.4.23 Si < est l'ordre strict s�erie-parall�ele associ�e �a un s�equent du

calcul des s�equents de la section 5.1, alors l'ordre cyclique strict s�erie-parall�ele <

est invariant par les r�egles structurelles r�eversibles: associativit�es, �echange et

` �;�

.

` �;�

Preuve. L'invariance par associativit�es et �echange est �evidente. Pour la

troisi�eme r�egle, c'est une cons�equence imm�ediate du Lemme 5.4.8. �

Th�eor�eme 5.4.24 Soit ` � un s�equent multiplicatif (de la section 5.1), donc un

ordre s�erie-parall�ele �etiquet�e par les formules de �.

` � est prouvable dans le calcul avec r�egles structurelles explicites ssi le

s�equent all�eg�e ` � est prouvable dans le calcul avec r�egles structurelles r�eversibles

implicites.
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Preuve.

())

A une preuve � de ` � dans le calcul des s�equents (multiplicatif) avec r�egles

structurelles explicites on associe, par induction sur la taille de �, une preuve �

de ` � dans le calcul avec r�egles structurelles r�eversibles implicites.

On remplace l'ordre s�erie-parall�ele par l'ordre cyclique (strict s�erie-parall�ele)

associ�e, et on e�ace les applications de r�egles structurelles r�eversibles conform�ement

au Th�eor�eme 5.4.23. L'arbre obtenu est bien une preuve:

{ pour la coupure, on a bien �,A �

A;A

? A

?

,� = �,�,

{ pour la r�egle �, on utilise �,A �

A;B

B,� = (�;�),A� B,

{ pour la r�egle 
, on utilise �,A 


A;B

B,� = (�,�),A
 B,

{ pour les r�egles � et P, on utilise le Lemme 5.4.19,

{ pour la r�egle d'entropie, on a bien �,� � �;�.

(()

R�eciproquement on remplace des combinaisons d'ordres cycliques s�erie-parall�eles

par des compositions d'ordres s�erie-parall�eles en �xant la formule active: en vertu

du Lemme 5.4.14 et du Th�eor�eme 5.4.16, �xer un point induit bien un ordre s�erie-

parall�ele. Le Lemme 5.4.23 permet toutes les applications n�ecessaires de r�egles

structurelles r�eversibles. �

5.5 R�eseaux de preuve multiplicatifs

Cette section est le fruit d'un travail commun avec Michele Abrusci et Jean-Yves

Girard.

D�e�nition 5.5.1 Une structure de preuve est un graphe construit �a partir de

(petits) sous-graphes appel�es liens pour lesquels on distingue des sommets pr�emisses

et des sommets conclusions; les sommets sont �etiquet�es par des formules; et les

liens sont:
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A B A B

puis

s�equentiel

A�B

A�B

axiome coupure

AA

?

A

?

A

A B A B

par

A
B A P B

tenseur

On demande en outre que toute occurrence de formule soit conclusion d'ex-

actement un lien, et pr�emisse d'au plus un lien.

Une formule qui n'est pr�emisse d'aucun lien est dite terminale, on dira aussi

qu'elle est conclusion de la structure.

On d�e�nit localement l'�elimination des coupures dans les structures de preuves:

BA

A
BB

?

PA

?

A

?

B

?

B

?

A

?

A B

BA

A�BB

?

� A

?

A

?

B

?

B

?

A

?

A B
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5.5.1 Crit�ere de correction

D�e�nition 5.5.2 Les positions d'interrupteurs associ�ees aux liens sont:

GD D G

D D G 3

tenseur tenseur

par par

puis

sequentiel sequentiel sequentiel

Pour faire un voyage, on �xe une position d'interrupteur pour chaque lien de

la structure de preuve, on part d'une formule et on parcourt le graphe comme

prescrit par les positions d'interrupteurs.

Un voyage est dit court si on revient au point de d�epart avant d'avoir parcouru

toute formule A dans les deux sens, A

^

et A

_

. Il est dit long sinon.

Posons ^ = _ et _ = ^. On dira qu'un voyage v contient une con�guration

ABAB s'il existe des sens de passage x et y 2 f^;_g tels que A

x

; B

y

; A

x

; B

y

apparaissent dans cet ordre cyclique dans v.

A cause de la troisi�eme position pour les liens �, on ne peut pas exiger que

les voyages soient tous longs, mais on peut quand même s'int�eresser aux voyages

cycliques (ou plus simplement \cycles").

D�e�nition 5.5.3 (R�eseau de preuve) On dit qu'une structure de preuve � est

un r�eseau de preuve lorsque pour toute position des interrupteurs:

(i) il existe exactement un cycle �,

(ii) � contient toutes les conclusions,

(iii) � ne contient pas de con�guration ABAB,

(iv) �etant donn�es deux liens quelconques

A

1

A

2

A

1

�A

2

et

B

1

B

2

B

1

p B

2

(p 2 f�;Pg) de �,

� ne contient pas A

2

; B

1

; A

2

; B

2

; A

1

ou A

2

; B

2

; A

2

; B

1

; A

1

dans cet ordre cyclique.

On dit alors aussi: un r�eseau correct.
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D�e�nition 5.5.4 On dira qu'une structure de preuve � est correcte au sens com-

mutatif si la structure de preuve de LL commutative obtenue en rempla�cant les

� et � par P et 
 respectivement, est correcte.

D�e�nition 5.5.5 (Parties interne, externe, inf�erieure, sup�erieure) Soient

� un r�eseau de preuve, s une position d'interrupteurs, et

A

1

A

2

A

1

p A

2

(p 2 f�;Pg)

un lien de �.

La partie interne (resp. externe; inf�erieure) de p est la partie A

2

^

: : : A

1

_

(resp. A

1

^

: : : A

2

_

; (A

1

pA

2

)

_

: : : (A

1

pA

2

)

^

) de l'unique cycle d�etermin�e par s. La

partie sup�erieure de p est la r�eunion de la partie interne et de la partie externe.

Les trois premi�eres conditions du crit�ere sont �equivalentes �a la correction au

sens commutatif + des conditions sur les parties internes des liens �:

Lemme 5.5.6 Soit � une structure de preuve. � satisfait (i), (ii) et (iii) pour

toute position des interrupteurs ssi � est correcte au sens commutatif, et pour

une position d'interrupteurs donn�ee quelconque, les parties internes des liens �

ne contiennent pas de conclusion et ne se chevauchent pas (i.e. les con�gurations

A

^

2

; B

^

2

; A

_

1

; B

_

1

et A

^

2

; B

_

1

; A

_

1

; B

^

2

sont interdites).

Preuve. ( Soit s une position d'interrupteurs. On montre, par induction sur

le nombre n de liens en position 3, que s satisfait (i), (ii), (iii), et (PI) : pour tout

lien

A

1

A

2

A

1

�A

2

de �, A

^

2

est dans le cycle ssi A

_

1

l'est.

Si n = 0, comme � est correcte au sens commutatif, s d�etermine un voy-

age long, qui satisfait donc (i), (ii) et (PI). De plus dans un r�eseau commutatif

correct, les voyages ne contiennent pas de con�guration ABAB (preuve triviale

par induction sur la construction des r�eseaux corrects, en vertu du th�eor�eme de

s�equentialisation commutatif), donc s satisfait la condition (iii).

Si n > 0, alors soit

A

1

A

2

A

1

�A

2

un lien� de � en position 3, et pla�cons-le en position

D, d'o�u une nouvelle position des interrupteurs s

0

. Par hypoth�ese d'induction, s

0

satisfait (i), (ii), (iii) et (PI). Donc soit A

^

2

et A

_

1

sont tous les deux dans l'unique

cycle �

0

de s

0

, soit aucun des deux (condition PI). Dans ce dermier cas, le r�esultat

est imm�ediat. Dans le premier cas, s a un unique cycle �, obtenu en enlevant

de �

0

la partie interne A

2

^

: : : A

_

1

; � contient toutes les conclusions, car A

^

2

: : : A

_

1

n'en contient pas, par hypoth�ese; � ne contient pas plus de con�guration ABAB

que �

0

, c'est-�a-dire pas du tout; en�n, le fait que les parties internes des liens �

ne se chevauchent pas pr�eserve la condition (PI).

(Un voyage avec positions 3 est donc obtenu �a partir d'un voyage sans position

3 (disons le voyage avec tous les liens � en position D par exemple) en enlevant

les parties internes des liens � en position 3.)

) Soit � une structure de preuve satisfaisant (i), (ii) et (iii) pour toute

position des interrupteurs. En particulier, en l'absence de lien � en position 3,

on a un unique cycle, mais d'autre part, on n'a que des cycles (un voyage ne
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s'arrête jamais en l'absence de position 3, et le r�eseau est �ni), donc ce cycle est

un long voyage. Pour conclure que la structure est correcte au sens commutatif,

il faut aussi v�eri�er la condition de long voyage avec les liens � en position G:

on proc�ede par induction sur le nombre n de liens � en position G. Le cas o�u

n = 0 vient d'être trait�e. Si n > 0, alors soit

A

1

A

2

A

1

�A

2

un lien � de � en position G,

et pla�cons-le en position D, d'o�u une nouvelle position des interrupteurs s

0

. Par

hypoth�ese d'induction, s

0

d�etermine un long voyage, qui a donc l'une des deux

formes suivantes:

A

^

1

: : : A

_

1

A

^

2

: : : A

_

2

(A

1

� A

2

)

_

: : : (A

1

� A

2

)

^

A

^

1

: : : A

_

2

(A

1

� A

2

)

_

: : : A

_

1

A

^

2

: : : (A

1

� A

2

)

^

mais la deuxi�eme contient une con�guration ABAB (�a savoir A

^

1

A

_

2

A

_

1

A

^

2

),

donc le long voyage de s

0

est de la premi�ere forme. On repasse le lien� dans la po-

sition G, et on obtient le long voyage A

^

1

: : : A

_

1

(A

1

�A

2

)

_

: : : (A

1

�A

2

)

^

A

^

2

: : : A

_

2

,

cqfd.

L'absence de conclusion dans les parties internes des liens � est �evidente: par

l'absurde, si la partie interne d'un lien � contient une conclusion C, consid�erez

une position d'interrupteurs s avec seulement ce lien en position 3, le cycle de

s est obtenu �a partir d'un voyage long en enlevant la partie interne, donc en

particulier la conclusion, ce qui contredit la condition (ii).

Reste �a montrer que les parties internes des liens � ne se chevauchent pas.

Supposons au contraire que pour deux liens

A

1

A

2

A

1

�A

2

et

B

1

B

2

B

1

�B

2

, et pour une certaine

position d'interrupteurs, le cycle soit de la forme A

^

2

1

: : : B

^

2

2

: : : A

_

1

3

: : : B

_

1

4

: : : par

exemple. Notons que les deux liens � consid�er�es ne sont donc pas en position 3.

Si on met

A

1

A

2

A

1

�A

2

en position 3, on obtient un cycle

3

: : : B

_

1

4

: : :;

et un segment

A

^

2

1

: : : B

^

2

2

: : : A

_

1

:

Si ensuite on met

B

1

B

2

B

1

�B

2

en position 3, on obtient deux segments

A

^

2

1

: : :

4

: : :

3

: : : B

_

1

et

B

^

2

2

: : : A

_

1

;

et pas de cycle: contradiction. La seconde con�guration interdite admet une

preuve tr�es similaire. �

Th�eor�eme 5.5.7 (Stabilit�e par �elimination des coupures) Si � est un r�eseau

de preuve et � ! �

0

, alors �

0

est un r�eseau de preuve.
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Preuve. Soit � un r�eseau de preuve et �

0

la structure obtenue en �eliminant

la coupure portant sur la paire de liens

A B

AtB

et

B

?

A

?

B

?

t

?

A

?

(t 2 f
;�g et 


?

=P,

�

?

= �). On montre d'abord la stabilit�e de (i), (ii) et (iii) en utilisant la version

�equivalente du lemme 5.5.6, puis la stabilit�e de (iv).

1. Correction au sens commutatif. C'est d�ej�a fait [17].

2. Absence de conclusion dans les parties internes des liens �. Soit s

une position des interrupteurs sans la position 3. Soit un autre lien

C D

C�D

.

� t = �. Le voyage (long) v dans � se d�eroule de l'une des deux mani�eres

suivantes, selon la position du lien

B

?

A

?

B

?

�A

?

:

A

?

^

1

: : : B

?

_

B

?

^

2

: : : A

?

_

(B

?

� A

?

)

_

(A � B)

^

A

^

3

: : : A

_

B

^

4

: : : B

_

(A �

B)

_

(B

?

� A

?

)

^

ou

B

?

^

2

: : : A

?

_

A

?

^

1

: : : B

?

_

(B

?

� A

?

)

_

(A � B)

^

A

^

3

: : : A

_

B

^

4

: : : B

_

(A �

B)

_

(B

?

� A

?

)

^

. Apr�es r�eduction, le voyage long est v

0

:

A

?

^

1

: : : B

?

_

B

^

4

: : : B

_

B

?

^

2

: : : A

?

_

A

^

3

: : : A

_

:

Par hypoth�ese 1 ne contient pas de conclusion. La condition de non-

chevauchement des parties internes des liens � impose que D

^

2 1 ssi

C

_

2 1 ssi D

^

: : : C

_

� 1, et dans ce cas la partie interne D

^

: : : C

_

ne

contient pas de conclusion. Sinon D

^

et C

_

sont dans 2; 3; 4: que ce soit

avant ou apr�es r�eduction, les segments 2; 3 et 4 sont dans cet ordre cyclique

dans le voyage long, donc D

^

: : : C

_

contient une conclusion dans v

0

ssi elle

en contient une dans v, ce qui n'est pas.

� t = 
. Avec les mêmes notations que ci-dessus pour les 4 segments, le

voyage v dans � est 1; 2; 3; 4 ou 2; 1; 3; 4 ou 1; 2; 4; 3 ou 2; 1; 4; 3, et le voyage

v

0

dans �

0

est toujours 1; 4; 2; 3. Dans tous les cas on parle de voyage \�a

permutation circulaire pr�es", c'est-�a-dire de l'ordre cyclique total (large).

Supposons que D

^

: : : C

_

contienne une conclusion � dans �

0

. La position

de ces trois formules dans 1; 4; 2; 3 est un triplet (D

^

; �; C

_

) 2 f1; 2; 3; 4g

3

.

Or quel que soit le triplet (x; y; z) 2 f1; 2; 3; 4g

3

tel que (x; y; z) 2 l'ordre

cyclique 1; 4; 2; 3, (x; y; z) 2 l'un au moins des ordres cycliques 1; 2; 3; 4

ou 2; 1; 3; 4 ou 1; 2; 4; 3 ou 2; 1; 4; 3: si deux sont �egaux parmi x; y; z, c'est

�evident; par ailleurs (1; 4; 2) 2 (2; 1; 3; 4), (1; 4; 3) 2 (1; 2; 4; 3), (1; 2; 3) 2

(1; 2; 3; 4) et (4; 2; 3) 2 (2; 1; 3; 4). Cela fournit une contradiction.

3. Non-chevauchement des parties internes des liens �. Soit s une

position des interrupteurs sans la position 3. Soient

C

1

C

2

C

1

�C

2

et

D

1

D

2

D

1

�D

2

deux autres

liens.
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� t = �. On reprend les notations ci-dessus. Dans �

0

, D

^

2

2 1 ssi D

_

1

2 1 ssi

D

^

2

: : :D

_

1

� 1, donc c'est aussi le cas dans �, et alors quel que soit la posi-

tion de C

^

2

et C

_

1

, un chevauchement dans �

0

provient d'un chevauchement

dans au moins l'un des voyages 1; 2; 3; 4 et 2; 1; 3; 4 dans �.

Le cas o�u C

^

2

: : : C

_

1

� 1 est similaire.

Sinon D

^

2

, D

_

1

, C

^

2

et C

_

1

sont toutes les 4 dans 2; 3; 4, et le chevauchement

est pr�eserv�e, comme l'ordre cyclique (2; 3; 4).

� t = 
. Soit un chevauchement C

^

2

; D

^

2

; C

_

1

; D

_

1

(l'autre cas est absolument

similaire) dans �

0

, montrons qu'il provient d'un chevauchement dans �. Si

les 4 formules sont r�eparties dans 1, 2 ou 3 segments (parmi 1; 2; 3 et 4),

alors c'est clair. Par ailleurs, elles ne peuvent pas être r�eparties dans les

4 segments. En e�et, si par exemple C

^

2

; D

^

2

; C

_

1

; D

_

1

sont respectivement

dans 1; 4; 2; 3, alors le voyage de la forme 2; 1; 4; 3 dans � interdit d'une

part toute conclusion dans 3 et 4 (pas de conclusion dans la partie interne

C

^

2

: : : C

_

1

dans �), et d'autre part toute conclusion dans 1 et 2 (pas de

conclusion dans D

^

2

: : :D

_

1

), ce qui est impossible. Les autres permutations

circulaires de C

^

2

; D

^

2

; C

_

1

; D

_

1

dans 1; 4; 2; 3 admettent une preuve identique.

4. Condition (iv). Soient s une position des interrupteurs, et

C

1

C

2

C

1

�C

2

et

D

1

D

2

D

1

p D

2

(p 2 f�;Pg) deux liens quelconques de �

0

. Supposons que l'unique cycle

d�etermin�e par s dans �

0

contienne C

2

; D

1

; C

2

; D

2

; C

1

dans cet ordre cyclique (le

cas C

2

; D

2

; C

2

; D

1

; C

1

est analogue). N�ecessairement

C

1

C

2

C

1

�C

2

est en position D et

D

1

D

2

D

1

p D

2

n'est pas en position 3. Le cycle contient donc la con�guration suivante:

C

_

2

; D

1

; C

^

2

; D

2

; C

_

1

; C

^

1

. On reprend les notations 1; 2; 3; 4 pour les segments du

cycle.

Par le même argument que pr�ec�edemment, on peut \remonter" une con�gu-

ration C

2

; D

1

; C

2

; D

2

; C

1

dans � �a partir de la même con�guration dans �

0

, d�es

que les 5 formules sont r�eparties dans au plus 3 segments (parmi 1; 2; 3; 4).

Soit donc la con�guration C

2

; D

1

; C

2

; D

2

; C

1

dans �

0

r�epartie dans les 4 seg-

ments. Dans un r�eseau quelconque correct au sens commutatif, les parties inf�e-

rieures ne se chevauchent pas, donc les deux extr�emit�es C

_

2

et C

^

2

de la partie

inf�erieure de

C

1

C

2

C

1

�C

2

doivent être soit dans 1; 2 soit dans 3; 4 toutes les deux. Pour

que les 5 formules soient r�eparties dans les 4 segments, il faut que C

_

2

et C

^

2

ne

soient pas dans un même segment. Donc on est dans l'un des 4 cas suivants:

4.1. C

_

2

2 1, C

^

2

2 2 et D

1

2 4. D�ej�a C

1

62 2 (car sinon D

2

2 2 et personne n'est

dans 3), et C

1

62 3 (sinon les trois passages par le lien disjonction

C

1

C

2

C

1

�C

2

sont

r�epartis dans les trois parties: interne 1, externe 2 et inf�erieure 3; 4, d'un autre

lien disjonction:

B

?

A

?

B

?

t

?

A

?

, ce qui n'arrive jamais dans un r�eseau correct au sens

commutatif), donc C

1

2 1, et par cons�equent D

2

2 3. Le cycle dans �

0

est donc:
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A

?

^

1:1

: : : C

1

1:2

: : : C

_

2

1:3

: : : B

?

_

B

^

4:1

: : : D

1

4:2

: : : B

_

B

?

^

2:1

: : : C

^

2

2:2

: : : A

?

_

A

^

3:1

: : : D

2

3:2

: : : A

_

mais alors le voyage 2; 1; 3; 4 dans �, �a savoir:

B

?

^

2:1

: : : C

^

2

2:2

: : : A

?

_

A

?

^

1:1

: : : C

1

1:2

: : : C

_

2

1:3

: : : B

?

_

(B

?

�A

?

)

_

(A�B)

^

A

^

3:1

: : : D

2

3:2

: : :

A

_

B

^

4:1

: : : D

1

4:2

: : : B

_

(A� B)

_

(B

?

� A

?

)

^

fait apparâ�tre la con�guration C

^

2

; A

?

; C

1

; C

_

2

; B

?

qui contredit la condition

(iv) pour �: absurde.

4.2. C

_

2

2 2, C

^

2

2 1 et D

1

2 3: analogue.

4.3. C

_

2

2 3, C

^

2

2 4 et D

1

2 1. On proc�ede comme ci-dessus. La seule

di��erence essentielle est la raison pour laquelle C

1

62 2: sinon on aurait dans

� un enchevêtrement entre une disjonction et une conjonction, i.e. les trois

passages par le lien disjonction

C

1

C

2

C

1

�C

2

r�epartis dans les trois parties (1; 2; 3; 4)

d'un lien conjonction (

A B

AtB

), ce qui n'arrive jamais dans un r�eseau correct au

sens commutatif.

4.4. C

_

2

2 4, C

^

2

2 3 et D

1

2 2: analogue. �

5.5.2 S�equentialisation

D�e�nition 5.5.8 A une preuve � (de conclusion ` A

1

; : : : ; A

n

[R]) dans le calcul

des s�equents multiplicatif, on associe une structure de preuve �

�

(ayant pour

conclusions A

1

; : : : ; A

n

) de mani�ere �evidente.

D�ej�a quelques remarques: le lemme 5.5.6 dit en particulier que la condition

(iii) est n�ecessaire. Ainsi par exemple, la structure suivante satisfait (i) et (ii)

pour toute position d'interrupteurs, mais n'est �evidemment pas correcte:

�

�

�

La condition (iii) est en fait �equivalente, modulo les autres conditions, �a la

contrainte d'ordre de passage dans les liens tenseurs du lemme 2.9.7 de [17].

Par ailleurs, la condition (iv) est utile en pr�esence de coupures: ainsi la struc-

ture suivante satisfait (i), (ii) et (iii) pour toute position d'interrupteurs, mais
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n'est pas correcte parce que la partie interne du lien � passe par un lien P qui

est \en-dessous":




P







P

P

�

Nous avons besoin de la notation suivante:

D�e�nition 5.5.9 Soit � un r�eseau de preuve de conclusions A

1

; : : : ; A

n

, et s une

position d'interrupteurs pour �. L'unique cycle sur � d�etermin�e par s contient

par d�e�nition A

1

; : : : ; A

n

, et induit donc un ordre cyclique total, not�e R

�;s

, sur

A

1

; : : : ; A

n

.

Comme un ordre cyclique total est s�erie-parall�ele, l'intersection d'ordres cy-

cliques totaux (sur un même ensemble E) est un ordre cyclique s�erie-parall�ele

(sur E), en vertu de la proposition 5.4.17.

D�ej�a, on a la proposition suivante:

Proposition 5.5.10 Si � est une preuve s�equentielle de conclusion ` � [R], �

�

est un r�eseau de preuve, et R �

T

s

R

�

�

;s

.

Preuve. Induction facile. �

On d�e�nit un ordre entre les liens disjonctions (� et P) d'une structure de

preuve correcte au sens commutatif (cette d�e�nition n'a rien de sp�eci�quement

non-commutatif). La notation suivante est tr�es utile:

D�e�nition 5.5.11 Soient � une structure de preuve correcte au sens commu-

tatif, et a =

A

1

A

2

A

1

pA

2

et b =

B

1

B

2

B

1

qB

2

(p; q 2 f�;Pg) deux liens disjonctions quelcon-

ques de �.

Soit s = s

a;b

une position d'interrupteurs �a la Danos-R�egnier (on coupe l'une

des deux branches des liens disjonctions) pour tous les liens disjonctions de � sauf
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a et b. Le graphe obtenu contient exactement deux cycles ind�ependants, et des

ar�etes pendantes. On note �

s

a;b

le graphe obtenu en enlevant en outre les ar�etes

pendantes.

D�e�nition 5.5.12 Soient � une structure de preuve correcte au sens commu-

tatif, et a =

A

1

A

2

A

1

pA

2

et b =

B

1

B

2

B

1

qB

2

(p; q 2 f�;Pg) deux liens disjonctions quelcon-

ques de �.

On d�e�nit la relation <

�

par a <

�

b ssi pour une certaine position d'interrup-

teurs (sans la position 3), �a la fois la partie sup�erieure et la partie inf�erieure

de b passent par a, autrement dit ssi pour une certaine position d'interrupteurs

s = s

a;b

�a la Danos-R�egnier pour toutes les disjonctions sauf a et b, �

s

a;b

est le

graphe:

b

a

Les deux lemmes (faciles) suivants expliquent notre int�erêt pour <

�

:

Lemme 5.5.13 (Ordre sur les disjonctions) Soit � est une structure de preuve

correcte au sens commutatif. <

�

est un ordre sur les liens disjonctions.

Lemme 5.5.14 (Scission) Soit � est un r�eseau de preuve, et a =

A

1

A

2

A

1

p A

2

(p 2

f�;Pg) un lien de �. a est minimal pour <

�

ssi il est scindant, i.e. le graphe

obtenu en enlevant les deux ar�etes de a a deux composantes connexes.

Venons-en au th�eor�eme. Un lien scindant dans le cas commutatif ne l'est pas

forc�ement dans le cas mixte (ou même purement non-commutatif), par exemple

la coupure dans le r�eseau (correct) suivant:

�

� �
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mais on a une relation d'ordre sur les disjonctions, donc il est naturel de

prouver la s�equentialisation avec les disjonctions (� et P) scindantes, �a la mani�ere

de Danos [9]. On va donc consid�erer des structures de preuve avec axiomes non-

logiques �a une conclusion, et on imagine sans peine les adaptations �evidentes

n�ecessaires.

Th�eor�eme 5.5.15 (S�equentialisation) Soit � un r�eseau de preuve de conclu-

sions A

1

; : : : ; A

n

, et soit R =

T

s

R

�;s

. Il existe une preuve en calcul des s�equents

�, de conclusion ` A

1

; : : : ; A

n

[R], telle que � = �

�

.

Preuve. Soit � un r�eseau de preuve de conclusions A

1

; : : : ; A

n

. On proc�ede par

induction sur le nombre n de liens disjonctions. Si n = 0, � est un arbre: clair.

Si n > 0, on consid�ere tous les liens disjonctions scindants a

1

; : : : ; a

k

(k � n)

de �. Comme � est en particulier correcte au sens commutatif, alors d'apr�es [9],

k � 1. L'un au moins de ces liens, disons a

i

, n'est sur le trajet d'aucune partie

interne de lien �.

En e�et, sinon les composantes connexes du graphe obtenu en enlevant les

deux ar�etes des a

1

; : : : ; a

k

, forment un arbre dans � (car sinon on exhibe un

cycle). Comme les conclusions ne sont pas dans les parties internes des liens

�, il existe une composante feuille 
 qui contient un lien � non-scindant b et

est connect�ee au reste de � par les deux pr�emisses d'un unique lien scindant a

j

.

D'apr�es le lemme 5.5.14, b n'est pas minimal pour l'ordre < �, donc fatalement

a

j

< �b, et on v�eri�e ais�ement que cela contredit la condition (iv) de correction.

Soit donc a

i

, sur le trajet d'aucune partie interne de lien �. Consid�erons les

deux composantes connexes �

1

et �

2

du graphe obtenu en enlevant les deux ar�etes

de a

i

. Ce sont deux structures de preuve (l'une avec un nouvel axiome non-logique

�a une conclusion A

1

pA

2

). D'apr�es [9], �

1

et �

2

sont correctes au sens commutatif.

On a choisi a

i

entre autres pour que la partie interne d'un lien � quelconque de

�

1

ou �

2

ne passe pas par a

i

, donc les parties internes des liens � de �

1

et �

2

ne contiennent pas de conclusion. Le non-chevauchement et la condition (iv) se

proj�etent bêtement sur �

1

et �

2

. Par cons�equent �

1

et �

2

sont des r�eseaux de

preuve, on leur associe grâce �a l'hypoth�ese d'induction deux preuves s�equentielles

�

1

et �

2

respectives (la v�eri�cation des ordres cycliques impose une application

de la r�egle d'entropie dans le cas o�u p =P), qu'on associe pour former une preuve

s�equentielle � telle que � = �

�

. �

5.6 Version intuitionniste

Nous pr�esentons un calcul des s�equents pour la version intuitionniste de la logique

mixte, nous en aurons besoin dans le Chapitre suivant. On l'obtient comme

d'habitude en associant aux formules des polarit�es intuitionnistes, et en se lim-

itant �a des s�equents ayant au plus une formule positive (les formules n�egatives
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�etant pass�ees �a gauche du signe `). Le fragment multiplicatif intuitionniste est

exactement celui pr�esent�e par de Groote [11]. Nous ne donnons pas le d�etail de la

s�emantique des phases intuitionniste qui ne pr�esente pas de di�cult�e particuli�ere

par rapport �a [11].

Les formules intuitionnistes sont d�e�nies par:

D�e�nition 5.6.1 (Formules intuitionnistes) Les formules intuitionnistes sont

construites �a partir d'atomes p; q; : : : avec:

{ les connecteurs non-commutatifs: conjonction � (puis) et implications gauche

�

�

et droite

�

� ,

{ les connecteurs multiplicatifs commutatifs: 
 (tenseur) et implication (,

{ les connecteurs additifs: & (avec) et � (plus),

{ le connecteur exponentiel ! (bien sûr),

{ les constantes: multiplicatives 1 et ?, et additives > et 0,

{ les quanti�cateurs: universel 8 et existentiel 9.

D�e�nition 5.6.2 (S�equents intuitionnistes) Les s�equents sont de la forme

� ` A ou � `, o�u A est une formule et � 2 H. H et H

0

sont respectivement les

ensembles de contextes et de contextes non vides et sont d�e�nis par la grammaire

suivante:

� H ::= () j H

0

� H

0

::= F j (H

0

;H

0

) j (H

0

;H

0

)

Le calcul des s�equents que nous pr�esentons a des r�egles structurelles explicites,

ce qui nous semble plus clair, mais remarquons que dans le cas intuitionniste,

le fait de �xer une formule �a droite interdit bien sûr l'�echange circulaire, et le

quotient de l'ensemble des s�equents par les r�egles structurelles r�eversibles est

simplement, dans ce cas, l'ensemble des ordres s�erie-parall�eles �etiquet�es par des

formules.

On reprend les notations de la Section 5.1.3; de plus j d�esignera l'un ou l'autre

des s�eparateurs \," ou \;". Les r�egles du calcul des s�equents intuitionniste sont:

Axiome - Coupure

A ` A

� ` A �[A] ` B

�[�] ` B
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R�egles structurelles

�[(�;�);�] ` A

�[�; (�;�)] ` A

�[�; (�;�)] ` A

�[(�;�);�] ` A

�[(�;�);�] ` A

�[�; (�;�)] ` A

�[�; (�;�)] ` A

�[(�;�);�] ` A

�[�;�] ` A

�echange

�[�;�] ` A

�[�;�] ` A

entropie

�[�;�] ` A

Non-commutatifs

�[A;B] ` C

�[A�B] ` C

� ` A � ` B

�;� ` A�B

� ` A �[B] ` C

�[�;A�

�

B] ` C

A; � ` B

� ` A�

�

B

� ` A �[B] ` C

�[B

�

�A; �] ` C

�;A ` B

� ` B

�

�A

Multiplicatifs commutatifs

�[A;B] ` C

�[A
B] ` C

� ` A � ` B

�;� ` A
B

� ` A �[B] ` C

�[�; A( B] ` C

A;� ` B

� ` A( B

Additifs

�[A] ` C �[B] ` C

�[A�B] ` C

� ` A

� ` A�B

� ` B

� ` A�B

�[A] ` C

�[A&B] ` C

�[B] ` C

�[A&B] ` C

� ` A � ` B

� ` A&B
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Constantes

�[�] ` A

�[� j 1] ` A

�[�] ` A

�[1 j �] ` A

` 1 ? `

� `

� ` ?

� ` >

�[0] ` A

Exponentiel

�[A] ` B

�[!A] ` B

!� ` A

!� `!A

�[!�; !�] ` C

�[!�; !�] ` C

�[!A j!A] ` B

�[!A] ` B

�[�] ` B

�[� j!A] ` B

�[�] ` B

�[!A j �] ` B

Quanti�cateurs

�[A[t=x]] ` B

�[8xA] ` B

� ` A

x 62 vl(�)

� ` 8xA

�[A] ` B

x 62 vl(�; B)

�[9xA] ` B

� ` A[t=x]

� ` 9xA

Le calcul des s�equents ci-dessus satisfait la propri�et�e d'�elimination des coupures

et les preuves sans coupure ont la propri�et�e de la sous-formule.



Chapter 6

Correspondance cc { logique

lin�eaire mixte

Dans ce chapitre nous montrons que la logique lin�eaire mixte permet de rendre

compte �nement de la concurrence dans les langages cc: ainsi les suspensions

d'un agent cc peuvent être caract�eris�ees dans la logique [48].

6.1 Contraintes de synchronisation

Nous avons vu dans le Chapitre 4 que les suspensions ne pouvaient pas être

caract�eris�ees en logique lin�eaire commutative, une raison importante �etant la

d�eduction

A
 (c( B) ` c( (A
 B)

qui introduit des formules ressemblant �a des traductions de suspensions. En

logique mixte, nous avons bien sûr toujours cette propri�et�e pour 
 et (, mais

pas pour 
 et �

�

en g�en�eral.

Il y a �evidemment d'autres obstacles �a l'observation des suspensions, �a savoir:

d
 (c�

�

d)
 (d�

�

A) ` d
 (c�

�

A)

c ` A

1 ` c�

�

A

et

c ` c

0

c
 (d�

�

A) ` c

0


 (d�

�

A)

d

0

` d

c
 (d�

�

A) ` c
 (d

0

�

�

A)

Occupons-nous d'abord de la premi�ere implication: elle consistitue un obstacle

�a la caract�erisation des suspensions si on choisit de traduire l'agent c ! A par

c�

�

A: alors en e�et, si d 6` c, d
 (c�

�

A) a l'apparence d'une suspension, alors

85
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que l'agent traduit par d
 (c�

�

d)
 (d�

�

A) peut tr�es bien avoir un succ�es (si A

d�ebloque c) et ne pas suspendre.

L'id�ee la plus simple est donc de traduire c ! A par c�

�

(� 
 A), o�u � est

une nouvelle formule atomique (ni une contrainte, ni un nom de proc�edure).

Intuitivement � assure que la communication entre agents s'e�ectue �a travers le

store, et �evite ce type de \composition des suspensions".

Les obstacles suivants sont plus importants et portent sur la nature des con-

traintes consid�er�ees. Ce que nous proposons, c'est de nous limiter �a caract�eriser

les suspensions pour lesquelles les contraintes bloquantes sont des informations

�el�ementaires: parmi toutes les contraintes, on en distingue donc certaines, atom-

iques, et n'apparaissant pas dans 


C

. Remarquons que les exemples standards

de programmes lcc utilis�es pour la sp�eci�cation de protocoles (comme le d̂�ner

des philosophes, voir Chapitre 2) satisfont ce type de restriction.

D�e�nition 6.1.1 Etant donn�e un syst�eme de contraintes lin�eaires (C;


C

), un

ensemble C

s

de contraintes de synchronisation est un ensemble de formules atom-

iques de C n'apparaissant pas dans 


C

.

Les contraintes lin�eaires sont les contraintes c telles qu'aucune sous-formule

de c n'est une contrainte de synchronisation.

Les contraintes d�e�nies sont celles obtenues en combinant des contraintes

lin�eaires et des contraintes de synchronisation avec des 
.

Un agent tell(c) sera dit d�e�ni si la contrainte c est d�e�nie.

Une con�guration � sera dite d�e�nie si le store de � et les agents de � sont

tous d�e�nis.

Nous les appelons des contraintes de synchronisation pour indiquer que c'est

ce type de contraintes qui est consid�er�e dans les programmes cc de sp�eci�cation de

protocoles. Ce sont les contraintes qui permettent de traduire en cc les calculs

de processus: par exemple la version asynchrone du �-calcul de Milner [38, 7]

peut être traduite dans un langage lcc [50] avec comme contraintes les formules

atomiques x : y o�u x et y sont des variables et : un symbole de pr�edicat (x : y

signi�e: \le nom de canal x transporte le nom de canal y), et ces contraintes sont

bien des contraintes de synchronisation. Le d̂�ner des philosophes (Chapitre 2)

fournit un autre exemple.

On rappelle que la relation> entre contraintes lin�eaires est d�e�nie (Chapitre 2,

D�e�nition 2.2.6) comme la plus petite relation contenant `

C

et close par: 8e 2

C(c > d ) (c
 e) > d).

Notation:

I Soient � = (~x; c; �) une con�guration lcc, et �:

� un nom de proc�edure,
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� ou un agent c
 (d

1

�

�

A

1

)
 � � �
 (d

n

�

�

A

n

), n � 0, telle que c est une con-

trainte, et pour tout i(0 � i � n) d

i

est une contrainte de synchronisation

et pour tout i(0 � i � n) c � d

i

.

Dans le second cas on dira que la formule � est une \suspension", même si

n = 0, on consid�ere donc un succ�es comme un cas particulier de suspension.

On �ecrit �

.

�! � pour signi�er:

� si � est un nom de proc�edure: \il existe une con�guration (~y; d;�), telle que

vl(�) \ ~y = ;, d `

C

1 et � �! (~y; d;�)",

� si � est une suspension: \il existe une con�guration

� = (~y; d; d

1

! B

1

; : : : ; d

n

! B

n

);

telle que � �! �, d `

C

c et pour tout i(0 � i � n): d � d

i

".

6.2 Traduction des agents en formules

On traduit les agents et con�gurations lcc en formules de logique lin�eaire mixte

intuitionniste, plus pr�ecis�ement dans le fragment de NLLI comprenant la con-

stante 1, les connecteurs &, 
 et �

�

, et le quanti�cateur 9.

Fixons un syst�eme de contraintes lin�eaires (C;


C

) et un ensemble de d�eclarations

D. Fixons aussi un ensemble C

s

de contraintes de synchronisation. On fait

d�esormais l'hypoth�ese que les contraintes de 


C

et les agents dans les d�eclarations

de D sont tous d�e�nis. (Cette hypoth�ese ne sert en fait que pour l'observation

des suspensions.)

Le fait d'être une con�guration d�e�nie est alors conserv�e lors de l'ex�ecution:

Lemme 6.2.1 Une sous-formule d'une contrainte d�e�nie est une contrainte d�e�nie.

Un sous-agent d'un agent d�e�ni est un agent d�e�ni.

Si � est une con�guration lcc d�e�nie et �

.

�! �, alors � est d�e�nie.

Comme il est sugg�er�e dans le paragraphe pr�ec�edent, on introduit une nouvelle

formule atomique �, consid�er�ee ni comme une contrainte, ni comme un nom de

proc�edure. On note
~
� le produit de n occurrences de � (n quelconque � 0):

� 
 � � � 
 �.

D�e�nition 6.2.2 On traduit les agents lcc (non n�ecessairement d�eterministes)

en formules de logique mixte (intuitionniste) de la mani�ere suivante:

c

�

= c, si c est une contrainte

tell(c)

�

= c p(~x)

�

= p(~x)

(c! A)

�

= c�

�

(� 
 A

�

) (A k B)

�

= A

�


 B

�

(A+B)

�

= A

�

&B

�

(9xA)

�

= 9xA

�
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Si � est le multi-ensemble d'agents (A

1

: : : A

n

), on d�e�nit �

�

= A

�

1


� � �
A

�

n

.

La traduction (~x; c; �)

�

d'une con�guration (~x; c; �) est la formule 9~x(c
�

�

).

On note NLLI(C,D) le syst�eme de d�eduction obtenu en ajoutant �a NLLI:

� l'axiome non-logique c ` d pour tout c 


C

d dans 


C

,

� l'axiome non-logique p(~x) ` A

�

pour toute d�eclaration p(~x) = A dans D.

Th�eor�eme 6.2.3 (Correction) Soient (~x; c; �) et (~y; d; �) des con�gurations

lcc.

Si (~x; c; �) � (~y; d; �) alors (~x; c; �)

�

a`

NLLI(C;D)

(~y; d; �)

�

.

Si (~x; c; �) �! (~y; d; �) alors (~x; c; �)

�

`

NLLI(C;D)

(~y; d; �)

�



~
�.

Preuve. Par induction sur � et �!.

{ Pour la composition parall�ele, la �-conversion, c'est imm�ediat.

{ Pour l'inaction, on a A

y


 1 a` A

y

.

{ Pour les variables locales, on a 9x(A 
 B) a` A 
 9xB et 9xA a` A d�es

que x 62 vl(A).

{ Pour Tell, � et les d�eclarations, c'est imm�ediat.

{ Pour Ask, on a bien c
 (d�

�

(� 
 A)) ` e
 �
 A si c 


C

d
 e:

c ` d
 e

d ` d

e ` e � 
A ` � 
A

e; � 
A ` e
 � 
A

e; (d; d�

�

(� 
A)) ` e
 � 
A

e; d; d�

�

(� 
A) ` e
 � 
A

d; e; d�

�

(� 
A) ` e
 � 
A

d
 e; d�

�

(� 
A) ` e
 � 
A

c; d�

�

(� 
A) ` e
 � 
A

c
 (d�

�

(� 
A)) ` e
 � 
A

�

6.3 L'observation des succ�es et des suspensions

dans lcc

On a, exactement comme au Chapitre 4, le

Lemme 6.3.1 Soient � et � deux con�gurations lcc telle que �

�

= �

�

, et � un

nom de proc�edure ou une suspension. On a �

.

�! � ssi �

.

�! �.

Lemme 6.3.2 Si c est une contrainte de synchronisation, A une traduction d'a-

gent et � et � deux contextes dont les formules sont des traductions d'agents,

alors c; (�;�); � 6`

NLLI(C;D)

� 
 A.
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Preuve. C'est �a peu pr�es �evident par l'absurde: on montre par induction que

si on a une preuve de c; (�;�); � `

NLLI(C;D)

� 
 A, c n'est pas une contrainte de

synchronisation.

La derni�ere r�egle appliqu�ee est une r�egle gauche unaire (1, &, 
, 9 ou entropie)

ou binaire (�

�

ou une coupure), pas une r�egle droite �a cause des \;" �a gauche.

On v�eri�e alors ais�ement que dans tous les cas la (ou des) pr�emisse a bien la

forme consid�er�ee.

L'important est que le � �a gauche ne disparâ�t pas quand on remonte dans

la preuve, car les contraintes d dans les formules d�

�

D qui sont des traductions

d'agents ne contiennent pas de �. �

Le Lemme suivant est imm�ediat:

Lemme 6.3.3 Si c et d sont des contraintes de synchronisation et c `

C

d, alors

c = d.

Si c est une contrainte de synchronisation, d une contrainte d�e�nie, et c `

C

d,

alors c a` d.

On �evitera les distinctions bureaucratiques entre deux formules �equivalentes,

donc si c a` d on consid�erera que c = d.

Th�eor�eme 6.3.4 Soient � = (~x; c; �) une con�guration lcc d�e�nie, et � un nom

de proc�edure ou une suspension.

Si �

�

`

NLLI(C;D)

~
� 
 �

�

, alors �

.

�! �.

Preuve. Commen�cons par noter que dans une preuve du calcul des s�equents

NLLI(C;D) d'un s�equent dont les formules sont form�ees avec 1, 
, �

�

, 9 et

&, on peut supposer que les coupures portent uniquement sur des axiomes non-

logiques provenant de C et D, donc que toute formule de la preuve ne contient

que les connecteurs et le quanti�cateur cit�es.

Dans une telle preuve, les membres gauches des s�equents contiennent des

s�eparateurs de deux types: \," et \;". Supposons qu'on ait introduit un \;",

n�ecessairement par la r�egle �

�

`

� ` c �[A] ` B

�[�; c�

�

A] ` B

Descendons dans cette preuve en suivant ce \;". A un moment donn�e il est

�elimin�e par une des deux r�egles suivantes: l'entropie ou ` �

�

.

Le point important est que dans le cas o�u il est �elimin�e par ` �

�

, la portion de

preuve entre l'introduction et l'�elimination est tr�es simple, �a cause de l'hypoth�ese

sur la nature de � (suspensions portant sur des contraintes de synchronisation).

En e�et en descendant dans la preuve, les formules �a gauche du \;" consid�er�e

sont en particulier compos�ees des formules de �. L'hypoth�ese sur la nature de �
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impose donc que � est soit ; soit juste une contrainte de synchronisation (formule

atomique).

Dans le premier cas on aurait donc �[ ] = d; [ ]; �

0

pour une certaine contrainte

de synchronisation d, mais comme A = � 
 A

0

on aurait alors une preuve de

d; � 
 A

0

; �

0

` B, ce qui est impossible d'apr�es le Lemme 6.3.2 puisque B est de

la forme � 
 B

0

.

Par cons�equent �[ ] = [ ] et � = d, avec d contrainte de synchronisation.

Comme d ` c et c est une contrainte d�e�nie (par hypoth�ese), le Lemme 6.3.3 dit

que d a` c, soit d = c �a �equivalence logique pr�es. De plus comme �[�; c�

�

A] =

c; c�

�

A, la seule suite possible de la preuve est ` �

�

. La forme n�ecessaire de la

preuve dans le cas d'un \;" �elimin�e par ` �

�

est donc:

c ` c A ` B

c; c�

�

A ` B

c�

�

A ` c�

�

B

ce qu'on conviendra d'abr�eger en

A ` B

c�

�

A ` c�

�

B

consid�erant ainsi plus simplement qu'on n'a pas introduit de s�equentialit�e

(\;") dans cette portion de preuve.

Donc (avec la convention ci-dessus) tout \;" introduit est �elimin�e par la r�egle

d'entropie.

Maintenant que les \;" utiles ont �et�es isol�es, on peut oublier ceux qui restent

(ils seront �elimin�es par une entropie): montrons que si � `

NLLI(C;D)

~
�
�

�

, o�u � un

contexte (quelconque) dont les formules sont des traductions d'agents A

1

; : : : ; A

n

,

alors (;; 1;A

1

; : : : ; A

n

)

.

�! �. On proc�ede par induction sur une preuve de � ` �

dans le calcul des s�equents NLLI(C;D), avec l'associativit�e de \," et \;" et la

commutativit�e de \," implicites, et avec la convention ci-dessus. Cette induction

a un sens pour la même raison que dans le Chapitre 4.

Chaque r�egle logique simule une r�egle de transition lcc.

{ � est un axiome: on utilise la r�e
exivit�e de �! dans le cas d'un axiome

logique, la r�egle d�eclarations pour un axiome p ` q; le cas d'un axiome d `

C

e est

trivial.

{ � se termine par une coupure. Consid�erons par exemple:

p `  

�

�

�

[ 

�

] ` �

�

�

�

[p] ` �

�

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1; �;  

�

)

.

�! �, et (p =  ) 2 P, donc en

appliquant la r�egle d�eclaration, on obtient (;; 1; �; p)

.

�! �, cqfd.
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Les autres cas sont similaires.

{ � se termine par une introduction �a gauche de 1: imm�ediat par la r�egle

inaction.

{ � se termine par une introduction �a gauche ou �a droite de 
: la preuve est

la même que pour le Th�eor�eme 4.1.4.

{ � se termine par:

�

�

[A

�

] ` �

�

�

�

[A

�

&B

�

] ` �

�

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1;A;�)

.

�! �, Or (;; 1;A+B;�) �! (;; 1;A;�),

donc (;; 1;A+B;�)

.

�! �.

{ � se termine par une introduction �a droite (cas o�u � est une contrainte,

n = 0) ou �a gauche de 9: la preuve est la même que pour le Th�eor�eme 4.1.4.

{ � se termine par:

�

�

` c �

�

[A

�

] ` � 
 �

�

�

�

[�

�

; c�

�

A

�

] ` � 
 �

�

Par hypoth�ese d'induction, (;; 1;�)

.

�! c, c'est-�a-dire qu'il existe une con-

�guration (~y; d; 1), telle que d `

C

c et (;; 1;�) �! (~y; d; 1). Donc en appliquant

la r�egle ask, on obtient (;; 1; c ! A;�) �! (~y; d; c ! A) �! (~y; 1;A). Par

cons�equent, (;; 1; c ! A;�;�) �! (~y; 1;A;�). De plus par hypoth�ese d'induc-

tion, (;; 1;A;�)

.

�! �, d'o�u (;; 1; c! A;�;�)

.

�! �.

{ � se termine par:

A

�

` B

�

c�

�

A

�

` c�

�

B

�

(Avec notre convention, cette r�egle remplace l'introduction �a droite de �

�

.)

C'est clair: on a bien (;; 1; c! A)

.

�! c! B.

{ � se termine par une entropie: imm�ediat, on a d�ej�a fait le travail pour

regrouper les \;" qui sont int�eressants (c'est-�a-dire ceux qui sont �elimin�es par la

r�egle ` �

�

).

{ � se termine par une d�er�eliction, un a�aiblissement ou une contraction: la

preuve est la même que pour le Th�eor�eme 4.2.4.

{ � se termine par une promotion: dans ce cas toutes les formules sont

n�ecessairement des contraintes, donc c'est imm�ediat. �

Corollaire 6.3.5 (Observation des succ�es) Soient A un agent lcc et c une

contrainte lin�eaire.

Si A

�

`

NLLI(C;D)

~
� 
 c, alors il existe une contrainte d telle que d `

C

c et

(;; 1;A) �! (;; d; 1), i.e. d est un succ�es pour A.
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Preuve. On applique le Th�eor�eme pr�ec�edent �a la con�guration (;; 1;A), avec

� une contrainte (n = 0), en remarquant qu'alors, l'hypoth�ese \con�guration

d�e�nie" est inutile. �

Corollaire 6.3.6 (Observation des suspensions) Soient A un agent lcc d�e�ni

et � = c
 (d

1

�

�

A

1

)
 � � � 
 (d

n

�

�

A

n

) une formule suspension.

Si A

�

`

NLLI(C;D)

~
� 
 �, alors A suspend avec le store c sur les contraintes

d

1

; :::; d

n

.

Preuve. Evident, par d�e�nition d'une suspension (Chapitre 2, D�e�nition 2.2.6),

en appliquant le Th�eor�eme pr�ec�edent �a la con�guration (;; 1;A). �

6.4 L'observation des suspensions dans les cc

monotones

D'apr�es la Proposition 2.2.9 (Chapitre 2.1), la traduction de cc dans lcc respecte

l'observation des succ�es.

Pour l'observation des suspensions, on modi�e l�eg�erement la traduction du

Chapitre 2.1. On ne change pas la traduction des agents; pour les contraintes:

c

�

=!c, si c est une contrainte atomique et c 62 C

s

c

�

= c, si c est une contrainte de synchronisation

(c ^ d)

�

= c

�


 d

�

(9xc)

�

= 9xc

�

Cette traduction permet de distinguer entre les contraintes de synchronisation

et les autres contraintes (monotones), et le Corollaire 6.3.6 est encore valide.



Chapter 7

Conclusion et perspectives

Nous avons �etudi�e des connections entre la logique et les programmes concur-

rents par contraintes (cc) dans le paradigme programme - formule et calcul -

recherche de preuve, et cela nous a conduits �a introduire une version mixte de

la logique lin�eaire, combinant des connecteurs commutatifs et des connecteurs

non-commutatifs. Cette logique mixte permet de caract�eriser des observations

�nes: les suspensions d'un agent cc.

Pr�ecis�ement nous avons �et�e amen�es �a distinguer deux types de contraintes

dans ces langages: d'une part des contraintes complexes (construites avec con-

jonction et quanti�cation existentielle), habituelles dans les applications de la

programmation logique par contraintes �a la r�esolution de probl�emes combina-

toires, d'autre part des contraintes de synchronisation, adapt�ees aux probl�emes

de sp�eci�cation de protocoles. Cette distinction re
�ete bien les deux styles de

programmes concurrents par contraintes: d'un côt�e les applications de cc �a la

r�esolution de probl�emes, de l'autre les applications de cc �a la sp�eci�cation de

protocoles dans des syst�emes r�eactifs. Dans le premier cas, le syst�eme de con-

traintes a une structure riche avec implications entre contraintes atomiques. Dans

le second cas en revanche, les syst�emes de contraintes de synchronisation ont une

structure beaucoup plus simple, la notion de suspension est fondamentale dans

les programmes de protocoles, et la correspondance que nous proposons montre

que ces suspensions sont caract�erisables logiquement.

Un d�eveloppement naturel de ce travail est l'�etude s�emantique de la logique

lin�eaire mixte en liaison avec le d�eveloppement d'outils d'analyse de programmes.

Dans la Section 4.2.2, nous avons donn�e un exemple de preuve de propri�et�e de

sûret�e de programme cc en utilisant la s�emantique des phases de la logique

lin�eaire commutative. Il serait int�eressant de poursuivre cette �etude avec la

s�emantique des phases de la logique mixte, qui fournirait en particulier une nou-

velle s�emantique d�enotationnelle des cc qui caract�erise des observables plus �ns

que ceux trait�es jusqu'�a pr�esent [52, 23, 49].

93
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Dans une perspective plus large, le lien, �a la suite de [35, 25], entre la

s�emantique logique et les s�emantiques usuelles de la concurrence (en particulier

la bisimulation) �a la lumi�ere de la th�eorie de la d�emonstration, fournit une autre

perspective de recherche.

Du point de vue logique, les deux questions �evidentes et fondamentales sont:

{ la s�emantique des preuves: s�emantiques cat�egoriques �a la suite de [53, 4], jeux,

s�emantique coh�erente [17, 44]. . .

{ et les r�eseaux: crit�ere de correction g�eom�etrique [36, 15], liens avec les jeux. . .

Notons en�n que la logique mixte apparâ�t comme une approche possible du

\dilemme logique" dans le processus d'�elimination des coupures dans le calcul des

s�equents classique (con
it qui conduit naturellement �a orienter les connecteurs

[10]).
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