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Notations

On a cherch�e �a utiliser les notations les plus universellement reconnues (et �a

chaque fois on a donn�e des r�ef�erences sp�eci�ques). Mais comme le lecteur n'est pas

suppos�e connâ�tre les notations de toutes les th�eories impliqu�ees, on a trouv�e utile

de recueillir ici quelques notations sp�eci�ques �a chaque th�eorie que l'on rencontrera

dans la suite, sans chercher �a être exhaustif.

Th�eorie des ensembles

A

{

Compl�ementaire de A

P(X) Parties de X

Im(f) Image de la fonction f

Th�eorie des domaines

x� y x way-below y (y way-above x)

F

"

� Extrême sup�erieure du dirig�e �

" (#)x Ensemble des majorants (minorants) de x

"

"

(#

#

)x Ensemble des �el�ements way-above (way-below) x

I(B) Complet�e par ideaux arrondi de B

BX Espace des boules formelles de X

PD Domaine puissance de D

Topologie

(X; � ) Espace topologique de topologie �


X Topologie de X

U

x

Voisinage de x

o

C Int�erieur de C

CX Espace des boules ferm�ees de X

x

n

! x x

n

converge vers x

Th�eorie de la mesure

2A � P(X) Ensembles des parties de X contenues dans A

3A Ensemble des parties de X que rencontrent A

Analyse fonctionnelle

BC(X) Ensemble des fonctions continues et born�ees sur X

x

n

* x x

n

converge faiblement vers x
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Remarque historique

1.1.1 L'�etude des syst�emes dynamiques

On peut a�rmer que l'e�ort majeur des math�ematiciens durant ce si�ecle pour

r�esoudre un probl�eme \pratique" (j'entends un probl�eme non engendr�e \�a l'int�e-

rieur" des math�ematiques) a �et�e dirig�e vers la compr�ehension partielle ou mieux

qualitative des syst�emes dynamiques non-lin�eaires. Les branches existantes de la

math�ematique (la g�eom�etrie avec l'�etude des vari�et�es, l'analyse et les probabilit�es

avec la th�eorie ergodique) ont essay�e chacune de donner une formalisation, un lan-

gage au probl�eme avec l'espoir d'en �eclaircir certains aspects. De nouvelles branches,

comme la topologie, ont eu une impulsion fondamentale quand on a d�ecouvert leur

capacit�e d'exprimer certaines propri�et�es du ph�enom�ene. Avec l'introduction de la

discr�etisation des syst�emes dynamiques (et surtout dans le cas monodimensionnel)

même une th�eorie comme la combinatoire, qui semblait �eloign�ee du probl�eme, a

trouv�e des applications surprenantes.

Dans ce m�emoire, on essaie d'exposer une partie du dernier acte de cet e�ort:

l'application des th�eories des ordres (d�evelopp�ees comme \th�eories des domaines s�e-

mantiques" en informatique) �a l'�etude des syst�emes dynamiques. Comme toujours

en math�ematiques (et pas seulement en math�ematiques), la fertilit�e de l'application

a donn�e lieu �a un approfondissement de la th�eorie et donc �a de nouvelles applica-

tions, �a savoir dans la th�eorie de la mesure et de l'int�egration, ainsi que dans l'�etude

des espaces m�etriques.

1.1.2 La th�eorie des ordres

La th�eorie des ordres nous semble aujourd'hui une des branches les plus injus-

tement n�eglig�ees de la math�ematique jusqu'aux ann�ees 60. Dans le troisi�eme livre

de Bourbaki, elle occupe encore une place tr�es limit�ee, r�eduite �a une partie de la

th�eorie des ensembles, avec des r�esultats quasi-triviaux si l'on exclut la partie sur

les �ltres et les ultra�ltres (due notamment �a Cartan). La seule exception a �et�e le

travail de Birkho� sur les treillis [Bir48].

La revalorisation des math�ematiques discr�etes et l'�etude de la calculabilit�e e�ec-

tive ont ramen�e l'attention sur l'�etude des relations transitives et donc des ordres

(car on peut toujours d�e�nir un ordre a partir d'une relation transitive: il su�t la

compl�ementation par id�eaux pour avoir la r�eexivit�e et le quotient par la relation

� [ �, pour avoir l'antisym�etrie).

En fait, pour tenter de formaliser l'approximation e�ective d'un r�esultat, point cru-

cial pour l'�etablissement d'une s�emantique d�enotationnelle des langages de program-
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mation, nâ�t autour de l'ann�ee 1970 la th�eorie des domaines, qui se d�eveloppe avec

le logicien et math�ematicien Scott en collaboration avec l'informaticien Stratchey.

Dans cette th�eorie on combine la th�eorie des ordres pens�ee comme formalisation du

concept de meilleure approximation du r�esultat, avec l'id�ee de continuit�e et donc de

topologie qui venait de l'�etude de la math�ematique constructive de A. A. Markov (et

en derni�ere analyse de la d�emonstration de Brouwer que les fonctions constructives

sur les r�eels ne peuvent qu' être continues) et du th�eor�eme de Myhill-Shepherdson.

D'une fa�con essentiellement ind�ependante, Ershov, dans une s�erie d'articles parus

dans Algebra and Logic (1975-78), d�eveloppe une th�eorie des domaines �equivalente

�a celle de Scott pour l'analyse de la r�ecursivit�e dans les types sup�erieurs.

L'introduction des probl�ematiques de l'informatique dans la th�eorie des ordres

am�ene un nouvel \insight" dans cette derni�ere. Aux alentours de l'ann�ee 1980 un

groupe de travail sur les treillis continus comprenant Scott produit le livre fonda-

mental \A Compendium of Continuous Lattices"[GHK

+

80]. Dans cet ouvrage on

analyse les rapports entre treillis continus et topologie, comprenant une approche

cat�egorielle. La topologie d'un ensemble est un treillis complet, tandis qu'�a un do-

maine on peut associer des topologies standard (Scott, Lawson). Il s'agit d'une

petite r�evolution �epist�emologique: d�esormais les \lunettes des ordres" sont prêtes et

en Angleterre Abramsky, Vickers et surtout Smyth se posent des questions essen-

tielles sur le rapport entre semi-d�ecidabilit�e, observabilit�e �nie, topologie.

1.2 Int�erêt du travail d'Edalat

Je me propose ici de jeter un regard panoramique sur les r�esultats r�ecents ob-

tenus dans ce contexte par l'informaticien et math�ematicien anglais Abbas Edalat,

collaborateur de Smyth. Comme cette branche est vraiment nouvelle, pour l'instant

les r�esultats th�eoriques ne sont pas de grand relief math�ematique, mais l'int�erêt vers

ce travail est, �a mon avis, bien justi��e:

{ Edalat a r�eussi �a red�emontrer et �a g�en�eraliser le th�eor�eme de Hutchinson,

[Huc81], fondamental dans la th�eorie des syst�emes dynamiques appel�es IFS

(voir chap.4 du m�emoire), qui dans la d�emonstration originale requ�erait beau-

coup de r�esultats d'analyse fonctionnelle. On peut donc esp�erer avoir trouv�e

un \raccourci" pour traiter des questions fondamentales des syst�emes dyna-

miques.

{ L'approche des boules formelles (d�ecrite dans le chapitre 5) utilis�ee par exemple

pour red�emonstrer un r�esultat tr�es classique comme le th�eor�eme du point �xe

de Banach, ou pour souligner la sym�etrie entre les concepts de la th�eorie des

domaines et ceux de la th�eorie classique des espaces m�etriques, semble montrer

que l'on a d�ecouvert une bonne direction pour une formalisation ult�erieure de

la pens�ee math�ematique: quelque m�ethode d�emonstrative utilisant les boules

qui faisait partie du \bagage du bon math�ematicien" va être explicit�ee dans

le langage de la th�eorie des ordres. Si on lit la nouvelle d�emonstration du

th�eor�eme de Banach, on retrouve sans probl�eme l'ancienne, justi��ee avec les

domaines.

{ Le fait que la th�eorie utilis�ee pour cette application soit aussi celle qui a �et�e

d�evelopp�ee pendant ces derni�eres ann�ees pour la s�emantique des langages de

programmation a permis de trouver imm�ediatement toute une s�erie d'applica-

tions concr�etes dans l'approche informatique des syst�emes dynamiques, �a son

tour l'un des domaines les plus fertiles des applications informatiques (il su�t

de penser aux fractales, ou au fait que chaque simulation est la \solution" de

la discr�etisation d'un syst�eme dynamique mod�ele du probl�eme).
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En fait, il su�t de regarder la bibliographie de Edalat pour comprendre l'am-

plitude et l'importance des applications possibles:

{ Dans la d�ecompression des images fractales, o�u l'on a trouv�e des algo-

rithmes plus e�caces [Eda96a], [Eda95c].

{ Dans le mod�ele de Ising pour les champs random dans la physique sta-

tistique, o�u l'on a fourni une m�ethode de calcul pour des nombreuses

quantit�es physiques, comme la densit�e d'�energie et la densit�e de magn�e-

tisation [Eda95a].

{ Dans les r�eseaux neuronaux, o�u l'on a calcul�e le taux de d�ecroissance de

la force d'immersion des patterns m�emoris�es [Eda95b].

{ Pour le calcul des int�egrales par rapport �a la mesure invariante d'une ap-

plication de Feigenbaum et l'�etude de la bifurcation p�eriodique [Eda96b].

{ Pour une nouvelle repr�esentation exacte des r�eels o�u l'on a pu trouver

des matrices de chi�res pour le calcul dans une base quelconque [EP97].

1.3 Ce m�emoire

1.3.1 R�esum�e

Dans ce m�emoire, apr�es ce chapitre d'introduction, on expose les points essentiels

sur les liens entre topologie et domaines en suivant surtout les travaux de [Smy92]

[AJ94]. Ces travaux sont �a la base de l'�etude d'Edalat, et permettent de red�ecouvrir

les hyperespaces d'un point de vue \th�eorie des domaines" (id�ee de Smyth reprise

et d�evelopp�ee par Edalat).

Dans le deuxi�eme chapitre on montre le lien cr�e�e par Edalat entre la th�eorie de

la mesure classique et la th�eorie des �evaluations continues, d�evelopp�ee par Saheb-

Djaromi [SD80] et Jones, Plotkin [JP89] pour donner une s�emantique d�enotationelle

aux langages non-d�eterministes. Avec des hypoth�eses particuli�eres (que nous allons

bien justi�er) sur l'espaceX de d�epart, on voit que chaque mesure r�eguli�ere peut être

vue comme une extension d'une �evaluation continue maximale. Avec les mêmes hy-

poth�eses on voit que l'espace des �evaluations continues est un dcpo !-continu avec

comme base certaines �evaluations simples et donc on peut approximer la mesure

avec une suite croissante d'�evaluations simples. Cela permet de d�e�nir une nouvelle

notion d'int�egrale, g�en�eralisation de l'int�egrale de Riemann. On montre encore que,

en raisonnant avec les hyperespaces, les \bonnes hypoth�eses" pr�ec�edents sont v�eri-

��ees des qu'on trouve une immersion topologique d'un espace m�etrique s�eparable

X dans son hyperespace et si ce dernier peut être vu comme un dcpo !-continu.

De plus, l'immersion des mesures dans les �evaluations continues est une immersion

topologique si l'on donne �a l'espace des mesures M

1

X la topologie faible (la plus

connue des topologies sur les espaces fonctionnels); autrement dit, si l'on identi�e

M

1

X avec son image dans l'hyperespace, la topologie de Scott est une extension de

la topologie faible deM

1

X. On va esquisser en�n une m�ethode g�en�erale (mais non-

constructive) pour trouver la châ�ne d'�evaluations simples approximant une mesure

donn�ee.

Dans le troisi�eme chapitre on rappelle d'abord les d�e�nitions fondamentales des

syst�emes dynamiques discrets en suivant l'approche de Devaney [Dev89], et celle

de IFS; on voit ensuite comment on peut assez naturellement adapter la th�eorie

des hyperespaces au traitement des syst�emes dynamiques et que dans ce contexte

les proc�edures connues de calcul de l'attracteur sont exactement une application

du th�eor�eme du point �xe de la th�eorie des domaines. On rappelle le th�eor�eme de

Hutchinson avec une esquisse de d�emonstration pour le comparer avec le même r�e-

sultat obtenu avec la th�eorie des domaines, et on donne aussi une g�en�eralisation du
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th�eor�eme.

Dans le dernier chapitre on voit l'application aux espaces m�etriques. Ici on se base

surtout sur [EH96]. Si X est m�etrique on introduit un nouvel hyperespace BX (es-

pace des boules formelles), qui est une \variante" de l'espace des boules ferm�ees

CX

0

. Il est seulement un po continu, mais ses propri�et�es croissent d'une fa�con �eton-

namment sym�etrique �a celles de X: on d�emontre que BX est un dcpo ssi X est

complet, !-continu si X est s�eparable, et que si l'on compl�ete par id�eaux BX on

obtient un espace hom�eomorphe �a BX , avec X le compl�et�e m�etrique de X. On

d�ecouvre que BX n'est qu'un sous-espace de l'espace CX

0

, o�u X

0

est un espace de

Banach dans lequel on peut toujours immerger X isom�etriquement. On d�emontre

l'�egalit�e BX = CX si X est un espace vectoriel norm�e non-trivial. On red�emontre

le th�eor�eme du point �xe de Banach avec la th�eorie des domaines appliqu�ee �a BX.

On voit que si X est complet et s�eparable on peut trouver une immersion d'Edalat

dans BX et donc donner un mod�ele computationnel !-continu pour la th�eorie de

la mesure sur X.

1.3.2 Contributions personnelles

Dans la section 3.3.2 je propose, par rapport �a [Eda96b], un raccourci pour la d�e-

monstration de Im(e) � max(D) 3.30. En e�et, j'extrais de la d�emonstration faite

par Edalat de la prop. 4.1.(i) le \lemme de coupage partiel", 2.24 (en proposant

au même temps la d�e�nition de coupage partiel). Ainsi 4.1.(i) devient le corollaire

3.21 de ce lemme. Puis je place la d�emonstration 3.30 apr�es celle qui prouve que

e : M

1

X ! PD est une immersion topologique, en en faisant un autre corollaire

du lemme de coupage partiel.

Je propose la d�e�nition d'immersion d'Edalat, parce qu'elle me semble contenir syn-

th�etiquement les hypoth�eses n�ecessaires pour l'application des r�esultats de th�eorie

de la mesure. De plus, on peut penser que c'est une immersion d'Edalat qu'il faut

chercher si l'on travaille avec des nouveaux espaces.

Je souligne la non-constructivit�e de la construction de la châ�ne d'�evaluations ap-

proximantes dans ([Eda96b], par. 3) parce qu'elle est pr�esent�ee comme \construc-

tion explicite" et cela peut induire en erreur

1

J'esp�ere d�evelopper dans le futur le

contrexemple propos�e.

Je propose l'interpr�etation de BX comme le sous-espace de l'espace des boules fer-

m�ees d'un Banach dans lequel on peut immergerX isom�etriquement (en particulier

l'espace de Banach BC(X)), parce que cela me semble donner une intuition \g�eo-

m�etrique" 5.3 du choix de l'hyperespace BX, qui dans [EH96] semble être justi��ee

seulement a posteriori pour les r�esultats obtenus. Pour ce faire je repropose le r�esul-

tat 5.5 qui n'est pas tr�es connu même des analystes (je n'ai pas trouv�e de r�ef�erences

et j'ai dû le red�emontrer!).

En�n, j'ai corrig�e certaines petites erreurs dans les d�emonstrations d'Edalat, et j'ai

rendue plus agile la d�emonstration de 5.2.5 en utilisant les concepts et la termino-

logie des espaces vectoriels norm�es.

1: En e�et, la recherched'hyperespacespour les espaces classiques dans l'espoir d'en extraire une

structure constructive qui puisse fournir des nouveaux algorithmes pour ces espaces, me semble re-

formuler implicitement la question de la math�ematique constructive: qu'est qu'il y a de constructif

dans la math�ematique classique?

4



Chapitre 2

Topologie et domaines

2.1 Th�eorie des domaines

Pour les d�eveloppements suivants il faut une bonne connaissance de la th�eorie

des domaines. On ne peut pas ici donner avec leur d�emonstration tous les r�esultats

n�ecessaires. On donne plutôt une r�ef�erence fondamentale qui est le chapitre sur la

th�eorie des domaines de Abramsky et Jung ([AJ94]), valable �egalement pour les

notations, et l'on suppose bien connue la th�eorie qu'on peut trouver dans ([ACon]).

Mais, �etant donn�e que l'objectif de ce m�emoire est de pr�esenter un r�esum�e du travail

d'Edalat en soulignant et en expliquant les id�ees fondamentales qui en sont �a la base,

il faut pr�esenter au moins la notion de \way-below".

D�ef. 2.1 (Way-below) Soit D un ordre partiel. On dit que x est une approxima-

tion de y (x� y) si l'on a:

� dirig�e, y � t

"

� (qui existe) ) 9d 2 � x � d:

On appelle #

#

x

def

= fy j y � xg (et d'une fa�con analogue on d�e�nit "

"

x).

Comme cela les compacts deviennent les �el�ements way-below eux-mêmes.

Prop. 2.2 (Stabilit�e, interpolation)

1. � est contenue dans �

2. (Stabilit�e) x� y; x

0

� x; y � y

0

) x

0

� y

0

3. (Interpolation) Soit F une partie �nie de D. Alors

1

:

F � z ) 9y 2 D F � y � z

D�ef. 2.3 (Ordre partiel continu) On appelle D un po continu si 8d 2 D; d =

F

"

#

#

d:

Rem. 2.4 Une base pour la topologie de Scott sur un po continu est donn�ee par

f"

"

d j d 2 Dg:

D�ef. 2.5 (Base) Un dcpo D admet B comme base si pour tout x, B \#

#

x(

def

= #

#

B

x)

est un dirig�e qui a comme sup x.

Les domaines alg�ebriques sont ceux qui admettent une base compacte.

D�ef. 2.6 (Domaine !-continu) On appelle D domaine !-continu si D admet une

base d�enombrable.

1: Ici comme ailleurs pour une relation R � X � Y on note x R Z pour x 2 X , Z � Y si l'on

a 8y 2 Zx R y
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2.1.1 Domaines e�ectifs

Il s`agit de comprendre pourquoi le fait de donner une structure de domaine �a

un espace classique permet d'en extraire la structure constructive et de voir quand

cela est possible. Si l'on consid�ere notre donn�ee comme les points d'une base du

domaine, et le calcul comme une approximation r.�e., la question est de savoir que

peut-on calculer avec cela. On donne, pour �eclaircir cet aspect, une construction

inverse.

D�ef. 2.7 (Base abstraite, relation d'approximation) On appelle base abstraite

pour un domaine D un ensemble (B;�); avec � relation binaire transitive et in-

terpolative (pour chaque F �ni dans D, F � z ) 9y 2 D;F � y � z). La relation

� est appel�e relation d'approximation.

Naturellement une base d'un domaine continu est une base abstraite. On veut

�eviter de dire qu'un point quelconque dans le domaine est e�ectivement approxim�e

par soi même, ce qui n'est pas vrai si l'�el�ement n'est pas d�ej�a donn�e.

D�ef. 2.8 (Compl�et�e par id�eaux arrondi) Soit (B;�) une base abstraite. L'en-

semble I(B) des id�eaux de B (sous-ensembles ferm�es vers le haut et pour inf �ni),

et (I(B);�) est un dcpo continu appel�e compl�et�e par id�eaux arrondi de B.

Prop. 2.9 Soit D un domaine continu de base B; si l'on immerge B dans I(B) avec

x 7! "x on obtient une base de I(B) et son extension continue est un isomorphisme

entre D et I(B).

Chaque base abstraite est donc li�ee �a un seul domaine continu. Connâ�tre un

domaine continu revient �a en connâ�tre une base et sa relation d'approximation.

D�ef. 2.10 (Relation approximable) Soient (B;�); (B

0

;�

0

) deux bases abstraites;

on appelle relation approximable une relation R dans B � B

0

t.q.

1. bRb

0

; b

1

� b; b

0

�

0

b

0

1

) b

1

Rb

0

1

.

2. F partie �nie de B

0

; b 2 B; bRF ) 9b

0

2 B

0

bRb

0

et b

0

� B

0

.

Prop. 2.11 Une fonction f : D ! D

0

continue entre domaines continues induit

une relation approximable entre les bases B et B

0

d�e�nie par bRb

0

def

() b

0

� f(b):

�

A l'inverse chaque relation approximable correspond �a une fonction continue entre

les domaines associ�es.

Pla�cons nous maintenant dans les cpo.

D�ef. 2.12 (Domaines e�ectivement donn�es)

{ Une base abstraite avec bottom (B;�;?) est dite donn�ee e�ectivement si l'on

a une �enum�eration de ses �el�ements (?; a

1

; a

2

; : : :) et la relation d'approxi-

mation est r.�e. par rapport �a cette �enum�eration: f(m;n) j a

m

� a

n

g est r.�e.

(avec une fonction standard de couplage (:; :)).

{ Une relation approximable R entre bases abstraites B;B

0

est calculable ssi

f(m;n) j b

m

Rb

0

n

g est r.�e..

{ Un domaine e�ectivement donn�e par rapport �a une base B est un cpo !-

continu avec (B;�) base abstraite donn�ee e�ectivement. Un �el�ement x dans

un tel domaine est dit calculable si #

#

B

x est r.�e.(ssi x est le sup d'une châ�ne

r�ecursive dans B).
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{ f : D ! D

0

continue entre domaines e�ectivement donn�es est calculable ssi

la relation d'approximation associ�ee l'est.

Prop. 2.13

1. Le sup d'une châ�ne e�ective d'�el�ements calculables est calculable.

2. Le plus petit point �xe d'une fonction calculable est calculable.

2.2 Topologie

Pour nos applications une bonne connaissance de la topologie g�en�erale est un

outil n�ecessaire. Puisque cette th�eorie est bien consolid�ee et qu'elle poss�ede deux

textes exemplaires (Kelley [Kel55] et Dugundji [Dug66]), et surtout parce que l'on

utilise presque tous les r�esultats classiques sur les bases et la compacit�e (en liaison

avec la s�eparabilit�e), nous tenons ces r�esultats pour achev�es. Nous ferons quand

même une petite exception pour les di��erents d�e�nitions de m�etrique, qui vont jouer

un rôle essentiel dans les a�nements qu'Edalat a apport�es aux th�eor�emes classiques,

et qui n'appartiennent pas forc�ement aux notions communes des math�ematiciens.

2.2.1 M�etriques

D�ef. 2.14 (Distance, pseudo-distance, quasi-distance) Soit X un ensemble

et d : X �X ! R

+

; d est appel�ee distance si elle v�eri�e:

(i) d(x; y) = 0, x = y d stricte

(ii) d(x; y) = d(y; x) sym�etrie

(iii) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) in�egalit�e triangulaire

d est appel�ee pseudo-distance si (i) est remplac�e par:

(i

0

) d(x; x) = 0

d est appel�ee quasi-distance si (i) est remplac�e par (i

0

) et (ii) par:

(ii

0

) d(x; y) = d(y; x) = 0 ) x = y

On appelle espace m�etrique (respectivement pseudo-, quasi-) le couple (X; d).

Dor�enavant X sera pens�e comme espace avec une forme quelconque de \m�e-

trique".

Un espace m�etrique est a fortiori un espace quasi-m�etrique qui, �a son tour, est un

espace pseudo-m�etrique.

D�ef. 2.15 (Boules) On appelle boule (ouverte) de centre x et rayon r l'ensemble

O(x; r)

def

= fy 2 X j d(y; x) < rg (on le notera aussi (B

r

(x)). On appelle boule fer-

m�ee C(x; r)

def

= fy 2 X j d(y; x) � rg:

Les mêmes d�e�nitions valent pour un espace pseudo ou quasi-m�etrique, mais on

doit remarquer que dans un espace quasi-m�etrique on peut distinguer entre boules

de gauche et boules de droite.

D�ef. 2.16 (Topologie m�etrique) On appelle topologie induite par la m�etrique

de X la topologie qui a comme base les boules ouvertes de l'espace.

7



Pour un espace quasi-m�etrique on aura une topologie gauche et une topologie droite.

Il faut remarquer que la d�e�nition est bien donn�ee.

Prop. 2.17

1. La topologie induite par une quasi-m�etrique est T

0

.

2. La topologie induite par une pseudo-m�etrique est normale.

3. La topologie induite par une m�etrique est T

4

(normale et de Hausdor�).

Sur l'ensemble des parties d'un espace m�etrique (X; d) on peut donner des no-

tions de distance.

D�ef. 2.18 (Distance avec/entre ensembles) On appelle distance entre un point

x et un ensemble B � X

d(x;B)

def

= inf

y2B

d(x; y):

On appelle distance entre deux ensembles A et B la fonction

d(A;B)

def

= inf

a2A;b2B

d(a; b):

Malgr�e son nom c'est seulement une pseudo-distance.

Prop. 2.19 Pour chaque y 2 X et A � X, les fonctions �x:d(x; y), �xy:d(x; y),

�x:d(x;A) sont continues.

Avec une construction moins �evidente on r�ecup�ere une vraie distance pour les

ensembles.

D�ef. 2.20 (M�etrique de Hausdor�) Soit � > 0. On appelle corps �-parall�ele de

A � X l'ensemble A

�

def

=

S

x2A

C(x; �).

On peut d�e�nir sur P(X) une quasi-distance d

0

(A;B)

def

= inff� � 0 j A � B

�

g:

La m�etrique de Hausdor� sur P(X) est d�e�nie comme

d

h

(A;B)

def

= sup(d

0

(A;B); d

0

(B;A)):

2.3 Liaisons entre topologie et domaines

Il y a de nombreux liens entre topologie et domaines: de nombreuses construc-

tions d'ordres �a partir de topologies et vice-versa. L'ordre de sp�ecialisation est ,peut-

être, le plus naturel des premiers.

D�ef. 2.21 (Ordre de sp�ecialisation) Soit (X; � ) un espace topologique; on ap-

pelle ordre de sp�ecialisation de X l'ordre sur X:

x �

s

y

def

() 8A 2 �; x 2 A ) y 2 A

, x 2 fyg

L'int�erêt de cet ordre pour la th�eorie de l'information est clair si l'on consid�ere

les ouverts comme propri�et�es �niment observables (en suivant Smyth, Vickers,...): x

a moins d'information de y si chaque propri�et�e �niment observable sur x l'est aussi

sur y.

Rem. 2.22 Pour un dcpo l'ordre induit par la topologie de Scott est l'ordre du dcpo.
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Le premier pas pour trouver un mod�ele calculatoire pour les espaces classiques de

la math�ematique est de les immerger dans un domaine. On peut faire une premi�ere

remarque sur les propri�et�es de cette immersion, puisque les espaces classiques ont

toujours des topologies assez fortes.

D�ef. 2.23 (Coupage partiel) On appelle coupage partiel d'un po (X;�) un sous-

ensemble Y � X qui h�erite seulement les couples dans la diagonale de �:

8x; y 2 Y x � y ) x = y

Donc un coupage partiel \coupe" transversalement les châ�nes du domaine (mais

pas \totalement", sans hypoth�eses suppl�ementaires).

Lemme 2.24 L'image d'une immersion topologique s d'un Hausdor� X dans un

po continu D est un coupage partiel.

D�em. Soient x; y 2 X avec s(x) � s(y); pour chaque ouvert O � X contenant

x, s(O) = O

0

\ s(X), avec O

0

ouvert de D; comme O

0

est un ensemble sup�erieur

s(y) 2 O

0

, et donc s(y) 2 s(O); avec l'injectivit�e de s on a y 2 O et, puisque X est

T

2

, x = y. N

2.4 Exemples: espace de Cantor, I[0; 1]

On va donner plusieurs exemples de ce type d'immersion d'un espace topologique

(X; � ) dans un domaine suppos�e repr�esenter son mod�ele calculatoire, exemple que

l'on reprendra par la suite. Dans tout ce m�emoire l'on appellera' hyperespace ce

type de domaines, en �etendant la d�e�nition classique, qui portait exclusivement sur

les espaces de la prochaine section.

2.4.1 Espace de Cantor

D�ef. 2.25 (Mots sur un alphabet) Soit � un alphabet �ni fa

1

; : : : ; a

N

g. On ap-

pelle �

n

l'ensemble des mots de longueur n sur �, �

�

def

=

S

n2N

�

n

l'ensemble des

mots �nis, �

!

def

= f(a

i

n

)

n2N

g celui des mots in�nis et �

1

def

= �

�

[ �

!

:

On note �

n

la n-i�eme lettre du mot �.

D�ef. 2.26 (Espace de Cantor) �

!

est appel�e espace de Cantor, et c'est un es-

pace m�etrique avec

d

C

(�; �

0

)

def

=

X

n t.q. �

n

6=�

0

n

2

�n

Avec la premi�ere pr�esentation on peut penser l'espace de Cantor comme l'en-

semble des limites des branches d'un arbre qui a comme noeuds les �el�ements de

�

�

:

Prop. 2.27

1. �

1

avec l'ordre pr�e�xe est un dcpo !-alg�ebrique avec �

�

comme base com-

pacte.

2. Max(�

1

) = �

!

3. Une base de Scott pour �

1

est l'ensemble des " (a

i

1

: : : a

i

n

) = f� 2 �

1

j

(a

i

1

: : : a

i

n

) � �g; l'ensemble des mots qui commencent par (a

i

1

: : :a

i

n

).
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Prop. 2.28

1. La topologie induite par celle de Scott sur �

1

est �equivalente �a celle induite

par d

C

.

2. �

1

est un compact pour cette topologie.

D�em.

(1) Chaque ouvert de base de Scott " (a

i

1

: : :a

i

n

) co��ncide avec B

�

(�); avec � �

(a

i

1

: : : a

i

n

) dans �

!

et s

�n

� � 2

1�n

.

(2) Si on l'examine avec la topologie de Scott, (2) �equivaut au lemme de K�onig.

Soit (O

i

)

i2I

un recouvrement ouvert de l'espace: on a que pour chaque point

(a

i

n

)

n2N

de l'espace on peut choisir un ouvert de la base de Scott " (a

i

1

: : :a

i

n

)

contenu dans l'ouvert du recouvrement qui couvre le point. On peut penser

�a �ca comme �a un proces de taille de l'arbre: chaque branche est coup�ee au

niveau indiqu�e par l' element de la base. Pour le lemme di K�onig l'arbre qui

en r�esulte est �ni, et aussi ses feuilles. On peut ainsi extraire le recouvrement

form�e en choisissant pour chaque feuille un ouvert qui contient l'ouvert de

base associ�e avec elle. N

2.4.2 I[0; 1]

Cet espace est historiquement le premier exemple d'hyperespace construit pour

la calculabilit�e: il a �et�e propos�e d�ej�a en 1970 par Dana Scott [Sco70] (sur tout R et

avec un �el�ement top en plus) pour repr�esenter les r�eels.

D�ef. 2.29 On appelle I[0; 1]

def

= f[a; b] j a � b; a; b 2 [0; 1]g l'ensemble des sous-

intervalles compacts non-vides de [0; 1].

Prop. 2.30

1. (I[0; 1];�) est un dcpo avec comme sup des dirig�es les intersections des inter-

valles.

2. [a; b]� [c; d], [c; d] � (a; b).

3. Il est !-continu avec comme base les intervalles aux extr�emit�es rationnelles.

Prop. 2.31

1. Une base pour la topologie de Scott sur (I[0; 1];�) est form�ee par les ensembles

2O

def

= f[a; b] � O j O ouvert de [0; 1]g.

2. L'application s : [0; 1]! I[0; 1] x 7! [x; x] est une immersion isom�etrique dans

les �el�ements maximaux du domaine.

3. Chaque fonction continue f : [0; 1] ! [0; 1] peut être �etendue �a une fonction

If Scott-continue sur I[0; 1] avec If([a; b])

def

= f([a; b])

4. Cette extension est maximale: pour tout g : I[0; 1] ! I[0; 1] t.q. g([x; x]) =

[f(x); f(x)]; on a g � If .

Pour la derni�ere d�emonstration voir [EE96].
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2.5 Hyperespaces classiques

Dans toute la suite (X; � ) sera un espace topologique T

2

, et si l'on consid�ere

(X; d) un espace m�etrique on pensera toujours X topologique avec la topologie

induite par la m�etrique.

2.5.1 Espace de Vietoris VX

D�ef. 2.32 (Espace de Vietoris) L'espace de Vietoris de X est VX

def

= fK j

K compact non-vide de Xg avec la topologie �nie de Vietoris qui a comme pr�e-

base les ensembles

1. 2A = fK 2 VX j K � Ag pour tout A 2 
X; et

2. 3A = fK 2 VX j K \A 6= ;g pour tout A 2 
X.

Prop. 2.33 La topologie de Vietoris est T

2

Prop. 2.34 Si X est un espace m�etrique, la topologie de Vietoris co��ncide avec

celle induite par la m�etrique de Hausdor� d

h

.

2.5.2 Espace inf�erieur LX

D�ef. 2.35 (Espace inf�erieur) C'est l'espace topologique qui a comme �el�ements

les ferm�es de X et comme topologie celle appel�ee inf�erieure, qui a comme base les

analogues des ensembles du type (2) de la pr�e-base de Vietoris:

8A 2 
X 3A = fC 2 LX j C \A 6= ;g

.

Prop. 2.36

1. La topologie inf�erieure est T

0

.

2. Si X est compact la topologie inf�erieure co��ncide avec celle induite par la

quasi-m�etrique d

l

d�e�nie comme d

l

(A;B)

def

= d

0

(B;A).

Prop. 2.37

1. L'ordre de sp�ecialisation sur LX est l'inclusion.

2. (LX;�) est un treillis complet, avec les fermetures des unions comme sups.

2.5.3 Espace sup�erieur UX

Cet espace est largement utilis�e pour le lien entre th�eorie topologique et th�eorie

des ordres. On d�etaillera et on justi�era donc un peu plus les assertions, en illustrant

au même temps les m�ethodes de d�emonstration.

D�ef. 2.38 (Espace sup�erieur) L'espace sup�erieur (upper space) de X, UX, est

l'espace topologique qui a comme �el�ements les compacts non-vides de X et comme

base pour la topologie (appel�ee sup�erieure) les ensembles du type (1) de la pr�e-base

de Vietoris, 2A avec A ouvert de X.

Prop. 2.39

1. La topologie sup�erieure est T

0

.

11



2. Si X est m�etrique la topologie induite par la quasi-m�etrique d

u

(A;B)

def

=

d

0

(A;B) co��ncide avec la topologie sup�erieure.

D�em.

(1) SoientK 6= K

0

dansUX; supposons, pour �xer les id�ees, que l'on ait x 2 K

0

nK.

Alors, puisque X est T

2

et K compact il existe un ouvert O dansX qui contient

K et tel que x =2 O. Alors K 2 2O;K

0

=2 2O.

(2) On le d�emontre avec l'inclusion mutuelle des �el�ements de la base. La quasi-

boule ouverte de UX, B

r

(A), est l'ensemble fB 2UX j d

u

(B;A) < rg =

fB 2UX j B � A

r

g = 2A

r

.

Soit K 2 2A; comme A

{

est ferm�e il existe un nombre �ni de boules qui

recouvrent K et qui n'ont pas d'intersection avec A

{

. Il existe donc r > 0 t.q.

K

r

� A et 2A � B

r

(K) 3 K. N

Prop. 2.40

1. L'ordre de sp�ecialisation sur UX est l'inclusion inverse.

2. (UX;�) est un dcpo avec l'intersection comme sup.

3. (UX;�) est complet

2

4. L'op�erateur d'inf �KK

0

:K [K

0

est Scott-continu.

5. La topologie de Scott sur UX est plus �ne que la topologie sup�erieure.

D�em.

(1) K � K

0

) 8A 2 
XK � A ) K

0

� A. Inversement K 6� K

0

implique

9x 2 K

0

nK; en raisonnant comme dans 2.40(1), K peut être s�epar�e avec des

ensembles ouverts de x; il existe donc O 2 
X avec O � K;O 6� K

0

.

(2) Soit (K

i

)

i2I

une famille dirig�ee dans UX; le candidat ensembliste comme sup

est

T

i2I

K

i

, qui est par ailleurs un compact parce que ferm�e dans un compact,

et non vide par la propri�et�e de l'intersection �nie.

(3) Comme tous les ensembles sont ferm�es dans le compact majorant et que leur

intersection est ferm�e, celle-ci est compacte.

(4) C'est la distributivit�e par dirig�es du treillis des sous-ensembles d'un ensemble

donn�e.

(5) Il su�t de d�emontrer qu'un ouvert de base 2A est de Scott: c'est clairement

un ensemble sup�erieur. Soit donc (C

i

)

i2I

un dirig�e avec sup

T

i2I

C

i

dans A.

CommeA

{

est ferm�e,

T

i

C

i

\A

{

est une intersection vide de compacts, et par

la propri�et�e de l'intersection �nie il existe une intersection �nie

T

i2F

C

i

\A

{

=

;, c'est-�a-dire

T

i2F

C

i

= C

j

� A. N

Prop. 2.41 Soit X localement compact; alors on a:

1. (UX;�) est un dcpo continu.

2. K � K

0

, il existe un ouvert O t.q. K � O � K

0

.

3. La topologie de Scott co��ncide avec la topologie sup�erieure.

2: c.�a.d. complet sur les parties born�ees, selon la terminologie de Berry
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D�em.

(1-2) Pour chaque C 2UX, soitW (C)

def

= fK 2UX j 9A 2 
X C � A � Kg. On

va proc�eder par assertions:

{ W (C) est non-vide: C est un compact dans un localement compact et

donc admet un voisinage relativement compact.

{ W (C) est un dirig�e: l'intersection �nie de compacts est compacte et l'in-

tersection de voisinages est encore un voisinage.

{ C =

T

K2W (C)

K (d'o�u (1)): une inclusion est triviale, l'autre s'obtient en

observant que pour chaque point x 2 X nC on peut trouver un ensemble

relativement compact B t.q. B � C mais x =2 B.

{ W (C) = #

#

C(d'o�u (2)): il su�t de d�emontrer que W (C) � #

#

C. Or K 2

W (C) implique 9O 2 
X C � O � K, et 2O est un ouvert de Scott,

donc C 2 2O � "K, dont K � C.

(3) Soit A un ouvert de Scott pour UX, C 2 A; W (C) \A 6= ; par ce qu'on vient

de voir, et pour la d�ef. de W (C) il existe O 2 
X t.q. C � O � A. On a alors

que C 2 2O � A et A est ouvert dans la topologie sup�erieure. N

Prop. 2.42 Soit X localement compact et �a base d�enombrable; alors on a:

1. UX est !-continu avec comme base d'ordre les unions �nies de clôtures des

ensembles ouverts et relativement compacts de X.

2. Si X est compact et de dimension z�ero, UX est un domaine de Scott !-

alg�ebrique.

D�em.

(1) Un th�eor�eme de topologie nous assure que dans ces hypoth�eses l'espace admet

comme base d�enombrables B les ensembles ouverts relativement compacts.

L'ensemble S � UX des unions �nies des fermetures de ces ouverts reste

d�enombrable. Mais alors il est facile de v�eri�er que W

1

(C) = #

#

S

C est un

dirig�e avec sup C (il su�t de proc�eder comme dans (1-2) ci-dessus). Donc S

est une base d�enombrable pour UX.

(2) On a d�ej�a que UX est un dcpo complet sur les born�es. Par l'hypoth�ese sur la

dimension on a que X admet une base d�enombrable B d'ouverts-ferm�es. Par

la compacit�e ces ensembles ferm�es sont compacts et donc compacts-ouverts,

comme leurs unions �nies. On a comme ci-dessus une base S d�enombrable,

mais cette fois form�ee sur des compacts (au sens de la th�eorie des domaines)

de UX. N

Cor. 2.43 L'espace sup�erieure de l'espace de Cantor est un domaine de Scott.
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Chapitre 3

Th�eorie de la mesure

3.1 Th�eorie de la mesure classique

3.1.1 Boreliens, espaces mesurables, mesures

Les d�e�nitions qui suivent sont celles de la th�eorie de la mesure classique, qu'on

peut trouver par exemple dans Rudin [Rud66].

D�ef. 3.1 (�-alg�ebre) Une �-alg�ebre (ou tribu) sur un ensemble X est une famille

M � P(X) ferm�ee par compl�ementation et intersection (union) d�enombrable qui

contient X. Le couple (X;M) est un espace mesurable et les �el�ements de M sont

appel�es mesurables.

On peut ais�ement v�eri�er que la composition de fonctions mesurables est mesu-

rable et la composition d'une fonction continue avec une mesurable est mesurable

(mais non vice versa).

D�ef. 3.2 (�-alg�ebre engendr�ee)

�

Etant donn�ee une famille quelconque F dans

P(X) il existe la plus petite �-alg�ebre qui contient F , appel�ee la �-alg�ebre engendr�ee

par F . Autrement dit, l'ensemble des espaces mesurables est un syst�eme de fermeture

et la �-alg�ebre engendr�ee est la fermeture de F .

D�ef. 3.3 (Boreliens) L'ensemble des boreliens B(X) d'un espace topologique (X; � )

est la �-alg�ebre engendr�ee par � . En particulier sont boreliens les ensembles ferm�es,

les unions d�enombrables de ferm�es (not�ees F

�

) et les intersections d�enombrables

d'ouverts (not�ees G

�

).

Donc chaque topologie induit une tribu d'une fa�con canonique.

D�ef. 3.4 (Mesure) On appelle mesure sur un espace mesurable (X;M) une ap-

plication � :M! R

+

t.q., pour tous A;A

n

; B 2M on a:

{ �(;) = 0

{ A � B ) �(A) � �(B)

{ (A

n

)

n2N

avec A

n

� A

n+1

) �(

S

n2N

A

n

) = sup

n2N

�(A

n

)

Une mesure est dite �-�nie si X est union d�enombrable de mesurables.

Il faut r�emarquer que nous nous pla�cons dans le contexte des mesures �nies, puisque

�(X) est toujours �nie. Une question tr�es importante pour notre th�eorie est de
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comprendre quand et comment la mesure d'un mesurable quelconque peut être ap-

proxim�ee avec celles de certains mesurables. On peut donner les d�e�nitions g�en�erales

suivantes.

D�ef. 3.5 (R�egularit�e ext�erieure et int�erieure) Soient E et F dans P(X); on

dit que � est E-ext�erieurement r�eguli�ere sur F si 8F 2 F ; �(F ) = inff�(E) j F � E 2 Eg.

Si � est une mesure et F = M on dit que � est E-ext�erieurement r�eguli�ere. De

même pour la r�egularit�e int�erieure. On dit qu'une mesure � est r�eguli�ere si E =M

et F = P(X):

Cela montre que l'on peut d�eduire la mesure des �el�ements de F �a partir de la

mesure sur E .

D�ef. 3.6 (R�egularit�es de Radon et Borel) � sur X espace topologique est dite:

Borel (ext�erieurement) r�eguli�ere: si elle est B(X)-(ext�erieurement) r�eguli�ere.

de Radon: si elle est compacts-int�erieurement r�eguli�ere sur B(X) et �(K) < 1

pour tous les compacts K.

D�ef. 3.7 (Mesure de Borel, mesure image) Une mesure est dite de Borel si

elle est Borel-r�eguli�ere et B(X) �M.

Soient X et Y deux espaces topologiques, f : X ! Y continue, � une mesure de

Borel sur X. Il est facile de v�eri�er que �

f

def

= � � f

�1

est une mesure sur Y dite

mesure image de � avec f .

Exemple 3.8 (Mesure de Lebesgue) La mesure de Lebesgue classique sur R

n

est de Radon et Borel.

3.2 Th�eorie des �evaluations

3.2.1 Probl�ematique

La th�eorie des �evaluations nâ�t avec Birkho� pour formaliser la partie de la

th�eorie de la mesure qui avait �a faire avec les ordres. Mais la notion d'�evaluation

continue est d�ej�a l'essai fait par Lawson de rapprocher la th�eorie des domaines de

la th�eorie de la mesure classique. L'id�ee a �et�e reprise par Saheb-Djahromi (bien

que de fa�con implicite [SD80]) et par Jones et Plotkin [JP89] pour donner une

s�emantique aux langages non-d�eterministes. Dans ce contexte il �etait plus utile de

travailler directement avec les ouverts, �etant donn�e que l'on est dans le cas o�u

toutes les fonctions dans la th�eorie sont continues, et vu la co��ncidence entre la

notion d'observabilit�e et celle d'ensemble ouvert.

3.2.2 D�e�nitions

La di��erence fondamentale avec la mesure est qu'on d�e�nit une �evaluation uni-

quement sur les ouverts de l'espace topologique, mais l'on exige en plus la continuit�e

de Scott.

Soit (X;
X) un espace topologique.

D�ef. 3.9 (Birkho�, Jones-Plotkin:

�

Evaluation) Une �evaluation sur X est une

application � : 
X ! [0;1) qui satisfait:

{ �(;) = 0

{ a � b ) �(a) � �(b)
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{ �(a) + �(b) = �(a [ b) + �(a\ b)

Une �evaluation est continue si elle est Scott-continue. On peut parler d'�evaluation

image en parfaite analogie avec les mesures.

Une �evaluation est �niment additive (sur les ouverts disjoints).

D�ef. 3.10 (Domaine puissance probabilistique) L'ensemble des �evaluations conti-

nues � sur X avec �(X) � 1 est appel�e domaine puissance probabilistique. On le

note PX. Si �(X) = 1 on parle de domaine puissance probabilistique normalis�e

(P

1

X).

On peut voir PX et P

1

X comme des cpo: il su�t de consid�erer l'ordre induit

ponctuellement (la d�emonstration de completude se fait comme toujours dans le cas

fonctionnel).

Le point fondamental est que dans des cas int�eressants on peut d�emontrer l'!-

continuit�e de ces espaces.

D�ef. 3.11 (

�

Evaluations de Dirac, �ev. simples) On d�e�nit les �evaluations de

Dirac (point valuations) comme les fonctions:

�

b

(O)

def

=

�

1 si b 2 O

0 sinon

On appelle �evaluations simples les combinaisons lin�eaires d'�evaluations de Dirac.

Si la topologie sur X est de Scott (X donc dcpo) on a le r�esultat suivant:

Th�eor�eme 3.12 (Jones-Plotkin, '89) Si X est un dcpo !-continu alors PX l'est

aussi avec comme base possible les �evaluations simples sur les �el�ements de la base

de X.

En utilisant ce r�esultat et quelques lemmes techniques on arrive �a montrer:

Th�eor�eme 3.13 (Edalat, '95) Si X est un dcpo !-continu alors P

1

X l'est aussi

avec une base d'�evaluations simples normalis�ees.

3.3 Mesure et th�eorie des domaines

3.3.1 Le probl�eme d'extension

D�ef. 3.14 (Probl�eme d'extension)

�

Etant donn�ee une �evaluation continue � sur

X, quand peut-on l'�etendre �a une mesure de Borel �?

Commen�cons avec le cas d'une mesure �nie. On veut la voir comme une �eva-

luation continue �etendue. On doit trouver d'abord un contexte o�u chaque mesure

vue sur les ouverts est Scott-continue; deuxi�emement l'extension de l'�evaluation doit

exister et troisi�emement être univoquement d�etermin�ee. Pour le troisi�eme probl�eme,

comme on l'a vu on peut avoir des mesures o�u l'on n'a pas �(B) = inf

O�B

�(O),

condition n�ecessaire pour avoir une extension naturelle. On cherche au moins la

r�egularit�e ext�erieure de Borel, et la r�egularit�e de Radon pour travailler avec UX.

On se place donc dans des espaces T

2

, localement compacts, �a base d�enombrable

(ce qui implique que tous les ouverts sont �-compacts, c.�a.d. union d�enombrable de

compacts). Dans ce contexte on peut utiliser le r�esultat classique ([Rud66], th�eor
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2.18) qui a�rme que chaque mesure �nie sur les compacts a les deux r�egularit�es. La

�nitude de notre mesure nous assure donc ici sa r�egularit�e. D'autre part l'existence

de la base d�enombrable garantit aussi que la restriction d'une mesure r�eguli�ere aux

ouverts de l'espace est une �evaluation continue.

On va donner une r�eponse au deuxi�eme probl�eme dans le cas g�en�eral. On esquisse

un principe d'extension qui fonctionne dans plusieurs cas.

D�ef. 3.15 (Demi - ouvert) On appelle demi-ouvert un ensemble di��erence de

deux ensembles ouverts U n V , ou si l'on veut, l'intersection d'un ouvert avec un

ferm�e (U \ V

{

.

On peut �etendre l'�evaluation aux demi-ouverts, si �(U ) <1, en posant

�(U n V )

def

= �(U ) � �(U \ V ):

L'ensemble des demi-ouverts (o�u l'on peut d�e�nir l'�evaluation�etendue) L

def

= fUnV j

U; V 2 
X; �(U ) <1g est un demi-anneau, c.�a.d.A;B 2 L ) A\B 2 L; AnB =

S

i=1;::: ;n

B

i

avec les B

i

2 L disjoints.

On peut montrer sans di�cult�e que l'extension de � est bien d�e�nie et � est �niment

additive sur L. La pratique montre que souvent dans ces conditions, si � est �-

additive sur L, elle peut être �etendue �a une mesure sur le �-anneau engendr�e par

L, et si �(X) <1, �a une mesure de Borel. Avec cette proc�edure on a:

Th�eor�eme 3.16 (Extension avec les demi-ouverts) Si � est une �evaluation

continue sur un espace topologique X, elle peut être �etendue �a une mesure de Borel

dans les cas suivants:

{ X est un espace m�etrique.

{ X est localement compact, T

2

et � est localement �nie (c.�a.d. chaque point

admet un voisinage �ni).

{ X est un dcpo !-continu et � localement �nie (c.�a.d. que chaque point a un

voisinage d'�evaluation �nie).

{ (Edalat-Alvarez, '97) X dcpo continu, � �nie.

Cor. 3.17 Sur un espace �a base d�enombrable, de Hausdor� et localement compact

les �evaluations continues �nies sont extensibles d'une fa�con unique �a des mesures

de Borel et de Radon.

3.3.2 Immersion de Edalat

D�ef. 3.18 (Pr�e-immersion d'Edalat) SoitX un espace m�etrique,D un po continu;

on appelle pr�e-immersion de Edalat une immersion topologique s : X ! D, si s(X)

est un ensemble G

�

de D.

D�ef. 3.19 (Immersion d'Edalat) Si X est aussi s�eparable etD un dcpo !-continu,

s est une immersion d'Edalat.

Prop. 3.20 Les applications suivantes sont des immersions d'Edalat.

1. � 7! � de l'espace de Cantor �

!

dans �

1

.

2. x 7! [x; x] de [0; 1] dans I[0; 1]:

3. x 7! x de X dans UX, si X m�etrique s�eparable.
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Trouver pour un espace m�etriqueX une immersion de Edalat dans un hyperespaceD

est le bon point de d�epart pour la fondation d'une th�eorie de la mesure bas�ee sur

la th�eorie des domaines.

Prop. 3.21 Soit s : X ! D une immersion de Edalat:

1. s(X) � max(D);

2. les s-images des ouverts et des ferm�es sont G

�

;

3. s envoie les boreliens dans des boreliens.

D�em.

(1) Nous sommes dans les conditions du lemme 2.24, donc s(X) est un coupage

de D. Mais s(X) est un ensemble sup�erieur parce qu'intersection d'ensembles

sup�erieurs, d'o�u la th�ese.

(2) Si O est un ouvert de X, s(O) = O

0

\ s(X) est clairement G

�

. On sait que

chaque F ferm�e dans un espace m�etrique est un G

�

; donc son image avec

l'injection s est intersection d�enombrable d'images d'ouverts, donc de G

�

et

est, elle-même, G

�

.

(3) D�ecoule ais�ement de (2). N

D�ef. 3.22 (e) Dans ce contexte on peut d�e�nir une fonction e :M

1

X ! PD avec

e(�)

def

= � � s

�1

.

Prop. 3.23 La d�e�nition est bien donn�ee.

D�em.

e(�) �evaluation: Suit sans di�cult�e des bonnes propri�et�es de s.

e(�) continue: On doit d�emontrer que sup

d2�

e(�)(d) = e(�)(t

"

�). On voit que le

sup de gauche est non-z�ero ssi 9

�

d 2 s(X) \�, mais s'il existe on a

�

d = t

"

�,

et sinon e(�)(t

"

�) = 0. N

Prop. 3.24

1. e est injective.

2. Im(e) = f� 2 PD j �(s(X)) = 1g; e : M

1

X ! Im(e) admet une inverse j

t.q. j(�) = � � s:

D�em.

(1) Si O � X est un ouvert alors 9(O

0

n

)

n2N

châ�ne d�ecroissant d'ouverts dans D t.q.

s(O) =

T

n2N

O

0

n

et O =

T

n2N

s

�1

(O

0

n

). Et e(�)(O) = �(s

�1

(

T

n2N

O

0

n

)) =

inf

n2N

�(s

�1

(O

0

n

)) = inf

n2N

e(�(O

0

n

)).

Donc e(�) = e(�) ssi 8O ouvert de X �(O) = �(O) ssi (par r�egularit�e) � = �.

(2) Puisque X est ouvert on a comme dans (1): s(X) =

T

n2N

O

n

avec 8n O

n

� D.

Alors

e(�)(s(X)) = inf

n2N

e(�)(O

n

) = inf

n2N

�(s

�1

(O

n

)) = �(X) = 1:

Si � 2 PD et �(s(X)) = 1, j(�) = � � s est une mesure de probabilit�e sur X

et par O � D, e(j(�))(O) = �(s(s

�1

(O))) = �(O \ s(X)) = �(O):

� = e(j(�)) implique � 2 Im(e).

En�n, par d�e�nition, 8� 2M

1

X j(e(�)) = (� � s

�1

) � s = �: N
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On veut d�emontrer que e est une immersion topologique si l'on consid�ere sur

M

1

X la topologie faible. On rappelle que une forme lin�eaire sur un espace vectoriel

norm�e X est dite born�ee si 9L8x jjxjj= 1 ) f(x) � L.

D�ef. 3.25 (Topologie faible) On appelle topologie faible sur un espace vectoriel

norm�e X la moins �ne qui rende continues tous les formes lin�eaires born�ees sur

l'espace. Elle a pour base les intersections �nies des ensembles O

x;�;f

def

= fy 2 X j

jf(x)� f(y)j < �g; avec f forme lin�eaire. Si une suite (x

n

)

n2N

converge vers x dans

la topologie faible, on dit qu'elle converge faiblement vers x et on �ecrit x

n

* x.

On rappelle ici une caract�erisation de la convergence faible dans un cas particulier:

Prop. 3.26 (Stroock '93) Soit (�

n

)

n2N

une suite de mesures sur X espace m�e-

trique s�eparable; on a:

�

n

* � , lim inf

n!1

�

n

(O) � �, pour chaque ouvert O � X

Le même crit�ere va être valable pour les �evaluations sur PD, avec la convergence

de Scott. On commence avec un lemme technique:

Lemme 3.27 (Kirch '93) Soit D un dcpo continu, � une �evaluation continue,

� =

P

d2F

r

d

�

d

une �evaluation simple. On a que � � � ssi 8G � F

P

d2G

r

d

<

�("

"

G).

Th�eor�eme 3.28 Si D est un dcpo !-continu et (�

n

)

n2N

une suite dans PD on a:

�

n

n

�! � , lim inf

n!1

�

n

(O) � �(O) pour tout O ouvert de Scott de D:

D�em.

)) Soit O ouvert de Scott dans D, � > 0. On sait que � est le sup d'un di-

rig�e form�e d'�evaluations simples way-below lui. Par d�e�nition de sup �(O) =

sup

���

�(O) avec � simples, donc 9 � � � �(O) > �(O) � �. Mais �

n

n

�! �

et "

"

� est ouvert de Scott et donc 9N 8m > N � � �

m

et en particulier

�

m

(O) � �(O) < �(O) � �.

() Par l'absurde, si �

n

6! �, puisque "

"

� est une base pour la topologie de Scott,

il existe � =

P

d2F

r

a

�

d

simple, 9((�)

n

i

)

i2N

sous-châ�ne t.q. pour tout i, � 6�

�

n

i

. Par le lemme de Kirch il existe G � F t.q. (�)

n

i

("

"

G) � �("

"

B) < �("

"

B).

Mais le nombre des sous-ensembles �nis de F est �ni, et donc on peut extraire

une sous-sous-châ�ne (�)

n

i

j

et un sous-ensemble G avec, pour tout j 2 N,

(�)

n

i

j

("

"

G) < �("

"

G) . Comme "

"

G est un ouvert de Scott, on a contredit

l'hypoth�ese. N

Prop. 3.29 e :M

1

X ! PD est une immersion topologique.

D�em.

e continue: Soit (�

n

)

n2N

une suite dans M

1

X avec �

n

* �. Il su�t de v�eri�er que

e(�

n

)

n

�! e(�). Soit O ouvert de D: on a

lim inf

n2N

(e(�

n

))(O) = lim inf

n2N

�

n

(s

�1

(O)) � (prop.3.26) �(s

�1

(O)) = (e(�))(O):

On conclut avec le th�eor�eme 3.28.
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j continue: Soit (�

n

)

n2N

une suite dans Im(e) t.q. �

n

n

�! � avec � 2 Im(e) et j

comme dans 3.24(2).

Puisque s est une immersion, s(O) = O

0

\ s(X) avec O

0

ouvert de D. Alors

on a:

lim inf

n2N

(j(�

n

))(O) = lim inf

n2N

�

n

(s(O))

= lim inf

n2N

�

n

(O

0

\ s(X))

= lim inf

n2N

�

n

(O

0

) �

n

avec support dans s(X)

� �(O

0

) Th�eor�eme 3.28

= �(O

0

\ s(X)) �avec support dans s(X)

= (j(�))(O)

On a, avec la prop 3.26, que j(�

n

)

n

�! j(�). N

Cor. 3.30 On a: Im(e) � max(D):

D�em. Comme la topologie faible est T

2

et que e est une immersion topologique dans

un dcpo, on peut appliquer le lemme 2.24, ce qui donne que Im(e) est un coupage.

C'est aussi un ensemble sup�erieur: soit �; � 2 PD avec � 2 Im(e) et � � �. On a:

1 = �(s(X)) � �(s(X)) � 1 et donc � 2 Im(e) (prop. 3.24) et � = �. N

3.3.3 Construction e�ective de la châ�ne

Dans l'article de [Eda96b] il y a une \construction explicite" de la châ�ne des

�evaluations simples qui approximent une mesure donn�ee. L'id�ee est de prendre un

ensemble compact et T

2

, un recouvrement "propre" ouvert quelconque, d'en extraire

un recouvrement �ni fA

1

; :::; A

n

g, de prendre les fermetures des ouverts qui sont

donc dans UX, et de cr�eer l'�evaluation:

�

A

=

n

X

i=1

r

i

�

A

i

o�u les scalaires r

i

sont d�e�nies par r

i

def

= �(A

i

n

S

j<i

A

j

).

Si l'on construit une s�erie de recouvrements de l'espace avec un diam�etre maxi-

mum d�ecroissant vers z�ero (e.g. comme 1=n) on peut d�emontrer qu'on obtient la

suite d�esir�ee. Mais quelques remarques sur l'e�ectivit�e de cette construction sont

n�ecessaires.

La premi�ere est que l'on ne comprend pas bien quelle est la donn�ee dans ce

proc�ed�e: la connaissance des r

i

dans un cas quelconque �equivaudrait �a tout savoir

ou presque sur la mesure: dans ce cas on n'aurait pas besoin de la trouver comme

approximation d'�evaluations simples! Donc la g�en�eralit�e implicitement pr�etendue

doit être restreinte. Mais aussi pour des raisons plus th�eoriques. C'est un fait bien

connu en math�ematique constructive (voir le chapitre sur la compacit�e dans [BB85]),

que la d�e�nition de compact avec les recouvrements ouverts n'a presque rien de

constructive: il n'existe pas d'algorithme d'une g�en�eralit�e quelconque qui permette

d'extraire un recouvrement �ni d'un recouvrement ouvert.

Dans [BB85] ce fait est a�rm�e comme r�esultat acquis de la pratique math�ema-

tique constructiviste. A y regarder de pr�es, cette assertion, dans un cas particulier,

peut probablement être vue comme un vrai r�esultat de th�eorie de la r�ecursivit�e,

en utilisant le lemme de K�onig. Soit �

1

un arbre d'un espace de Cantor avec les
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noeuds r�ecursivement �enum�erables; en avoir un recouvrement ouvert �equivaut �a sa-

voir que chaque branche peut être coup�ee �a l'hauteure d'un certain noeud, et le (ni�e

du) lemme de K�onig nous fournit l'assertion qu'on obtient ainsi un arbre �ni. Sup-

posons que le recouvrement soit d�enombrable, et aussi r�ecursivement �enum�erable.

Trouver un algorithme qui en extrait un nombre �ni de coupures nous semble violer

le non-constructivisme du lemme de K�onig. Nous nous proposons de d�evelopper ce

point ult�erieurement.

Reste vraiment un probl�eme ouvert, celui de d�eterminer des conditions r�ea-

listes et assez g�en�erales dans lesquelles appliquer la construction d'Edalat. Ici, on

se contentera de citer comme exemple que la proc�edure �el�ementaire consistant �a

\compter des carr�es toujours plus petits dans la �gure", même g�en�eralis�ee �a R

n

,

peut être vue comme cr�eation d'une châ�ne dans PUX pour approximer la mesure

de Lebesgue.
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Chapitre 4

Application aux syst�emes

dynamiques

4.1 Syst�emes dynamiques: approche continue et

discr�ete

4.1.1 Qu'est-ce qu'un syst�eme dynamique?

Les syst�emes dynamiques sont des �equations di��erentielles avec plusieurs para-

m�etres, dont l'un est appel�e \temps". Ils sont pens�es repr�esenter des syst�emes phy-

siques qui admettent une �evolution temporelle. L'�etude des syst�emes dynamiques

n'a pu commencer que lorsque le formalisme pour repr�esenter les �equations di��e-

rentielles a atteint un certain degr�e d'expressivit�e et de clart�e. A ce point on a

pu s'apercevoir que l'habilet�e math�ematique d�evelopp�ee jusque-l�a rendait possible

d'�etudier et de r�esoudre les syst�emes d'�equations lin�eaires, et de traiter certains cas

tr�es particuliers de syst�emes non-lin�eaires avec des techniques tout a fait \ad hoc".

Poincar�e le premier pensa que pour traiter de quelque mani�ere le cas g�en�eral on

devait:

{ renoncer �a l'�etude analytique \par solution g�en�erale" du syst�eme;

{ introduire une analyse \qualitative" des solutions g�en�erales;

{ d�evelopper les instruments g�eom�etriques et topologiques pour e�ectuer cette

analyse (il faut rappeler que la topologie n'existait pas avant Poincar�e!)

Ce dernier point a �et�e (plus ou moins consciemment) respect�e.

4.1.2 L'approche discr�ete

L'on appelle syst�eme dynamique continu un syst�eme d'�equations di��erentielles

continues sur R

n

. Il peut être �etudi�e, comme le sugg�ere Birkho�, avec un syst�eme

\discret", suppos�e repr�esenter l'�etat du syst�eme �a des intervalles de temps r�eguliers.

Cela peut donner une math�ematique plus facile �a traiter, et repr�esente avec �d�elit�e

la mod�elisation par simulation qu'on fait par ordinateur. On arrive �a la d�e�nition

suivante, point de d�epart pour notre �etude, d'une simplicit�e �etonnante:

D�ef. 4.1 (Syst�eme Dynamique) On appelle syst�eme dynamique (discret) un couple

(X; f) avec X espace topologique et f : X ! X continue.

Il est clair que pour parler de X d'un point de vue non uniquement topologique, on

lui donnera parfois beaucoup plus de structure. De toute fa�con, dor�enavant dans ce

chapitre, X sera au moins un espace topologique et f une fonction continue.
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4.2 D�e�nitions

4.2.1 Orbite

On peut donc d�e�nir l'�etude des syst�emes dynamiques comme l'investigation

des comportements \�a l'in�ni" (les dynamiques) des points d'un espace topologique

soumis a l'action d'une fonction continue suppos�ee \d�eplacer" les points. Donnons

donc la d�e�nition fondamentale:

D�ef. 4.2 (Orbite) Soit (X; � ) un espace topologique; on appelle orbite de x 2 X

l'ensemble O

+

(x)

def

= ff

n

(x) j n 2 Ng:

Si f est un hom�eomorphisme, on peut d�e�nir l'orbite compl�ete O(x)

def

= O

+

(x) [

O

�

(x); ou O

�

(x)

def

= ff

�n

(x) j n 2 Ng.

D�ef. 4.3 (Points p�eriodiques) x est un point p�eriodique de p�eriode n (avec n

positif) pour f si x est point �xe de f

n

. Le plus petit entier n qui v�eri�e f

n

(x) = x

est appel�e premi�ere p�eriode x.

On note Fix(f) l'ensemble des points �xes pour f , Per

n

(f)

def

= Fix(f

n

) l'ensemble

des points p�eriodiques de p�eriode n de f et Per(f)

def

=

S

n2N

Per

n

(f).

O

+

(x) (O(x)) est appel�e p�eriodique ssi x est p�eriodique.

Un point x est �nalement p�eriodique s'il n'est pas p�eriodique mais 9n 2 N

+

t.q.

f

n

(x) l'est.

Rem. 4.4 Si f est un hom�eomorphisme alors on ne peut pas avoir de point �nale-

ment p�eriodique .

D�em. Si f est un hom�eomorphisme et f

n

(x) est p�eriodique de p�eriode k, f

k

(x) =

f

�n

(f

n+k

(x)) = f

�n

(f

n

(x)) = x N

D�ef. 4.5 (Points asymptotiques) Soit p p�eriodique de p�eriode n. On dit que x

est asymptotique en avant �a p ssi lim

i!1

f

i�n

(x) = p.

On r�ecup�ere une notion d'asymptoticit�e vers les points non p�eriodiques en imposant

lim

i!1

(f

i

(x) � f

i

(p)) = 0, condition plus restrictive.

Si f est un hom�eomorphisme on peut d�e�nir de fa�con analogue l'asymptoticit�e en

arri�ere.

On appelle ensemble stable de p W

s

(p)

def

= fx 2 X j x asympt. en avant �a pg et

ensemble instable de p, W

u

(p), l'analogue en arri�ere.

4.2.2 Syst�emes chaotiques

Comme on peut le voir avec les exemples paradigmatiques pour le cas mono-

dimensionnel (famille quadratique sur R et translations de S

1

), avec des fonctions

simples on peut avoir des dynamiques �etonnamment complexes. Il est inutile (comme

l'avait bien compris Poincar�e) de tenter une �etude \laplacienne", qui cherche �a

rendre compte des d�eplacements de chaque point de mani�ere d�eterministe. On a

plutôt besoin de d�e�nitions capables de distinguer des caract�eristiques remarquables

du ph�enom�ene sur lesquelles, en changeant de niveau, on puisse \continuer" le dis-

cours scienti�que.

Mais cela n'est pas �evident aux d�ebuts d'une discipline, et l'exemple de la dispute

sur la d�e�nition de \syst�eme chaotique" en est un bon exemple. On choisit ici la d�e�-

nition de Devaney, encore en discussion mais, peut-être, la plus connue. Le probl�eme
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est donc: quelles sont les \qualit�es" �a choisir pour la description d'une dynamique

chaotique? Devaney en distingue trois.

D�ef. 4.6 (Transitivit�e topologique - TT) Une fonction continue f : X ! X,

avec X espace topologique, est dite topologiquement transitive si 8U; V � X ouverts

non-vides 9n 2 N f

n

(U ) \ V 6= ;.

On peut dire que la TT exprime une propri�et�e d'indecomposabilit�e du syst�eme

dynamique: on ne peut pas avoir X = X

1

[ X

2

; f = f

1

[ f

2

et (X

1

; f

1

); (X

2

; f

2

)

syst�emes dynamiques.

D�ef. 4.7 (Sensibilit�e aux donn�ees initiales - SD) On dit que f : X ! X avec

X espace m�etrique est sensible aux donn�ees initiales si

9� > 0; 8x 2 X; 8U

x

; 9y 2 U

x

; 9n 2 N; d(f

n

(x); f

n

(y))) � �

� est appel�ee constante de sensibilit�e. Si l'espace est quasi-m�etrique on dit que f est

SD ssi

9� > 0; 8x 2 X; 8U

x

; 9y 2 U

x

; 9n 2 N; max(d(f

n

(x); f

n

(y)); d(f

n

(y); f

n

(x))) > �

On voit imm�ediatement que la deuxi�eme est une extension aux quasi-m�etriques

de la premi�ere; elle est due �a Edalat [Eda95d]. Exprim�e en mots, tout voisinage

de chaque point x contient des points qui vont �nir par s'�eloigner de (l'image de)

x de plus qu'une certaine constante. Avec SD on a une sorte d'imprevisibilit�e: on

ne peut pas simuler avec l'analyse num�erique la dynamique d'un point x parce

que l'erreur observationnelle, l'erreur d'arrondi et l'erreur sur les calculs, même

minimis�ees, causent des di��erences drastiques sur les dynamiques.

D�ef. 4.8 (Densit�e des points p�eriodiques -DP) Pour un syst�eme dynamique

(X; f)) on a la densit�e des points p�eriodiques si Per(f) = X.

Cette condition introduit un �el�ement de r�egularit�e, qui se combine avec la continuit�e

de f .

D�ef. 4.9 (Devaney, Edalat - Syst�eme chaotique) Une function continue f :

X ! X avec X quasi-m�etrique est chaotique sur Y � X s'elle v�eri�e, sur Y , TT,

SD, DP. Le syst�eme dynamique (Y; f) est dit chaotique.

La partie du a Edalat dans cette d�e�nition est le \quasi". Dans les derniers articles

d'Edalat on peut trouver la d�e�nition avec uniquement TT et DP, le changement

�etant motiv�e du fait que, pour un espace m�etrique, TT et DP impliquent SD.

C'est vrai que l'ancienne d�e�nition d'Edalat servait surtout �a donner une notion

de chaoticit�e extensible aux hyperespaces (voir th�eor. 4.24), et que en enlevant SD

on obtient de même ce r�esultat. Mais dans certains cas la redondance dans les

d�e�nitions est importante: par exemple, qui enl�everait de la d�e�nition de groupe

l'identit�e �a gauche et l'inverse �a droite? Ici, SD est une d�e�nition fondamentale,

tandis que DP est une requête bien plus arbitraire (et constitue le point principal

de la discussion sur cette d�e�nition).

4.2.3 IFS

D�ef. 4.10 (Fonction lipschitzienne, contraction) Soient X;Y espaces m�etriques.

On appelle fonction lipschitzienne une fonction f : X ! Y t.q. 9c 2 R

+

8x; x

0

2

X d

Y

(f(x); f(x

0

)) � c � d

X

(x; x

0

). c est appel�ee constante de Lipschitz pour f .

Si c < 1 la fonction est dite une contraction.
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D�ef. 4.11 (IFS-IFS avec probabilit�es) Un syst�eme de fonctions it�er�ees (Itera-

ted Function System) (X; f

1

; : : : ; f

N

) est un espace m�etrique complet (X; d) avec

les f

i

; i = 1; : : : ; N fonctions continues. L'IFS est dit hyperbolique ou contractant

si tous les f

i

sont des contractions.

Un IFS avec probabilit�es (X; (f

1

; p

1

); : : : ; (f

N

; p

N

)) est un IFS o�u �a chaque

fonction f

i

est associ�ee une probabilit�e p

i

> 0 avec

P

N

i=1

p

i

= 1:

L'IFS est pens�e repr�esenter un syst�eme dynamique discret avec choix possible

entre plusieurs fonctions: �a chaque �etape chaque point peut choisir avec une certaine

probabilit�e (implicite ou explicite) avec quelle fonction se d�eplacer.

D�ef. 4.12 (Op�erateur de Markov) Soit (X; (f

1

; p

1

); : : : ; (f

N

; p

N

)) un IFS avec

probabilit�es. On appelle op�erateur de Markov l'op�erateur sur les mesures de proba-

bilit�e T : M

1

(X)!M

1

(X) t.q.

T (�)(B) =

N

X

i=1

p

i

� �(f

�1

i

(B)), pour chaque B borelien de X

D�ef. 4.13 (Arbre de l'IFS) Soit X compact. On appelle arbre de l'IFS l'arbre

N-aire in�ni ayant pour racine X et comme �ls pour un noeud K les f

i

(K).

Si l'IFS est avec probabilit�es on peut voir la probabilit�e p

i

comme associ�ee �a

chaque arête K ! f

i

(K).

Les noeuds de l'arbre sont donc les compacts du type f

i

1

(: : : f

i

m

(X) : : : ), (i

1

; : : : ; i

m

) 2

f1; : : : ; Ng, et on a la propri�et�e remarquable que chaque noeud �ls est contenu dans

son noeud p�ere.

L'arbre de l'IFS donne avec ses branches tous les chemins possibles pour un

point, en choisissant �a chaque it�eration le �ls correspondant �a la fonction choisie

par le point. Si l'on est dans le cadre avec probabilit�es, la probabilit�e pour un

point d'être dans le noeud f

i

1

(: : : (f

i

m

(X)) : : : ) est le produit des probabilit�es sur

sa branche:

Q

N

j=1

p

i

j

.

D�ef. 4.14 (IFS faiblement hyperbolique) Soit (X; f

1

; : : : ; f

N

) un IFS (avec

ou sans probabilit�es), avec X compact. On l'appelle IFS faiblement hyperbolique

si l'intersection des noeuds de chaque branche de l'IFS est un singleton.

Clairement, un IFS hyperbolique est bien un IFS faiblement hyperbolique, mais

par exemple l'IFS form�e par [0; 1] avec la seule fonction x 7! x(1 � x) est bien

faiblement hyperbolique (on peut le voir graphiquement), mais pas hyperbolique

parce que f

0

(0) = 1.

4.2.4 Attracteurs

D�ef. 4.15 (Ensemble invariant) On appelle ensemble invariant de f un Y � X

t.q. f(Y ) � Y

D�ef. 4.16 (Attracteur) Soit (X; f) un syst�eme dynamique; un ensemble inva-

riant ferm�e C � X est appel�e r�egion de pi�ege si f(C) �

C

� (int�erieur de C).

Un sous-ensemble non-vide � � X est dit attracteur pour f s'il existe un

voisinage relativement compact N de � avec N r�egion de pi�ege pour f et � =

T

n2N

f

n

(N ). � est appel�e attracteur �etrange pour f si en plus f est chaotique sur

�.
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4.3 Application de la th�eorie des domaines

4.3.1 Hyperespaces et syst�emes dynamiques

Les attracteurs sont toujours des ferm�es, et sont des compacts dans les cas

int�eressants. Si l'on ajoute cette hypoth�ese, il est assez naturel de les penser comme

points d'un hyperespace et l'on peut voir leur \comportement �a l'in�ni" comme

d�etermin�e par des fonctions de compacts d�e�nies en partant de f .

D�ef. 4.17 (Vf;Lf;Uf) Soit (X; f) un syst�eme dynamique avec X T

2

. On d�e�nit

Vf : VX ! VX comme Vf(K) = f(K), Uf : UX ! UX comme Uf(K) =

f(K), Lf : LX ! LX comme Lf(F ) = f(F )

Pour v�eri�er que ces d�e�nitions sont bien donn�ees il faut se rappeler que l'image

continue d'un ensemble compact est compacte.

Lemme 4.18 (Continuit�e de Uf) Si (K

i

)

i2I

est une famille dirig�ee dans UX,

f(

\

i2I

K

i

) =

\

i2I

f(K

i

):

D�em.

�

�

Evident.

� Soit y 2

T

i2I

f(K

i

); cela veut dire que 8i 2 I 9x

i

2 K

i

f(x

i

) = y. On peut induire

une structure de net sur (x

i

)

i2I

en prenant i � j ssi K

i

� K

j

. Supposons pour

�xer les id�ees que 9i

0

2 I8i 2 I K

i

0

� K

i

. Le net (x

i

)

i2I

, qui est contenu

dans un compact, aura un point d'accumulation x qui donc est dans

T

i2I

K

i

et, puisque f est continue, on a en plus que f(x) = y. N

Th�eor�eme 4.19 (VX;Vf); (LX;Lf); (UX;Uf) sont des syst�emes dynamiques.

D�em. Imm�ediat avec les d�e�nitions et le lemme. N

D�ef. 4.20 (Syst�emes dynamiques pour les hyperespaces) (VX;Vf), (LX;Lf),

(UX;Uf) sont appel�es respectivement syst�emes dynamiques de Vietoris, inf�erieur

et sup�erieur de (X; f).

Prop. 4.21 Un attracteur de (X; f) est un point �xe de Uf .

D�em. f

n

(

�

N ), comme suite d�ecroissante de compacts dans X; est bien un dirig�e de

UX, et le lemme devient l'�equation du point �xe. N

D�ef. 4.22 (Syst�eme de Vietoris pour un IFS) Soit (X; f

1

; : : : ; f

N

) un IFS. On

appelle syst�eme de Vietoris pour l'IFS le syst�eme dynamique (VX;F ) avec F (K) =

S

N

i=1

f

i

(K).

Lemme 4.23 Dans un syst�eme de Vietoris F est Scott-continue.

D�em. Parce que elle est compos�ee de fonctions Scott-continues: l'union et lesUf

i

. N

Si l'IFS est hyperbolique, son syst�eme de Vietoris l'est aussi, avec comme facteur

de contraction pour F le max des facteurs des f

i

.

Comme VX est aussi complet, on peut appliquer le th�eor�eme du point �xe de

Banach et conclure que F a un unique point �xe, appel�e attracteur de l'IFS.

En�n, la notion de chaoticit�e passe aux hyperespaces.

Th�eor�eme 4.24 Si f est chaotique sur X, Uf est chaotique sur UX (comme

quasi-m�etrique).
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D�em.

SD En fait, Uf a la même constante de sensibilit�e � de f : soit K 2 2A, x 2

K; il existe y 2 A, n 2 N t.q. d(f

n

(x); f

n

(y)) > �, et donc d

u

(K; fyg) =

d

0

(K; fyg) > � qui implique la condition pour les quasi-m�etriques.

TT Si 2A;2B sont deux ouverts de base non-vides, il existent n 2 N; y 2 X t.q.

A \ f

n

(B) 3 y; alors fyg 2 2A \ f

n

(2B).

DP Encore, si x est un point p�eriodique dans A ouvert de X, fxg l'est dans 2A.

N

4.3.2 Th�eor�eme classique de Hutchinson

Dans ce contexte le travail de Hutchinson [Huc81] montre avec beaucoup d'ana-

lyse fonctionnelle que, si X est compact, on peut donner une m�etrique �aM

1

X telle

que la topologie induite soit �equivalente �a la topologie faible *(autre topologie ty-

pique sur les espaces fonctionnelles; pour la d�e�nition voir [Bre83]); cela d�emontre

que l'espace M

1

X est m�etrique compact.

Si l'IFS est hyperbolique, alors l'op�erateur de Markov devient une contraction sur

M

1

X, avec comme unique point �xe une mesure de probabilit�e avec support sur

l'attracteur de l'IFS. Ce r�esultat a eu beaucoup d'applications dans la \computer

graphics" (on peut colorer selon la densit�e des petites sous-r�egions de l'attracteur),

la compression d'images, les automates d'apprentissage. Pour plus de clart�e on le

re�enonce ici.

Th�eor�eme 4.25 (Hutchinson) L'op�erateur de Markov d'un IFS hyperbolique avec

probabilit�es sur un espace a un seul point �xe qui est appel�e mesure invariante ou

ergodique de l'IFS.

4.3.3 Le r�esultat avec la th�eorie des domaines

On suppose que (X; f

1

; : : : ; f

N

) est un IFS hyperbolique (avec ou sans probabi-

lit�es) et X compact (que n'est pas une vrai contrainte dans la pratique).

Montrons un lemme utile dans la suite et donnons en même temps un algorithme

permettant d'obtenir une approximation discr�ete de l'attracteur de l'IFS avec une

certaine tol�erance � > 0 sur la m�etrique de Hausdor�.

Lemme 4.26 Sur l'arbre de l'IFS, pour chaque � il existe n tel que tous les noeuds

au niveau m � n ont un diam�etre plus petit que �.

D�em. Par l'absurde. Si pour un � l'on n'avait pas un telle n, �a chaque niveau de

l'arbre l'on aurait un noeud avec un diam�etre sup�erieur �a �. Alors chaque noeud

avant lui sur sa branche l'aurait aussi parce que le contient. Donc tout un sous-arbre

in�ni aurait noeuds avec diam�etre sup�erieur �a �, et pour le lemme de K�onig aussi

une branche in�nie, contre l'hypoth�ese de contractivit�e. N

Pour l'algorithme, soit x

0

2 X. Supposons possible de d�ecider si le diam�etre

d'un noeud est plus petit que �. On peut trouver un sous-arbre de profondeur

m avec feuilles f

i

1

(: : : f

i

m

(X) : : : ) toutes de diam�etre sup�erieure �a �. On a de plus

f

i

1

(: : : f

i

m

(x

0

) : : : ) 2 f

i

1

(: : : f

i

m

(X) : : : ). Alors A

�

, la collection (�nie) de ces points

est l'approximation que l'on voulait: on l'obtient ais�ement en rappelant que l'attrac-

teur est

T

n2N

F

n

(X), qui est contenu dans F

m

(X), et en sachant que chaque point

de ce dernier ensemble diste moins de � deA

�

.

Pour r�ecup�erer le th�eor�eme de Hutchinson il faut utiliser le th�eor�eme du point

�xe de Tarski. Pour cela on utilise l'immersion d'Edalat e : M

1

X ! PUX du
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chapitre 3 et en plus on a besoin d'une extension de l'op�erateur de Markov T sur

tout l'espace PUX.

D�ef. 4.27 (Op�erateur de Markov sur PUX) On d�e�nit la fonction H : PUX !

PUX avec

� 7!

N

X

i=1

p

i

� � f

�1

i

:

L'�evaluation simple donn�ee par l'it�eration m-i�eme de H peut être �ecrite, en rappe-

lant que �

f(X)

= �

X

� f

�1

, de la fa�con suivante:

H

m

(�

X

) =

N

X

1�i

1

;::: ;i

m

�N

p

i

1

: : : p

i

m

�

f

i

1

(:::f

i

m

(X)::: )

:

On peut remarquer que les �evaluations simples H

m

(�

X

) forment une châ�ne

croissante dans PUX. Le sup de cette châ�ne, �

�

, par le th�eor�eme de Tarski est

le plus petit point �xe de H. Mais si l'on montre qu'il est maximal, on aura �a la

fois l'unicit�e et le fait qu'il est bien la mesure invariante de l'IFS (pour le corollaire

3.30) .

Pour cela il su�t de montrer que �

�

(s(X)) = 1, par la prop. 3.24. Soit donc,

pour chaque k 2 N; k � 1, O

k

def

=

S

x2X

2B

k

(x). O

k

est une châ�ne d�ecroissante

d'ouverts dans UX de limite s(X), donc

�

�

(s(X)) = inf

k�1

�

�

(O

k

):

Par le lemme 4.26, pour chaque k on peut trouver un entier n tel que tous les

noeuds de l'IFS au niveau n ont un diam�etre inf�erieur �a 1=k et pour m � n, chaque

f

i

1

(: : : f

i

m

(X) : : : ) 2 O

k

.

Alors on a �ni, puisque 1 = H

m

(�

X

(O

k

)) � �

�

(O

k

).

Mais on a encore plus: en observant que H

m

(� � s

�1

) = (T

m

�) � s

�1

pour chaque

� 2M

1

X, on a que la suite T

m

�� s

�1

tend aussi vers �

�

. Si l'on regarde les images

inverses en utilisant la prop. 3.29, on peut \enlever les s" et donner la g�en�eralisation

du th�eor�eme de Hutchinson:

Th�eor�eme 4.28 (Edalat) Dans un IFS faiblement hyperbolique avec probabilit�es

sur un X compact, l'it�eration de l'op�erateur de Markov sur une mesure quelconque

converge faiblement vers la mesure invariante de l'IFS.
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Chapitre 5

Application aux espaces

m�etriques

Dans tout ce chapitre nous allons voir la construction d'un hyperespace dans

le cas des espaces m�etriques. Ce cas particulier (mais qui concerne la majorit�es

cas concrets) permet d'obtenir des r�esultats tr�es int�eressants. Il faudra pour cela

changer d'hyperespace d'une mani�ere pas �evidente. On suppose donc dans tout le

chapitre que (X; d) est un espace m�etrique.

5.1 Les boules formelles

On peut penser utiliser l'hyperespace CX des boules ferm�ees ordonn�e par l'in-

clusion inverse, qui est beaucoup plus simple et r�egulier que UX. Mais cela n'est

pas le meilleur choix. Consid�erons l'exemple suivant:

Exemple 5.1 (Edalat) Non-compl�etude de l'espace des boules formelles

pour des espaces complets. Soit (X; d) l'espace m�etrique o�u X = fx

n

j n 2 Ng et

d(x

n

; x

m

) = 1+1=(n +m) si n 6= m. Il est facile de v�eri�er que X est complet (parce

que compos�e de points isol�es). Par contre l'ensemble des boules ferm�ees ordonn�e avec

l'inclusion inverse n'est pas complet, comme le montre la suite C

n

= C(x

n

; 1+1=2n),

o�u l'on a que C

n

= fx

i

j i � ng, et donc on a bien une suite croissante sans sup.

Pour r�ecup�erer la sym�etrie entre l'espace X et son hyperespace Edalat re-propose

une construction de Weihrauch et Schreiber [WS81]:

D�ef. 5.2 (Weihrauch et Schreiber- Boules formelles) On appelle ensemble des

boules formelles sur X espace m�etrique, l'ensemble BX

def

= f(x; r) j x 2 X; r 2 Rg,

muni de l'ordre:

(x; r) � (y; s)

def

() d(x; y) � r � s

Par rapport �a la relation d'inclusion inverse on exclut certains couples: dans l'exemple

5.1 la châ�ne C

n

est enti�erement d�etruite.

5.1.1 Pourquoi les boules formelles?

Si l'exemple d'Edalat �eclaircit le point de (non) liaison entre les propri�et�es de

CX et X (montrant ainsi la n�ecessit�e d'introduire BX il ne donne pas l'intuition
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de l'op�eration d'a�aiblissement e�ectu�e sur l'ordre. Voyons pour cela un exemple

beaucoup plus simple.

Exemple 5.3 (Exemple de la demi-droite) Soit X la demi-droite r�eelle consi-

d�er�ee comme espace m�etrique. La boule (2; 2) contient celle (0; 3) mais l'on n'a pas

(2; 2) � (0; 3) dans BX:

L'id�ee est que intuitivement (0,3) est plus grande que (2,2), mais le \bord" de X

empêche de le montrer. On peut imaginer que l'on puisse obtenir l'ordre d'Edalat en

consid�erant l'immersion de l'espace m�etrique dans un espace plus grand (compl�et�e

dans un sens tr�es particulier) et en prenant comme couples ordonn�es ceux qui restent

ordonn�es dans l'espace compl�et�e. Cette intuition est bonne et sa d�emonstration est

le contenu de ce paragraphe. Il faut anticiper un r�esultat de la section suivante:

dans un espace de Banach les hyperespaces BX et CX co��ncident. Il su�t alors de

trouver une immersion isom�etrique d'un espace m�etrique quelconque dans un espace

de Banach, comme cela on aura une immersion naturelle entre les hyperespaces

correspondants.

Th�eor�eme 5.4 L'espace BC(X) des fonctions continues et born�ees de X dans R

est un espace de Banach avec la norme jjf jj = sup

x2X

f(x).

D�em. Le fait que jj:jj soit une norme et que BC(X) soit un espace vectoriel est un

exercice classique; la compl�etude est le th�eor�eme \des trois �". N

Th�eor�eme 5.5 Chaque espace m�etrique X admet une immersion isom�etrique dans

une espace de Banach.

D�em. Choisissons un point x

0

comme origine de l'espace vectoriel. Pour chaque

point de X on d�e�nit la fonction f

x

(y) = d(y; x) � d(y; x

0

). La fonction est conti-

nue (di��erence de fonctions continues) et born�ee (f

x

(y) � d(x; x

0

) par l'in�ega-

lit�e triangulaire). Il reste �a montrer que l'application x 7! f

x

est une isom�etrie de

X dans BC(X) (car l' injectivit�e est trivial). En e�et d(f

x

; f

y

) = jjf

x

� f

y

jj =

sup

z2X

jd(x; z)� d(x

0

; z)� d(y; z) + d(x

0

; z)j = d(x; y). N

Cette immersion n'est sûrement pas \optimale" (par exemple du point de vue

de la dimension de l'espace construit): la demi-droite de l'exemple va être immerg�ee

dans un espace \�enorme", et pas simplement dans la droite r�eelle comme le vou-

drait l'intuition. Mais le proc�ed�e �etant tout �a fait g�en�eral, il ne vaut pas la peine

de l'optimiser ici. Par contre on voit avec un peu de r�eexion que l'espace m�e-

trique de l'exemple d'Edalat, bien que d�enombrable, n�ecessite pour une immersion

isom�etrique un espace vectoriel de dimension in�nie.

5.2 Sym�etries de BX et X. Immersion d'Edalat.

Compl�et�es.

5.2.1 Sym�etrie des compl�et�es.

Il faut d'abord v�eri�er que � est vraiment un ordre:

Prop. 5.6 BX avec la nouvelle relation (d�ef. 5.2) est un ordre partiel.

D�em. C'est maintenant un corollaire du th�eor�eme 5.5, parce qu'on a bien que

l'imagedeX dansBC(X) h�erite la structure d'ordre partiel surBX de (C(BC(X));�).

N

Rem. 5.7 (x; r) � (y; s) ) r � s; par la positivit�e de la distance.
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Le grand avantage de travailler avec les boules formelles est que souvent on peut

utiliser les bonnes propri�et�es de R. Voici l'un de ces r�esultats, tr�es utile pour la

suite.

Th�eor�eme 5.8 Chaque dirig�eD dans BX admet une sous-châ�ne C avec les mêmes

majorants que D.

D�em. Soit s = inffr j (x; r) 2 Dg, ((y

n

; s

n

))

n2N

+
suite dans D t.q. s

n

� s + 1=n.

On obtient une suite croissante C en prenant (x

1

; r

1

) = (y

1

; s

1

) et (x

n

; r

n

) majorant

de (x

n�1

; r

n�1

) et (y

n

; s

n

). Il est �evident que chaque majorant de D est majorant de

C.

�

A l'inverse, observons d'abord que pour chaque (a; u) 2 D on peut prendre une

succession croissante ((a

n

; u

n

))

n2N

� D avec (a

0

; u

0

) = (a; u) et (a

n

; u

n

) majorant

de (a

n�1

; u

n�1

) et de (x

n

; r

n

).

Soit maintenant (z; t) un majorant de C; on peut estimer d(a; z):

d(a; z) � d(a; a

n

) + d(a

n

; x

n

) + d(x

n

; z)

� (u � u

n

) + (r

n

� u

n

) + (r

n

� t) par les in�egalit�es de construction

= u� t+ 2(r

n

� u

n

)

� u� t+ 2(r

n

� s) 8n

s

� u

n

� u� t+

2

n

s � r

n

� s

n

;

et ceci vrai pour chaque n implique �a la limite que d(a; z) � u � t; c.�a.d. (a; u) �

(z; t). N

Autre proposition fondamentale pour le parall�ele entre X et BX:

Prop. 5.9 Si (x

n

; r

n

)

n2N

est une suite croissante dans BX, alors (x

n

)

n2N

est de

Cauchy dans X. De l'autre côt�e, on peut extraire de chaque suite de Cauchy dans

X une sous-suite de points qui sont les centres d'une suite croissante de boules dans

BX.

D�em. (r

n

)

n2N

est d�ecroissante et positive, donc convergente (et de Cauchy). Donc

jr

n

� r

m

j < � pour n;m > N; avec N su�samment grand. En utilisant l'ordre de la

châ�ne on a: n � m > N ) (x

n

; r

n

) � (x

m

; x

m

) et donc d(x

n

; x

m

) � r

m

� r

n

< �.

Pour la deuxi�eme partie il su�t de prendre, pour chaque k, un n

k

tel que pour

chaque i; j � n

k

on ait d(x

i

; x

j

) < 2

�(k+1)

; on aura que d(x

n

k

; x

n

k+1

) � 2

�(k+1)

=

2

�k

� 2

�(k+1)

et donc (x

n

k

; 2

�k

) � (x

n

k+1

; 2

�(k+1)

). N

On peut maintenant exprimer la liaison entre sup de BX et limites de X.

Th�eor�eme 5.10 Soit (x

n

; r

n

)

n2N

une suite croissante dans BX et (y; s) 2 BX;

les propri�et�es suivantes sont �equivalentes:

1. (y; s) est le sup de (x

n

; r

n

)

n2N

2. (y; s) est un majorant de (x

n

; r

n

)

n2N

et x

n

n

�! y

3. x

n

n

�! y et r

n

n

�! s

D�em.

1 ) 2: Si s < t = lim

n!1

r

n

soit N t.q. n;m � N ) d(x

n

; x

m

) < (t � s)=2; alors

d(x

n

; x

N

) < (t � s)=2 � r

n

� s + (t � s)=2 et (x

N

; s + (t � s)=2) serait un

majorant pour la succession pas plus grand que (y; s) (s + (t� s)=2 6� s).
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2 ) 3: Pour chaque n 2 N (x

n

; r

n

) � (y; s), c.�a.d. d(x

n

; y) � r

n

� s. Mais r

n

n

�!

s) x

n

n

�! y:

3 ) 1: n � m ) (x

n

; r

n

) � (x

m

; r

m

) ) d(x

n

; x

m

) � r

m

� r

n

. Pour n ! 1 �a

gauche et �a droite on a d(y; x

m

) � r

m

� s et donc (y; s) est un majorant de la

succession. Soit (z; t) t.q. pour chaque n (x

n

; r

n

) � (z; t); on a d(x

n

; z) � r

n

�t

et pour n!1 d(y; z) � s � t, c.�a.d. (y; s) � (z; t): N

On peut �nalement exprimer la premi�ere sym�etrie entre les propri�et�es de X et

de BX:

Th�eor�eme 5.11 Les faits suivants sont �equivalents:

1. X est complet;

2. BX est un dcpo;

3. BX est !-complet.

D�em.

2 ) 3: Trivial

3 ) 2: Par le th�eor�eme 5.8.

1 ) 2: Chaque châ�ne croissante dans BX admet donc la limite y de ses centres et

(y; lim

n!1

r

n

) est sup par le th�eor�eme pr�ec�edent.

2 ) 1: Soit (x

n

)

n2N

une suite de Cauchy dans X; grâce �a la prop. 5.9 on peut

cr�eer dans BX une suite croissante de centres une sous-suite de (x

n

)

n2N

. Par

hypoth�ese cette suite admet une limite (y; s) et par le th�eor�eme pr�ec�edent y

est la limite de la sous-suite dans X. Mais alors y est la limite de la suite

enti�ere. N

5.2.2 Sym�etrie de la continuit�e

Passons maintenant �a la continuit�e. Comme d'habitude, on cherche avant tout

une caract�erisation de la relation de way-below dans notre espace:

Prop. 5.12 (x; r)� (y; s) , d(x; y) < r � s

D�em.

)) Supposons (x; r) � (y; s). Il existe alors un n t.q. (x; r) � (y; s + 1=n), parce

que le deuxi�eme membre est un terme d'une suite croissante de sup (y; s);

mais cela implique d(x; y) < r � s.

() Supposons d(x; y) < r � s � � et soit Z un dirig�e avec sup (z; t) � (y; s):

on peut en extraire une sous-châ�ne (z

n

; t

n

) croissante et t.q. (th�eor�eme 5.10)

lim

n!1

z

n

= z, t

n

n

�! t en d�ecroissant. Il existe alors n 2 N t.q. d(z; z

n

) < �=2

et t

n

< t+ �=2. On peut voir que

d(x; z

n

) � d(x; y) + d(y; z) + d(z; z

n

)

< (r � s � �) + (s � t) + �=2

= r � t+ �=2

< r � t

n

et (x; r) � (z

n

; t

n

) N
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Th�eor�eme 5.13 BX est un po continu: il admet comme base le produit A � B

d'une partie dense A dans X et d'une partie dense B dans R

+

.

D�em. On peut d�emontrer que, pour chaque (x; r) 2 BX; #

#

B

(x; r) contient une

châ�ne croissante de sup (x; r). Soit donc a

n

2 A avec d(a

n

; x) < 4

�n

, et b

n

2 B

t.q. r + 2 � 4

�n

< q

n

< 3 � 4

�n

; on a: d(a

n

; x) < 4

�n

< 2 � 4

�n

< b

n

� r, c.�a.d.

(a

n

; b

n

)� (x; r). Pour n > 1,

d(a

n�1

; a

n

) � d(a

n�1

; x)

< 4

�(n�1)

+ 4

�n

= 5 � 4

�n

= (r + 2 � 4

�(n�1)

) � (r + 3 � 4

�n

)

< b

n�1

� b

n

;

et (a

n�1

; b

n�1

) � (a

n

; b

n

). En�n lim

n!1

b

n

= r implique, grâce au th�eor. 5.10 que

(x; r) est sup de (a

n

; b

n

)

n2N

. N

Prop. 5.14 Si B est une base pour BX, alors fa 2 X j (a; r) 2 Bg est dense dans

X.

D�em. Soit x 2 X; avec le th�eor. 5.13 on a qu'il existe ((x

n

; r

n

))

n2N

suite croissante

avec sup (x; 0), et avec le th�eor. 5.10 que lim

n!1

x

n

= x. N

Donnons un bel �enonc�e r�esumant ce que l'on a d�emontr�e dans ce paragraphe:

Prop. 5.15 BX est un po continu, !-continu ssi X est s�eparable.

D�em. Par la continuit�e il su�t d'observer que X et R

+

sont denses dans eux-mêmes

et donc BX admet soi-même comme base. On a l'�equivalence de la d�enombrabilit�e

en prenant Q

+

comme B du th�eor. 5.13. N

5.2.3 B comme foncteur

Pour les d�e�nitions de cat�egorie et de foncteur voir p.e. [AL91]. On veut trouver

une cat�egorie ayant comme objets les espaces m�etriques en corr�elation fonctorielle

avec une cat�egorie ayant comme objets les po continus (l'on veut X 7! BX); mais

si l'on prend comme morphismes simplement les fonctions continues on n'a pas de

corr�elation �evidente avec les fonctions Scott-continues. On doit donc restreindre les

fonctions �a consid�erer. Pour cela c'est assez naturel de penser aux fonctions lip-

schitzienne, lesquelles envoient boules dedans boules. En e�et, si l'on consid�ere une

fonction lipschitzienne comme un couple (f; c)on peut v�eri�er que les espaces m�e-

triques avec les fonctions lipschitziennes forment une cat�egorie avec Id

X

= (Id

X

; 1),

et (g; c

0

) � (f; c) = (g � f; c

0

� c). En plus on peut associer (f; c) �a la fonction B(f; c)

(x; r) 7! (f(x); c � r); parce que on a f(C(x; r)) � C(f(x); c � r).

Th�eor�eme 5.16 B est un foncteur entre la cat�egorie (espaces m�etriques, fonctions

lipsch.) et la cat�egorie (po continues, fonctions Scott-continues).

D�em. La seule chose �a d�emontrer r�eellement ici est que 8(f; c) lipschitzienne g =

B(f; c) est Scott-continue.

g monotone:

(x; r) � (x

0

; r

0

) ) d(x; x

0

) � r � r

0

) d(f(x); f(x

0

)) � cr � cr

0

) (f(x); cr) � (f(x

0

); cr

0

)
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c'est-�a-dire g(x; r) � g(x

0

; r

0

).

g Scott-continue: comme on travaille seulement avec po de boules formelles, il est

su�sant de consid�erer les châ�nes croissantes. Soit telle (x

n

; r

n

)

n2N

de sup

(x; r); on a par le th�eor. 5.13 que x

n

n

�! x, r

n

n

�! r. Alors f(x

n

)

n

�! f(x) et

c �r

n

n

�! c �r et, toujours par le th�eor. 5.10 g(x; r) est le sup de (g(x

n

; r

n

))

n2N

.

N

5.2.4 Immersion d'Edalat dans BX

Il n'est pas trop di�cile d'obtenir une pr�e-immersion d'Edalat dans BX.

D�ef. 5.17 On note i : X ! BX l'injection x 7! (x; 0); on note X

+

son image

X � f0g.

Prop. 5.18

1. X

+

est le sous-espace maximal de BX.

2. X

+

est un G

�

de BX.

3. i est continue d'inverse i

�1

: X

+

! X:

D�em.

(1) Trivial.

(2) X

+

est �egal a

T

n2N

O

n

, ou O

n

=

S

x2X

"

"

(x; 1=n) = X � [0; 1=n) est un ouvert

de Scott pour chaque n.

(3) On peut d�emontrer qu'ouverts de base viennent d'ouverts de base: on a que

"

"

(x; r) est une base pour BX, et i

�1

("

"

(x; r)) = O(x; r) pour la prop. 5.12, et

les O(x; r) forment une base pour X. N

Cor. 5.19

1. Dans ces hypoth�eses i est une pre-immersion d'Edalat.

2. Si X est en plus complet et s�eparable i est une immersion d'Edalat.

Avec cela on a encore une fois une structure e�ective pour la th�eorie de la

mesure et de l'int�egration sur les espaces polonais (espaces m�etriques avec topologie

compl�ete et s�eparable). Voyons en�n comme le foncteur B coop�ere avec i:

Prop. 5.20 Pour chaque fonction lipschitzienne (f; c) : X ! Y , B(f; c) � i = i � f .

D�em. 8x 2 X, B(f; c)(i(x)) = (f(x); c � 0) = i(f(x)). N

Par l'identi�cation entre X et X

+

on peut dire que l'image fonctorielle de f

�etend f .
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5.2.5 BX = CX dans les espaces classiques

Il ressort clairement de la discussion du paragraphe 5.1.1 qu'un espace avec de

bonnes propri�et�es d'isotropie doit r�ealiser l'�egalit�e entre BX et CX. Il faut rappeler

qu'un espace vectoriel r�eel X avec une norme k:k est aussi un espace m�etrique: il

su�t de prendre d(~x; ~y) = k~x� ~yk

Th�eor�eme 5.21 Dans X espace vectoriel norm�e non trivial (X 6= f0g), d(x; y) �

r � s, C(x; r) � C(y; s).;

D�em. Il su�t de d�emontrer C(x; r) � C(y; s) ) d(x; y) � r� s. Puisque la norme

est invariante par translation on peut supposer ~y = 0.

Si ~x = 0 soit ~z 6= 0;

~

z

0

= s=jj~zjj � ~z 2 C(0; s) implique

~

z

0

2 C(0; r), c.�a.d.

d(

~

z

0

; 0) � r ) s � r.

Si ~x 6= 0 par homog�en�eit�e de la norme on peut le prendre de longueur 1. �s~x 2

C(0; s))�s~x 2 C(~x; r) c.�a.d. d(~x;�s~x) � r: Alors j � s � 1j � r et 1 � r � s. N

En rappelant qu'un espace de Banach est simplement un espace vectoriel norm�e

complet on a imm�ediatement:

Cor. 5.22 L'espace des boules ferm�ees d'un espace de Banach s�eparable et non-

trivial est un dcpo !-continu.

5.2.6 Compl�et�es.

Une autre d�emonstration du lien profond entre les propri�et�es deX comme espace

m�etrique et celles deBX comme dcpo est que l'on peut obtenir le compl�et�e m�etrique

X de X �a partir du compl�et�e de la th�eorie des ordres de BX.

Th�eor�eme 5.23 BX est isomorphe �a I(BX):

D�em. Puisque X est dense dans X, X �R

+

est une base pour BX, par le th�eor.

5.13. De plus BX est un dcpo continu par le th�eor. 5.11. Avec la caract�erisation de

la relation de way-below donn�ee, il est �evident que la base abstraite (BX;�) est la

restriction de la base abstraite (BX;�). Par l'�egalit�e des bases on a l'�egalit�e des

po continues grâce �a la prop. 2.9. N

Donc pour construire X (comme espace topologique!) on peut prendre le poBX,

le rendre un dcpo D et ensuite en consid�erer Max D, qui est isomorphe a X par

la prop.5.15. C'est une possibilit�e, mais son utilit�e n'est pas �evidente: \En g�en�eral,

ajouter des points a un po pour en faire un dcpo est un probl�eme di�cile" ([AJ94],

pag. 12).

5.3 Applications aux espaces classiques

5.3.1 Le th�eor�eme du point �xe de Banach

Avec tous les outils de la section pr�ec�edente l'on peut donner une d�emonstration

exclusivement \th�eorie des domaines" d'un des th�eor�emes les plus classiques sur les

espaces m�etriques.

Th�eor�eme 5.24 (Point �xe) Chaque contraction sur un espace m�etrique complet

admet un point �xe unique, limite de chaque orbite.

D�em. Soit (X; d) un espace m�etrique, f : X ! X une contraction avec constante

de Lipschitz c < 1. Soit g

def

= B(f; c) : BX ! BX. Pour chaque x 2 X, on peut
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prendre R

x

def

= d(x; f(x))=(1 � c). On a que r � R

x

) d(x; f(x)) � (1 � c)r =

r � cr; et alors (x; r) � (f(x); cr) = g(x; r). Grâce �a la monotonie de g on obtient

g(" (x; r)) � " (x; r).

Sur le cpo " (x; r) on peut appliquer le th�eor�eme du point �xe de Tarski et (f

n

(x); c

n

r)

n2N

est une châ�ne croissante avec comme sup le plus petit point �xe de la restriction de

g sur " (x; r), disons (y; s). Par le th�eor. 5.10 , f

n

(x)

n

�! y et s = lim

n!1

c

n

r = 0,

donc (y; 0) est aussi maximal et g a un seul point �xe sur " (x; r).

Montrons que f a un seul point �xe. Par l'absurde, soit (z; t) un autre point �xe.

En prenant r su�samment grand, (z; t) 2 " (x; r) et (z; t) = (y; 0). On a donc, par

le th�eor. 5.10, 8x 2 X; f

n

(x)

n

�! y; d'o�u la conclusion. N

5.3.2 Une autre forme du th�eor�eme de Hutchinson

On a d�ej�a vu que i : X ! BX est une immersion d'Edalat si X est complet.

Appelons e :M

1

X ! PBX l'immersion topologique �etudi�ee dans le chapitre 2.

Ici on veut une autre version du th�eor�eme de Hutchinson. Cette fois on ne se

base pas sur la compacit�e de X, donc il ne sera pas possible d'ins�erer H(�

X

) sous

une mesure quelconque � sur X et de forcer la convergence des it�er�ees de T

n

(�)

vers la mesure ergodique. Il faudra travailler dans PBX et r�ecup�erer la compacit�e

du support de la mesure invariante.

Th�eor�eme 5.25 Un IFS hyperbolique avec probabilit�es sur un espace X m�etrique

et complet a une mesure invariante unique parmi les mesures normalis�ees �a support

born�e; cette mesure est �a support compact.

D�em. Il faut commencer avec quelques notations. On appelle �

def

= f1; : : : ; Ng,

�

def

= (i

1

; : : : ; i

n

) 2 �

n

et �i

def

= (i

1

; : : : ; i

n

; i) 2 �

n+1

; en�n on note c

�

def

=

Q

j2�

c

i

j

et p

�

def

=

Q

j2�

p

i

j

:

Pour chaque f

i

, soit M

1

f

i

: M

1

X ! M

1

X qui associe � 7! �

f

i

la mesure image

de � avec f

i

. L'op�erateur de Markov est alors T

def

=

P

i2�

p

i

M

1

f

i

:M

1

X !M

1

X:

Appelons g

i

def

= B(f

i

; c

i

) : BX ! BX et Pg

i

: PBX ! PBX les fonctions conti-

nues qui associent � 7! �

g

i

, �a chaque �evaluation son �evaluation image. L'op�erateur

H : PBX ! PBX; H

def

=

P

i2�

p

i

Pg

i

, est continu.

On peut v�eri�er l'�egalit�e H � e = e �T . Puisque e est injective, on a que � est point

�xe de T ssi e(�) est point �xe de H.

Notons encore: f

�

def

= f

i

1

� : : : � f

i

n

; g

�

def

= g

i

1

� : : : � g

i

n

:

Comme dans le paragraphe pr�ec�edent, pour chaque x 2 X il existe

R

x

= max

i2�

d(x; f

i

(x))

(1� c

i

)

t.q. r > R

x

) 8i 2 �; g

i

((x; r)) � (x; r);

doncH(�

(x;r)

) =

P

N

i=1

p

i

P�

(x;r)

�

P

N

i=1

p

i

�

(x;r)

= �

(x;r)

. Par monotonieH("�

(x;r)

) �

"�

(x;r)

et par continuit�e elle a un plus petit point �xe �

(x;r)

=

F

"

H

n

(�

(x;r)

), que, r

�etant arbitraire, on peut noter �

x

:

H

n

(�

(x;r)

) =

P

i2�

p

�

�

g

�

(x;r)

; et on peut penser encore une fois �a l'arbre qui a

comme racine (x; r) et comme �ls de g

�

(x; r) les N g

�i

(x; r): On appelle F

n

l'union

des boules du niveau n de l'arbre: F

n

def

= fg

�

(x; r) j � 2 �

n

g; on appelle K l'en-

semble des limites sur chaque branche (qui, par monotonie, est une s�equence crois-

sante dans BX). Par le lemme de K�onig, si K � O avec O ouvert, il existe n tel que

F

n

l'est aussi. Dans ces conditions K est clairement compact, mais on a en plus que

H

n

(�

(x;r)

)(O) = 1 et �

x

(O) = 1: O �etant arbitraire, on a �

x

(K) = 1. K est dans
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X

+

, parce que g

�

(x; r) = (g

�

(x); c

�

� r), et �

x

est maximale dans PBX , et donc

unique point �xe sur "�

(x;r)

.

Remarquons que si y 2 K \O avec O ouvert, il existeF

n

t.q. F

n

\O 6= ;, et puisque

chaque p

i

> 0; H

n

(�

(x;r)

)(O) > 0: Soient maintenant �

x

t.q. e(�

x

) = �

x

(qui existe

par 3.24.(2), S

def

= e

�1

(K); S est compact parce que image d'un compact, il h�erite

les propri�et�es avec les ouverts (en substituant �

x

�a �

x

) parce que e est une immer-

sion topologique, et donc il est le support compact de �

x

.

Si � est une autre mesure invariante probabilistique �a support born�e, il existe un

r > R

x

t.q. supp(�) � O(x; r); et donc �(O(x; r)) = 1: �; son image par e; est

un point �xe de H. (x; r) 2 V pour V ouvert implique O(x; r) � e

�1

(V ); c.�a.d.

�(V ) = 1. Alors �

(x;r)

� � et on a la th�ese par l'unicit�e du point �xe dans " �

(x;r)

;

avec l'injectivit�e de e. N
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