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Chapitre 1

Introduction

Le lambda calcul avec ressources �

r

, d�e�ni par Boudol, est un ra�nement

non-d�eterministe du lambda calcul faible qui permet de contrôler la disponibilit�e

des arguments par la syntaxe. Les ressources ont �et�e introduites a�n de rem�edier

�a certaines faiblesses du calcul pur, r�ev�el�ees par le codage du lambda calcul faible

dans le �-calcul de Milner. Nous abordons dans cette th�ese la relation entre des

lambda calculs �etendus et le �-calcul, l'�etude syntaxique du calcul �

r

, et l'�etude

de ses mod�eles.

1.1 Fonctionnalit�e, non-d�eterminisme et �-calcul

L'apparition de nouveaux paradigmes de calcul parall�ele, pour lesquels la com-

munication entre processus n'est pas une simple �echange de signaux de synchro-

nisation - le �-calcul de Milner, Parrow et Walker [53], o�u la communication de

noms de canaux implique une re-con�guration dynamique des processus, CHOCS

de Thomsen [79, 80], o�u l'on communique des processus - et la n�ecessit�e de com-

prendre leur expressivit�e, a ouvert des voies tr�es prometteuses pour ce qui est de

la relation entre langages parall�eles ou distribu�es et les langages fonctionnels, et

de la fa�con dont ils peuvent être combin�es.

Un des premiers r�esultats sur la relation entre le �-calcul et le �-calcul faible

(base conceptuelle de la programmation fonctionnelle), �etabli par Milner �a l'aide

d'une codi�cation de � dans �, est que ce dernier est strictement plus puis-

sant que le premier, en ce qui concerne les �-expressions (dans le sens o�u les

�-contextes permettent de distinguer plus d'expressions que les �-contextes). Les

raisons sont multiples; le �-calcul permet de simuler le test de convergence, ajoute

le non-d�eterminisme. Plus important encore, la codi�cation utilis�ee mod�elise le

processus de substitution du �-calcul par une consommation de ressources. Le

�-calcul incorpore donc la possibilit�e de bloquer l'�evaluation par manque de res-

sources. En e�et, la di��erence entre � et � provient du fait que la (�)-conversion

- c'est-�a-dire, le processus de substitution du �-calcul - est simul�ee dans � par un



m�ecanisme non-atomique o�u chaque remplacement d'une variable par un argu-

ment correspond �a une synchronisation entre le processus qui contient la variable

et le processus qui contient l'argument. Ces synchronisations ont lieu, en gros,

chaque fois que le remplacement est n�ecessaire pour continuer l'�evaluation, i.e.

lorsque la variable �a être substitu�ee apparâ�t en tête. On peut donc voir la simu-

lation de la �-conversion comme la consommation de la ressource repr�esent�ee par

l'argument. Sans entrer dans les d�etails du codage, le processus qui contient un

argument du �-calcul dispose de lui de fa�con illimit�ee. Ce qui correspond �a l'id�ee

que les arguments du �-calcul sont des ressources in�epuisables du processus de

substitution.

Mais, �a di��erence du �-calcul, on peut construire dans � des processus qui se

comportent comme des arguments �epuisables, ce qui am�ene �a des situations de

blocage par manque de ressources. Ce ph�enom�ene est �a l'origine de la d�e�nition

du lambda calcul avec ressources par Boudol, dont il est question dans une grande

partie de ce travail. Non seulement � est plus expressif que � mais a aussi un

pouvoir de s�eparation strictement plus grand. L'�ecart entre ces calculs est en

fait tr�es important et ne peut pas être combl�e par les extensions classiques du

lambda calcul faible, motiv�es par la th�eorie de domaines �a la Scott - avec appel

strict, appel par valeur ou test de convergence (parall�ele), choix non-d�eterministe,

composition parall�ele - n�ecessaires et/ou su�santes pour compl�eter les mod�eles.

En utilisant des fonctions de codage compositionnelles qui pr�eservent la no-

tion d'observation, dans le cadre de la th�eorie de l'expressivit�e des langages de

programmation propos�ee par Mitchell [56], nous avons �etudi�e le pouvoir de s�epa-

ration de quelques extensions du lambda calcul faible et la fa�con dont on peut les

combiner a�n de rapprocher le calcul � du calcul � (cf. sections 2.2.1 et 2.2.2).

Ajout�es au calcul faible, le test de convergence s�equentiel, l'appel par valeur,

et aussi l'appel strict sont e'quivalents; le même genre de r�esultat est v�eri��e si

l'on consid�ere le choix non-d�eterministe et les fonctions parall�eles. N�eanmoins, la

combinaison de ces deux classes de langages n'est pas toujours admissible en ce

qui concerne l'�equivalence engendr�ee entre programmes.

En conclusion, le ra�nement du lambda calcul faible avec test de convergence

et choix non-d�eterministe, appel�e �

j

[14], constitue un calcul appropri�e pour être

cod�e dans le �-calcul. Dans la section 2.2.5, nous pr�esentons une classi�cation

des extensions du lambda calcul par rapport aux fonctionnalit�es ajout�ees

1

a�n

de mieux situer les calculs �etudi�es dans le chapitre 2.

Le codage de �

j

dans � est ad�equat mais pas compl�etement, principalement

�a cause de la �-conversion. En e�et, il permet de distinguer deux utilisations

successives de la variable x dans xx par exemple, et de rendre cette expression

di��erente de x(�y:xy). La distinction entre ces deux termes est irr�ealisable dans

toutes les extensions du lambda calcul motiv�ees par la th�eorie de domaines (cf.

1: Pour le lambda calcul faible cf. [2, 14, 61, 62, 15, 4, 29, 72, 30]; pour la lambda calcul

classique cf. [28, 49, 31]; pour PCF cf. [66, 6, 39, 13, 76, 77].



sections 2.2.4 et 2.3).

1.2 Ressources dans le lambda calcul

Le �-calcul n'ajoute au �-calcul pas seulement la possibilit�e de tester la conver-

gence d'un programme et le parall�elisme, mais aussi la possibilit�e de bloquer

l'�evaluation d'un terme qui n'est pas en forme normale de tête faible. Pour rendre

compte de cette facilit�e dans le lambda calcul, Boudol [17] a introduit les res-

sources. La syntaxe des termes du calcul �

r

est d�e�nie par :

M ::= x j�x:M j (MP ) jMhP=xi

P ::= 1 jM j (P j P ) jM

1

Le lambda calcul faible g�ere ses arguments comme des ressources permanentes :

la �-conversion de (�x:M)N donne comme r�esultat M [N=x], o�u l'argument N a

remplac�e x autant de fois que la variable apparaissait libre dans M . Autrement

dit, elle transforme l'argumentN en une ressource in�epuisable du processus charg�e

de r�ealiser la substitution [N=x]. Le lambda calcul avec ressources �

r

permet de

mod�eliser des vraies ressources, i.e. �epuisables.

Dans �

r

, les arguments in�niment disponibles viennent accompagn�es d'une

multiplicit�e in�nie; l'application standard s'�ecrit MN

1

. La disponibilit�e �nie

ou limit�ee des arguments est cons�equence de l'introduction de paquets �nis de

termes commearguments. Ces paquets se comportent commedes multi-ensembles

o�u chaque �el�ement (copie d'un terme) est utilis�e une fois au plus. Le paquet 1

repr�esente l'argument vide de ressources, et les paquets �nis ont la forme (M

1

j

: : : j M

n

). La syntaxe des paquets rappelle la d�e�nition des processus dans les

calculs parall�eles; en e�et, l'op�erateur j est commutatif, associatif et 1 est son

�el�ement neutre.

Un radical (�x:M)P se r�eduit vers le termeMhP=xi o�u hP=xi est une substi-

tution explicite dans le sens de Abadi, Cardelli, Curien et L�evy [1]. La pr�esence

explicite des substitutions sert �a d�e�nir une strat�egie normalisante d'�evaluation

qui ne perd pas de ressources. La substitution e�ective de x par P ob�eit �a deux

lois : (1) il y a au plus autant de remplacements que de ressources dans P et (2)

ces remplacements sont r�ealis�es par \n�ecessit�e", c'est-�a-dire, lorsque x apparâ�t

comme terme de tête. L'exemple suivant d'�evaluation dans �

r

montre le rôle des

substitutions explicites du calcul dans la d�e�nition du m�ecanisme de substitution

retard�ee : si P est un paquet compos�e du terme N et du paquet Q, alors

xR

1

: : :R

i

hP=xiR

i+1

: : : R

n

!

r

NR

1

: : : R

i

hQ=xiR

i+1

: : : R

n

pourvu que les variables libres de N ne soient pas captur�ees. Remarquons que �

r

est non-d�eterministe puisque N est une composante quelconque de P ; l'op�eration



de saisie ne suit aucun crit�ere dans la consommation de ressources. Le choix

non-d�eterministe est cod�e par M �N = xhM j N=xi.

Il faut souligner que le lambda calcul faible est un sous-calcul de �

r

. En e�et,

les termes ne contenant que des paquets de la formeM

1

repr�esentent les termes

du lambda calcul faible (cf. [17]). Suivant la convention usuelle, on note I la

fonction identit�e et 
 le terme (�x:xx

1

)(�x:xx

1

)

1

.

En outre, la version d�eterministe de �

r

, appel�ee lambda calcul avec multipli-

cit�es et not�ee �

m

, s'est r�ev�el�ee tr�es appropri�ee dans l'�etude du codage du �-calcul

dans le �-calcul [19, 20]. Dans le calcul avec multiplicit�es, les arguments sont de

la forme M

n

, o�u n est soit 1 soit un entier positif, et, dans ce cas, M

n

d�esigne

le paquet homog�ene (M j : : : jM

| {z }

n

). La saisie de ressources dans �

m

s'�ecrit

xR

1

: : :R

i

hN

m+1

=xiR

i+1

: : : R

n

!

r

NR

1

: : : R

i

hN

m

=xiR

i+1

: : : R

n

Les formes normales de �

r

, les termes irr�eductibles clos, sont de deux types :

abstractions �x:M ou termes bloqu�es comme xP

1

: : : P

n

h1=xi o�u il n'y pas de

ressource disponible pour la variable de tête x (ce qui empêche de continuer

avec l'�evaluation). N�eanmoins, les formes normales que nous retiendrons comme

valeurs, r�esultats observables par des agents externes, sont les abstractions. Ceci

suppose que les substitutions explicites appliqu�ees �a une abstraction puissent être

d�eplac�ees �a l'int�erieur de l'abstraction; c'est-�a-dire, (�x:M)hP=yi!

r

�x:(MhP=yi)

pourvu que x 6= y et que les variables libres de P ne soient pas captur�ees. La

notion de convergence - i.e. de r�eduction sur une valeur - que nous utiliserons,

d�e�nie sur les \programmes" du langage (ses termes clos), ne permet pas d'ob-

server les termes bloqu�es et les identi�e donc aux termes divergents (ceux dont

on ne peut tirer aucune information).

�

Etant donn�e le caract�ere non-d�eterministe

du calcul, il est important de souligner que notre pr�edicat de convergence M+

r

est du type \may testing" :

M+

r

ssi M peut se r�eduire sur une valeur

Il en d�ecoule que, par exemple, xh(I j 
)=xi+

r

même en ayant une �evaluation

divergente

2

, car le terme se r�eduit sur la valeur I. La notation M *

r

est utilis�ee

pour :(M+

r

). Le pr�eordre observationnel entre termes de �

r

est d�e�ni selon le

sch�ema g�en�eral de Morris par :

Mv

r

N , 8 �

r

-contexte C C[M ]+

r

) C[N ]+

r

En plus du lambda calcul avec ressources, il est question dans ce travail de son

extension par un op�erateur de test de convergence, not�e �

c

r

, dont l'int�erêt sera mis

2: En g�en�eral, les langages non-d�eterministes admettent une d�e�nition de convergence de

type \must testing" qui dit qu'un terme M converge ssi toutes les r�eductions de M terminent

sur une valeur. L'exemple, convergent dans le cas du \may testing", ne l'est pas si l'on consid�ere

un \must testing".



en �evidence dans les sections suivantes de l'introduction. Le pr�eordre observation-

nel correspondant sera not�e v

rc

. Rappelons la d�e�nition du test de convergence

c :

(

cM!I si M r�eduit sur une valeur

cM diverge sinon

1.2.1 R�esultats syntaxiques

Dans quelle mesure le calcul avec ressources est-il di��erent du lambda calcul

faible �etudi�e par Abramsky et Ong [2, 3] et de ses extensions classiques? Quelques

exemples serviront �a illustrer les r�esultats syntaxiques de Boudol et Laneve [18]

sur le calcul avec multiplicit�es. Nous �enoncerons ensuite nos contributions. Dans

les trois exemples suivants, M et N sont des termes du lambda calcul pur, �egaux

dans la th�eorie observationnelle engendr�ee par la bisimulation applicative [2] mais

s�eparables par des contextes de �

r

(qui sont en fait des contextes du calcul avec

multiplicit�es), i.e. :(Nv

r

M) est v�eri��e.

Exemple 1.2.1 Soit M = xx

1

, N = x(�y:xy

1

)

1

et C = []hI=xi. Observons

que I ne peut être utilis�e qu'une fois au cours de l'�evaluation. Alors, si I = �z:z,

on a

C[N ]!

r

I(�y:xy

1

)

1

h1=xi!

r

zh(�y:xy

1

)

1

=zih1=xi

?

!

r

�y:(xy

1

h1=xi) +

r

C[M ]!

r

Ix

1

h1=xi!

r

zhx

1

=zih1=xi!

r

xh1=xi *

r

o�u la derni�ere �evaluation diverge car xh1=xi est un terme bloqu�e. �

Cet exemple montre que le calcul avec multiplicit�es (donc le calcul avec res-

sources) est strictement plus discriminant que le lambda calcul faible. On ob-

servera que la capacit�e de bloquer l'�evaluation par manque de ressources su�t;

le non-d�eterminisme de �

r

n'est pas n�ecessaire. Ajoutons en�n que le type de

contexte utilis�e pour distinguer M et N dans l'exemple 1.2.1 peut être construit

dans le �-calcul pour s�eparer les codages de M et de N (voir [17]

3

).

Le r�esultat de [18] qui nous int�eresse �a propos de la relation entre le calcul avec

multiplicit�es et les extensions du lambda calcul faible avec test de convergence

(parall�ele) - sur les termes du lambda calcul pur, est le suivant : les �-contextes

avec multiplicit�es s�eparent strictement plus de �-termes que les �-contextes avec

test de convergence parall�ele p, donc avec test de convergence s�equentiel c. Rap-

pelons la d�e�nition de p :

(

pMN!I si M ou N se r�eduit sur une valeur

pMN diverge sinon

3: Le �-contexte (�x)([] j x(w):[[I]]w), o�u le processus qui contient l'argument I n'est pas

pr�ec�ed�e d'une r�eplication !, est analogue au �

r

-contexte C d�e�ni dans l'exemple 1.2.1. Une

extension du codage mentionn�e est pr�esent�ee dans le chapitre 2.



Remarquons que les termes de l'exemple 1.2.1 ne sont pas s�eparables même

en ajoutant les combinateurs c ou p au lambda calcul.

Les deux exemples suivants, que nous d�evelopperons dans la section 3.8.1,

montrent comment des arguments avec multiplicit�es �nies permettent de simuler

le rôle du test de convergence (parall�ele) dans la s�eparation de �-termes.

Exemple 1.2.2 Supposons B = x(�y:
)
, et soit

M = �x:xB(�y:
) et N = �x:x(�z:Bz)(�y:
)

Ces termes sont dus �a Abramsky et Ong [3]. Ils ont �et�e construits dans le cadre

du probl�eme d'ad�equation compl�ete pour le lambda calcul faible, et servent �a

montrer que les contextes avec test de convergence permettent de s�eparer plus de

termes que les �-contextes purs. En e�et, le contexte A = []c fait la di��erence :

A[N ] converge tandis que A[M ] diverge. Par ailleurs, le �

r

-contexte C = []U , o�u

U = �vw:v, s�epare aussi M et N : c'est le fait que U ne peut être utilis�e qu'une

seule fois pendant l'�evaluation qui garantit C[M ] *

r

. �

Exemple 1.2.3 Supposons B = x

, et soit

M = �x:xB(xB
) et N = �x:xB(x(�z:Bz)
)

Les termes M et N ont �et�e construits par Boudol et Laneve [18] pour montrer

le pouvoir de discrimination des contextes avec p sur les �-termes. Ils montrent

que M et N ne sont pas s�eparables par des contextes avec le test de convergence

s�equentiel c. Il est clair que le contexte A = []p s�epare M et N : on a que

A[N ] converge tandis que A[M ] diverge. Dans le cadre des ressources, le contexte

C suivant, construit en utilisant la technique de s�eparation de B�ohm [8, 46],

distingue aussi M et N :

C = [](P j P )FK o�u P = �x

1

x

2

x

3

:x

3

x

1

x

2

; K = �x

1

x

2

:x

1

; F = �x

1

x

2

:x

2

Remarquons que P a une multiplicit�e 2 (i.e. peut être utilis�e au plus deux fois

pendant l'�evaluation) et que celle de K et de F est 1. L'�evaluation de C[N ]

converge avec deux utilisations de P , alors que C[M ] en aurait besoin de trois. �

La disparit�e entre le pouvoir de s�eparation des multiplicit�es et celui de c est

d'autant plus surprenante que ce combinateur n'est pas d�e�nissable dans le calcul

avec multiplicit�es. Ce qui entrâ�ne la non-d�e�nissabilit�e de p, car c = �x:pxx.

Nous r�esumons nos r�esultats de d�e�nissabilit�e et de pouvoir de s�eparation :

Le pouvoir de s�eparation des ressources, sur les �-termes, est exacte-

ment celui des multiplicit�es. Le non-d�eterminisme de �

r

n'est pas signi�-

catif. Comme le montre l'exemple 1.2.3, les multiplicit�es �nies fournissent une

forme de non-d�eterminisme su�sante pour simuler le comportement de p sur

les �-termes. La preuve, donn�ee dans la section 5.7, est une extension du Crux

Lemma de [18] (voir aussi la section 3.8.1 o�u la propri�et�e est �enonc�ee).



Simpli�cation d'arguments. La propri�et�e de simpli�cation sur �

r

est motiv�ee

par l'observation que les ressources non-r�esolubles d'un terme, de type �~x:
,

ne sont utiles qu'au plus une fois dans les d�erivations convergentes du terme.

Nous montrons que toutes sauf la ressource de plus haut degr�e de non-r�esolution

peuvent être simpli��ees (i.e. �elimin�ees) sans changer le contenu calculatoire du

terme. Cette propri�et�e, montr�ee dans la section 3.6, est utilis�ee pour prouver,

syntaxiquement, que �

c

r

est strictement plus discriminant que �

r

.

Le test de convergence c n'est pas d�e�nissable dans �

r

. Donc p non plus,

même si �

r

permet de coder le choix non-d�eterministe. Nous pr�esentons dans la

section 3.8.2 une preuve syntaxique simple, dans le style de [3] pour le lambda

calcul, et aussi de [18] pour le calcul avec multiplicit�es. De plus, l'exemple 1.2.2

semble indiquer que le test de convergence c n'est pas d�e�nissable dans �

r

, même

si on ne cherche �a simuler son e�et que sur les �-termes : la multiplicit�e de l'ar-

gument U = �vw:v d�epend du nombre d'occurrences libres de la variables x.

Le lambda calcul avec ressources et test de convergence �

c

r

est stricte-

ment plus discriminant que �

r

. La non-d�e�nissabilit�e de c dans �

r

est cons�e-

quence directe de ce r�esultat

4

, qui, par ailleurs, (nous) �etait insoup�connable

5

. Les

exemples 1.2.2 et 1.2.3 mettent en �evidence que les multiplicit�es �nies remplissent

correctement le rôle du test de convergence (parall�ele) lorsqu'il s'agit de �-termes.

Mais qu'en est-il pour des termes de �

r

? Il faut chercher dans la pr�esence de pa-

quets �nis de termes (arguments �epuisables) la source du pouvoir suppl�ementaire

du test de convergence explicite. En e�et, le test de convergence permet, en gros,

de compter le nombre de termes non-divergents d'un paquet. Ce que �

r

n'est pas

toujours capable de faire, par exemple lorsqu'il s'agit de termes non-r�esolubles

(c'est la propri�et�e que nous avons appel�ee de simpli�cation d'arguments.) Nous

construisons un exemple, qui sera repris dans la section 3.7 :

Exemple 1.2.4 Supposons B = �zx:xz

1

; soit

M = B(�y:
 j �y:
) et N = B(�y:
)

Les termesM et N ne sont pas s�eparables par des �

r

-contextes : au plus un terme

non-r�esoluble (comme �y:
) peut être utilis�e dans une �evaluation convergente.

En e�et, lorsque �y:
 devient le terme de tête, soit le terme obtenu converge

soit il y a encore des arguments �a consommer et alors diverge. Par cons�equent,

la seule di��erence entre M et N , qui est d'avoir un sous-terme avec un nombre

di��erent de ressources non-r�esolubles, n'est pas observable dans �

r

. Par contre,

4: Si l'introduction d'un op�erateur change la th�eorie, cet op�erateur n'est pas d�e�nissable dans

le langage r�eduit (cf. [33]).

5:Nous avons trouv�e ce r�esultat ind�ependamment de la preuve de non-d�e�nissabilit�e de c

dans �

m

[18].



le �

c

r

-contexte C = [](�v:(cv)(cv) donne C[M ]+

r

alors que C[N ] *

r

par manque

de ressources. �

Le langage des multiplicit�es est d�eterministe. Le lambda calcul avec mul-

tiplicit�es est un calcul d�eterministe par d�e�nition de ses r�egles. Nous montrons

dans la section 3.8.2 que, même en lib�eralisant les r�egles d'�evaluation, le choix

non-d�eterministe n'est pas repr�esentable dans le langage des multiplicit�es.

D'autre part, nous nous proposons de constituer un fondement alg�ebrique de

�

r

tel qu'il existe pour le lambda calcul faible; la di�cult�e technique consiste �a

surmonter la non-con
uence et la notion de substitution partielle, intrins�eque au

calcul. Les points d�evelopp�es sont les suivants :

Caract�erisation de la th�eorie '

r

. Dans la section 3.6 nous �etudions la th�eo-

rie engendr�ee par la congruence observationnelle '

r

. Le but est de caract�eriser

la classe des termes non-r�esolubles que les contextes de �

r

ne peuvent pas distin-

guer. Pour le lambda calcul pur, la th�eorie sensible [8] identi�e tous les termes

non-r�esolubles, en particulier �x:? = ?, ce qui n'est pas v�eri��e dans la th�eo-

rie faible [3]. Dans le cadre de �

r

, la non-con
uence de la relation d'�evaluation

empêche une classi�cation des termes en r�esolubles ou non-r�esolubles, comme il

existe par exemple pour le calcul pur et avec multiplicit�es [18], d�eterministes.

Nous introduisons les degr�es de fonctionnalit�e et de non-r�esolution d'un termeM

de �

r

, qui mesurent les quantit�es maximales d'abstractions imbriqu�ees, soit de

M , soit des termes auxquels M peut être converti (cf. [3] pour ces notions dans

le lambda calcul faible). En raison du type de non-d�eterminisme du calcul avec

ressources, les termes peuvent avoir plusieurs d�egr�es de fonctionalit�e et de non-

r�esolution �a la fois. Par exemple, si P = (�y:y j �yz:y j �y:
 j 
), alors xhP=xi

a les degr�es de fonctionnalit�e 1 et 2 et les degr�es de non-r�esolution 0 et 1. Nous

montrons que la th�eorie '

r

est \fully lazy" (dans la terminologie d'Abramsky

et Ong [3]). Sommairement, deux termes strictement non-r�esolubles sont �egaux

dans la th�eorie ssi leur degr�e maximal de non-r�esolution est le même. De plus,

nous montrons que la th�eorie est maximale, i.e. elle ne peut pas être �elargie sans

perdre la propri�et�e de \full laziness" ou devenir incoh�erente. Ce type de r�esultat

a �et�e prouv�e par Boudol et Laneve [18] dans le cadre du calcul avec multiplicit�es.

�

Elimination des substitutions explicites - �-calcul avec paquets. La

formalisation de la notion d'�evaluation dans le calcul avec ressources par le moyen

des substitutions explicites r�epond au souci de d�e�nir d'embl�ee une strat�egie

normalisante, proche en r�ealit�e d'une machine abstraite. Nous montrons que l'on

peut �eliminer les substitutions explicites du langage de ressources sans changer

pour autant la th�eorie observationnelle.



Un nouveau calcul �

d

, sans substitutions explicites, appel�e lambda calcul avec

paquets, est d�e�ni dans la section 3.3. La �-r�eduction est bas�ee sur un processus

de substitution non-d�eterministe qui ne privil�egie aucune strat�egie de distribution

de ressources. Par exemple, si M = (�x:x(x j x))(L j N), alors M!L(N j 
),

et aussi M!
(L j N), ou encore M!L(
 j 
) (entre autres). C'est-�a-dire,

r�ealiser une substitution hP=xi sur un terme M signi�e engendrer l'ensemble

des termes obtenus par le processus suivant : diviser le paquet P en autant de

sous-paquets P

0

; : : : ; P

n

qu'il y a d'occurrences libres u

0

; : : : ; u

n

de la variable

x, associer chaque P

i

�a chaque u

i

, et, �nalement, substituer �a chaque u

i

un des

termes qui composent P

i

. Le r�esultat de la substitution est bien un ensemble : il y

a en g�en�eral plusieurs mani�eres de partager la substitution d'origine, d'attribuer

les sous-paquets obtenus aux occurrences libres de la variable en question, et,

�nalement, de choisir, pour chaque occurrence, le terme qui doit lui être substitu�e.

Il est assez simple de transformer les termes de �

r

en termes de �

d

: l'id�ee est

que les substitutions explicites sont calcul�ees en utilisant le processus de substitu-

tion de �

d

, d�e�ni auparavant.

�

A partir d'un terme dans �

r

on obtient un ensemble

de termes dans �

d

. Le r�esultat principal est que la notion de convergence dans

�

r

peut être simul�ee par la convergence du calcul avec paquets, et inversement.

Il s'ensuit que le sous-terme de tête M d'un terme convergent de �

r

peut être

remplac�e par un des termes de �

d

associ�es �a M sans perturber la convergence.

Autrement dit, il est toujours possible de distribuer les substitutions avant de

proc�eder �a l'�evaluation.

Notre r�esultat est comparable dans l'esprit �a celui d'Abadi et al. [1, 26] qui relie

le lambda calcul avec substitutions explicites �� au lambda calcul pur. Les r�esul-

tats ne sont pourtant pas techniquement proches: les preuves de [1, 26] reposent

sur la normalisation forte et la con
uence du calcul des substitutions explicites;

or, la substitution du calcul avec paquets est essentiellement non-con
uente.

Nos motivations concr�etes pour l'introduction du calcul avec paquets sont de

deux ordres : premi�erement, ce calcul supporte la d�e�nition d'une notion de r�educ-

tion forte classique, propri�et�e essentielle pour la construction des approximants

des termes en g�en�eral (cf. paragraphe suivant); deuxi�emement, le traitement des

environnements dans les mod�eles de �

r

que nous construisons dans le chapitre 4

correspond �a la notion de substitution du calcul avec paquets.

Interpr�etation alg�ebrique de �

r

par approximants. Les formes normales

approch�ees, ou approximants, des expressions du �-calcul et leur utilit�e pour

l'�etude des s�emantiques d�enotationnelle et op�erationnelle remontent aux travaux

de Wadsworth [81, 82], Hyland [45] et L�evy [47], qui reposent sur la propri�et�e

essentielle suivante : le comportement calculatoire des termes est d�etermin�e par

leurs formes normales approch�ees.

Pour la construction des approximants, le langage du �-calcul est �etendu avec

une constante ?, forme normale (car irr�eductible) dont le contenu calculatoire



est nul. Les travaux mentionn�es auparavant concernent deux types de th�eories,

sensible [8], qui correspond �a l'interpr�etation du �-calcul dans les mod�eles de

Scott, et faible [3], qui correspond au mod�ele �elev�e

6

d'Abramsky :

th�eorie sensible

(

?M = ?g th�eorie faible

�x:? = ?

La proc�edure �a suivre pour le calcul des approximants d'un termeM consiste �a :

{ r�eduire M (il s'agit de la r�eduction pleine, une strat�egie particuli�ere n'est

pas su�sante en g�en�eral)

{ remplacer les radicaux restants par ?

Prenons comme exemple

Y = �f:(XX) o�u X = �x:f(xx)

Pour tout n = 0; 1; : : :

Y

n

! �f:f

n+1

(XX) ! : : :

On obtient donc les approximants de Y en rempla�cant le radical (XX) par ?,

d'o�u l'ensemble in�ni d'approximants

�f:? �f:f(?) : : : �f:f

n+1

(?) : : :

On remarquera que dans la th�eorie sensible �f:? est en r�ealit�e ?. La notion d'ap-

proximant a servi �a Wadsworth et Hyland pour montrer l'ad�equation du mod�ele

de Scott et du mod�ele des graphes, respectivement, du point de vue calculatoire.

En e�et, chaque expression est �egale �a la limite des ses approximants dans ces

mod�eles. L'approche de L�evy est di��erente, elle consiste �a montrer que l'interpr�e-

tation des �-termes sur le domaine des approximants engendre une precongruence,

d'o�u l'on obtient une s�emantique alg�ebrique du �-calcul. La particularit�e de son

interpr�etation est qu'elle distingue les termes �x:
 et 
; c'est-�a-dire, les termes

observables sont les formes normales de tête faibles [8]. Le r�esultat de continuit�e

syntaxique qui est �a la base de la construction de L�evy est le suivant : �etant

donn�es un termeM et un contexte C, l'ensemble des approximants de C[M ] est

�egal �a l'union, sur les approximants A de M , des ensembles d'approximants de

C[A]. Comme corollaire : pour tout terme M et contexte C qui ferme M , C[M ]

converge ssi il existe un approximant A de M tel que C[A] converge. Autre-

ment dit, un unique approximant est n�ecessaire et su�sant pour reproduire le

contenu calculatoire d'un terme dans un contexte. L'unicit�e est cons�equence de

la con
uence du �-calcul car elle implique que l'ensemble des approximants d'un

6: lifted



terme peut être compl�et�e de fa�con �a constituer un ensemble dirig�e. Ainsi, lorsque

deux approximants A

1

et A

2

sont n�ecessaires pour reproduire le comportement

de deux occurrences di��erentes de M dans une �evaluation convergente de C[M ],

il est toujours possible de prendre la borne sup�erieure de A

1

et A

2

.

La non-con
uence du calcul avec ressources rend int�eressant le d�eveloppement

d'une notion d'approximant, qui constitue le th�eme de la section 3.7, dans le but

d'obtenir une s�emantique alg�ebrique ad�equate par rapport au pr�eordre observa-

tionnel v

r

. L'interpr�etation des termes co��ncide avec l'ensemble des ses approxi-

mants (que l'on doit encore d�e�nir) et la s�emantique alg�ebrique est l'inclusion des

interpr�etations. L'ad�equation repose sur une propri�et�e de continuit�e syntaxique

analogue �a celle de L�evy. Or la non-con
uence de �

r

empêche la construction

d'ensembles dirig�es d'approximants. La cons�equence imm�ediate est la perte de

l'unicit�e. En e�et, notre r�esultat principal, appel�e \lemme d'approximation", dit

qu'un nombre �ni d'approximants peut être n�ecessaire pour reproduire le com-

portement d'un terme dans un contexte donn�e. Formellement,

8M 2 �

r

C[M ]+

r

, 9A

1

; : : : ; A

n

approximants de M C[A

1

� : : :�A

n

]+

r

En ce qui concerne des travaux dans ce domaine, nous pouvons mentionner

une forme limit�ee du lemme d'approximation, montr�ee dans [18], o�u C est un

contexte du calcul avec multiplicit�es et M est un �-terme pur pour laquelle la

notion d'approximant utilis�ee est celle de L�evy; et aussi la d�e�nition des arbres de

B�ohm non-d�eterministes par de Liguoro et Piperno [49], pour l'�etude des mod�eles

d'un lambda calcul classique non-d�eterministe avec un pr�eordre observationnel

de type \must testing", dont nous avons appris l'existence apr�es avoir r�edig�e

l'essentiel cette th�ese.

Techniquement, le point de d�epart pour la construction des approximants de

�

r

est bas�e sur deux observations qui se chevauchent :

{ la relation de r�eduction g�en�eralis�ee n�ecessaire doit permettre la distribution

de ressources non seulement sur la variable de tête mais sur toutes les

occurrences des variables; la strat�egie faible n'est pas compl�ete, comme elle

ne l'�etait dans le cas du �-calcul;

{ les substitutions explicites doivent être �elimin�ees �a un moment ou �a un

autre dans la construction des approximants. En e�et, les saisies potentielles

doivent disparâ�tre au même titre que les �-radicaux.

Notre approche consiste �a d�e�nir les approximants de �

r

sur le langage du

calcul avec paquets augment�e de la constante ?. Ceci �a l'avantage de permettre

une construction des approximants par r�ecurrence, car il n'y a pas de substitutions

explicites. De plus, �

d

admet une r�eduction pleine classique; il su�t d'autoriser

l'application de la �-r�eduction non-d�eterministe �a tout niveau du terme.

Un approximant de �

d

est soit ?, pr�ec�ed�e d'un nombre �ni d'abstractions;

soit une forme normale de tête o�u les paquets sont des compositions parall�eles



�nies d'approximants.

�

Etant donn�e un terme dans �

d

, son meilleur approximant

(ou approximant directe) se construit

{ en rempla�cant les radicaux par ?;

{ en calculant ensuite les approximants directes des paquets pr�esents dans le

terme, lorsque le sous-terme de tête est une variable;

{ pour les paquets, on calcule un approximant pour chaque terme de la com-

position parall�ele; les termes avec multiplicit�e in�nie sont remplac�es par des

paquets �nis.

Un approximant d'un terme dans �

d

est l'approximant directe d'un deuxi�eme

terme sur lequel le premier se r�eduit. L'interpr�etation alg�ebrique d'un terme M

dans �

r

comme l'ensemble des approximants de l'image de M dans �

d

(un en-

semble de termes, cf. paragraphe sur le calcul avec paquets). Par exemple, parmi

les approximants de x(xx)hK j F=xi, o�u K = �zy:z et F = �zy:y, on a ?, �y:?

et �y:I.

Le reste du chapitre 3 est consacr�e �a des propri�et�es de la s�emantique observation-

nelle du calcul avec ressources et test de convergence, n�ecessaires pour les preuves

d'ad�equation (compl�ete) des mod�eles que nous donnons dans les chapitres 5 et 6.

Parmi ces propri�et�es on trouve :

{ le lemme des contextes pour �

c

r

dans la section 3.5.2 : le pr�eordre observa-

tionnel sur �

r

a une caract�erisation en fonction de contextes applicatifs (cf.

[17]); nous �etendons ce r�esultat au calcul avec ressources augment�e avec

test de convergence;

{ la validit�e de la �-expansion faible dans la section 3.5.3 : le calcul avec res-

sources et test de convergence v�eri�e une forme faible de �-expansion, �a

savoir : siM est un terme convergent de �

c

r

, alorsM et �y:My

1

sont �egaux

dans la th�eorie engendr�ee par '

rc

. Une propri�et�e similaire est prouv�ee dans

[17] pour le calcul �

r

.

1.2.2

�

Equations aux domaines. Mod�eles �a environnements

Quel genre d'�equation aux domaines peut-on associer au calcul avec res-

sources? Qu'est-ce qu'un mod�ele de ce calcul? Ces deux questions d�elimitent

le sujet du chapitre 4 de la th�ese.

Dans l'approche de Scott, les expressions du lambda calcul sont en même

temps des objets et des fonctions sur ces objets, ce qui am�ene a consid�erer des

domaines isomorphes �a (certains) espaces de fonctions continues. C'est ainsi pour



le ��K-calcul, pour le calcul faible, pour des ra�nements de celui-ci - pas seule-

ment avec test de convergence, mais aussi avec appel par valeur, avec fonctions

parall�eles, avec choix non-d�eterministe

7

. Les espaces des fonctions utilis�es varient

d'un calcul mais les �equations aux domaines sont essentiellement de la forme

D = D ! D et les mod�eles �a environnements engendr�es v�eri�ent des postulats

bien connus qui garantissent une repr�esentation correcte du processus de substi-

tution du lambda calcul (cf. par exemple Scott [74, 75], Hindley et Longo [41],

Abramsky et Ong [2, 3, 59, 60], Boudol [14, 17], et, pour les mod�eles de PCF

Milner [51], Plotkin [66], et aussi Berry, Curien et L�evy [12]). Encore plus, les

solutions canoniques des �equations aux domaines ont des pr�esentations comme

mod�eles de �ltres, sur des logiques d�e�nies autour de la 
�eche et de la conjonc-

tion [22, 23, 9].

Pour ce qui est des calculs faibles, l'�equation aux domaines devientD = (D!

D)

?

a�n de distinguer l'�el�ement divergent ? de l'�el�ement �x:? (s�emantique par

approximants de L�evy). La solution canonique sur les ordres partiels complets

est un mod�ele ad�equat, surabondant dans le sens o�u il contient des fonctions -

poss�edant un certain degr�e de parall�elisme - qui ne sont pas exprimables dans le

calcul : le test de convergence p compl�ete le lambda calcul faible par rapport �a ce

mod�ele, comme le \parallel or" compl�ete PCF. D'o�u, en appliquant le r�esultat de

Boudol et Laneve, i.e. que le calcul de ressources est strictement plus discriminant

que le lambda calcul avec p (sur les lambda termes purs), on peut tirer une

premi�ere conclusion, �a savoir, que le mod�ele canonique du lambda calcul faible

ne peut pas d�e�nir un mod�ele ad�equat de �

r

. En e�et, si v d�esigne le pr�eordre

observationnel dans � + p, et v

D

est le pr�eordre dans le domaine D sur les

interpr�etations des �-termes, on a,

8

>

<

>

:

Mv

r

N ) M v N,M v

D

N

et

Mv

r

N : M v N

9

>

=

>

;

implique M v

D

N ; Mv

r

N

Ce raisonnement ne nous donne cependant pas d'information sur ce qu'est un

mod�ele de �

r

. Le lambda calcul avec ressources a une forme de parall�elisme (ou

de non-d�eterminisme) plus \explicite" que celle exprimable par le combinateur

p - rappelons que M � N = xhM j N=xi - dont la contrepartie math�ematique

est le \join" dans le treillis des d�enotations selon l'approche de Boudol [14]

8

.

Les mod�eles de �

r

que nous construisons sont aussi des treillis complets (avec

des bornes sup�erieures arbitraires). Cependant, le \join", en �etant idempotent,

ne permet pas d'exprimer la di��erence entre ressources in�niment disponibles

et ressources �epuisables. En termes logiques, la notion de conjonction dans les

7:On fait r�ef�erence ici �a des calculs o�u le non-d�eterminisme reste fonctionnel, et non pas

par exemple �a celui de Hennessy et Plotkin [40], dont l'�equation aux domaines associ�ee fait

apparâ�tre un domaine des parties comme domaine des r�esultats.

8: La solution de l'�equation aux domaines dans les treillis complets est un mod�ele ad�equat

du lambda calcul faible et compl�etement ad�equat de � + c +�.



mod�eles de �ltres usuels, ou dans les syst�emes de types avec intersection associ�es

[25, 70, 44], n'est pas appropri�ee pour d�e�nir une th�eorie de la fonctionnalit�e pour

�

r

. Boudol [17] propose une modi�cation de la conjonction (qui perd le caract�ere

idempotent), et une notion correspondante d'a�ectation de types qui engendre

une s�emantique ad�equate par rapport au pr�eordre observationnel dans �

r

. L'op�e-

ration de conjonction dans ce syst�eme est appel�ee \produit" et not�ee �. Nous

nous occuperons de ce syst�eme dans la section suivante de cette introduction.

L'�equation D = (D ! D)

?

n'�etait pas assez expressive pour permettre l'in-

terpr�etation des arguments de �

r

; nous la rempla�cons par une autre �equation,

de la forme D = (M(D) ! D)

?

, o�u D est un treillis complet p-alg�ebrique

9

et

M(D) est, en gros, un domaine de multi-ensembles de termes. Nous d�e�nissons

deux �equations de ce type, qui se distinguent par la construction M(D) utilis�ee.

Pour les deux �equations, on observera que la n�ecessit�e de travailler sur des

treillis complets ne provient pas seulement de l'interpr�etation du non-d�eterminis-

me, mais aussi de la mod�elisation du processus de substitution, qui correspond �a

celui du calcul avec paquets. Pour calculer une d�enotation, on partage les envi-

ronnements comme on partage les substitutions dans le calcul avec paquets, on

distribue les sous-environnements obtenus, et, �nalement, pour chaque occurrence

de variable, on calcule sa valeur dans le sous-environnement correspondant. On

obtient ainsi un ensemble de d�enotations, correspondant, chacune, �a une approxi-

mation du terme d'origine dans l'environnement d'origine. Cet ensemble n'est pas

dirig�e (cf. discussion sur les approximants); on prend donc la borne sup�erieure

de toutes ces d�enotations (c'est ici que la n�ecessit�e de travailler sur les treillis

complets apparâ�t).

Les paragraphes suivants d�ecrivent sommairement les �equations aux domaines

pour �

r

ainsi que leurs solutions comme domaines logiques, dans le style des

domaines de �ltres [22, 23]. Pour chacun d'eux, la d�enotation d'une expression

dans un environnement co��ncide avec l'ensemble des types qu'elle peut recevoir

dans un syst�eme d'a�ectation de types particulier, bas�e sur celui d�e�ni dans [17].

C'est sur ces syst�emes que nous prouverons les r�esultats d'ad�equation (compl�ete)

des mod�eles pour �

r

(resp. �

c

r

); nous reviendrons sur ce point dans la section

suivante de cette introduction.

Premi�ere �equation. Nous d�e�nissons un domaineM(D) qui est la compl�etion

par id�eaux de l'ensemble ordonn�e de multi-ensembles d'�el�ements compacts et

premiers de D. La construction, qui donne un ordre partiel complet !-alg�ebrique,

rappelle celle du domaine de parties de Hoare [38]. Puisque M(D) n'a pas des

bornes sup�erieures arbitraires, il n'est pas le domaine des arguments �a proprement

parler, mais permet d'interpr�eter des approximations des paquets de termes. Le

choix non-d�eterministe est toujours d�enot�e par le \join" dans le domaine D.

9:Tout �el�ement de D est �egal �a la borne sup�erieure des �el�ements �a la fois compacts et

premiers qu'il domine.



Le domaine logique qui r�esout cette �equation est construit sur la th�eorie de

types dont le langage est

(ft ) � ::= ! j� ! �

(fb ) � ::= � j� � �

La relation de cons�equence entre types, � � �

0

, est d�e�nie, pour ce qui est

de la 
�eche, par les lois standards dans les th�eories faibles. Pour ce qui est du

produit �, les lois garantissent que ce constructeur est associatif, commutatif, a !

comme �el�ement neutre, et qu'il est covariant en ses deux arguments. Cependant,

� n'est pas idempotent. On remarquera que ces propri�et�es sont celles des multi-

ensembles, et aussi celles de la composition parall�ele.

La solution canonique C de l'�equation est l'ensemble des cônes sup�erieures

non-vides

10

sur la th�eorie (ft ; � ). La preuve (�a isomorphisme pr�es) de

C = (M(C)! C)

?

repose sur la caract�erisation deM(C) comme l'ensemble des �ltres sur la th�eorie

(fb ; � ) : les �ltres compactes "� sont en correspondance isomorphe avec les

id�eaux engendr�es par un unique multi-ensemble d'�el�ements de C.

L'int�erêt de cette premi�ere �equation est qu'elle est la contrepartie, dans la

th�eorie des domaines, de la th�eorie de la fonctionnalit�e pour �

r

propos�ee par

Boudol [17]

11

, et que sa solution C constitue un mod�ele compl�etement ad�equat de

�

c

r

. L'�equation, l'interpr�etation des termes de �

r

et la construction de la solution

sont pr�esent�es dans la section 4.2.

Deuxi�eme �equation. Le domaineM(D) de la deuxi�eme �equation est construit

pour permettre l'interpr�etation des paquets de termes. L'ensemble de base est ce-

lui des multi-ensembles d'�el�ements de D (compacts et premiers, comme pour la

premi�ere �equation). Mais nous faisons la compl�etion par id�eaux sur l'ensemble

des parties �nies de multi-ensembles, ce qui donne un treillis complet avec un

produit � - commutatif, associatif et avec le multi-ensemble vide comme �el�ement

neutre - appropri�e pour interpr�eter la composition parall�ele. Dans le cadre de

cette �equation, la d�enotation de l'application et des paquets des termes est:

[[P j Q]]

�

=

F

[[P ]]

�

0

�[[Q]]

�

1

[[MP ]]

�

=

F

[[M ]]

�

0

([[P ]]

�

1

)

o�u �

0

; �

1

constituent un partage de l'environnement �.

10:On entend par cône sup�erieure un ensemble de types ferm�e par le haut par rapport �a la

relation � .

11: Le langage de types est celui de [17] et la relation � traduit la manipulationdes hypoth�eses

dans le syst�eme de types.



Nous ra�nons le langage de types du domaine C par l'ajout d'une conjonction

idempotente ^ :

(ft ) � ::= ! j�! � j�^�

(fb ) � ::= � j� � � j�^�

La relation de cons�equence entre types � est d�e�nie commedans le cas du mod�ele

C pour ce qui est de la 
�eche et du produit. Pour la conjonction on ajoute les

lois standards, et les constructeurs � et ^ sont reli�es par la loi de distribution

suivante :

(�

0

� �)^(�

1

� �) � (�

0

^�

1

)� �

qui permet d'�ecrire les formules � comme des conjonctions de produits.

On d�e�nit F et F

b

comme les ensembles des �ltres sur les th�eories (ft ; �

) et (fb ; � ), respectivement. On montre que F est solution de l'�equation, �a

isomorphisme pr�es, i.e.

F = (M(F)! F)

?

La partie essentielle de la preuve est l'isomorphisme entreM(F) et F

b

, �a travers

l'isomorphisme entre �el�ements compacts. C'est ici que la pr�esence de la conjonc-

tion est cruciale, car les �el�ements compacts de M(F) sont des unions �nies. La

relation entre les op�erations dans le domaine et les constructeurs des types dans la

logique est donc la suivante : les unions �nies sont les conjonctions et les produits

� sont les produits �.

L'int�erêt de cette �equation est que l'interpr�etation associ�ee est d�e�nie de fa�con

compositionnelle tant au niveau des termes que des paquets et que la construction

M est montr�ee universelle dans la cat�egorie des treillis complets p-alg�ebriques

(dans la section 4.3.2). L'�equation, la fonction d'interpr�etation associ�ee et la

construction de la solution sont pr�esent�es dans la section 4.3.

1.2.3 Mod�eles ad�equats de �

r

. Compl�etude

La d�enotation d'une expression dans un environnement, dans les domaines C

et F , co��ncide avec l'ensemble des types que l'expression peut recevoir dans deux

syst�emes d'a�ectation de types bas�es sur celui d�e�ni dans [17], respectivement.

Nous donnons les preuves d'ad�equation et de compl�etude dans ce formalisme; elles

sont bas�ees sur la caract�erisation de la convergence par les syst�emes de types : un

terme est convergent ssi il a un type di��erent de !.

On peut reformuler en termes de types avec intersection, l'id�ee �enonc�ee plus

haut sur l'impossibilit�e d'exprimer la di��erence entre ressources in�niment dis-

ponibles et ressources �epuisables dans le domaine usuel.

La propri�et�e fondamentale de la discipline de types avec intersection [70, 21,

24, 25], en comparaison avec la th�eorie de base de la fonctionnalit�e pour le lambda

calcul due �a Curry, est que les types sont pr�eserv�es par expansion (et non seule-

ment par r�eduction). Lorsque le �-termeM [N=x] a un type �, on peut construire



un typage pour M en supposant que x a le type �

1

^ : : :^�

n

, o�u les �

i

sont les

types donn�es �a N (i.e. �a chaque occurrence de N dans M [N=x]) pour obtenir �.

Par exemple, l'auto-application �x:xx a le type ((�! �)^�)! �, tandis qu'elle

n'a pas de type signi�catif dans la th�eorie de base - ce qui permet �a Curry d'�eviter

certains paradoxes.

Supposons qu'un terme M a un type �

1

^ : : :^�

n

! �. Pour d�eduire que

(MN) a le type �, il faut être capable de prouver que, pour chaque �

i

, il existe

une d�erivation qui donne ce type �a N . Cette condition d'existence est �etroitement

li�ee au caract�ere permanent ou in�epuisable des arguments dans le lambda calcul

et implique l'idempotence de la conjonction, i.e. �^� = �. Du point de vue de

la notion de convergence dans le calcul avec ressources, cette fa�con de proc�eder

est �evidemment correcte lorsque (tous) les arguments ont une multiplicit�e in�nie.

Mais la caract�erisation est impossible si l'on consid�ere des termes avec multiplicit�e

�nie, comme le montre l'exemple suivant :

Exemple 1.2.5 Soit M = �x:x(xI) un �-terme, et � = � ! �. Dans la th�eorie

de la fonctionnalit�e de Curry, on d�erive le type (� ! �)! � pour M :

x : � ! � ` x : � ! �

x : � ! � ` x : � ! � ` I : �

x : � ! � ` xI : �

x : � ! � ` x(xI) : �

` �x:x(xI) : (� ! �)! �

Cette d�erivation est aussi une d�erivation dans le syst�eme de types avec in-

tersection, constructeur qui n'est pas n�ecessaire car on donne le même type aux

deux occurrences de x. En admettant que le syst�eme de types pour �

r

puisse être

le syst�eme classique avec intersection, le terme

^

M = �x:x(xI

1

)

1

de �

r

, obtenu

en ajoutant la multiplicit�e in�nie aux arguments pr�esents dans M , aurait le type

(� ! �)! �. De plus,

^

MI

1

aurait le type �, ce qui est intuitivement correct du

point de vue de la convergence, car le terme se r�eduit sur la valeur I :

^

MI

1

!

r

x(xI

1

)

1

hI

1

=xi !

r

I(xI

1

)

1

hI

1

=xi

?

!

r

xI

1

hI

1

=xi

?

!

r

I

Mais, le terme

^

MI (o�u I a multiplicit�e 1) aurait lui aussi le type �, tout en �etant

divergent, alors le blocage deviendrait observable (quand le seul type que l'on

peut accepter pour

^

MI est !) :

^

MI

?

!

r

I(xI)h1=xi ! xIh1=xi *

r

Par cons�equent, les syst�emes de types avec intersection ne sont pas appropri�es

pour caract�eriser la convergence dans �

r

. �

Boudol propose dans [17] une modi�cation dans le traitement de la conjonc-

tion bas�ee sur l'�elimination de la contraction d'hypoth�eses (i.e. l'�elimination de



l'idempotence dans la th�eorie des types), qui permet de caract�eriser la conver-

gence dans �

r

. Le langage du nouveau syst�eme, appel�e P, est celui du mod�ele C.

Les types � 2 ft sont les types des termes, tandis que les types � 2 fb sont

ceux des paquets. Les r�egles manipulent les hypoth�eses de fa�con multiplicative;

dans ce syst�eme, le terme

^

M de l'exemple 1.2.5 a le type suivant :

x : � ! � ` x : � ! � x : � ! � ` (xI

1

)

1

: �

x : (� ! �)� (� ! �) ` x(xI

1

)

1

: �

` �x:x(xI

1

)

1

: (� ! �)� (� ! �)! �

Nous avons utilis�e ici, implicitement, le fait que parmi les types de N

1

on a les

types de N , quelque soit N . Par ailleurs, le fait d'avoir deux facteurs dans le

produit (� ! �) � (� ! �) du type de

^

M indique que le nombre d'occurrences

\signi�catives" de la variable x dans le corps de

^

M , en ce qui concerne la conver-

gence, est deux. Une application

^

MP a un type di��erent de ! si P peut être typ�e

par (� ! �)� (� ! �); c'est-�a-dire, si P contient au moins deux ressources (pos-

siblement di��erentes) de type � ! �. Par exemple, ` (I j I) : (� ! �)� (� ! �).

Donc `

^

M(I j I) : �. Mais

^

MI ne peut pas avoir ce type.

Le syst�eme P sera utilis�e pour d�ecrire les d�enotations des termes avec res-

sources dans le domaine C de cônes. Quant au domaine de �ltres F , le syst�eme

de types P

^

qui lui est naturellement associ�e est l'extension de P par les r�egles

de typage de la conjonction, avec une manipulation standard des hypoth�eses.

C'est-�a-dire,

� ` T : �

0

� ` T : �

1

� ` T : �

0

^�

1

plus la r�egle d'�elimination

� ` T : �

0

^�

1

� ` T : �

i

i = 0; 1

La s�emantique abstraite sur les �

r

-termes engendr�ee par la notion de typage

dans P est prouv�ee ad�equate dans [17]. Cependant, nous montrons qu'elle n'est

pas compl�etement ad�equate.

Exemple 1.2.6 Soit M = x(�yz:
 j �z:
) et N = x(�yz:
). Le terme N est

clairement une simpli�cation de M ; donc M '

r

N (voir aussi l'exemple 1.2.4).

Pourtant, M a des types que N n'a pas.

On d�e�nit 


1

= ! ! ! et 


2

= ! ! (! ! !). Il est clair que

` �z:
 : 


1

et ` �yz:
 : 


2



sont prouvables dans P. Alors,

x : 


2

� 


1

! � ` x : 


2

� 


1

! � ` (�yz:
 j �z:
) : 


2

� 


1

x : 


2

� 


1

! � `M : �

Mais, pour tout � 6= !, on a :(x : 


2

� 


1

! � ` N : �), essentiellement parce

que l'argument (�yz:
) dans N ne peut pas avoir un type produit. �

Comme nous l'avons d�ej�a signal�e, la raison de l'incompl�etude est que le syst�eme

de types permet de compter le nombre de ressources non-r�esolubles d'un paquet,

mais pas �

r

. Des propri�et�es similaires sont v�eri��ees dans le cas de P

^

; c'est-�a-

dire, la s�emantique abstraite engendr�ee par la notion de typage est ad�equate; le

même exemple sert �a montrer un r�esultat d'incompl�etude.

Les points principaux que nous �etudions sont :

Correspondance entre le domaine C et le syst�eme de types P, et entre F

et P

^

. Les fonctions d'interpr�etation des �

r

-termes sont �etendues �a �

c

r

: [[cM ]]

�

est [[I]]

�

si [[M ]]

�

6= ?, et ? sinon. Nous �etendons aussi les syst�emes de types, avec

deux r�egles, l'une pour typer les termes construits avec le test de convergence,

l'autre, appel�ee � -r�egle, pour garantir que l'ensemblede types qu'on peut a�ecter

�a un terme est un cône sup�erieur dans le cas de P, et un �ltre dans le cas de P

^

:

� `M : ! ! !

� ` cM : �! �

� ` T : �

� ` T : �

0

� � �

0

En fait, ! ! ! est le plus grand type des termes convergents et � ! � celui

de l'identit�e. Par ailleurs, T est soit un terme soit un paquet de termes. Ces

extensions sont d�e�nies dans les sections 5.1 et 5.2 pour le domaine C, et dans la

section 6.1 pour ce qui est de F .

Les syst�emes de types P et P

^

v�eri�ent quelques propri�et�es importantes,

comme la stabilit�e par expansion et une propri�et�e d'extensionnalit�e qui sont mon-

tr�ees dans les sections 5.3 et 6.1 respectivement.

La s�emantique abstraite engendr�ee par le syst�eme de types P est :

M v

P

N

def

, 8� 8� (� `M : � ) � ` N : �)

et similairement pour P

^

, dont le pr�eordre est not�e v

P

^

. Nous terminons par les

preuves de la caract�erisation du pr�eordre dans les domaines C et F par ceux dans

les syst�emes de types. Dans les section 5.4 et 6.1 nous montrons, respectivement,

8�

c

r

-termes M;N (M v

C

N,M v

P

N) & (M v

F

N,M v

P

^

N)



Ad�equation des mod�eles C et F pour �

c

r

. En utilisant les caract�erisations

du point pr�ec�edent, les r�esultats d'ad�equation sont montr�es sur les syst�emes de

types, i.e. :

8�

c

r

-terme M;N (M v

P

N ) Mv

rc

N) & (M v

P

^

N ) Mv

rc

N)

Les preuves sont cons�equence de la caract�erisation, dans le syst�eme de types, de

la notion d'observation :

8�

c

r

-termeM (M+

rc

, `M : ! ! !)

La partie ) est cons�equence de la stabilit�e du typage par expansion, car les

abstractions ont toutes le type ! ! !. La partie( est prouv�ee par la technique

de r�ealisabilit�e : on interpr�ete les types par des ensembles de termes, et on montre

que l'interpr�etation est close par rapport au pr�eordre observationnel (ici, par

exemple, on utilise le lemme des contextes pour �

c

r

a�n de simpli�er les preuves),

et correcte par rapport au typage dans le syst�eme correspondant. Ceci est fait

dans la section 5.5 pour le syst�eme de types P; la preuve est une extension de

celle de [17] (qui est pour �

r

et dont le syst�eme ne contient pas � -r�egle, qui

n'est en fait n�ecessaire que si l'on s'int�eresse �a la compl�etude de la s�emantique).

En ce qui concerne P

^

, la preuve se trouve dans la section 6.1. La construction

de l'interpr�etation des types est assez d�elicate dans ce cas, car il faut �eviter de

confondre un paquet unitaire, i.e. compos�e d'une unique ressource M , avec le

termeM proprement dit.

Compl�etude du mod�ele C pour �

c

r

. Conjecture sur F . Nous montrons

dans la section 5.6 que le mod�ele de cônes est compl�etement ad�equat pour le

calcul de ressources avec test de convergence, par la technique de d�e�nissabilit�e

des points compacts d'Abramsky [2, 3]. L'id�ee est de construire des termes ou

paquets caract�eristiques pour chaque point compact du domaine (les analogues

des �ltres principaux dans les th�eories usuelles), qui sont utilis�es dans la preuve

de compl�etude de l'interpr�etation des types par rapport �a la notion de typage. Une

autre propri�et�e importante utilis�ee est l'extensionnalit�e du typage.

Nous ne d�etaillerons pas ici la construction des termes caract�eristiques (cf.

5.6.1), qui est assez d�elicate, mais il faut souligner que le test de convergence y

joue un rôle majeur. Rappelons cependant que les exemples 1.2.1 et 1.2.4 montrent

que les raisons de l'incompl�etude dans le calcul avec ressources ne sont pas les

mêmes que dans le lambda calcul faible.

En ce qui concerne le mod�ele de �ltres, la technique de d�e�nissabilit�e n'est

pas appropri�ee : le calcul de ressources n'a pas la capacit�e de tester si un pa-

quet d'arguments a un type intersection (conjonction) car il faudrait pouvoir

dupliquer les ressources du paquet. Nous discuterons d'une extension possible du

calcul qui incorpore un op�erateur de duplication (appel�e aussi produit synchrone).

N�eanmoins, notre conjecture est que le mod�ele de �ltres est aussi compl�etement



ad�equat pour �

c

r

. La raison essentielle serait que la manipulation des hypoth�eses

dans le syst�eme avec conjonction n'autorise pas de contractions.

Plan de la th�ese

Le chapitre 2 introduit les calculs de base, � et �, et des extensions standards

de � qui trouvent leur motivation dans la th�eorie des domaines : avec test de

convergence, choix non-d�eterministe, appel par valeur. On �etudie les relations

entre ces calculs d�ecrites dans la section 1.1. Le chapitre 3 est consacr�e �a l'�etude

syntaxique des calculs avec ressources. On d�e�nit �

r

, �

m

, le calcul avec paquets et

�

c

r

. Plusieurs propri�et�es de la s�emantique observationnelle standard sont donn�ees

(pour �

c

r

). On caract�erise la th�eorie associ�ee �a �

r

, on construit sa s�emantique

alg�ebrique et on �etudie son pouvoir de discrimination et son expressivit�e. Le

chapitre 4 aborde l'�etude des mod�eles de �

r

. On introduit les d�e�nitions et

notations de base de la th�eorie des domaines utilis�ee. On d�e�nit deux �equations

avec leurs fonctions d'interpr�etation et on construit leurs solutions canoniques C

et F . Le chapitre 5 est consacr�e �a la preuve d'ad�equation compl�ete de C par

rapport �a �

c

r

. On d�e�nit le syst�eme de types P. On montre aussi que les ressources

ne discriminent pas plus que les multiplicit�es si l'on consid�ere les �-termes. Le

chapitre 6 concerne l'ad�equation de F par rapport �a �

c

r

. On d�e�nit le syst�eme

de types P

^

. Le chapitre 7 contient quelques remarques �nales et probl�emes

ouverts.
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Chapitre 2

Lambda calculs

non-d�eterministes et �-calcul

L'�etude de la relation entre le lambda calcul faible d'Abramsky et le calcul

de processus � de Milner, Parrow et Walker [53] d�ebute par le codage de � dans

� propos�e par Milner [54]. Dans le cadre de la bisimulation applicative pour le

lambda calcul et du pr�eordre contextuel pour le �-calcul - que nous d�e�nirons

dans la section 2.1, Milner d�emontre que le codage est ad�equat. Plus pr�ecis�ement,

le � calcul est strictement plus discriminant que le lambda calcul

1

. D'une part,

il existe des processus du �-calcul qui se comportent, sur le codage, comme les

combinateurs de test de convergence (parall�ele), qui ne sont pas d�e�nissables

dans le lambda calcul faible. D'autre part, comme le souligne Boudol [17], le type

de codage utilis�e ne valide pas l'�egalit�e xx = x(�y:xy), pourtant v�eri��ee dans

les mod�eles du lambda calcul faiblement extensionnels (o�u M 6= 
 ) M =

�x:(Mx), pourvu que x ne soit pas une variable libre de M). Ceci indique que

les extensions classiques du lambda calcul faible - avec fonctions parall�eles, choix

non-d�eterministe, test de convergence (parall�ele), motiv�ees principalement par le

probl�eme d'ad�equation compl�ete du mod�ele obtenu �a partir de l'�equation aux

domaines D = (D ! D)

?

[2, 3, 14, 15], ne peuvent pas être cod�ees de fa�con

compl�etement ad�equate dans �. Cette a�rmation peut sembler contradictoire

avec le r�esultat de Sangiorgi [72] sur la caract�erisation de l'�egalit�e engendr�ee

par le codage de Milner : Sangiorgi montre que ce qui manque au lambda calcul

est une forme de non-d�eterminisme. Mais ce r�esultat est bas�e sur une notion

de bisimulation applicative �etendue, su�samment intensionnelle pour distinguer

�y:xy de x. Nous reviendrons sur ce point dans les sections 2.4 et 3.8.1.

Le but de ce chapitre est d'identi�er des extensions du lambda calcul faible

susceptibles d'être cod�ees de fa�con ad�equate dans le �-calcul.

La section 2.1 est un r�ecapitulatif des notions de base du �-calcul et du �-

1:Un r�esultat similaire est montr�e pour le calcul avec appel par valeur de Plotkin [65].

Thomsen [79, 80] d�e�nit des codages similaires dans son calcul de processus CHOCS, o�u les

processus sont des objets de premi�ere classe qui peuvent être pass�es comme arguments.



calcul o�u l'on introduit notamment les conventions de notation qui seront utilis�ees

par la suite.

Dans la section 2.2 on fait une �etude comparative de divers ra�nements du

lambda calcul faible, selon l'approche de Boudol [14, 15] qui consiste �a s�epa-

rer le test de convergence (ou l'appel par valeur) des fonctions parall�eles (ou

non-d�eterministes). Nous menons cette �etude dans le cadre de la th�eorie de l'ex-

pressivit�e des langages de programmation propos�ee par Mitchell [56]. On montre

en particulier que les fonctions parall�eles et le choix non-d�eterministe sont mu-

tuellement transposables, ainsi que le test de convergence et l'appel par valeur,

consid�er�es comme extensions du calcul faible. L'ajout de nouveaux constructeurs

�a un langage de programmation peut modi�er la th�eorie �equationnelle engendr�ee

par la notion d'observation. C'est ce qui arrive lorsque l'on incorpore soit les

fonctions parall�eles soit le choix non-d�eterministe au calcul faible avec test de

convergence ou avec appel par valeur. Malgr�e les simulations entre constructeurs

dont nous avons parl�e, leurs combinaisons ne sont pas toutes transposables. En

e�et, la combinaison de l'appel par valeur et du choix non-d�eterministe ne d�e�nit

pas un calcul int�eressant (dans le cadre du lambda calcul faible, avec la s�eman-

tique contextuelle �a la Morris); cependant, le calcul faible avec test de convergence

et choix non-d�eterministe (not�e �

j

) a un mod�ele compl�etement ad�equat [14]. Nous

concluons que ce calcul est bien adapt�e pour être cod�e dans � (les calculs avec

fonctions parall�eles sont �ecart�es en raison des propri�et�es du codage utilis�e). Il faut

souligner que la th�eorie de Mitchell, o�u l'on peut composer des simulations, ne dit

rien sur la relation entre deux langages mutuellement transposables lorsque ces

langages sont augment�es par des nouveaux constructeurs. Il serait certainement

int�eressant de chercher �a d�evelopper une th�eorie de l'expressivit�e qui consid�ere

l'extension des langages. Pour compl�eter le panorama du non-determinisme dans

le lambda calcul, nous pr�esentons, �a la �n de la section, et sous une forme sch�e-

matique, d'autres extensions, qui repose sur les versions classique, faible et typ�ee

du calcul.

La section 2.3 est consacr�ee au codage du calcul �

j

dans le �-calcul, qui est

montr�e ad�equat. En fait, le codage repose sur une pr�esentation de �

j

avec des

substitutions semi-explicites; i.e. les abstractions et les variables sont des clôtures.

Dans la section 2.4 on revient sur les raisons de l'incompl�etude des codages

des lambda calculs.

2.1 Pr�eliminaires

2.1.1 Le �-calcul faible

Nous traiterons dans cette th�ese plusieurs extensions du lambda calcul faible

d�e�ni par Abramsky [2], not�e ici �. Nous commen�cons par �xer les notions de

base et la notation utilis�ee.



Soit Var un ensemble in�ni d�enombrable de variables x; y; z; : : : . Les termes

du � calcul sont de trois types, �a savoir : variables, abstractions et applications.

La syntaxe des termes est donn�ee par

(�) M ::= x j (�x:M) j (MN)

On note L;M;N; : : : les termes du langage et on utilise

~

N pour d�esigner la s�e-

quence N

1

: : : N

n

lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e sur la valeur de n; on note j

~

N j la

taille n de la s�equence. Nous suivons la convention usuelle concernant l'�ecriture

des �-termes pour �eviter l'utilisation syst�ematique de parenth�eses.

{ L'application (MN) peut s'�ecrireMN quand il n'y a pas d'ambigu��t�e. L'ex-

pression MN

1

: : :N

k

est une abr�eviation de (: : : ((MN

1

)N

2

) : : : N

k

). C'est

ce qu'on appelle une association vers la gauche.

{ Pour les abstractions, nous adoptons l'association vers la droite : l'expres-

sion �x

1

: : : x

n

:M est une notation pour le terme (�x

1

(�x

2

(: : : (�x

n

:M) : : :)).

Des termes (combinateurs) utilis�es souvent sont

I = �x:x K = �xy:x F = �xy:y

� = �x:xx 
 = ��

L'ensemble des variables libres d'un termeM , fv(M), est d�e�ni par

fv(x) = fxg fv(�x:M) = fv(M)� fxg fv(MN) = fv(M) [ fv(N)

Les variables li�ees de M , bv(M), sont

bv(x) = ; bv(�x:M) = bv(M) [ fxg bv(MN) = bv(M) [ bv(N)

On �etend la notation aux ensembles de termes : fv(M

1

; : : : ;M

k

) d�enote les

variables libres de l'ensemble fM

1

; : : : ;M

k

g, bv(M

1

; : : : ;M

k

) ses variables li�ees, et

var(M

1

; : : : ;M

k

) repr�esente l'union fv(M

1

; : : : ;M

k

)[ bv(M

1

; : : : ;M

k

). Un terme

M est clos si fv(M) = ;; M est ouvert sinon. On note �

o

l'ensemble des termes

clos de �.

Nous utiliserons la notion usuelle de contexte bas�ee sur les constructeurs des

termes plus une constante []. La syntaxe des �-contextes est donn�ee par

C ::= [] jx j (�x:C) j (CC)

On note C[M ] le terme qui r�esulte du remplacement des occurrences de [] dans C

par M . Remarquons que dans le terme C[M ], des variables libres de M peuvent

être li�ees par C. Par exemple, si C = �x:[] et M = x. On dira que le contexte

C ferme le terme M si C[M ] est un terme clos. Les lettres A;B;C;D;E; : : :



d�esigneront le plus souvent des contextes. Les contextes �a plusieurs trous sont

construits avec des constantes []

i

. On adopte la convention que pour tout contexte

C �a plusieurs trous il existe n tel que []

1

; : : : ; []

n

sont exactement les constantes

de C. On note C[M

1

; : : : ;M

n

] le terme obtenu par remplacement de []

i

par M

i

dans C.

La substitution de x par N dans M , not�ee M [N=x], est d�e�nie par :

y[N=x] =

(

N si y = x

y sinon

(�y:M)[N=x] =

(

�y:M si y = x

�z:(M [z=y])[N=x] sinon, o�u z 62 fv(M;N)

(MM

0

)[N=x] = (M [N=x])(M

0

[N=x])

On dit que deux termes M;N sont �egaux �a �-conversion pr�es si M=

�

N , o�u

=

�

est la congruence engendr�ee par

�x:M = �z:M [z=x] avec z 62 var(M)

La �-conversion de termes s'�ecrit

(�x:M)N!M [N=x]

Un sous-terme de L de la forme (�x:M)N est un radical

2

de L. Par ailleurs, nous

supposons que les notions de forme normale (fn), forme normale de tête (fnt)

et forme normale de tête faible (fntf) et aussi de r�eduction normale (r�eduction

du radical le plus �a gauche) sont connues du lecteur

3

(cf. [8]). Les fntf sont les

abstractions du langage. Sans entrer dans les d�etails des th�eories du lambda

calcul, on �ecrit M=

�

N si M et N sont �-convertibles. Nous rappelons qu'un

termeM est r�esoluble ssi 9

~

N M

~

N=

�

I.

Fait 2.1.1 (Caract�erisation de Wadsworth, voir [8])

Pour tout M 2 �, M est r�esoluble ssi M a une fnt.

Par contraposition, les termes sans fnt sont les termes non-r�esolubles. Dans les

th�eories raisonnables

4

du lambda calcul [8], tous les termes non-r�esolubles sont

identi��es et donc en particulier �x:
 = 
. Du point de vue calculatoire, la th�eorie

raisonnable correspond �a la strat�egie de r�eduction normale, qui arrête une �eva-

luation face �a une fnt; ces termes constituent les valeurs ou termes observables du

calcul. Cependant, beaucoup des langages de programmation bas�es sur le lambda

2: redex

3: normal form, head normal form, weak normal form, leftmost-outermost reduction

4: sensible



calcul, n'utilisent pas cette notion de r�esultat : les termes �x:
 et 
 constituent

des programmes essentiellement di��erents. L'�evaluation dans ces langages est

faible; c'est-�a-dire, correspond �a une strat�egie de r�eduction normale qui s'arrête

face �a une forme normale de tête faible. La relation d'�evaluation correspondante,

!

�

, est d�e�nie par les r�egles de la �gure 2.1. Remarquons que ni les corps des

abstractions ni les arguments des applications ne sont �evalu�es. On utilisera

?

!

�

pour la clôture re
exive et transitive de!

�

et

+

!

�

pour sa clôture transitive. De

plus, on �ecrira M 9

�

lorsqu'il n'existe pas N tel que M!

�

N .

(�) (�x:M)N!

�

M [N=x]

N!

�

N

0

M=

�

N

M!

�

N

0

M!

�

M

0

MN!

�

M

0

N

Fig. 2.1 -

�

Evaluation faible du � calcul

La description alternative de la strat�egie d'�evaluation dans le style de la d�educ-

tion naturelle [65, 2], pr�esent�ee dans la �gure 2.2, d�e�nit le pr�edicat de convergence

+

�

sur les termes clos.

�x:M+

�

�x:M

M+

�

�x:M

0

M

0

[N=x]+

�

L

MN+

�

L

Fig. 2.2 - Pr�edicat de convergence +

�

Comme nous l'avons soulign�e, les valeurs du calcul faible, not�ees V;W : : : sont

V

�

= f�x:M =M 2 �g

Soit M 2 �

o

, on dit que M converge, not�e M+

�

, s'il existe V 2 V

�

t.q. M+

�

V .

On dit que M diverge, not�e M *

�

, si :(M+

�

). Dans le cadre du lambda calcul

faible, pour tout terme M clos, M 9

�

ssi M = �x:N ; c'est-�a-dire, l'ensemble

des termes irr�eductibles co��ncide avec l'ensemble des valeurs. Par cons�equent, un

termeM clos est divergent si l'�evaluation de M est in�nie.

Le crit�ere de convergence est trop super�ciel pour engendrer �a lui seul une

th�eorie contextuelle, autrement dit, l'�egalit�e d�e�nie parM = N

def

, (M+

�

,N+

�

)

n'est pas une congruence. Par exemple, K = F mais KI
 6= F I
.

N�eanmoins, le pr�edicat +

�

est en rapport direct avec la classe F de termes

observables, ferm�ee par �- et �-conversion et d�e�nie par

F = fM 2 �

o

=9N M=

�

�x:Ng



Fait 2.1.2 (Lemmes 2.1.1.2 et 2.1.2.6 [59])

Pour tout M 2 �

o

, 9V M+

�

V , 9V M

?

!

�

V ,M 2 F .

Le sch�ema de Morris [57] de pr�eordre observationnel sur les �-termes, sp�ecialis�e

�a F , est

Mv

�

N

def

, 8C C[M ]+

�

) C[N ]+

�

o�u l'on sous-entend que les termes C[M ] et C[N ] sont clos. Les r�esultats g�en�eraux

sur ce type de pr�eordre sont directement applicables (cf. Chapitre 4 [59]) : v

�

est une pre-congruence donc l'�egalit�e observationnelle associ�ee M'

�

N , d�e�nie

par Mv

�

N & Nv

�

M , est une congruence. Par cons�equent, fM = N =M;N 2

�

o

& M'

�

Ng est une �-th�eorie (qui est contextuelle par d�e�nition.)

Il n'est pas surprenant que le calcul faible v�eri�e un lemme des contextes dans

la ligne des r�esultats de Milner [51], L�evy [48] et Berry [10], qui exprime le fait

que le comportement d'un terme est caract�eris�e par son comportement comme

fonction. En e�et, les contextes applicatifs d�e�nis par la grammaire

A ::= [] j�x:A j (AM)

sont assez puissants pour distinguer deux termes M;N t.q. :(M'

�

N). Le pr�e-

ordre v

A

est d�e�ni par

Mv

A

N

def

, 8 contexte applicatif A A[M ]+

�

) A[N ]+

�

Sur les termes clos, le pr�eordre applicatif co��ncide avec la bisimulation appli-

cative v

B

propos�ee par Abramsky, dont la d�enomination �evoque les travaux de

Milner et Park dans le domaine de la th�eorie de la concurrence. Soit M;N 2 �

o

,

Mv

B

N

def

, 8

~

P 2 �

o

M

~

P+

�

) N

~

P+

�

Lemme 2.1.3 (Lemme des contextes [3])

Pour tout M;N 2 �

o

, Mv

A

N ,Mv

B

N ,Mv

�

N .

La caract�erisation de la �-th�eorie engendr�ee par '

�

[59, 3] repose sur la clas-

si�cation des termes selon leur degr�e de fonctionnalit�e ou de non-r�esolution

5

[50, 59, 3] :

D�e�nition 2.1.4 Soit M 2 �.

{ Le degr�e de fonctionnalit�e de M est 0, not�e M 2 O

0

, si :(9N M=

�

�x:N).

{ Le degr�e de fonctionnalit�e de M est n, not�e M 2 O

n

, si n est le plus grand

i tel que 9N M=

�

�x

1

: : : x

i

:N .

5: (functionality) order, proper order



{ Le degr�e de fonctionnalit�e de M est 1, not�e M 2 O

1

, si 8n 2 N M 62 O

n

.

{ M est non-r�esoluble de degr�e [maximum] 0, not�e M 2 PO

0

, si M 2 O

0

et :(9x 9

~

N M = x

~

N). Dans ce cas on dit que M est fortement non-

r�esoluble

6

.

{ M est non-r�esoluble de degr�e [maximum] n, not�e M 2 PO

n

, si n est le plus

grand i tel que 9N 2 PO

0

M=

�

�x

1

: : : x

i

:N .

{ M est non-r�esoluble de degr�e 1, not�e M 2 PO

1

, si M 2 O

1

.

Par exemple x

~

N 2 O

0

et (�xy:xx)(�xy:xx) 2 O

1

. L'ensemble F des termes

observables est donc fM =9n > 0 M 2 O

n

g. Abramsky et Ong [59, 3] montrent

qu'un �-terme M est non-r�esoluble ssi 9n M 2 PO

n

. De plus, M 2 PO

0

ssi

:(9V 2 V

�

M

?

!

�

V ). Dans le cas o�uM est clos,M 2 PO

0

ssiM *

�

. Par ailleurs,

la th�eorie engendr�ee par '

�

est \fully lazy" maximale, c'est-�a-dire, identi�e les

termes non-r�esolubles de même degr�e maximum: pour m;n 2 N[1,

8M 2 PO

m

8N 2 PO

n

(M'

�

N,m = n)

Nous terminons la pr�esentation du � calcul faible avec l'interpr�etation inten-

sionnelle de L�evy [47], bas�ee sur une sp�ecialisation de la notion d'approximant de

Wadsworth [81, 82] et Hyland [45], qui distingue �x:
 de 
. La d�e�nition a �et�e

prise de [18] :

D�e�nition 2.1.5 L'ensemble L d'approximants, d�esign�es par A;B; : : :, est le

plus petit sous-ensemble de � qui contient �x

1

: : : x

n

:
 et �x

1

: : : x

n

:xA

1

: : :A

m

lorsque A

i

2 L. L'approximant direct de M 2 � est le terme !(M) 2 L d�e�ni

par r�ecurrence comme suit :

!(�~x:(�y:M)NM

1

: : :M

m

)) = �~x:


!(�~x:yM

1

: : :M

m

) = �~x:y!(M

1

) : : : !(M

m

)

L'interpr�etation alg�ebrique de M 2 �, appel�ee aussi interpr�etation intension-

nelle, est A(M) = f!(N) =M=

�

Ng. Le pr�eordre engendr�e, not�e M�

L

N , est

l'inclusion des ensembles des approximants A(M) � A(N). L'�egalit�e M=

L

N est

A(M) = A(N). L�evy prouve un th�eor�eme de continuit�e syntaxique : C[M ] =

S

fC[A] =A 2 A(M)g. D'o�u l'interpr�etation alg�ebrique est ad�equate : M�

L

N )

Mv

�

N . Cependant, l'implication inverse n'est pas v�eri��ee. Une pr�esentation al-

ternative de �

L

en termes d'arbres de B�ohm adapt�es pour le calcul faible est

d�e�nie par Longo dans [50].

Notation 2.1.6 Les notations que nous avons introduites dans cette section se-

ront reprises dans les d�e�nitions des lambda calculs �etendus que nous allons �etu-

6: strongly unsolvable



dier, d�ecor�ees convenablement. En r�ecapitulant, dans le cadre d'un lambda calcul

hypoth�etique �

h

, on aura :

symbole signi�cation

�

h

extension du � calcul faible

�

h

ensemble des termes

�

o

h

ensemble des termes clos

V

h

ensemble des valeurs

!

h

�evaluation

9

h

impossibilit�e d'�evaluer

+

h

pr�edicat de convergence

*

h

pr�edicat de divergence

v

h

pr�eordre observationnel

'

h

�equivalence observationnelle

L'ensemble des variables sera toujours d�esign�e par V ar; les ensembles des

variables libres, des variables li�ees et de toutes les variables d'un terme seront

not�es �a l'aide des fonctions fv; bv; var : �

h

! V ar comme pour le calcul �.

Nous donnerons rarement la d�e�nition de contexte pour chaque langage; on sous-

entend qu'ils sont construits selon la syntaxe des termes plus la constante [] (ou

les constantes []

i

). Le pr�eordre observationnel v

h

et la congruence '

h

ne seront

pas explicit�es non plus. Par ailleurs, les notations v

A

et '

A

utilis�ees dans le cadre

d'un lambda calcul �

h

d�esigneront toujours le pr�eordre et l'�equivalence applicatifs

associ�es �a v

h

et '

h

respectivement.

2.1.2 Le �-calcul

Le calcul � de Milner, Parrow et Walker [53] est une extension de CCS [52]

bas�ee sur la communication de canaux et la cr�eation de canaux priv�es. Nous nous

limitons ici a pr�esenter le mini �-calcul [54] (cf. [16] pour une version asynchrone

du calcul, o�u l'on peut aussi coder le lambda calcul); les processus du langage

sont d�e�nis par la grammaire

(�) P ::= 0 jxz:P jx(y):P j (P jP ) j !P j (�y)P

o�u x; y; z 2 N , un ensemble d�enombrable de noms de canaux. La d�e�nition

compl�ete de � inclut en plus la somme P + Q, ou choix non-d�eterministe, et

le \matching " [x = v]P . Il existe aussi des versions \polyadiques" du calcul

[55], o�u les gardes d'entr�ee et de sortie sont de la forme x(y

1

; : : : y

n

) et xy

1

: : : y

n

respectivement.

La syntaxe des �-contextes est donn�ee par :

C ::= [] j0 jxz:C jx(y):C j (CjC) j !C j (�y)C



On noteN l'ensemble de noms de canaux surlign�es et on utilise n pour d�enoter

des �el�ements de N [ N . L'op�eration de surlignement est idempotente, c'est-�a-

dire, n = n. On dit que x est le nom de sortie du processus xz:P et que x(y)P

a x comme nom d'entr�ee. Dans ces cas P constitue le corps du processus et xz

(resp. x(y)) est sa garde. Les constructions restantes, �a savoir j, ! et (�y), sont la

composition parall�ele, la r�eplication et la restriction sur y. Le pr�e�xe d'entr�ee x(y)

et la restriction (�y) lient y. On note bn(P ) et fn(P ) les ensembles des noms li�ees

et des noms libres de P respectivement, d�e�nis comme d'habitude. L'ensemble

de tous les noms qui apparaissent dans P est not�e n(P ). Dans la plupart des cas,

les processus xz:0 et x(y):0 sont not�es xz et x(y) respectivement. D�esormais, on

emploie les mots \processus" et \terme" indistinctement.

Nous pr�esentons le syst�eme de r�eduction du � calcul en suivant l'approche de la

machine chimique (CHAM)

7

[11], dans la �gure 2.3. Les processus sont interpr�et�es

par des solutions (multi-ensembles) qui contiennent des mol�ecules (composantes

du processus). La notation pour les solutions est fjm

1

; : : : ;m

k

jg. La machine est

compos�ee de quelques lois g�en�erales de calcul et de deux types de r�egles entre

solutions: irr�eversibles et structurelles. Il y a une unique r�egle irr�eversible, 7! -

appel�ee aussi r�egle de r�eaction - qui d�ecrit la communication entre processus,

et des r�egles structurelles, not�ees 
, qui servent �a d�e�nir la signi�cation des

op�erateurs. Pour plus de clart�e dans la d�e�nition, nous omettons les symboles

externes fj et jg.

x(y):P; xz:Q 7! P [z=y]jQ ((�x)P jQ) 
 (�x)(P jQ) si x 62 fn(Q)

P jQ 
 P;Q (�x)P 
 (�y)P [y=x] si y 62 fn(P )

!P 
 P; !P (�x)P 
 P si x 62 fn(P )

(�x)P 
 (�x)fjP jg (�x)(�y)P 
 (�y)(�x)P

0 
 ;

Fig. 2.3 - R�eduction dans le �-calcul

Les lois g�en�erales autorisent des calculs dans les sous-solutions d'une solution

(sous les restrictions dans notre cas) ainsi que dans les solutions composantes

S

i

d'une solution S

1

] S

2

, o�u ] est l'union de multi-ensembles. Les notions d'�-

conversion et de substitution sont standards. La clôture re
exive et transitive de


 ,

?


, sera not�ee �. La clôture transitive est

+


.

7: chemical abstract machine



Par exemple, soit P le processus x(z)zb j (�a)(xa jx(y)yr). Alors

fjP jg � fjx(z)zb; (�a)fjxa; x(y)yr jg jg

7! fjx(z)zb; (�a)fj ar jg jg

� fjx(z)zb j (�a)ar jg

Par ailleurs,

fjP jg � fj (�a)fjx(z)zb; xa; x(y)yr jg jg

7! fj (�a)fj ab; x(y)yr jg jg

� fj (�a)ab jx(y)yr jg

Remarquons que tout processus a une solution associ�ee, ce qui justi�e l'abus

de notation qui consiste �a utiliser 7! et 
 sur des processus.

D�e�nition 2.1.7 La relation de r�eduction entre processus, PBQ, est d�e�nie par :

PBQ

def

, P

?


 7!

?


 Q

Le crit�ere de convergence est la capacit�e de communiquer avec l'environne-

ment �a travers une entr�ee ou une sortie, possiblement apr�es quelques �etapes de

r�eduction.

D�e�nition 2.1.8 La convergence imm�ediate # n o�u n 2 N[N est d�e�nie comme

suit :

x(y):P # x

xz:P # x

P # n )

8

>

<

>

:

(P jQ) # n

(QjP ) # n

!P # n

P # n & n 6= y ) (�y)P # n

Nous �ecrivons P+(Q;n) lorsque P

?

B Q & Q # n. Le pr�edicat de convergence

+

�

et le pr�eordre observationnel v

�

sont d�e�nis par :

P+

�

def

, 9Q 9n 2 N [N : P+(Q;n)

Pv

�

Q

def

, 8 �-contexte C :C[P ]+

�

) C[Q]+

�

La congruence engendr�ee par v

�

est '

�

.

En particulier on a P'

�

Q & Q+

�

) P+

�

, et aussi PBQ & Q+

�

) P+

�

.

Le syst�eme des transitions �etiquet�ees du �-calcul est pr�esent�e ici comme une

relation entre solutions. Les �etiquettes � du syst�eme sont les entr�ees x(y), les

sorties libres ou li�ees xz et x(w), ou encore la transition muette � . On utilise

n(�), fn(�) et bn(�), de même que sur les processus.



� = x(y) et

(

S � (�~u)fj x(y)P; : : : jg

S

0

� (�~u)fjP; : : : jg

si x 62 ~u et y dans P seulement

� = xz et

(

S � (�~u)fj xz:P; : : : jg

S

0

� (�~u)fjP; : : : jg

si x; z 62 ~u

� = x(z) et

(

S � (�~u)fj xz:P; : : : jg

S

0

� (�

~

u

0

)fjP; : : : jg

si x 62 ~u, z 2 ~u et

~

u

0

= ~u� z

� = � si SBS

0

Fig. 2.4 - Transitions �etiquet�ees

Soit S; S

0

deux solutions; nous �ecrivons S

�

!S

0

si et seulement si un des cas

d�e�nis dans la �gure 2.4 est v�eri��e.

D�e�nition 2.1.9 Une relation R entre solutions est une bisimulation forte

8

si

(S; T ) 2 R implique

{ si S

�

!S

0

et � est � , xz ou x(y), alors il existe T

0

t.q. T

�

!T

0

et (S

0

; T

0

) 2 R

{ si S

x(y)

!S

0

, alors il existe T

0

t.q. T

x(y)

!T

0

et, (S

0

[w=y]; T

0

[w=y]) 2 R pour

tout w.

Deux solutions S et T sont fortement bisimilaires ou �equivalentes par bisimula-

tion, not�e S �

�

T , lorsqu'il existe une bisimulation forte R qui v�eri�e (S; T ) 2 R.

Nous utiliserons aussi la notion de bisimulation forte �a �

�

pr�es, su�sante pour

prouver l'�equivalence de deux solutions, dont la d�e�nition demande seulement

(S

0

; T

0

) 2�

�

R �

�

. En e�et, si (S; T ) est dans une bisimulation forte �a �

�

pr�es

R, alors S �

�

T . Pour une description exhaustive de ces notions cf. [52].

La correspondance directe entre solutions et termes du calcul nous permet

de parler de transitions �etiquet�ees d'un terme et d'�equivalences par bisimulation

entre termes. La relation entre �

�

et '

�

est la suivante :

Proposition 2.1.10 Pour toute paire de processus P;Q 2 �,

1. fjP jg �

�

fjQ jg ) P'

�

Q

8: strong bisimulation



2. P'

�

Q 6) fjP jg �

�

fjQ jg

Preuve.

1. Soit fjP jg �

�

fjQ jg et C[P ]+

�

. On montre C[Q]+

�

par r�ecurrence sur C.

{ C = [] : Rappelons que P+

�

, 9P

0

; n : P

?

B P

0

# n et aussi que P

?

B

P

0

, fjP jg

?

B fjP

0

jg. Puisque fjP jg �

�

fjQ jg, il existe Q

0

t.q.

fjQ jg

?

B fjQ

0

jg et fjP

0

jg �

�

fjQ

0

jg. Dans le cas o�u n 2 N , on a

P

0

� (�~u)(n(y)P

0

jP

1

) (ou simplement P

0

� (�~u)n(y):P

0

) avec n 62 ~u.

Donc fjP

0

jg

n(y)

! . Si n 2 N , alors P

0

� (�~u)(ny:P

0

jP

1

) (ou P

0

�

(�~u)ny:P

0

). Par cons�equent, on a soit fjP

0

jg

n(y)

! soit fjP

0

jg

ny

!, selon

que y 2 ~u ou pas.

{ Le cas de r�ecurrence s'ensuit directement de l'hypoth�ese de r�ecurrence

et de la propri�et�e de congruence de '

�

.

2. L'exemple suivant montre deux processus P et Q qui di��erent dans le

nombre de transitions muettes dont ils sont capables :

P = (�x)(x(y):x(z):u(t):0 j (�y)(�z)xy:xz:0)

Q = (�x)(x(y):u(t):0 j (�y)xy:0)

�

On d�e�nit Com(P ) comme l'ensemble de canaux �a travers lesquels P peut

communiquer avec l'environnement. C'est-�a-dire,

Com(P ) = fn 2 N [ N = P # ng

Un processus P est stable ssi une des conditions suivantes est v�eri��ee :

{ P = uz:Q ou P = u(x):Q, ou

{ P = (�z)Q ou P =!Q avec Q stable, ou

{ P = (QjR) avec Q et R stables et Com(Q) \ Com(R) = ;

Proposition 2.1.11 Soit P un processus stable.

1. :(9n: fn; ng � Com(P ))

2. :(9P

0

: PBP

0

)



Preuve. Le premier �enonc�e est �evident. On prouve le deuxi�eme par r�ecurrence

sur P . Lorsque P est un processus avec une seule composante (d'entr�ee ou de

sortie) ou un processus gard�e par une restriction, l'�enonc�e est imm�ediat. Dans le

cas o�u P est une composition parall�ele (P

1

j P

2

), par d�e�nition les canaux visibles

de P

1

et P

2

ont une intersection vide, ce qui empêche toute communication. Pour

P =!Q avec Q stable, on suppose qu'il existe P

0

t.q. PBP

0

. C'est-�a-dire, il existe

Q

0

t.q.

- ou bien QBQ

0

et !Q
(Qj!Q)B(Q

0

j!Q)

- ou bien (QjQ)BQ

0

, o�u Q

0

est le r�esultat d'une communication entre deux

copies de Q, et !Q
(QjQj!Q)B(Q

0

j!Q)

La premi�ere possibilit�e contredit l'hypoth�ese de r�ecurrence puisque Q est

stable. La seconde suppose l'existence de n; n dans Com(Q), en contradiction

avec le point (1) pr�ec�edent. �

La proposition suivante �etablit des conditions syntaxiques su�santes pour

une simpli�cation

9

des solutions (des processus), que nous int�egrons par la suite

dans l'�equivalence structurelle �.

Proposition 2.1.12 Soit P stable et Com(P ) = ;. Alors (P j Q) �

�

Q pour

tout Q.

Preuve. La relation R d�e�nie ci-apr�es est une bisimulation forte :

R = f(S; T ) =S = (P jQ)&T = Q&P est stable &Com(P ) = ;g

Soit (S; T ) 2 R et S

�

!S

0

. Par d�e�nition, S = (P jQ) et T = Q. Si la transition

� est xy, x(y) ou � , alors elle provient de Q puisque Com(P ) est vide et que des

actions muettes ne sont pas possibles par la proposition 2.1.11(2). Par cons�equent :

9Q

0

: Q

�

!Q

0

& S

0

= (P jQ

0

) & T

0

= Q

0

On a alors (S

0

; T

0

) 2 R.

Lorsque � = x(y), 8w: (S

0

[w=y]; T

0

[w=y]) 2 R est v�eri��e grâce �a la condition

de bord des transitions de ce type, i.e. y 62 n(P ). Donc S

0

[w=y] = (P jQ

0

[w=y]) et

T

0

= Q

0

[w=y]. �

2.2 Extensions du �-calcul

Nous �etudions ici diverses extensions du lambda calcul faible et leurs interrela-

tions sur la base de la th�eorie de l'expressivit�e d�evelopp�ee par Mitchell [56], o�u un

9:Cette proc�edure de simpli�cation sera tr�es utile dans les preuves de pr�eservation des r�egles

de r�eduction de �

j

par le codage dans �.



langage de programmation L

1

n'est pas plus expressif qu'un langage L

2

s'il existe

une fonction � qui r�eduit chaque constructeur de L

1

en un constructeur de L

2

es-

sentiellement �equivalent. Ces fonctions de traduction � - \abstraction-preserving

reductions" dans la terminologie de [56] - doivent v�eri�er :

� : �

1

! �

2

(1) �C[M ] = (�C)[�M ]

(2) M '

1

N , �M '

2

�N

C'est-�a-dire, les traductions que l'on veut consid�erer sont d�e�nies sur la syntaxe

des termes du langage (a�n de v�eri�er l'�equation 1), dans le but d'�ecarter des

traductions via des �enum�erations de G�odel, qui existent dans la plupart des cas et

satisfont l'�equation 2. La question de savoir si l'�equation 1 permet e�ectivement

d'�eliminer les traductions �a la G�odel est laiss�ee comme probl�eme ouvert dans

[56]

10

.

On introduit d'abord les fonctions parall�eles, par le moyen de l'op�erateur de

composition parall�ele k, et le choix non-d�eterministe�. On montre qu'il existe une

traduction entre �

k

et �

�

qui v�eri�e 1 et 2. On pr�esente ensuite les lambda calculs

faibles avec test de convergence, �

c

, et avec appel par valeur �

v

pour lesquels

on prouve la simulation mutuelle des notions de convergence. Les traductions

pr�esent�ees v�eri�ent l'�equation 1, et on indique pourquoi l'�equation 2 devrait être

v�eri��ee.

2.2.1 Fonctions parall�eles

Nous examinons deux formes d'introduction des fonctions parall�eles dans le

�-calcul, selon l'approche de Boudol [14, 17]. La premi�ere consiste �a int�egrer au

langage des termes un op�erateur de composition parall�ele k asynchrone

11

avec

une s�emantique op�erationnelle par entrelacement

12

. C'est-�a-dire, l'�evaluation de

(M k N) entame deux sous-�evaluations en parall�ele, une pour chaque composante

et le terme converge lorsque au moins une de ces �evaluations termine sur une

valeur.

Le lambda calcul �etendu avec k est not�e �

k

. La syntaxe des termes et des

valeurs est donn�ee par la grammaire

(�

k

) M ::= x j�x:M j (MM) j (M kM)

(V

k

) V ::= �x:M j (V kM) j (M k V )

10:Dans son travail sur PCF, Riecke [68] propose des conditions s�emantiques, bas�ees sur

la structure des types, pour obtenir des traductions compl�etement ad�equates (�equation 2),

appel�ees \functional translations".

11:On parlera de la distinction synchrone-asynchrone dans la section 2.2.5.

12: interleaving



Le pr�edicat de convergence sur �

k

o

, +

k

, est d�e�ni en ajoutant les r�egles de la

�gure 2.5 a` celles pour le �-calcul de la �gure 2.2 (en supposant que +

k

remplace

+

�

).

M+

k

V

(M k N)+

k

(V k N)

N+

k

V

(M k N)+

k

(M k V )

M+

k

V N+

k

W

(M k N)+

k

(V k W )

M+

k

(M

0

kM

1

) (M

0

N kM

1

N)+

k

V

MN+

k

V

Fig. 2.5 - Pr�edicat de convergence +

k

La deuxi�eme fa�con d'introduire le parall�elisme est par l'ajout de l'op�erateur

non-d�eterministe �. Une �evaluation de M �N est soit une �evaluation de M soit

une �evaluation de N . On note �

�

le lambda calcul �etendu avec � dont les termes

et les valeurs sont d�e�nis par

(�

�

) M ::= x j�x:M j (MM) j (M �M)

(V

�

) V ::= �x:M

Le pr�edicat de convergence sur �

�

o

, +

�

, est d�e�ni en ajoutant les r�egles de la

�gure 2.6 �a celles de la �gure 2.2.

M+

�

V

(M �N)+

�

V

N+

�

V

(M �N)+

�

V

Fig. 2.6 - Pr�edicat de convergence +

�

L'introduction de k ou de � dans le �-calcul change radicalement la notion de

convergence. Dans le cadre de �

k

, une valeur ne co��ncide pas n�ecessairement avec

une forme normale; si N+

k

, alors (M k N)+

k

même lorsque M a des �evaluations

de longueur in�nie. De plus, un terme peut avoir plusieurs valeurs di��erentes,

car la convergence n'arrête pas l'�evaluation. Cependant, le calcul �

k

est Church-

Rosser : il su�t de poursuivre l'�evaluation de chacune des branches convergentes.

Le calcul �

�

ne v�eri�e pas cette propri�et�e, mais les valeurs y sont toujours des

formes normales. Il est clair qu'un terme peut avoir plusieurs r�esultats en raison

du caract�ere non-d�eterministe de �: (M �N) a toutes les valeurs de M et de N .



Quel rapport peut-on �etablir entre �

k

et �

�

? Intuitivement, les �evaluations

convergentes d'un terme dans �

�

o�rent des r�esultats partiels qui, mis ensemble,

constituent la s�emantique du terme. C'est pr�ecis�ement cette r�eunion de r�esul-

tats que l'op�erateur de composition parall�ele permet de d�ecrire �a un niveau

syntaxique

13

. Supposons

(�

?

) M ::= x j�x:M j (MM) j (M ? N)

et d�e�nissons +

?

k

(resp. +

?

�

) sur �

?

comme+

k

(resp. +

�

), en rempla�cant k (resp.�)

par ?. C'est-�a-dire, on consid�ere la traduction identit�e, qui v�eri�e imm�ediatement

l'�equation 1 de Mitchell.

Proposition 2.2.1 Pour tout M 2 �

?

, M +

?

k

, M +

?

�

Preuve. La preuve est par r�ecurrence sur les d�erivations de M +

?

k

et de M +

?

�

.

Pour l'implication ) , il su�t de choisir une branche convergente comme �eva-

luation de M . Dans le sens inverse, si M +

?

�

�x:N , alors M +

?

k

(: : : ? �x:N ? : : :).

�

On montre facilement que l'�equation 2 est aussi v�eri��ee.

Corollaire 2.2.2 Pour tout M;N 2 �

?

, M '

?

k

N , M '

?

�

N

Preuve. Soit M '

?

k

N et C[M ] +

?

�

. Par la proposition 2.2.1, C[M ] +

?

k

. Donc

C[N ] +

?

k

par hypoth�ese. Une nouvelle application de la proposition 2.2.1 donne

C[N ] +

?

�

. �

2.2.2 Test de convergence et appel par valeur : �

c

et �

v

Nous pr�esentons bri�evement les lambda calculs �

c

et �

p

, d�e�nis dans [3], avec

test de convergence c et test de convergence parall�ele p), respectivement, et �etu-

dions deux m�ecanismes de contrôle �etroitement li�es �a c, l'appel par valeur et

l'appel strict (rappelons que les combinateurs c, et p ont �et�e introduits pour rap-

procher le lambda calcul faible des mod�eles ad�equats sur l'�equation aux domaines

D = (D ! D)

?

.) Appliqu�es �a des arguments, leur signi�cation est la suivante :

cML veut dire L �a condition que M converge, tandis que pMNL veut dire L �a

condition que M converge ou que N converge. Les ensembles des termes et des

valeurs de �

c

et de �

p

sont d�e�nis par les grammaires suivantes :

�

c

M ::= x j�x:M j (MM) j c

V

c

V ::= �x:M j c

13: En e�et, � et k ont la même interpr�etation dans le domaine compl�etement ad�equat du

lambda calcul faible (treillis complet alg�ebrique) (cf. [14, 17]): la d�enotation de M � N et de

M k N est la borne sup�erieure des d�enotations de M et N .



�

p

M ::= x j�x:M j (MM) jp

V

p

V ::= �x:M jp

L'�evaluation des termes clos dans �

c

(resp. �

p

) est d�e�nie par les r�egles de la

�gure 2.7 (resp. �gure 2.8), qui s'ajoutent �a celles pour �, dans la �gure 2.2.

c+

c

c

M+

c

c N+

c

(MN)+

c

I

Fig. 2.7 - Pr�edicat de convergence +

c

p+

p

p pM+

p

pM

M+

p

p N+

p

(MNL)+

p

I

M+

p

p L+

p

(MNL)+

p

I

Fig. 2.8 - Pr�edicat de convergence +

p

Il est clair que �

p

contient le calcul �

c

: il su�t de poser c = �y:pyy. De plus,

la combinaison de �

c

et �

�

(ou �

k

) permet d'exprimer le test de convergence

parall�ele : on pose p = �xy:(cx) � (cy). En fait ces calculs ont le même mod�ele

compl�etement ad�equat [2, 14].

Quel type de m�ecanisme de contrôle doit-on ajouter au � calcul pour per-

mettre une repr�esentation de c ? La r�eponse est bas�ee sur l'observation que le

comportement de cM est celui d'une application stricte (i.e. cM demande �a l'ar-

gument d'être convergent avant de rendre un r�esultat). Le lambda calcul avec

appel par valeur (sans appel par nom, cf. Plotkin [65]), peut être simul�e dans �

c

comme le montre Ong [59]. Par ailleurs, dans ce cadre c est simplement �x:I, une

abstraction ind�ependante de son argument qui se comporte comme l'identit�e une

fois l'argument appliqu�e.

Or l'appel par valeur ne permet pas de simuler l'appel par nom (ou application

paresseuse), donc le calcul �

c

, ce qui nous m�ene �a consid�erer un calcul �

v

, avec

deux constructeurs d'abstraction: � et �

v

. L'application paresseuse dans �

v

est

de la forme (�x:M)N et l'�evaluation de ce terme donne M [N=x] quelque soit N .

La forme d'une application par valeur est (�

v

x:M)N ; l'�evaluation de ce terme

donne M [V=x], pourvu que V soit une valeur de N (N doit être convergent). On



d�e�nit �

v

et V

v

par les grammaires suivantes et le pr�edicat de convergence +

v

dans la �gure 2.9 (comme d'habitude, il faut y ajouter les r�egles de la �gure 2.2) :

(�

v

) M ::= x j�x:M j�

v

x:M j (MM)

(V

v

) V ::= �x:M j�

v

x:M

�

v

x:M+

v

�

v

x:M

M+

v

�

v

x:M

0

N+

v

N

0

M

0

[N

0

=x]+

v

V

MN+

v

V

Fig. 2.9 - Pr�edicat de convergence +

v

Les calculs �

c

et �

v

sont susceptibles d'être cod�es l'un dans l'autre, tout en

pr�eservant la convergence

14

. Mais leur capacit�e d'incorporer des constructions

nouvelles di��ere. Nous examinons ici la traduction de �

c

dans �

v

; la traduction

oppos�ee sera trait�ee dans la section 2.2.3, o�u l'on indiquera pourquoi ces traduc-

tions devraient v�eri�er l'�equation (2) de Mitchell.

D�e�nition 2.2.3 La fonction de codage de �

c

dans �

v

, ( )

v

c

: �

c

! �

v

, est d�e�nie

comme suit :

(x)

v

c

= x

(�x:M)

v

c

= �x:(M)

v

c

(MN)

v

c

= (M)

v

c

(N)

v

c

(c)

v

c

= �

v

x:I

Th�eor�eme 2.2.4 (Simulation de �

c

dans �

v

)

Pour tout M 2 �

c

, M+

c

, (M)

v

c

+

v

Preuve. On proc�ede par r�ecurrence sur la longueur des d�erivations M+

c

et

(M)

v

c

+

v

, en sachant que (M [N=x])

v

c

= (M)

v

c

[(N)

v

c

=x]. Nous nous limitons �a donner

un aper�cu de la preuve de l'implication (M)

v

c

+

v

) M+

c

. Plus particuli�erement,

nous montrons

(a) (M)

v

c

+

v

�x:M

0

)M+

c

�x:M

00

et (M

00

)

v

c

=M

0

(b) (M)

v

c

+

v

�

v

x:M

0

)M+

c

c et M

0

= I

14: Le calcul �

v

devrait s'appeler �

n

v

pour garder la notation originale [14] o�u n indique l'appel

par nom et v l'appel par valeur. On pr�ef�ere ne pas mentionner n car on a dit que tous les calculs

seraient des extensions du calcul faible ou avec appel par nom. Dezani-Ciancaglini, de Liguoro

et Piperno [29] emploient des variables di��erentes pour mod�eliser l'appel par nom et l'appel

par valeur dans le même calcul.



Le cas de base est imm�ediat. Soit (M)

v

c

+

v

V en k > 0 �etapes de d�erivation. Alors il

existe des termesM

1

etM

2

t.q. (M)

v

c

= (M

1

M

2

)

v

c

. Deux situations sont possibles:

(appel par nom) Ici (M

1

)

v

c

+

v

�x:M

0

1

et M

0

1

[(M

2

)

v

c

=x]+

v

V , toutes deux d�educ-

tions de longueur < k.

Par r�ecurrence, M

1

+

c

�x:N

0

1

et (N

0

1

)

v

c

=M

0

1

. D'autre part,

(N

0

1

[M

2

=x])

v

c

= (N

0

1

)

v

c

[(M

2

)

v

c

=x] =M

0

1

[(M

2

)

v

c

=x]

Par cons�equent, si V = �x:M

0

, alors (a) est v�eri��e sur N

0

1

[M

2

=x] par

hypoth�ese de r�ecurrence. C'est-�a-dire, N

0

1

[M

2

=x]+

c

�x:M

00

et (M

00

)

v

c

= M

0

.

Lorsque V = �

v

x:M

0

, on a N

0

1

[M

2

=x] par (b). Donc M+

c

.

(appel par valeur) Ici (M

1

)

v

c

+

v

�

v

x:M

0

1

, (M

2

)

v

c

+

v

M

0

2

et M

0

1

[M

0

2

=x]+

v

V . Par

r�ecurrence,M

1

+

c

c , M

2

+

c

et M

0

1

= I. PuisqueM

0

1

[M

0

2

=x] ne peut se r�eduire

que vers l'identit�e I, alors V = I. De plus, M = M

1

M

2

+

c

I. Ceci implique

(a), avec M

0

=M

00

= x.

�

Même si le codage de �

c

dans �

v

pr�eserve la convergence, les calculs �

c

et �

v

ne

sont pas tout �a fait transposables. D'apr�es le th�eor�eme 2.2.4, �a partir d'une preuve

de (�x:(cx)M)N+

c

, qui repose sur N+

�

et M [N=x]+

�

(en supposant M;N 2 �

par simplicit�e), on doit pouvoir construire une preuve de (�

v

x:M)N +

v

. C'est-�a-

dire, une preuve de M [N

0

=x]+

�

o�u N+

�

N

0

. Pourquoi l'implication

M [N=x]+

�

et N+

�

N

0

) (M [N

0

=x])+

�

est-elle v�eri��ee? Parce que tout terme converge (dans le sens de +

�

, +

c

et +

v

)

vers une unique valeur (i.e. les calculs sont Church-Rosser). Lorsque la preuve de

(M [N=x])+

�

utilise la convergence de N , par exemple siM = xI, c'est N

0

qui est

utilis�e.

Il s'ensuit que si des nouveaux op�erateurs sont incorpor�es �a �

v

et �a �

c

, la simu-

lation n'est pas n�ecessairement pr�eserv�ee. En particulier, si l'on ajoute l'op�erateur

non-d�eterministe � aux calculs. La fragilit�e de �

v

pour ce qui regarde l'introduc-

tion de nouveaux constructeurs sera mise en �evidence dans la section 2.2.4, o�u

l'on montre que �

v

ne peut pas incorporer des �el�ements non-d�eterministes tout

en gardant une interpr�etation fonctionnelle

15

.

D'autre part, on constate que pour simuler la preuve de cN +

c

, o�u N 2 �, on

doit montrer (�

v

x:I)N+

v

. Or la pr�emisse N+

v

V de la r�egle de l'appel par valeur

15: La solution apport�ee dans [29] consiste en l'incorporation des op�erateurs k et � au calcul

�

v

, ce qui permet de garder, en parall�ele, toutes les �evaluations possibles d'une application par

valeur. Il faut noter que le sc�enario observationnel consid�er�e est de type \must testing" pour le

choix non-d�eterministe et de type \may testing" pour la composition parall�ele.



est excessivement informative : la valeur de N n'est pas importante pourvu qu'il

en ait une, car pour tout N

0

on a I[N

0

=x]+

v

. Ceci sugg�ere la d�e�nition d'un

calcul �

s

, avec application stricte, qui admet l'incorporation d'op�erateurs non-

d�eterministes. Comme dans �

v

, les abstractions de �

s

seraient de deux types,

�x:M correspondant �a l'appel par nom et et �

s

x:M �a l'appel strict d�e�ni par

M+

s

�

s

x:M

0

N+

s

M

0

[N=x]+

s

V

MN+

s

V

Tout comme pour les calculs �

v

et �

c

, on peut d�e�nir des codages de �

c

dans �

s

et vice versa qui pr�eservent la convergence o�u le test de convergence c correspond

�a �

s

x:I dans �

s

, et (�

s

x:M) correspond �a �x:(cx)(M) dans �

c

.

2.2.3 Simulation de �

v

dans �

c

La simulation de �

v

dans �

c

est en rapport directe avec la simulation de

l'appel par valeur dans �

c

propos�ee par Ong [60], qui code l'application par

MN = cN(MN). La modi�cation que nous y avons apport�ee est justi��ee par la

pr�esence de l'appel par nom dans �

v

. Le r�esultat de Ong est donc corollaire du

th�eor�eme 2.2.6 ci-dessous.

D�e�nition 2.2.5 La fonction de codage de �

v

dans �

c

, ( )

c

v

: �

v

! �

c

, v�eri�e

(x)

c

v

= x

(�x:M)

c

v

= �x:(M)

c

v

(MN)

c

v

= (M)

c

v

(N)

c

v

(�

v

x:M)

c

v

= �x:(cx)(M)

c

v

Ce codage des abstractions par valeur �

v

x:M rappelle la premi�ere traduction de

\call-by-value PCF" (sans appel par nom) dans \lazy PCF " (avec appel par nom

et test de convergence) de Riecke [68]. La version de PCF utilis�ee contient, en

plus, un op�erateur parall�ele, n�ecessaire pour la ad�equation compl�ete du mod�ele

standard [66]. Par un exemple tr�es simple, Riecke montre que le codage n'est pas

compl�etement ad�equat (il est ad�equat; une seule direction de l'�equation (2) de

Mitchell est v�eri��ee) et propose une traduction bas�ee sur les types pour laquelle il

prouve l'ad�equation compl�ete; mais cette traduction n'est pas compositionnelle.

L'exemple mentionn�e est le suivant : soitM

1

= �

v

x:x etM

2

= �

v

x:�

v

y:(xy); dans

le cadre du \call-by-value PCF" on a M

1

' M

2

. Mais leurs traductions dans

\lazy PCF" ne sont pas observationnellement �equivalentes. Avec notre notation,

(M

1

)

c

v

= �x:(cx)x et (M

2

)

c

v

= �x:(cx)(�y:cy(xy)). En e�et, le contexte C =

[](�z:3)
 s�epare ces deux traductions :

C[(M

1

)

c

v

] !c(�z:3)
!(�z:3)
!3 converge

C[(M

1

)

c

v

] !c(�z:3)(�y:cy((�z:3)y))
!

(�y:cy((�z:3)y))
!(c
)((�z:3)
) diverge



La question qui se pose naturellement est si l'exemple peut être reformul�e

dans notre cadre, o�u le calcul �

v

contient aussi l'appel par nom. La r�eponse est

non, car le contexte [](�z:I)
 s�epare M

1

et M

2

. I.e. C[M

1

]

?

!

v

I mais C[M

2

] *

v

.

Le th�eor�eme suivant 2.2.6 �etablit la simulation de la convergence dans �

v

par la

convergence dans �

c

. Il semble que les traductions (�)

c

v

et (�)

v

c

sont compl�ete-

ment ad�equates : �

k

et �

�

ont une traduction compl�etement ad�equate et, de plus,

les calculs �

c

+ k et �

v

+ � ont essentiellement le même mod�ele compl�etement

ad�equat [14, 15]. A premi�ere vue, une preuve syntaxique reposerait sur deux pro-

pri�et�es de simpli�cation des traductions : ((M)

c

v

)

v

c

'

c

M et ((M)

v

c

)

c

v

'

v

M . Il

est di�cile d'imaginer comment une des traductions pourrait satisfaire l'�equa-

tion (2) mais pas l'autre. En fait, la th�eorie de l'expressivit�e �enonc�ee par Mitchell

ne fournit aucune indication pour la preuve de l'�equation 2. Dans le cas de la

traduction identit�e, comme celle qui relie �

k

a �

�

, nous avons vu que l'�equation

est cons�equence directe de la simulation mutuelle de la convergence. Dans un

cas plus g�en�eral comme celui de �

v

et �

c

il semble que deux traductions soient

n�ecessaires.

Th�eor�eme 2.2.6 (Simulation de �

v

dans �

c

)

Pour tout M 2 �

v

, M+

v

, (M)

c

v

+

c

.

La preuve de ce th�eor�eme est une adaptation de celle de Ong [60]. Nous introdui-

sons d'abord quelques notations et �enon�cons quelques r�esultats. Les preuves qui

ne sont pas donn�ees ici se trouvent dans [60]; on indiquera les r�ef�erences exactes.

On d�e�nit deux relations de r�eduction,!

v

sur �

v

et!

c

sur �

c

, comme suit :

(�) (�x:M)N!

v

M [N=x]

(�

v

) Si V 2 V

v

alors (�

v

x:M)V!

v

M [V=x]

(Arg) Si N!

v

N

0

alors (�

v

x:M)N!

v

(�

v

x:M)N

0

(App) Si M!

v

M

0

alors (MN)!

v

(M

0

N)

(�) (�x:M)N!

c

M [N=x]

(C1) cc!

c

I

(C2) c(�x:M)!

c

I

(C3) Si M!

c

M

0

alors cM!

c

cM

0

(App) Si M!

c

M

0

alors (MN)!

c

(M

0

N)

Les �enonc�es suivants ont des preuves par r�ecurrence �evidentes :

Pour tout M 2 �

v

; M+

v

V ,M

?

!

v

V

Pour tout M 2 �

c

; M+

c

V ,M

?

!

c

V



La troisi�eme relation de r�eduction dont nous avons besoin, !

�c

: �

c

! �

c

,

est la r�eduction forte dans �

c

, qui autorise l'application de (�), (C1) et (C2) dans

tout contexte, i.e. en position de fonction, en position d'argument et aussi sous

les abstractions. Pour toute s�equence de r�eductions !

�c

, il existe une r�eduction

standard compos�ee d'une s�equence de r�eductions !

c

, suivie d'une s�equence de

r�eductions!

�c

qui r�eduit toujours le radical le plus �a gauche (cf. th�eor�eme 4.4.3.4

[60].)

L'�etape suivante consiste �a introduire une nouvelle relation de r�eduction sur

�

c

, not�ee !

o

, pour simuler!

v

pas �a pas.

(1) Si M 6= (cx)M

0

alors (�x:M)N!

o

M [N=x]

(2) Si N 2 V

c

alors (�x:(cx)M)N!

o

M [N=x]

(3) Si N!

o

N

0

alors (�x:(cx)M)N!

o

(�x:(cx)M)N

0

(4) Si M!

o

M

0

alors (MN)!

o

(M

0

N)

Proposition 2.2.7 Pour tout M;N 2 �

c

, M!

o

N )M

?

!

�c

N .

Preuve. L'�enonc�e est prouv�e par r�ecurrence sur la longueur l de d�erivation de

M!

o

N . Quand l = 1, si la r�egle appliqu�ee est (1), alors M!

�c

N par la r�egle

(�). Si c'est (2) qu'on utilise, alors

M = (�x:(cx)M)N!

�c

(cN)(M [N=x])!

�c

I(M [N=x])!

�c

M [N=x] = N

Dans le cas o�u l > 1, l'�enonc�e d�ecoule de l'hypoth�ese de r�ecurrence et du fait que

!

�c

est la r�eduction forte. �

Par r�ecurrence sur M on peut montrer

(M)

c

v

[(N)

c

v

=x] = (M [N=x])

c

v

Proposition 2.2.8 Pour tout M;N 2 �

v

, M!

v

N , (M)

c

v

!

o

(N)

c

v

.

Preuve. Par r�ecurrence sur la preuve deM!

v

N , en utilisant l'�enonc�e pr�ec�edent.

�

Le d�eterminisme de la relation !

o

est un corollaire de la proposition 2.2.8.

Preuve du th�eor�eme 2.2.6, partie ) : soit M un terme clos de �

v

et sup-

posons M+

v

V . Alors M

?

!

v

V et, par la proposition 2.2.8, on a (M)

c

v

?

!

o

(V )

c

v

.

D'o�u (M)

c

v

?

!

�c

(V )

c

v

, en appliquant 2.2.7. Donc (M)

c

v

+

c

par le th�eor�eme de

standardisation pour !

�c

[60]. �



La preuve de la seconde moiti�e du th�eor�eme 2.2.6 n�ecessite quelques d�e�nitions

et propri�et�es suppl�ementaires.

D�e�nition 2.2.9 On appelle contextes faibles les contextes d�e�nis par :

Q ::= (cQ)N j(QN)j[]

D�e�nition 2.2.10 (4.4.3.13 dans [60])

Soit M 2 �

c

. Une !

�c

-r�eduction in�nie

M =M

0

!

�c

M

1

!

�c

:::!

�c

M

i

!

�c

:::

est quasi-faible s'il existe une collection in�nie d'indices n

1

; :::; n

i

; ::: t.q. n

i

<

n

i+1

et M

n

i

�1

!

c

M

n

i

pour tout i.

Remarque 2.2.11 SoitM 2 �

c

. Si M a une r�eduction in�nie quasi-faible, alors

Q[M ] a une r�eduction quasi-faible in�nie quelque soit le contexte faible Q.

Proposition 2.2.12 (4.4.3.18 dans [60])

Soit M 2 �

c

. M a une r�eduction in�nie quasi-faible ssi M *

c

.

Notation 2.2.13 On note �

o

l'ensemble des termes de �

c

qui correspondent �a

des traductions de termes dans �

v

. C'est-�a-dire, L 2 �

o

ssi 9M 2 �

v

(M)

c

v

=

L 2 �

c

�

Etant donn�e M 2 �

o

, on �ecrit M #

o

lorsque M a une r�eduction !

o

�nie qui

termine sur un terme irr�eductible. Sinon, on �ecrit M"

o

. La notation M

�

!

o

M

0

indique que le radical r�eduit est �.

Remarquons queM #

o

N implique que N est une abstraction; le combinateur

c de �

c

est uniquement utilis�ee appliqu�ee �a des arguments. Le lemme suivant est

fondamental dans la preuve du th�eor�eme 2.2.6.

Lemme 2.2.14 Soit M 2 �

o

. Si M"

o

, alors M a une r�eduction quasi-faible

in�nie.

Preuve. Soit M 2 �

o

et M"

o

, i.e.

M =M

0

�

1

!

o

M

1

�

2

!

o

M

2

: : :

�

n

!

o

M

n

�

n+1

!

o

: : :

Un des cas suivants est v�eri��e :

A. Un nombre non-born�e de r�eductions �

i

utilise les r�egles (1) ou (2).

B. 9N � 1 8i � N �

i

utilise (3) comme derni�ere r�egle.

C. 9N � 1 8i � N �

i

utilise (4) comme derni�ere r�egle.



Supposons que le cas A n'est pas v�eri��e et que N est le plus petit n t.q.

8i � n: �

i

utilise (3) ou (4) comme derni�ere r�egle.

{ Si �

N

utilise (3) alors M

N

= (�x:(cx)M

0

)L o�u L n'est pas une abstraction;

sinon �

N+1

utiliserait (2), en contradiction avec l'hypoth�ese. Par cons�e-

quent, (3) est le seul candidat pour �

N+1

, avec pr�emisse L!

o

L

0

. Par la

même raison, L

0

ne peut pas être une abstraction. En r�eit�erant cet argu-

ment on obtient le cas B (L ne converge pas).

{ Supposons que �

N

utilise (4). Alors M

N

= (M

1

M

2

). Si M

1

"

o

, il est clair

que le cas C est v�eri��e. Sinon, M

1

#

o

�x:M

0

1

avec M

0

1

= (cx)M

00

1

. On ne

peut pas avoir M

0

1

6= (cx)M

00

1

puisque la r�egle (1) n'est pas applicable. De

plus, M

2

n'est pas une abstraction; alors le cas B est v�eri��e.

Si c'est le cas A qui est v�eri��e, alors M a une r�eduction quasi-faible in�nie

par la proposition 2.2.12. Nous examinons ensuite les cas restants. On d�e�nit les

contextes D

xL

et E

L

par:

D

xL

= (�x:(cx)L)[] E

L

= ([]L)

et on suppose que F , G, H sont de la forme D

xL

ou E

L

. On r�eunit les cas B et

C comme suit:

M

?

!

o

F [R

0

]!

o

F [R

1

]!

o

: : :!

o

F [R

m

]!

o

: : :

Toute d�eduction F [R

i

]!

o

F [R

i+1

] consiste en un nombre �ni d'applications

des r�egles (3) et (4) et en une application de (1) ou (2). C'est-�a-dire, 9n

i

�

0 9G

i

1

; : : : ; G

i

n

i

9S

i

; S

0

i

t.q. S

i

!

o

S

0

i

par la r�egle (1) ou par la r�egle (2) et

R

i

= G

i

1

[G

i

2

[::[G

i

n

i

[S

i

]]::]]

R

i+1

= G

i

1

[G

i

2

[::[G

i

n

i

[S

0

1

]]::]]

On �ecrit G

i

1

[::[G

i

n

i

[::]]::] comme G

i

1

::G

i

n

i

[::]. Puisque pour tout i on a R

i

"

o

, il

existe un plus grand k

i

, appel�e le niveau d'imbrication de R

i

, avec 1 � k

i

� n

i

,

t.q.

R

i

= G

i

1

::G

i

k

i

[X

i

] o�u X

i

"

o

L'�etape suivante consiste �a prouver

(�) Si X

i

"

o

par A alors R

i

"

o

a une r�eduction quasi-faible in�nie.

On proc�ede par r�ecurrence sur k

i

. Si k

i

= 0, alors R

i

"

o

par A; donc R

i

a une r�eduction quasi-faible in�nie. Dans le cas o�u k

i

� 1, par r�ecurrence,

G

2

::G

k

i

[X

i

] a une r�eduction quasi-faible in�nie G

2

::G

k

i

[X

i

]!

�c

Y

1

::!

�c

Y

j

!

�c

::.

Si G

1

= (�x:(cx)L)[], la r�eduction suivante est in�nie et quasi-faible :

R

i

= (�x:(cx)L)(G

2

::G

k

i

[X

i

])!

c

(cG

2

::G

k

i

[X

i

])(L[G

2

::G

k

i

[X

i

]=x])!

�c



(cY

1

)(L[G

2

::G

k

i

[X

i

]=x]):::!

�c

(cY

j

)(L[G

2

::G

k

i

[X

i

]=x])!

�c

:::

Sinon, G

1

= []L; donc

R

i

= (G

2

::G

k

i

[X

i

])L!

�c

(Y

1

L):::!

�c

(Y

j

L)!

�c

:::

est une r�eduction quasi-faible in�nie.

La r�eduction de M peut avoir deux formes:

1. Si 8i k

i

= 0, alors on montre 8i R

i

"

o

par A. Soit par exemple i = 0 et

supposons que R

0

"

o

par B ou C. Alors, il existe un N �ni qui v�eri�e soit

R

N

= D

xL

[L

0

] soit R

N

= E

L

[L

0

], o�u L

0

"

o

. Par cons�equent, k

N

� 1, ce qui

contredit l'hypoth�ese. Par (�), F [R

0

] a une r�eduction quasi-faible in�nie.

Alors M en a une aussi.

2. Supposons 9i k

i

> 0. Consid�erons la s�equence d'indices m

0

; : : :m

i

; :: t.q. :

{ m

0

est le plus petit j t.q. k

j

> 0

{ 8i8z 2 [m

i

;m

i+1

� 1] k

m

i

< k

m

i+1

& k

z

= k

m

i

Par la suite, p

i

d�enote k

m

i

et nous omettons les indices des contextes G. On

distingue deux cas:

(a) La s�equence d'indices associ�ee �a M est �nie. C'est-�a-dire, il existe un

plus grand N �ni t.q. 8j > p

N

k

j

= p

N

. Autrement dit, 8j > p

N

R

j

=

G

1

::G

p

N

[X

j

]. Comme dans (1), il est clair que X

m

N

"

o

par A; sinon le niveau

d'imbrication de R

m

N

d�epasserait p

N

. En conclusion, FG

1

::G

p

N

[X

m

N

] a une

r�eduction quasi-faible in�nie par la propri�et�e (�). Donc M en a une.

(b) La s�equence d'indices associ�ee �a M est in�nie. C'est-�a-dire,

M

?

!

o

F [G

1

::G

p

0

[X

m

0

]]

?

!

o

F [G

1

::G

p

0

G

p

0

+1

::G

p

1

[X

m

1

]]:::

?

!

o

F [G

1

::G

p

0

::G

p

i

G

p

i

+1

::G

p

i+1

[X

m

i+1

]]

?

!

o

:::

o�u X

m

i

"

o

et X

m

i

+

!

o

G

p

i

+1

::G

p

i+1

[X

m

i+1

] pour tout i.

Il faut remarquer que les r�eductions des X

m

i

sont de longueur > 0. Suppo-

sons qu'il existe j qui v�eri�e X

m

j

= G

p

j

+1

::G

p

j+1

[X

m

j+1

]. Alors

R

m

j

= G

1

::G

p

j

G

p

j

+1

::G

p

j+1

[X

m

j+1

]

et le niveau d'imbrication de R

m

j

d�epasse p

j

= k

m

j

car p

j+1

> p

j

, ce qui

est absurde par hypoth�ese.

Maintenant nous allons construire une r�eduction deM quasi-faible et in�nie

de la forme

(IQL) M

?

!

o

Q

0

[X

0

] : : :

?

!

�c

Q

0

::Q

i

[X

i

]

?

!

�c

:::



avecQ

0

; : : : Q

i

::: des contextes faibles. On d�e�nit l = k

i+1

�k

i

etH

1

= G

k

i

+1

: : : H

l

= G

k

i+1

.

Par r�ecurrence sur l on a

(��) H

1

: : :H

l

[X]

?

!

c

Q[X]

Nous indiquons les �etapes de la preuve du cas de r�ecurrence. Soit l > 1 et

Q

0

le contexte faible associ�e �a H

2

: : :H

l

[X]

{ ou bien

H

1

: : :H

l

[X] = (�y:(cy)N)[])H

2

: : :H

l

[X]!

c

(c(H

2

: : :H

l

[X]))(N [(H

2

: : :H

l

[X])=y]);

auquel cas Q = (cQ

0

)(N [(H

2

: : :H

l

[X])=y]) est un contexte faibles

{ ou bien H

1

: : :H

l

[X] = (H

2

: : :H

l

[X])N . Alors Q = (Q

0

N) est un

contexte faible.

On proc�ede par cas sur X

m

i

pour montrer qu'il existe un contexte faible

Q

i+1

t.q. X

m

i

?

!

�c

Q

i+1

avec au moins une �etape de r�eduction faible. Donc

(IQL) est une r�eduction quasi-faible in�nie par la remarque 2.2.11.

(a) Si X

m

i

= (�x:(cx)L)V avec V 2 V

c

, le caract�ere d�eterministe de !

o

implique

X

m

i

(2)

!

o

L[V=x]

?

!

o

G

p

i

+1

::G

p

i+1

[X

m

i+1

]

Par la proposition 2.2.12 et la propri�et�e (��), la r�eduction suivante fait

au moins trois �etapes de r�eduction faible:

X

m

i

(�)

!

c

(cV )(L[V=x])

(C2)

!

c

I(L[V=x])

(�)

!

c

L[V=x]

?

!

�c

G

p

i

+1

::G

p

i+1

[X

m

i+1

]

?

!

c

Q

i+1

(b) Si X

m

i

= (�x:L)N with L 6= (cx)L

0

, par un argument similaire �a celui

donn�e pour (a) on obtient une r�eduction de X

m

i

avec, dans ce cas, au

moins une �etape faible.

(c) Si X

m

i

= (�x:(cx)L)N o�u N 62 V

c

, alors N+

c

V implique:

X

m

i

?

!

o

(�x:(cx)L)V

+

!

o

G

p

i

+1

::G

p

i+1

[X

m

i+1

]

C'est le cas (a) d�ej�a montr�e. Remarquons que N ne peut pas diverger

car on aurait X

i

= N .



(d) Si X

m

i

= (N

1

N

2

) avec N

1

62 V

c

, alors N

1

#

o

(sinon X

m

i

= N

1

.) Soit V

t.q. N

1

+

c

V ; on a

X

m

i

?

!

o

(V N

2

)

+

!

o

G

p

i

+1

::G

p

i+1

[X

m

i+1

]

La forme de (V N) correspond au cas (a) ou au cas (b).

�

Preuve du th�eor�eme 2.2.6, partie (: supposons M *

v

. Donc M"

o

. Par

le lemme 2.2.14, M a une r�eduction quasi-faible in�nie. On conclut M *

c

par la

proposition 2.2.12. �

2.2.4 Le calcul �

j

Nous pr�esentons ici une variante du lambda calcul faible �

j

pour les fonctions

parall�eles d�e�ni par Boudol [14], obtenu par combinaison de �

�

et �

c

. Le test de

convergence parall�ele y est d�e�nissable: il su�t de poser p = �xy:(cx� cy).

Comme nous l'avons signal�e, la combinaison de �

s

et �

�

serait aussi conve-

nable. Par contre, et malgr�e la simulation mutuelle des calculs �

c

, �

s

et �

v

, l'appel

par valeur n'est pas compatible avec le choix non-d�eterministe. En e�et, le calcul

qui r�esulte de l'incorporation de l'op�erateur � �a �

v

, not�e �

�

v

, ne v�eri�e pas le

lemme des contextes, n�ecessaire pour donner une interpr�etation fonctionnelle au

calcul. Les tests applicatifs associ�es �a �

�

v

sont de la forme

A ::= [] j�x:A j�

v

x:A j (AM)

Lemme 2.2.15 Il existe M;N 2 �

�

v

t.q. Mv

A

N et :(M v

�

v

N)

Preuve.

16

Soit M et N les termes suivants

M = �

v

z:(K

v

� F

v

) N = (�

v

z:K

v

)� (�

v

z:F

v

)

o�u K

v

et F

v

sont les versions strictes de K et F ; i.e.

K

v

= �

v

xy:x F

v

= �

v

xy:y

On remarquera que M est une valeur mais pas N . Il est facile de voir que

M '

A

N puisque 8k 8N

1

: : : N

k

:MN

1

: : :N

k

+

�

v

, NN

1

: : : N

k

+

�

v

. Pour k = 0

la preuve est imm�ediate. Pour k > 0 on montre par r�ecurrence sur k la propri�et�e

suivante :

M

~

L +

�

v

V ,N

~

L +

�

v

V

16: L'exemple est de G. Boudol.



Or on peut construire un contexte non-applicatif tel que C[M ] +

�

v

mais C[N ] *

�

v

.

On d�e�nit:

(




0

= �� o�u � = �x:xx




n+1

= �

v

x:


n

C = (�

v

x:((x


1




2




1

)(x


1




1




2




1

))) []

On a (


2




1

) +

�

v

�

v

x:


0

et aussi 


2

(


2




1

) +

�

v




1

tandis que (


1




1

) *

�

v

et




1

(


2




1

) *

�

v

. Par cons�equent :

C[M ] +

�

v

, (M


1




2




1

)(M


1




1




2




1

) +

�

v

, ((K

v

� F

v

)


1




2




1

)((K

v

� F

v

)


1




1




2




1

) +

�

v

Le dernier terme converge en prenantK

v

pour la premi�ere occurrence de (K

v

�F

v

)

et F

v

pour la deuxi�eme : on obtient 


2

(


2




1

) +

�

v

apr�es quelques �etapes d'�eva-

luation. En ce qui concerne C[N ], le premier pas consiste �a calculer une valeur

pour N , c'est-�a-dire, �a choisir entre sa composante gauche et sa composante

droite. Mais ni C[�

v

z:K

v

] ni C[�

v

z:F

v

] ne convergent : du premier terme on ob-

tient 


2

(


1




1

) *

�

v

et 


1

(


2




1

) *

�

v

du second. Alors C[N ] *

�

v

. �

Le contre-exemple construit dans la preuve pr�ec�edente n'en est pas un si

l'appel par valeur est simul�e par le test de convergence. Dans ce cas,

(C)

c

v

= (�x:(cx)((x


1




2




1

)(x


1




1




2




1

)))[]

et le probl�eme ne se pr�esente pas car x est substitu�e par le terme N entier.

Finalement, observons que si k remplace � il n'y a pas non plus de di�cult�e

�a montrer que M et N ne sont pas s�eparables; la raison est ici que (�

v

z:K

v

) k

(�

v

z:F

v

) est une valeur.

En conclusion, �a exception de �

v

et �

�

, toute combinaison de �

c

, �

v

et �

s

avec �

�

et �

k

est susceptible de v�eri�er un lemme de contextes. Plus loin dans

ce chapitre nous discuterons sur le choix de � au lieu de k dans la d�e�nition du

calcul �

j

, motiv�e par la structure du codage dans �.

Syntaxe

La version de �

j

�etudi�ee ici fait intervenir des substitutions semi-explicites;

les abstractions et les variables sont d�e�nies comme des clôtures - i.e. paires

constitu�ees d'une valeur fonctionnelle ou d'une variable et d'une substitution. La

pr�esentation des variables comme clôtures entrâ�ne une modi�cation de la notion

d'�evaluation par rapport �a la d�e�nition originale, dont l'utilit�e se manifeste dans

la preuve d'ad�equation du codage de �

j

dans �. Il s'agit de rendre explicite le

processus de substitution d'une variable par un terme a�n de le rapprocher du

m�ecanisme employ�e par le codage.



Les termes et les valeurs de �

j

sont d�e�nis par les grammaires :

(�

j

) M ::=< U; � > j (MM) j (M �M) j c

U ::= x j�x:M

(�

j

) � ::= " j [M=x]�

(V

j

) K ::=< �x:M; � > j c

o�u � d�enote une substitution, possiblement vide ("). Remarquons que M� n'est

pas un terme de �

j

. Les composantes [M=x] d'une substitution � sont des entr�ees

de substitution. On d�e�nit

V ar(�) = fx = [M=x] est une entr�ee de substitution de �g

L'image de x dans �, not�ee �(x), est donn�ee par :

"(x) = x ([M=y]�)(x) =

(

M si y = x

�(x) sinon

D�esormais, le corps d'une clôture < U; � > est U et on appelle simplement

abstractions les clôtures de la forme < �x:M; � >. On utilise toujours I pour

d�enoter l'identit�e < �x:x; � >.

L'ensemble fv(M) des variables libres de M est d�e�ni comme suit:

fv(< x; " >) = fxg

fv(< x; [M=y]� >) = fv(< x; � >)

fv(< x; [M=x]� >) = fv(M)

fv(< �x:M; � >) = fy =9z: z 2 fv(M) � fxg & y 2 fv(�(z))g

fv(c) = ;

fv(MN) = fv(M �N) = fv(M) [ fv(N)

L'ensemble bv(M) est d�e�ni par:

bv(") = ;

bv([M=x]�) = fxg [ bv(M) [ bv(�)

bv(< x; � >) = bv(�)

bv(< �x:M; � >) = fxg [ bv(M) [ bv(�)

bv(c) = ;

bv(MN) = bv(M �N) = bv(M) [ bv(N)

L'application d'une substitution �a un terme, op�eration sur laquelle se base la

�-conversion, est d�e�nie par l'�egalit�e =

s

:

< x; � > � =

s

< x; (� � �) >

c� =

s

c

< �x:M; � > � =

s

< �x:M; (� � �) >

(MN)� =

s

(M� N�)

(M �N)� =

s

(M� � N�)



Par abus de notation, on note � =

s

� l'�egalit�e de substitutions, d�e�nie par :

(" � �) =

s

�

([N=x]�) � � =

s

[N�=x](� � �)

L'extension de �

j

qui incorpore les termes M�, not�ee �

ej

, est de'�nie par :

(�

ej

) M ::=< U; � > jM� j (MM) j (M �M) j c

et l'ensemble des substitutions o�u la composition � fait partie de la syntaxe est :

(�

ej

) � ::= " j [M=x]� j (� � �)

Les termes de �

ej

et les substitutions de �

ej

ont des repr�esentants uniques

dans �

j

et �j. C'est-�a-dire,

{ Pour tout � 2 �

ej

, il existe un unique � 2 �

j

t.q. � =

s

� .

{ Pour tout M 2 �

ej

, il existe un unique terme N 2 �

j

t.q. M =

s

N .

�

Evaluation

La relation d'�evaluation faible!

j

du calcul est d�e�nie par le syst�eme de r�egles

de la �gure 2.10. On remarquera que!

j

est elle-même une relation transitive. La

(�) < �x:M; � > N!

j

M [N=x]� (saisie) < x; [M=x]� >!

j

M

(chl) (M �N)!

j

M (chr) (M �N)!

j

N

(pop)

< x; � >!

j

N

< x; [M=y]� >!

j

N

(app)

M!

j

M

0

(MN)!

j

(M

0

N)

(obs)

N!

j

V 2 V

j

cN!

j

I

(trans)

M!

j

L L!

j

N

M!

j

N

Fig. 2.10 -

�

Evaluation dans �

j

r�egle (trans) est utile dans l'�evaluation des termes de la forme cN : elle permet

de ne pas observer les �etapes interm�ediaires qui correspondent �a l'�evaluation de

N dans le syst�eme usuel, d�e�ni dans la section 2.2.3. C'est la r�egle N!

j

N

0

)



(cN)!

j

(cN

0

) qui poserait des probl�emes dans la preuve d'ad�equation du codage

de �

j

dans �. Nous reviendrons sur ce point plus loin. Par ailleurs, les r�egles

(saisie) et (pop) ainsi que l'�egalit�e < x; � > � =

s

< x; (� � �) > ne font pas

partie de la d�e�nition du calcul donn�ee dans [15]. Dans notre cadre, comme dans

[15], les substitutions se comportent comme des environnements : la valeur de x

dans � = [M

1

=y

1

] : : : [M

n

=y

n

]" est le premier terme M

i

, de gauche �a droite, qui

v�eri�e x = y

i

. Mais cette d�e�nition est donn�ee dans [15] en posant x� =

s

�(x).

Ce sont les r�egles (pop) et (saisie) qui permettent une simulation assez directe

de la substitution par le codage. Le pr�edicat de convergence +

j

, est l'union des

pr�edicats +

c

et +

�

(cf. �gures 2.7 et 2.6) plus les r�egles de la �gure 2.11. On v�eri�e

M+

j

V ,M!

j

V .

M+

j

V

< x; [M=x]� > +

j

V

< x; � > +

j

V

< x; [M=y]� > +

j

V

Fig. 2.11 - Pr�edicat de convergence +

j

Nous consid�erons le pr�eordre extensionnel v

j

d�e�ni sur des �

j

-contextes o�u la

constante [] n'apparâ�t pas dans la partie substitution des clôtures. C'est-�a-dire,

les contextes ont la forme suivante :

C ::= [] j < x; � > j < �x:C; � > j (CC) j (C �C) j c

D�e�nition 2.2.16 Une substitution � = [H

1

=y

1

] : : : [H

n

=y

n

]" est normalis�ee si

y

j

62 fn(H

i

) quelque soit i; j.

Par la suite, nous travaillons sous l'hypoth�ese que les substitutions qui com-

posent les clôtures sont normalis�ees. Il faut noter que cette restriction ne modi�e

pas l'expressivit�e du calcul; il s'agit d'une forme d'�-conversion.

�

Etant donn�e

< V; � >, on peut toujours d�e�nir une nouvelle clôture < V

0

; �

0

> o�u �

0

est nor-

malis�ee. On obtient �

0

en renommant les entr�ees de substitution de � avec des

variables neuves; V

0

est le r�esultat de l'application de ce même renommage �a V .

Le sens de la clôture de d�epart ne se voit pas chang�e puisque chaque variable libre

du corps d'une clôture utilise au plus une entr�ee de substitution. Cette restriction

est essentielle pour garantir que le codage de �

j

dans � e�ectue correctement les

substitutions

17

.

2.2.5 Autres formes �etendues du �-calcul

L'introduction du non-d�eterminisme dans le lambda calcul est un vieux th�eme

qui r�epond �a deux motivations principales : l'�etude des fonctions multivalu�ees

17: Il existe d'autres codages qui ne n�ecessitent pas de substitutions normalis�ees.



d'une part, qui correspondent aux domaines des parties, et la solution du pro-

bl�eme d'ad�equation compl�ete des mod�eles �a la Scott. Le but de cette section

est de situer les calculs �etudi�es auparavent dans le cadre des �-calculs �etendus.

Pour cela, nous pr�esentons une classi�cation de ces calculs - qui ne pr�etend pas

être exhaustive - selon les fonctionnalit�es ajout�ees : choix non-d�eterministe, com-

position parall�ele, test de convergence, etc. Nous avons dessin�e trois tableaux,

qui concernent le lambda calcul faible (tableau 2.1), le lambda calcul classique

o�u la r�eduction ne se limite pas �a une strat�egie particuli�ere (tableau 2.2), et le

lambda calcul typ�e (tableau 2.3). La plupart des op�erateurs nouveaux ont d�ej�a

�et�e introduits. Nous d�e�nirons briev�ement ceux qui ne l'ont pas �et�e.

appel appel type

calcul cf. par par � k c p ] s�emantique

nom valeur op�erationnelle

�

p

[2] � � may testing

�

j

[14] � � � may testing

�

]

[72] � � bisimulation

�

1

[15] � � asynch may testing

�

2

[4] � � � synch must testing

�

3

[61, 62] � � � synch must testing

�

4

[29, 30] � � � synch must testing

Tab. 2.1 - �-calculs faibles non-d�eterministes

calcul cf. � k type s�emantique op�erationnelle

�

5

[49] � must testing

�

6

[28, 31] � synch must testing

Tab. 2.2 - �-calculs classiques non-d�eterministes

Pour ce qui est du calcul �

]

de Sangiorgi, l'op�erateur unaire ] remplace le

choix non-d�eterministe habituel. Il est d�e�ni par

]M!

]

M et ]M!

]




Nous en reparlerons dans la section 2.4. On remarquera aussi qu'il y a deux

approches pour l'introduction de la composition parall�ele k : asynchrone, utilis�ee

par Boudol et �etudi�ee dans la section 2.2.1, et synchrone. La version asynchrone

permet le calcul dans une seule branche de la composition, c'est-�a-dire, M k N

peut se r�eduire sur M

0

k N si M se r�eduit sur M

0

. Dans le cadre d'un calcul avec

une s�emantique de type must testing, comme �

2

�a �

6

, o�u on veut

(M �N) + , M + et N +



le choix non-d�eterministe � et le k asynchrone constituent le même op�erateur.

La version synchrone de k est utilis�ee pour distinguer la composition parall�ele du

choix non-d�eterministe : si M et N se r�eduisent sur M

0

et N

0

, respectivement,

alors le terme (M k N) se r�eduit sur (M

0

k N

0

); l'�evaluation dans une seule

branche n'est autoris�ee que si l'autre branche correspond �a un terme irr�eductible.

Le tableau suivant concerne les langages typ�es, tous variantes du PCF de

Plotkin, sauf le dernier dû �a Hennessy.

appel appel

langage cf. par par \if" \or" up

�

nom valeur parall�ele

PCF [66] � �

NDL [6] � �

PCF

l

[13] � � �

PCF

v

[76] � �

PCF

nv

[77] � � �

d�e�nitions \run-time choice"

par r�ecurrence [39] et � �

non-d�eterministes \call-time choice"

Tab. 2.3 - Langages typ�es non-d�eterministes

L'op�erateur up

�

est l'�equivalent du test de convergence, pour chaque type � .

Le \if" parall�ele permet l'�evaluation de deux expressions en même temps. Le \or"

remplace le choix non-d�eterministe des calculs non-typ�es.

Dans le dernier langage mentionn�e, le m�ecanisme d'appel par nom est divis�e

en deux strat�egies, appel�ees \call-time choice" et \run-time choice" par l'auteur.

Il s'agit de deux formes di��erentes de passage de param�etres, qui concernent les

arguments de la formeM or N . En e�et, la question se pose de comment �evaluer

F (0 or 1) �etant donn�e

F (x) = if x = 0 then x else 2

La strat�egie \call-time-choice" d'appel par nom correspond �a l'�evaluation de

(0 or 1) au moment de l'appel, i.e. avant de proc�eder �a la substitution; les r�e-

sultats possibles sont 0 et 2 :

F (0 or 1)! F (0)! : : :! 0

et

F (0 or 1)! F (1)! : : :! 2



Quant �a la strat�egie \run-time choice" d'appel par nom, elle correspond �a l'�eva-

luation de l'argument (0 or 1) apr�es substitution, ce qui donne trois r�esultats

possibles :

F (0 or 1) ! if (0 or 1) = 0 then (0 or 1) else 2!

if 0 = 0 then (0 or 1) else 2! (0 or 1)!

8

>

<

>

:

0

et

1

et

F (0 or 1) ! if (0 or 1) = 0 then (0 or 1) else 2!

if 1 = 0 then (0 or 1) else 2 : : :! 2

2.3 Codage de �

j

dans �

2.3.1 D�e�nition

Le codage de �

j

dans � est une fonction [[�]] : (�

j

�N )[�! �, d�e�nie selon

l'approche de Milner [54]. La construction de la fonction de traduction est guid�ee

par la simulation de l'�evaluation des termes de �

j

dans le �-calcul. Le rôle du canal

qui accompagne le terme est crucial: dans les lambda calculs, la r�egle � sp�eci�e

la communication entre un argument et une abstraction par juxtaposition; dans

le �-calcul cette communication est r�ealis�ee �a travers un canal qui lie la fonction

�a son prochain argument.

Du fait que les substitutions de � se comportent comme des environnements,

notre fonction [[�]] code les substitutions sous la forme de contextes dans lesquels

les termes seront plong�es. En particulier, le contexte [] repr�esente la substitution

vide ". La notation adopt�ee est la suivante: [[�]] d�enote un �-contexte avec un seul

trou, et dans [[�]](P ), la constante [] est remplac�ee par le processus P .

La traduction d'une clôture revient �a plonger le corps (abstraction ou variable)

dans le contexte qui traduit la substitution:

[[< V; � >]]u = [[�]]([[V ]]u)

Le codage des entr�ees de substitution est en rapport avec le codage des va-

riables. L'entr�ee [H=x] (not�ee aussi x := H) est repr�esent�ee dans � par la res-

source x(w)[[H]]w, tandis que [[x]]u = xu �emet la continuation u. La traduction

de < x; [H=x]" > est donc la composition parall�ele de x(w)[[H]]w et xu, ce qui

permet de produire [[H]]u apr�es une �etape de r�eduction dans �.

Mais il est clair que le codage de < x; [H=x][J=x]" > ne peut pas être (xu j

x(w)[[H]]w j x(w)[[J ]]w), car ce processus donne [[H]]u et aussi [[J ]]u par r�eduction.

La solution de ce probl�eme consiste en la cr�eation des noms priv�es pour chaque



entr�ee de substitution, suivant l'imbrication de la substitution (i.e. l'ordre des

entr�ees de gauche �a droite). Ainsi, � = [H

1

=y

1

] : : : [H

n

=y

n

]" est transform�e en

(�y

n

)( (�y

n�1

)( : : : (�y

1

)( [] j [[y

1

:= H

1

]] ) : : : j [[y

n�1

:= H

n�1

]] ) j [[y

n

:= H

n

]] )

Avec cette repr�esentation, l'acc�es �a [[J ]]u dans

(�x)( (�x)(xu j [[x := H]]) j [[x := J ]] )

est bloqu�e parce que l'occurrence de x en xu est li�ee par la restriction (�x) la

plus proche (qui correspond �a x := H dans ce cas.) C'est-�a-dire, le processus est

�-convertible en (�x)( (�y)(yu j [[y := H]]) j [[x := J ]] ) avec y nouveau.

Il y a encore un point a consid�erer: la non-lin�earit�e des lambda termes. Remar-

quons que, pour chaque occurrence libre de la variable x dans M , la traduction

de M [x=H]" doit mettre �a disposition une ressource [[x := H]]. En utilisant la

r�eplication, le codage des entr�ees de substitution devient

[[x := H]] =!x(w)[[H]]w

Nous examinons maintenant le codage des abstractions et des applications.

Les abstractions correspondent �a des processus gard�es par une entr�ee qui �gent

les corps, pr�eservant ainsi la notion de valeur puisque les gardes d'entr�ee bloquent

le calcul. La traduction de �x:M est celle de Milner [54]: le processus [[�x:M ]]u

re�coit par u le nom du canal qui garde le processus correspondant au premier

argument de �x:M . Ensuite, le processus consomme le nom de canal �a travers

lequel il peut communiquer avec un deuxi�eme argument potentiel.

[[�x:M ]]u = u(x):u(v)[[M ]]v

De fa�con compl�ementaire, pour simuler la �-conversion (�x:M)N!

j

M [N=x],

l'argument envoie �a la fonction, d'abord, un nom priv�e z qui garde N - et qui

substituera x, puis un nom w pour acc�eder a l'argument suivant de (�x:M)N .

La substitution [N=z] n'est pas r�ealis�ee; le corps de l'abstraction est plong�e dans

l'environnement (�z)([]j[[z := N ]]). Ainsi, chaque instance de z peut consommer

une copie de l'argument (rappelons que [[z := N ]] est la r�eplication !z(w)[[N ]]w).

[[MN ]]w = (�u)([[M ]]u j push(N)uw) o�u

push(N)uw = (�z)(uz:uw j [[z := N ]])

Pour le test de convergence on prend la d�e�nition donn�ee dans [54]:

[[c]]u = u(x):u(v):(�w)xw:(�y)wy:[[I]]v

Le terme [[cN ]]u se comporte d'abord comme une application ordinaire (remar-

quons que [[c]]u commence comme une abstraction) puis r�ealise les trois pas sui-

vants:

{ acc�eder �a une copie de N �a travers le nom priv�e qui remplace x (la garde

xw est consomm�ee); [[N ]]w est alors en ex�ecution (avec w un nom priv�e);



{ attendre la convergence deN ; c'est-�a-dire, attendre un processus de la forme

w(y) : : :;

{ si N est convergent, le processus obtenu consomme la garde de sortie wy,

ce qui donne comme r�esultat [[I]]v.

La traduction du choix non-d�eterministe est tr�es simple; on oblige �a e�ectuer le

choix entre M et N avant toute autre action:

[[M �N ]]u = (�v)(vu j v(w)[[M ]]w j v(w)[[N ]]w)

La �gure 2.12 contient la d�e�nition compl�ete de la fonction de codage.

[[< V; � >]]u = [[�]]([[V ]]u)

[["]] = []

[[[M=x]�]] = [[�]]( (�x)( [] j [[x :=M ]] ) )

[[x]]u = xu

[[�x:M ]]u = u(x)u(v)[[M ]]v

[[MN ]]w = (�u)([[M ]]u j push(N)uw)

push(N)uw = (�z)(uz:uw j [[z := N ]])

[[x :=M ]] =!x(w)[[M ]]w

[[M �N ]]u = (�v)(vu j v(w)[[M ]]w j v(w)[[N ]]w)

[[c]]u = u(x):u(v):(�w)xw:(�y)wy:[[I]]v

Fig. 2.12 - Codage de �

j

dans �

Proposition 2.3.1 Pour tout M terme clos de �

j

,

1. M 2 V

j

, [[M ]]u # u

2. [[M ]]u

?

B P

�

! & � 6= � ) � = u(v)



Preuve. La partie 1 est imm�ediate, par inspection de la d�e�nition de [[ ]]. En ce

qui concerne la partie 2, par r�ecurrence surM on montre que [[M ]]u

?

B P implique

fn(P ) = fug [ fn(M) et Com(P ) � fug [ fn(M). D'o�u l'on tire

8M;P clos [[M ]]u

?

B P ) fn(P ) = fug & Com(P ) � fug (2.1)

Nous examinons le cas des clôtures �a titre d'exemple. SoitM =< �x:M

0

; � >. Re-

marquons que si � = [H

1

=y

1

] : : : [H

n

=y

n

] est normalis�ee (i.e. 8i; j : y

j

62 fn(H

i

)),

alors fn([[�]](Q)) =

S

n

i=1

fn(H

i

) [ (fn(Q)=fy

1

; : : : ; y

n

g). Donc

fn([[�]]([[�x:M

0

]]u)) =

n

[

i=1

fn(H

i

) [ (fn([[�x:M

0

]]u)=fy

1

; : : : ; y

n

g)

Par la d�e�nition de [[�x:M

0

]]u et l'h.r. sur M

0

, on a fn([[�x:M

0

]]u) = fug [

fn(�x:M

0

). Alors,

fn([[�]]([[�x:M

0

]]u)) =

n

[

i=1

fn(H

i

) [ fug [ (fn(�x:M

0

)=fy

1

; : : : ; y

n

g)

Com([[M ]]u) = Com([[�x:M

0

]]u)=fy

1

; : : : ; y

n

; y

1

; : : : ; y

n

g

= fug � fug [ fn(M)

Supposons [[M ]]u

?

B P

�

!. Par 1, il n'existe pas de nom r t.q. r 2 Com(P ). Alors �

est une transition d'entr�ee sur un canal w, o�u w 2 Com(P ). CommeM est clos,

w = u. �

Il faut noter que la condition de normalisation sur les substitutions est essen-

tielle. En e�et, le codage des substitutions utilise la r�eplication, une construction

pour repr�esenter des �el�ements persistants, quand en r�ealit�e la substitution de �

j

s'e�ace une fois qu'elle a �et�e utilis�ee (autant de fois que n�ecessaire). Le codage

des substitutions normalis�ees reproduit ce comportement de la fa�con suivante:

Proposition 2.3.2 Soit [M=x]� une substitution normalis�ee.

[[�]]((�x)([[M ]]u j [[x :=M ]])) � [[M ]]u

Preuve. Puisque � est normalis�ee, x 62 fv(M). Donc la restriction (�x) concerne

seulement [[x :=M ]] et on v�eri�e:

[[�]]((�x)([[M ]]u j [[x :=M ]])) � [[�]]([[M ]]u j (�x)[[x :=M ]])

Une application r�eit�er�ee de la loi pour r�eduire la port�ee d'un nom priv�e permet

de conclure

[[�]]((�x)([[M ]]u j [[x :=M ]])) � ([[M ]]u j [[�]]((�x)[[x :=M ]])) � [[M ]]u

�



Dans la section 2.2.4, nous avons soulign�e que les r�egles usuelles d'�evaluation

concernant c posaient des probl�emes. En e�et, notre d�e�nition de [[ ]] n'admet pas

la r�egle

Si N ! N

0

alors (cN)! (cN

0

)

car celle-ci ne correspond pas �a une s�equence de r�eductions B. Le r�esultat de

correction 2.3.4 ne serait donc pas v�eri��e. Pour permettre une �evaluation de

[[N ]]w, le processus [[cN ]]u doit consommer quelques gardes de c. Par cons�equent,

[[cN ]]u ne peut pas devenir [[cN

0

]]u.

Les calculs avec composition parall�ele k ont �et�e mis de côt�e en raison des pro-

pri�et�es des codages qu'ils auraient engendr�e. A priori, le codage de (M k N) pour-

rait être ([[M ]]u j [[N ]]u). Or, une telle d�e�nition pose deux probl�emes. Observons

tout d'abord que la r�egle de distribution de l'argument (M k N)L!

k

(ML k NL)

n'aurait pas une s�equence de r�eductions associ�ee dans le �-calcul, mais une �equi-

valence par bisimulation forte (M k N)L �

�

(ML k NL). Certainement, le

syst�eme de r�egles de r�eduction de �

k

peut être modi��e pour accommoder le co-

dage, par l'ajout de r�egles du style (< �x:M; � >k N)L ! M [L=x]� k (NL).

Une propri�et�e plus importante de cet hypoth�etique codage, d'o�u l'on tire des nou-

veaux contre-exemples �a l'ad�equation compl�ete, est la suivante : [[�x:(M k N)]]u

peut être distingu�e de [[�x:M k �x:N ]]u; en e�et, le calcul � permet de compter le

nombre de compositions parall�eles d'un terme tandis que �x:(M k N)'

k

(�x:M k

�x:N).

Finalement, on remarquera que la notion de r�eduction B du �-calcul semble

plus g�en�ereuse que n�ecessaire. Nous entendons par l�a que la restriction de la

communication sur des noms priv�es n'a�ecterait pas nos preuves. La nouvelle

formulation de 7! �a consid�erer serait

(�~v)fj :::; x(y):R

0

; xz:T; ::: jg 7! (�~v)fj :::; R

0

[z=y]; T; ::: jg avec x 2 ~v

2.3.2 Substitutions

Nous examinons maintenant le processus de substitution d�e�ni par les �equa-

tions =

s

. Le premi�ere �etape de la preuve de pr�eservation des r�eductions par [[ ]],

consiste �a montrer que les substitutions de �

j

sont correctement mod�elis�ees par

le codage. On �etend le domaine de [[ ]] aux termes de �

ej

et aux substitutions de

�

ej

. Les clauses ajout�ees sont :

[[M�]]u = [[�]]([[M ]]u)

[[� � �]] = [[�]]([[�]])

Nous rappelons queM� 2 �

ej

d�enote le �

j

-terme, soit A, o�u � a �et�e distribu�e

aux composants deM , selon les lois =

s

. De plus, � 2 �

ej

d�enote une substitution

� 2 �

j

. Dans le � calcul, ([[M�]]u; [[M�]]u) et ([[M�]]u; [[A]]u) sont des �equivalences

par bisimulation quelque soit M 2 �

j

. Les propri�et�es (�) et (��) suivantes seront



utiles dans la preuve de cette propri�et�e, ainsi que les �equivalences par bisimulation

B1-B5 (prouv�ees �a l'aide des �equivalences A1 et A2.)

(�) Si [H=x]� est normalis�ee alors (N [H=x]")� = N([H=x]�)

(��) [[(M�)�]]u = [[M(� � �)]]u

A1 !P �

�

!P j!P

B1 (�x)(P jQj!x(w):F ) �

�

(�x)(P j!x(w):F )j(�x)(Qj!x(w)F ) si x apparâ�t dans

P , Q, et F seulement comme nom de sortie.

Prouv�ee dans [55], cet �equivalence permet la distribution des substitutions.

A2 (�x)(P j!z(w)(Qj[[x := H]])j[[x := H]]) �

�

(�x)(P j[x := H)j(�x)!z(w)(Qj[[x := H]]) si x apparâ�t dans P et Q

seulement comme nom de sortie.

La relation R ci-dessous est une bisimulation �a �

�

pr�es (en utilisant A1):

{ ( (�x)(P j!z(w)(Qj[[x := H]])j[[x := H]]) ;

(�x)(P j[[x := H]]j(�x)!z(w)(Qj[[x := H]]) ) 2 R, si P;Q v�eri�ent les

conditions mentionn�ees.

{ (A;B) 2 R

1

) (A;B) 2 R , o�u R

1

est la bisimulation utilis�ee dans la

preuve de B1.

{ (A;B) 2 R ) ((�y)A ; (�y)B) 2 R .

{ (A;B) 2 R ) (U jA ; U jB) 2 R pour tout U .

{ (A;B) 2 R et (B;C) 2 R ) (A;C) 2 R .

B2 (�x)(v(z):P j!x(w):F ) �

�

(�x)v(z

0

):(P [z

0

=z]j!x(w):F ) si v 6= x et z

0

est un

nom nouveau.

Preuve imm�ediate.

B3 (�x)(!v(z):P j!x(w):F ) �

�

(�x)!v(z

0

):(P [z

0

=z]j!x(w):F ) lorsque v 6= x et z

0

sont des noms nouveaux.

Preuve imm�ediate .

B4 (�x)r(z):P �

�

r(z

0

):(�x)P [z

0

=z] si r 6= x et z

0

est un nom nouveau.

La relation R compos�ee des paires

{ ( (�x)(!v(z)P j !x(w)F ) ; (�x)!v(z

0

)(P [z

0

=z] j !x(w)F ) )

{ ( (�x)(S j !x(w)F j !v(z)P j !x(w)F ) ;

(�x)(S j !x(w)F j !v(z

0

)(P [z

0

=z] j !x(w)F )) )



o�u v 6= x et z

0

est nom nouveau, est une bisimulation �a �

�

pr�es (en utilisant

A1).

B5 (�x)!z(w):([[N ]]wj[[x := H]]) �

�

!(�x)z(w):([[N ]]wj[[x := H]] lorsque z 6= x.

La relation R compos�ee des paires de la forme

{ ( (�x)!z(w)([[N ]]wj[[x := H]]) ; !(�x)z(w)([[N ]]wj[[x := H]] )

{ ( (Qj(�x)!z(w)([[N ]]wj[[x := H]])) ; (Qj!(�x)z(w)([[N ]]wj[[x := H]]) )

est une bisimulation �a �

�

pr�es (en utilisant A2).

Th�eor�eme 2.3.3 Soit M 2 �

ej

et � 2 �

ej

.

1. Si M� =

s

A o�u A 2 �

j

, alors [[M�]]u �

�

[[A]]u.

2. Si � =

s

� o�u � 2 �

j

, alors 8M 2 �

ej

: [[M�]]u �

�

[[M�]]u.

Preuve.

1. Nous montrons que la relation �

s

, constitu�ee des paires suivantes, est une

bisimulation forte �a �

�

pr�es:

(a) ( [[(MN)�]]u ; [[(M�N�)]]u )

(b) ( [[(M �N)�]]u ; [[(M� �N�)]]u )

(c) ( [[< �x:M; � > �]]u ; [[< �x:M; � � � >]]u )

(d) ( [[c�]]u ; [[c]]u )

(e) ( [[< x; � > �]]u ; [[< x; � � � >]]u )

(a) Deux cas se pr�esentent selon la forme �:

{ Soit � une substitution simple, sans composition �. On proc�ede par

r�ecurrence sur �. Si � = ", l'�enonc�e est imm�ediat : [["]](push(N)wu) �

�

push(N")wu. Dans le cas o�u � = [H=x]�, l'hypoth�ese de r�ecurrence

donne, pour tout M;N 2 �

ej

,

( [[(MN)�]]u ; [[(M� N�)]]u ) et [[�]](push(N)wu) �

�

push(N�)wu

Nous montrons d'abord [[�]](push(N)wu) �

�

push(N�)wu. Soit r et v



des noms nouveaux:

(�x)( push(N)wu j [[x := H]] )

= (�x)( (�z)(wz:wuj[[z := N ]]) j [[x := H]] )

� (�z)(�x)(wz:wuj[[z := N ]]j[[x := H]] )

par (B1) �

�

(�z)( (�x)(wz:wuj[[x := H]]) j

(�x)([[z := N ]]j[[x := H]]) )

� (�z)(wz:wu j (�x)([[z := N ]]j[[x := H]]) )

par (B3) �

�

(�z)(wz:wu j (�x)!z(r):([[N ]]rj[[x := H]]) )

par (B5) �

�

(�z)(wz:wu j !(�x)z(r):([[N ]]rj[[x := H]]) )

par (B4) �

�

(�z)(wz:wu j !z(v):(�x)([[N ]]vj[[x := H]]) )

= (�z)(wz:wu j !z(v):[[N [H=x]"]]v )

= push(N [H=x]")wu

Par cons�equent,

[[�]](push(N)wu) = [[�]]((�x)( push(N)wu j [[x := H]] ))

�

�

[[�]](push(N [H=x]")wu)

par h.r. �

�

push((N [H=x]")�)wu)

= (�z)(wz:wuj!z(r):[[(N [H=x]")�]]r)

par (�) = (�z)(wz:wuj!z(r):[[�]]([[N ]]r))

= push(N�)wu

La preuve de (a) est alors:

[[(MN)�]]u = [[�]]((�x)( (�w)([[M ]]wjpush(N)wu) j [[x := H]]))

� [[�]]((�w)(�x)([[M ]]wjpush(N)wuj[[x := H]]))

par (B1) �

�

[[�]]((�w)( (�x)([[M ]]wj[[x := H]]) j

(�x)(push(N)wuj[[x := H]]) ))

= [[�]]((�w)([[M [H=x]"]]w j

(�x)(push(N)wuj[[x := H]]) ))

�

�

[[�]]((�w)([[M [H=x]"]]w j push(N [H=x]")wu))

= [[�]]([[M [H=x]"N [H=x]"]]u)

par h.r. �

�

[[(M [H=x]")� (N [H=x]")�]]u

par (�) = [[M�N�]]u

{ Si � = � ��, la preuve est par r�ecurrence sur le nombre n d'occurrences

de � dans �. Le cas de base, n = 0, correspond �a la partie (a) de

l'�enonc�e. Si n > 0, on a

[[(MN)(� � �)]]u = [[� � �]]([[MN ]]u) =

([[�]]([[�]])([[MN ]]u) = [[�]]([[�]]([[MN ]]u))

En appliquant deux fois l'hypoth�ese de r�ecurrence, puis (��), on ob-

tient:

[[�]]([[�]]([[MN ]]u)) �

�

[[(M�)� (N�)�]]u �

�

[[M�N�]]u



En ce qui concerne les �equivalences restantes (b)-(e), nous nous limitons �a

�etudier le cas des substitutions [H=x]". L'extension �a [H=x]� et le traitement

des substitutions compos�ees sont comme dans le cas (a).

(b) Ici,

[[(M �N)�]]u = (�x)((�v)(vujv(w):[[M ]]wjv(w):[[N ]]w)j[[x := H]])

� (�v)(�x)(vujv(w):[[M ]]wjv(w):[[N ]]wj[[x := H]])

par (B1) �

�

(�v)( (�x)(vuj[[x := H]]) j (�x)(v(w):[[M ]]w j

[[x := H]]) j (�x)(v(w)[[N ]]wj[[x := H]]) )

� (�v)( vu j (�x)(v(w):[[M ]]wj[[x := H]]) j

(�x)(v(w):[[N ]]wj[[x := H]]) )

par (B2) �

�

(�v)( vu j (�x)v(w):([[M ]]wj[[x := H]]) j

(�x)v(w):([[N ]]wj[[x := H]]) )

par (B4) �

�

(�v)( vu j v(w):(�x)([[M ]]wj[[x := H]]) j

v(w):(�x)([[N ]]wj[[x := H]]) )

= (�v)( vu j v(w):[[M�]]w j v(w):[[N�]])

= [[(M� �N�)]]u

(c) Il d�ecoule de la d�e�nition de [[� � �]] que :

[[< �x:M; � > �]]u = [[�]]([[�]]([[�x:M ]]u)) =

([[�]]([[�]]))([[�x:M ]]u) = [[< �x:M; � � � >]]u

(d) Puisque fv(c) = ;, on a :

[[c�]]u = (�x)( [[c]]uj[[x := H]] ) � [[c]]u

(e) Similaire au cas (c).

2. L'�enonc�e est cons�equence de

[[M(" � �)]]u � [[M�]]u et [[M([H=y]� � �)]]u �

�

[[M [H�=x](� � �)]]u

pourvu que [H=y]� et � soient des substitutions normalis�ees. La premi�ere

de ces �equivalences est �evidente; nous montrons la seconde par r�ecurrence

sur M . Soit � = " � � et � = [H�=x](� � �).

{ Si M =< x; " >, alors dans le cas o�u x 6= y il est facile de voir :

[[< x; [H=y]� � � >]]u �

�

[[< x; � � � >]]u �

�

[[< x; [L=y](� � �) >]]u

quelque soit le terme L t.q. fv(L) \ V ar(�; �) = ;; ceci est vrai en

particulier pour L = H�, par l'hypoth�ese de normalisation sur les

substitutions. Si x = y, alors

[[< x; [H=x]� � � >]]u �

�

[[< x; [H�=x]" >]]u �

�

[[< x; [H�=x]� >]]u



pour toute substitution � normalis�ee t.q. fv(H�) \ V ar(�) = ;, en

particulier pour � = � � �, car [H=y]� et � sont normalis�ees.

{ Nous donnons un aper�cu de la preuve pour M =< �x:N; >. Dans

les cas restants, la preuve utilise l'hypoth�ese de r�ecurrence et la partie

(1) de l'�enonc�e. On a,

[[M�]]u �

�

[[< �x:N; � � >]]u = [[ � �]](u(x):u(v):[[N ]]v)

Par B2, B4, (��) et h.r., on v�eri�e:

[[M�]]u �

�

u(x

0

):u(v

0

):[[(N [x

0

=x])( � �)]]v

0

) �

�

u(x

0

):u(v

0

):[[((N [x

0

=x]) )[H�=x](� � �)]]v

0

�

�

u(x

0

):u(v

0

):[[(N [x

0

=x])( � �)]]v

0

�

�

[[ � �]](u(x

0

):u(v

0

):[[N [x

0

=x]]]v

0

) � [[�]]([[< �x:N; >]]u) = [[M�]]u

�

2.3.3 Ad�equation du codage

Le codage de �

j

dans � est ad�equat, c'est-�a-dire,

[[M ]]p v

�

[[N ]]p )M v

�

N

Ce r�esultat d�ecoule de l'ad�equation de la convergence, i.e.M+

j

, [[M ]]u+

�

. Nous

montrons d'abord comment [[ ]] reproduit les r�eductions dans �

j

.

Il faut remarquer �a ce point que certaines r�eductions de �

j

ne correspondent

pas �a des r�eductions dans �, puisque la substitution indiqu�ee par la r�egle (�) n'est

pas vraiment r�ealis�ee par le codage. Cependant, [[M�]] et le terme o�u la substi-

tution est r�ealis�ee sont fortement bisimilaires (i.e. sont capables exactement des

mêmes actions) par le th�eor�eme 2.3.3. On prouve donc un r�esultat de correction

qui implique la partie ) de l'ad�equation de la convergence.

Lemme 2.3.4 Si L

1

!

j

L

2

, alors [[L

1

]]u

?

B�

�

[[L

2

]]u pour tout canal u.

Preuve. Par cas sur la derni�ere r�egle appliqu�ee dans la d�erivation de L

1

!

j

L

2

.

Toutes les substitutions sont normalis�ees.

(�) Ici, L

1

=< �x:M; � > N!

j

M [N=x]� =

s

L

2

.

Soit (fxg [ V ar(�)) \ fv(N) = ;.



[[(< �x:M; � >)N ]]w = (�u)([[�]]([[�x:M ]]u)jpush(N)uw)

V ar(�) \ fv(N) = ; � (�u)([[�]]([[�x:M ]]ujpush(N)uw))

z 62 fv(MN) = (�u)([[�]](u(x):u(v):[[M ]]vj(�z)(uz:uwj[[z := N ]]))

B (�u)([[�]]((�z)(u(v):[[M ]]v[z=x]juwj[[z := N ]])))

x 62 fv(N) � (�u)([[�]]((�x)(u(v):[[M ]]v j uwj[[x := N ]])))

B [[�]]((�x)([[M ]]wj[[x := N ]])

= [[M [N=x]�]]w

par le th�eor�eme 2.3.3 �

�

[[L

2

]]w

(saisie) Ici, L

1

=< x; [L

2

=x]� >!

j

L

2

.

[[< x; [L

2

=x]� >]]u = [[�]]((�x)(xuj[[x := L

2

]]))

B [[�]]((�x)([[L

2

]]uj[[x := L

2

]]))

par 2.3.2, puisque [L

2

=x]� est normalis�ee � [[L

2

]]u

(chl) Ici, L

1

= (L

2

�N)!

j

L

2

.

[[(L

2

�N)]]u = (�v)(vu j v(w):[[L

2

]]w j v(w):[[N ]]w)

B (�v)([[L

2

]]u j v(w):[[N ]]w)

� [[L

2

]]u j (�v)v(w):[[N ]]w

par la proposition 2.1.12 �

�

[[L

2

]]u

(chr) Comme dans le cas pr�ec�edent.

(pop) Ici, L

1

=< x; [M=y]� >!

j

L

2

avec < x; � >!

j

L

2

.

[[< x; [N=y]� >]]u = [[�]]((�y)([[x]]uj[[y := N ]]))

x 6= y et proposition 2.1.12 �

�

[[�]]([[x]]u)

par h.r. B [[L

2

]]u

(app) Ici, L

1

= (MN)!

j

(M

0

N) = L

2

avec M!

j

M

0

.

[[MN ]]u = (�w)([[M ]]w j (�z)(wz:wu j [[z := N ]])

par h.r.

?

B�

�

(�w)([[M

0

]]w j (�z)(wz:wu j [[z := N ]]) = [[M

0

N ]]u

(obs) Ici, L

1

= cN!

j

I = L

2

avec N!

j

V .

[[cN ]]u = (�w)(w(x):w(v):(�r)xr:(�y)ry:[[I ]]v j

(�z)(wz:wu j [[z := N ]]))

?

B (�z)((�r)(zr:(�y)ry:[[I ]]u) j [[z := N ]])

B (�z)(�r)([[N ]]r j (�y)ry:[[I ]]u j [[z := N ]])

par h.r.

?

B�

�

(�z)(�r)([[V ]]r j (�y)ry:[[I ]]u j [[z := N ]])

B [[I ]]u j (�z)[[z := N ]] j (�r)(�y):::

par la proposition 2.1.12 �

�

[[I ]]u

(trans) Ici, L

1

!

j

L

2

avec L

1

!

j

L et L!

j

L

2

.

Par la transitivit�e de B et �

�

.

�



Th�eor�eme 2.3.5 (Ad�equation de la convergence)

Pour tout terme M 2 �

o

j

, M+

j

, [[M ]]u+

�

.

Preuve.

Cas ) : Soit M+

j

V ; i.e. M!

j

V . On a [[M ]]u

?

B�

�

[[V ]]u par application du

lemme 2.3.4. Comme nous l'avons soulign�e dans 2.3.1, [[V ]]u # u. Donc [[M ]]u+

�

.

Cas (: On prouve le ra�nement suivant de l'�enonc�e:

8M 2 �

o

j

8P 2 � [[M ]]u

?

B P

u(v)

! implique un des point suivants

1. P �

�

[[< �x:A; � >]]u et M!

j

< �x:A; � >

2. P �

�

[[c]]u et M!

j

c.

Par la suite,

n

B d�enote une r�eduction de longueur n. Supposons [[M ]]u

n

B P

u(v)

! .

la preuve est par r�ecurrence sur n.

Le cas n = 0 est imm�ediat, comme nous l'avons remarqu�e dans 2.3.1(1). Dans

le cas o�u n = k + 1, on analyse la structure de M :

{ si M =< x; � >, alors [[M ]]uB[[M

0

]]u

k

B P , car la r�eduction de [[M ]]u n'est

pas vide. Le termeM

0

est t.q. [M

0

=x] est la premi�ere entr�ee de substitution

pour x dans �, de gauche �a droite. Par l'hypoth�ese de r�ecurrence, on a :

1. soit P �

�

[[< �x:A; � >]]u et M

0

!

j

< �x:A; � >

2. soit P �

�

[[c]]u et M

0

!

j

c.

D'o�u l'�enonc�e, puisque M =< x; � >!

j

M

0

par application de (pop) et de

(saisie).

{ siM =M

1

M

2

, examinons la d�e�nition de [[M ]]u, (�r)([[M

1

]]r j push(M

2

)ru):

Pour ramener u �a la surface, push(M

2

)ru doit être consomm�e; la r�eduction

de [[M ]]u est divis�ee en :

(�r)([[M

1

]]r j push(M

2

)ru)

n

1

B (�r)(R j push(M

2

)ru) = S

n

2

B P

o�u n = n

1

+ n

2

, n

1

� 0 et [[M

1

]]r

n

1

B R

r(v)

! . Par h.r. on a

{ soit S �

�

[[< �x:B; � > M

2

]]u et M

1

!

j

< �x:B; � >

{ soit S �

�

[[cM

2

]]u et M

1

!

j

c.

Dans le premier cas, il existe P

0

u(v)

! t.q.

S �

�

[[< �x:B; � > M

2

]]u

n

2

B P

0

�

�

P



De plus, la r�eduction de [[< �xB; � > M

2

]]u ne peut être qu'une simulation

de la r�egle (�). Soit M

0

2 �

j

t.q. M

0

=

s

B[M

2

=x]�; le lemme 2.3.4 nous

permet d'a�rmer :

[[< �x:B; � > M

2

]]u

+

B�

�

[[M

0

]]u

n

3

B P

0

Remarquons que n

3

< n. Alors, l'hypoth�ese de r�ecurrence sur [[M

0

]]u donne :

1. soit P �

�

P

0

�

�

[[< �x:A; � >]]u et M!

j

(< �x:B; � >)M

2

!

j

M

0

!

j

< �x:A; � >,

2. soit P �

�

P

0

�

�

[[c]]u et M!

j

(< �x:B; � >)M

2

!

j

M

0

!

j

c.

Dans le cas 2, il existe P

0

u(v)

! t.q.

S �

�

[[cM

2

]]u

n

2

B P

0

�

�

P

De plus, la r�eduction de [[cM

2

]]u doit être:

[[cM

2

]]u

n

4

B (�z)(�r)(T j (�y)ry:[[I]]u j [[z :=M

2

]])

+

B P

0

u(v)

!

Pour permettre une transition d'entr�ee sur u, [[M

2

]]r

+

B T

r(v)

! . Alors P �

�

P

0

�

�

[[I]]u par h.r. Par cons�equent, M!

j

(cM

2

)!

j

I puisque par h.r. on a

{ soit T �

�

[[< �x:L;  >]]r et M

2

!

j

< �x:L;  >,

{ soit T �

�

[[c]]r et M

2

!

j

c.

{ siM = (M

1

� M

2

), alors le codage de M oblige �a choisir une des branches,

i.e.

[[M ]]uB[[M

i

]]u

+

B P

avec i = 1 ou i = 2. L'�enonc�e d�ecoule de l'hypoth�ese de r�ecurrence sur M

i

et du fait que M!

j

M

i

par (chl) ou (chr).

�

Proposition 2.3.6 Pour toutM;N 2 �

j

et �

j

-contexte C, si [[M ]]pv

�

[[N ]]p alors

[[C[M ]]]pv

�

[[C[N ]]]p.

Preuve. La d�e�nition compositionnelle du codage garantit que pour tout �

j

-

contexte C, il existe un �-contexte D et un canal u t.q. [[C[M ]]]p = D[[[M ]]u].

Soit E[[[C[M ]]]p]+

�

, o�u E est un �-contexte. Alors E[D[[[M ]]u]]+

�

. Par hypoth�ese

E[D[[[N ]]u]]+

�

, donc E[[[C[N ]]]p]+

�

. �

Th�eor�eme 2.3.7 (Ad�equation du codage)

Pour tout M;N 2 �

j

, si [[M ]]pv

�

[[N ]]p alors Mv

j

N .

Preuve. Supposons C[M ]+

j

. Par le th�eor�eme 2.3.5 on a [[C[M ]]]p+

�

, d'o�u

[[C[M ]]]pv

�

[[C[N ]]]p

par la proposition 2.3.6. Alors [[C[N ]]]p+

�

, et une nouvelle application du th�eo-

r�eme 2.3.5 nous permet de conclure C[N ]+

j

. �



2.4 Le rôle des ressources dans le �-calcul

En ce qui concerne la question de l'ad�equation compl�ete du codage, nous

avons mentionn�e dans l'introduction de ce chapitre l'impossibilit�e de briser la

�-conversion avec les contextes du (des) lambda calcul(s). Par contre, le �-calcul

permet la construction de contextes qui r�ealisent des substitutions partielles dans

le terme cod�e. Prenons un exemple : soitM = x(�y:xy) et N = xx; il est clair que

Mv

j

N . Cependant, en plongeant les traductions de ces termes dans le �-contexte

C = (�x)([]jx(w):[[I]]w), on v�eri�e

C[[[M ]]u]B(�x)([[I]]wjpush(x)wu)

?

B (�x)[[x]]u *

�

C[[[N ]]u]B(�x)([[I]]wjpush(�y:xy)wu)

?

B (�x)[[�y:xy]]u # u

C'est exactement ce type de contexte que le calcul avec ressources permet de

d�e�nir. Si l'on se souvient de la syntaxe de �

r

pr�esent�ee dans l'introduction, le

�

r

-contexte qui joue le rôle de C est tout simplement []hI=xi, o�u I d�esigne une

ressource, qui ne peut être utilis�ee qu'une seule fois pendant l'�evaluation.

Il est peut-être utile d'indiquer pourquoi l'approche de Sangiorgi [72] �evite ce

genre de contre-exemple. Il consid�ere le lambda calcul faible �

]

, augment�e avec

l'op�erateur non-d�eterministe ] qui v�eri�e les r�eductions

]M!

]

M et ]M!

]




L'extension de la bisimulation applicative d�e�nie par Sangiorgi, '

]

, est la sui-

vante :M '

]

N ssi il existe une relation binaire sym�etriqueR, sur les �

]

-termes,

t.q. les deux clauses ci-dessous sont v�eri��ees :

- si M

?

!

]

�x:M

0

alors N

?

!

]

�x:N

0

et 8L 2 �

o

]

: M

0

[L=x]RN

0

[L=x]

- si M

?

!

]

M

0

alors N

?

!

]

N

0

et M

0

RN

0

Il faut souligner que la bisimulation applicative �etendue ne co��ncide pas avec

l'�equivalence observationnelle �a la Morris. Le r�esultat est que, sur les �-termes

clos, �

]

a le mêmepouvoir de discrimination que �, consid�er�e avec une s�emantique

par bisimulation

18

:

8M;N 2 �

o

[[M ]]u �

w

[[N ]]u , M '

]

N

Revenons au contre-exemple; pourquoi �x:x(�y:xy) 6'

]

�x:xx ? En posant

L = ]I dans la premi�ere clause de la d�e�nition de '

]

il faudrait prouver

�y:(]I)y '

]

]I; mais ceci n'est pas v�eri��e puisque ]I se r�eduit sur 
.

18: Sur les lambda termes la s�emantique par bisimulation et la s�emantique contextuelle v

�

co��ncident [73].
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Chapitre 3

Ressources dans le lambda calcul

Nous �etudions dans ce chapitre divers lambda calculs avec ressources, du point

de vue de la s�emantique op�erationnelle (ou observationnelle).

Les deux premi�eres sections pr�esentent le calcul avec ressources �

r

, non-

d�eterministe, et le calcul avec multiplicit�es �

m

, sous-calcul d�eterministe de �

r

,

d�e�nis par Boudol [17]. Ces calculs sont des extensions propres du lambda calcul

faible; ils introduisent la notion de blocage par le moyen d'arguments \�epuisa-

bles", constitu�es d'un nombre possiblement �ni de ressources. L'�evaluation est

pr�esent�ee sous forme d'une machine abstraite qui retarde les substitutions; i.e.

la substitution d'une variable par un terme se fait seulement en position de tête.

Les substitutions explicites de �

r

et �

m

jouent un rôle essentiel dans la d�e�nition

de ce m�ecanisme.

Dans la section 3.3 nous d�e�nissons le calcul avec paquets �

d

, dont le langage

de termes est comme dans �

r

mais sans substitutions explicites. L'�evaluation re-

pose sur une substitution non-d�eterministe. Nous montrons que l'�evaluation de �

r

est une strat�egie normalisante de l'�evaluation dans �

d

: le pouvoir de discrimina-

tion ne di��ere pas d'un calcul �a l'autre. La d�e�nition des �equations s�emantiques

que les mod�eles du calcul avec ressources doivent v�eri�er est motiv�ee par la no-

tion de substitution dans �

d

. De plus, les approximants des termes de �

r

, �etudi�es

dans la section 3.8, sont d�e�nis sur �

d

.

La section 3.4 contient la d�e�nition du calcul �

c

r

avec ressources et test de

convergence.

La section 3.5 contient la d�e�nition de la s�emantique observationnelle des

calculs avec ressources. Nous montrons des lemmes des contextes pour �

c

r

et �

d

,

et des propri�et�es de la s�emantique observationnelle qui seront utilis�ees par la

suite.

La th�eorie faible '

r

associ�ee �a �

r

est caract�eris�ee dans la section 3.6. Nous

adaptons les d�e�nitions de degr�e de fonctionnalit�e et de non-r�esolution pour �

r

et montrons que '

r

est une th�eorie \fully-lazy" maximale. La section se termine

par une comparaison entre le pouvoir de discrimination de �

r

et celui de �

c

r

. On

prouve que �

c

r

, sur des termes de �

r

, est strictement plus discriminant que �

r

.



Cette propri�et�e est �a la source du r�esultat de non compl�ete ad�equation du mod�ele

de cônes pour �

r

(nous traiterons ce point dans la section 5.6.3.)

Dans la section 3.7 on construit les approximants des termes avec ressources et

on montre que la s�emantique alg�ebrique engendr�ee, intensionnelle, est ad�equate

(mais pas compl�etement) par rapport �a la s�emantique observationnelle. Nous

montrons aussi qu'une notion d'approximant pour le calcul de multiplicit�es n'est

pas facilement concevable.

Dans la section 3.8 on �enonce d'abord les r�esultats de [18, 19, 20] �a propos

du pouvoir de discrimination des multiplicit�es sur les �-termes. Nous nous int�e-

ressons ensuite �a deux probl�emes de d�e�nissabilit�e : du test de convergence dans

�

r

, et du choix non-d�eterministe dans �

m

. Felleisen [33] d�eveloppe une th�eorie

de la d�e�nissabilit�e qui a comme (m�eta)th�eor�eme principal l'�enonc�e suivant : si

un constructeur alt�ere l'�equivalence observationnelle du langage �etendu, il est

impossible d'exprimer ce constructeur dans le sous-langage restreint. Cependant,

l'�enonc�e inverse n'est pas v�eri��e. La non-d�e�nissabilit�e du test de convergence

dans �

r

est un corollaire imm�ediat de ce th�eor�eme et du contre-exemple men-

tionn�e auparavant. On donne aussi une preuve syntaxique simple de ce r�esultat.

En ce qui est du choix non-d�eterministe, on prouve que la syntaxe du calcul des

multiplicit�es ne permet pas de d�e�nir cet op�erateur, même en consid�erant des

strat�egies d'�evaluation non-d�eterministes. La question de savoir si le choix non-

d�eterministe permet de s�eparer davantage de termes de �

m

que �

m

même reste

ouverte.

3.1 Lambda calcul avec ressources �

r

La syntaxe des termes de �

r

est d�e�nie par la grammaire suivante :

(�

r

) M ::= x j�x:M j (MP ) jMhP=xi

P ::= 1 jM j (P j P ) jM

1

On adopte la convention de noter L;M;N; : : : les termes du langage et P;Q; : : :

les arguments ou paquets. On d�esignera par T termes ou arguments sans distinc-

tion. De plus, R;S; : : : repr�esentent indistinctement des arguments ou des entr�ees

de substitution hP=xi; on utilise

~

R comme abr�eviation de la s�equence R

1

: : :R

n

lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e sur la valeur de n, et on d�e�nit j

~

R j comme le

nombre d'arguments de la s�equence

~

R, sans compter ses entr�ees de substitution.

Pour des s�equences compos�ees exclusivement d'entr�ees de substitution on �ecrit

souvent h

~

P=~xi, ou encore �; �

0

: : : au lieu de hP

1

=x

1

i : : : hP

n

=x

n

i.

�

A la caract�erisation habituelle des variables libres et des variables li�ees d'un

terme dans le lambda calcul, on ajoute que les variables libres (li�ees) des argu-

ments P et des entr�ees de substitution hP=xi sont les variables libres (li�ees) de



P , et que les occurrences libres de x dans M sont li�ees dans MhP=xi.

�

Evidem-

ment, fv(1) = bv(1) = var(1) = ; et aussi fv(P j Q) = fv(P ) [ fv(Q) et

bv(P j Q) = bv(P ) [ bv(Q).

On consid�ere les termes de �

r

�a �-conversion pr�es. L'�-conversionM=

�

N est

la congruence engendr�ee par les clauses

�x:M = �z:M [z=x] o�u z 62 var(M)

MhP=xi = (M [z=x])hP=zi o�u z 62 var(M)

o�u le renommage de x par z dans M , not�e M [z=x], avec z 62 var(M) est d�e�ni

comme suit :

y[z=x] =

(

z si y = x

y sinon

(�y:M)[z=x] =

(

�y:M si y = x

�y:M [z=x] sinon

(MP )[z=x] = (M [z=x])(P [z=x])

(MhP=yi)[z=x] =

(

MhP [z=x]=yi si y = x

(M [z=x])hP [z=x]=yi sinon

1[z=x] = 1

(P j Q)[z=x] = (P [z=x] j Q[z=x])

(M

1

)[z=x] = ((M [z=x])

1

)

Le caract�ere de multi-ensemble des paquets et la signi�cation des ressources

in�nies sont exprim�es dans la congruence �� �

r

� �

r

, qui permet de permuter

les composantes des paquets et de d�evelopper les paquets in�nis d'un terme.

(1 j P ) � P M

1

� (M jM

1

)

(P j Q) � (Q j P ) (P j (Q j T )) � ((P j Q) j T )

P � Q )

(

MP �MQ

MhP=xi �MhQ=xi

Fig. 3.1 -

�

Equivalence structurelle �

La relation d'�evaluation !

r

du calcul �

r

r�epond �a la strat�egie faible adopt�ee

par Abramsky et Ong pour le lambda calcul : ni les corps des abstractions, ni les



arguments dans les applications, ni les entr�ees de substitution ne sont �evalu�es. Les

r�egles de �evaluation se divisent en deux parties : la premi�ere, d�e�nie dans la �gure

3.2, formalise la �-r�eduction faible dans un calcul avec substitutions explicites; la

seconde, d�e�nie dans la �gure 3.3, �etablit un m�ecanisme de saisie de ressources,

not�e �, qui sert �a r�ealiser la substitution de fa�con di��er�ee.

(�) (�x:M)P!

r

MhP=xi (v) (�x:M)hP=zi!

r

�x:(MhP=zi) x 62 fv(z; P )

N!

r

N

0

(M=

�

N ou M � N)

M!

r

N

0

M!

r

M

0

MP!

r

M

0

P

M!

r

M

0

MhP=xi!

r

M

0

hP=xi

Fig. 3.2 -

�

Evaluation dans �

r

(saisie)

MhN=xi�M

0

x 62 fv(N)

Mh(N j Q)=xi!

r

M

0

hQ=xi

xhN=xi�N

MhN=xi�M

0

(MP )hN=xi�M

0

P

MhN=xi�M

0

(x 6= z & z 62 fv(N))

MhP=zihN=xi�M

0

hP=zi

Fig. 3.3 - M�ecanisme de saisie

Les d�erivations M�M

0

, o�u M = xR

1

: : : R

n

hN=xi et l'occurrence de tête de

la variable x dans M n'est pas li�ee par

~

R, sont de la forme

xhN=xi�N

xR

1

hN=xi�NR

1

.

.

.

xR

1

: : :R

n�1

hN=xi�NR

1

: : :R

n�1

M = xR

1

: : :R

n

hN=xi�M

0

= NR

1

: : :R

n

En raison des conditions sur les variables qui accompagnent certaines r�egles, une

telle d�erivation n'est possible que si aucune variable libre de N n'est captur�ee.



Remarquons que les arguments de �

r

se comportent e�ectivement comme des

multi-ensembles de termes : l'op�eration de saisie ne suit aucun crit�ere dans la

consommation de ressources; le choix de la copie �a utiliser est non-d�eterministe

grâce �a la r�egle N!

r

N

0

& M � N ) M!

r

N

0

de la �gure 3.2. Ce non-

d�eterminisme du processus d'�evaluation est mis en �evidence par le \codage" du

choix interne [17] :

(M�N)

def

= xh(M j N)=xi

Par la commutativit�e de la composition parall�ele et la d�e�nition de saisie dans

le calcul, les r�eductions (M�N)!

r

MhN=xi et (M�N)!

r

NhM=xi sont toutes

deux d�emontrables, pourvu que x 62 fv(M;N). Les r�esultatsMhN=xi et NhM=xi

sont essentiellementM et N , respectivement.

Nous avons soulign�e dans l'introduction que les termes irr�eductibles sont de

deux types, �a savoir : termes bloqu�es - o�u il n'y a pas de ressource disponible pour

la variable de tête, ou abstractions. Les valeurs du calcul constituent en g�en�eral

un sous-ensemble des termes irr�eductibles. L'approche standard de la s�emantique

observationnelle est bas�ee sur une notion d'observation qui assimile les termes

bloqu�es aux termes divergents; les termes observables sont les abstractions :

V

r

= f�x:M =M 2 �

r

g

Le pr�edicat de convergence +

r

sur les termes clos est d�e�ni par :

M+

r

V

def

, (V 2 V

r

& M

?

!

r

V )

Avec an abus de notation, M+

r

ssi 9V ;M+

r

V , et on �ecrit M +

n

r

V ou simple-

ment M +

n

r

lorsque l'�evaluation convergente de M (vers V) est de longueur n �a

utilisation de la r�egle (v) pr�es.

D�e�nition 3.1.1 (Compatibilit�e entre termes)

�

Etant donn�e M 2 �

r

, on d�e�nit les fonctions abs, tt et arg par :

M = �x

1

: : : x

m

:x

i

~

R )

8

>

>

>

<

>

>

>

:

abs(M) = m

tt(M) = i si i � m

tt(M) = 0 si x

i

2 fv(M)

arg(M) = j

~

R j

M = �x

1

: : : x

m

:
 )

8

>

<

>

:

abs(M) = m

tt(M) = 0

arg(M) = 0

Deux termes N;N

0

2 �

r

sont compatibles, not�e N ` N

0

, ssi tt(N) = tt(N

0

) 6= 0,

abs(N) = abs(N

0

) et arg(N) = arg(N

0

).



3.2 Lambda calcul avec multiplicit�es �

m

Le calcul avec multiplicit�es �

m

est d�e�ni sur l'ensemble des termes suivants :

(�

m

) M ::= x j�x:M j (MN

k

) jMhN

k

=xi o�u k 2 N[ f1g

L'�evaluation faible !

m

est d�e�nie par les r�egles des �gures 3.2 et 3.3 �a l'ex-

ception de la r�egle de saisie, qui doit être remplac�ee par

(saisie)

MhN=xi�M

0

(x 62 fv(N))

MhN

k+1

=xi!

m

M

0

hN

k

=xi

Par abus de notation, lorsque k =1, on suppose k = k + 1.

Le calcul avec multiplicit�es est un sous-calcul de �

r

si l'on �etablit la correspon-

dance suivante : l'argument M

0

de �

m

correspond �a 1, et pour une multiplicit�e

k sup�erieure �a z�ero, M

k

s'�ecrit (M j : : : jM)

| {z }

k copies

. Le paquet M

1

d�esigne le même

objet in�ni dans �

m

que dans �

r

, in�epuisable par �evaluation.

Comme dans �

r

, une �evaluation dans �

m

termine sur un terme V irr�eductible

ssi V est soit une abstraction soit un terme bloqu�e. La forme de ces derniers

est par exemple x

~

P hM

0

=xi. Par contre, l'�evaluation !

m

est d�eterministe �a �-

conversion pr�es. Il su�t d'observer que l'op�eration de saisie est d�eterministe : tant

qu'il y a des copies de l'argument �a consommer, la substitution est r�ealis�ee; et

c'est seulement lorsque l'argument a �et�e �epuis�e qu'un blocage se produit.

Proposition 3.2.1 (Proposition 2.3 [18])

Si M!

m

N et M!

m

N

0

alors N=

�

N

0

.

3.3 Lambda calcul avec paquets �

d

La pr�esence des substitutions explicites dans le calcul de ressources permet

la d�e�nition d'un m�ecanisme de substitution retard�ee qui engendre la strat�egie

d'�evaluation normalisante !

r

. Nous entendons par cela que, du point de vue

de la convergence, toute autre fa�con de r�ealiser la substitution est moins perfor-

mante. Pour formaliser cette a�rmation, nous d�e�nissons un lambda calcul avec

paquets �

d

, sans substitutions explicites, o�u le processus de substitution est une

op�eration qui ne privil�egie aucune strat�egie de distribution des ressources (c'est

la �-conversion qui est non-d�eterministe). Une des motivations de la d�e�nition du

calcul avec paquets est que le traitement des environnements dans les �equations

s�emantiques v�eri��ees par les mod�eles de �

r

, d�e�nies dans le chapitre 4, correspond

exactement �a la notion de substitution dans �

d

.



Nous montrons comment simuler la convergence de �

r

dans �

d

et vice-versa.

Un r�esultat de ce type a �et�e prouv�e par Abadi et al. [1, 26] pour le calcul faible

1

��

et le lambda calcul faible pur, qui jouent les rôles de �

r

et de �

d

respectivement.

Ils montrent que l'�evaluation d'un terme a dans �� termine sur une fntf b ssi

l'�evaluation de �(a) dans le calcul pur termine sur une fntf a

0

v�eri�ant a

0

=

�(b), o�u la fonction �(c) d�esigne le terme qui r�esulte du calcul des substitutions

explicites dans c.

Malgr�e la similitude des �enonc�es, on ne peut s'attendre �a pouvoir transposer

les preuves car le r�esultat de [1, 26] repose sur la normalisation forte du calcul

des substitutions explicites. Or, notre substitution doit rendre compte de toutes

les distributions possibles des ressources. Autrement dit, le calcul �

d

est non-

d�eterministe tandis que le calcul faible pur est con
uent.

3.3.1 Syntaxe et �evaluation

L'ensemble des termes du calcul �

d

est le sous-ensemble de �

r

sans substitu-

tions explicites, et les valeurs consid�er�ees par la s�emantique standard sont toujours

les abstractions :

(�

d

) M ::= x j�x:M j (MP )

P ::= 1 jM j (P j P ) jM

1

(V

d

) V ::= �x:M

Pour ce qui est de la syntaxe, la seule modi�cation apport�ee au lambda calcul

pur est l'introduction d'arguments compos�es de termes h�et�erog�enes. Les fonctions

fv; bv; var ainsi que le renommage M [z=x] et l'�-conversion sont d�e�nis comme

d'habitude.

D�e�nition 3.3.1 (Substitution dans �

d

)

Soit M;P 2 �

d

. La substitution de x par P dans M , not�ee MdP=xe est la

1: Ici faible d�esigne l'�evaluation qui s'arrête face �a une forme normale de tête faible (i.e. une

abstraction), mais qui autorise le calcul dans les arguments. Voir th�eor�eme 3.6 dans [26].



partie de �

d

d�e�nie par :

xdP=xe = fM =P � (M j Q)g [ f
g

ydP=xe = fyg

(�y:M)dP=xe =

8

>

<

>

:

f�z:M

0

= 8z z 62 fv(�y:M; P; x) &

M

0

2M [z=y]dP=xeg si y 6= x

f�y:Mg sinon

(MQ)dP=xe = f(M

0

Q

0

) = P � (P

1

j P

2

) &

M

0

2MdP

1

=xe & Q

0

2 QdP

2

=xeg

1dP=xe = f1g

(M j Q)dP=xe = f(M

0

j Q

0

) = P � (P

1

j P

2

) &

M

0

2MdP

1

=xe & Q

0

2 QdP

2

=xeg

M

1

dP=xe = f(M

1

j : : : jM

k

j N

1

) = P � (P

1

j : : : j P

k

) &

M

i

2MdP

i

=xe & N 2Md1=xeg

La substitution MdP=xe distribue les ressources de P aux sous-termes deM .

Une formulation �equivalente de la premi�ere clause divise la d�e�nition en deux

cas, selon que le paquet �a substituer soit vide ou pas :

xdP=xe =

(

f
g si P � 1

fM =P � (M j Q)g sinon

Par abus de notation on pose (�y:M)dP=xe = �z:(M [z=y]dP=xe) si y 6= x.

Lemme 3.3.2 Soit z 62 var(MdP=ye); alors pour tout N

N 2MdP=ye ) N [z=x] 2

(

(M [z=x])dP [z=x]=ye si x 6= y;

MdP [z=x]=ye sinon

Preuve. La preuve est imm�ediate, par inspection de la d�e�nition de MdP=ye et

du renommage. �

Les r�egles de r�eduction de �

d

, dans la �gure 3.4, sont sont celles de �, avec

une �-conversion non-d�eterministe.

(�)

N 2MdP=xe

(�x:M)P!

d

N

M!

d

M

0

MP!

d

M

0

P

Fig. 3.4 -

�

Evaluation dans �

d

Le pr�edicat de convergence +

d

sur �

o

d

est d�e�ni dans la �gure 3.5.

Lemme 3.3.3 Pour tout M 2 �

d

, on a M+

d

V ssi M

?

!

d

V

Preuve. Directe, par r�ecurrence sur les tailles des d�erivations M+

d

V et M

?

!

d

V .

�



�x:M+

d

�x:M

M+

d

�x:M

0

N 2M

0

dP=xe N+

d

V

MP+

d

V

Fig. 3.5 - Pr�edicat de convergence +

d

3.3.2 Transformation de termes de �

r

en termes de �

d

�

Etant donn�e un termeM 2 �

r

, on peut calculer un sous-ensemble de �

d

par

distribution des substitutions explicites pr�esentes dans M , selon l'op�eration de

substitution dP=xe :

D�e�nition 3.3.4 La transformation f[�]g : �

r

! P(�

d

) est d�e�nie par :

f[x]g = fxg

f[�x:M ]g = f�x:N =N 2 f[M ]gg not�e �x:f[N ]g

f[MP ]g = fNQ=N 2 f[M ]g & Q 2 f[P ]gg not�e f[M ]gf[P ]g

f[MhP=xi]g =

S

NdQ=xe o�u N 2 f[M ]g & Q 2 f[P ]g

f[1]g = f1g

f[(P j Q)]g = f(P

0

j Q

0

) = P

0

2 f[P ]g & Q

0

2 f[Q]gg

f[M

1

]g = f(N

1

1

j : : : j N

1

k

) =N

i

2 f[M ]g & k 2 Ng

Par abus de notation, lorsque P = (Q

1

j : : : j Q

n

) et Q

i

est soit un terme M

soit un terme avec multiplicit�e in�nie M

1

, on note P h1=xi le paquet de termes

(Q

0

1

j : : : j Q

0

n

) o�u, pour tout i on a

Q

0

i

=

(

Mh1=xi si Q

i

=M

(Mh1=xi)

1

si Q

i

=M

1

On �etend l'�-conversion de �

d

aux ensembles f[M ]g comme suit :

8M;M

0

2 �

r

f[M ]g=

�

f[M

0

]g

def

,

(8N 2 f[M ]g 9N

0

2 f[M

0

]g N=

�

N

0

) & (8N

0

2 f[M

0

]g 9N 2 f[M ]g N

0

=

�

N)

Il est clair que la transformation n'introduit pas de variables libres, i.e. N 2

f[M ]g ) fv(N) � fv(M). Parmi les propri�et�es de la transformation f[ ]g on a

Lemme 3.3.5 1. f[(MP )h1=xi]g = f[(Mh1=xi)(P h1=xi)]g

2. x 6= y ) f[(MhP=yi)h1=xi]g = f[(Mh1=xi)(hP h1=xi)=yi]g.

3. f[(MP )hN=xi]g = f[(MhN=xi)(P h1=xi)]g [ f[(Mh1=xi)(P hN=xi)]g



4. x 6= y & y 62 fv(N) )

f[(MhP=yi)hN=xi]g = f[(MhN=xi)(hP=yih1=xi)]g [ f[(Mh1=xi)(hP=yihN=xi)]g

5. f[M ]g � f[N ]g & f[P ]g � f[Q]g ) f[MP ]g � f[NQ]g & f[MhP=xi]g � f[NhQ=xi]g

6. NdP=xe = f[NhP=xi]g

7. x 62 fv(M) ) 8P f[MhP=xi]g = f[M ]g

8. P � (M j P

0

) & P 2 f[Q]g ) 9N 9Q

0

(Q � (N j Q

0

) & M 2 f[N ]g)

Preuve. Les preuves sont imm�ediates par inspection de la d�e�nition de la trans-

formation. �

Lemme 3.3.6 1. N 2 f[M ]g ) N [z=x] 2 f[M [z=x]]g

2. M=

�

M

0

) f[M ]g=

�

f[M

0

]g.

Preuve.

1. Par r�ecurrence sur M . Si M est une variable, alors N = M . Si M = �y:L

et x 6= y, alors M [z=x] = �y:L[z=x]. D'autre part, N = �y:N

0

o�u N

0

2

f[L]g. Donc N [z=x] = �y:N

0

[z=x] et l'�enonc�e est v�eri��e par l'hypoth�ese

de r�ecurrence. Si x = y, alors M [z=x] = M . Puisque N = �y:N

0

, avec

N

0

2 f[L]g, on a N [z=x] = N . Pour M = M

0

P , on utilise l'hypoth�ese

de r�ecurrence directement. Le dernier cas est M = M

0

hP=yi. Alors N 2

N

0

dQ=ye o�u N

0

2 f[M

0

]g et Q 2 f[P ]g. Par le lemme 3.3.2 et l'hypoth�ese de

r�ecurrence,

N [z=x] 2 (N

0

dQ=ye)[z=x] � f[M

0

hP=yi[z=x]]g

2. On prouve l'�enonc�e pour les lois de l'alpha-conversion dans �

r

. Soit z 62

fv(M) :

M = �x:M

0

=

�

�z:M

0

[z=x] =M

0

Alors, f[M ]g = f�x:N =N 2 f[M

0

]gg et f[M ]g = f�z:N

0

=N

0

2 f[M

0

[z=x]]gg.

Par la partie (1) de ce lemme, N 2 f[M

0

]g implique N [z=x] 2 f[M

0

[z=x]]g.

Dans le cas o�u M = M

0

hP=xi=

�

M

0

[z=x]hP=zi = M

0

, on a N 2 N

0

dQ=xe

avec N

0

2 f[M

0

]g et Q 2 f[P ]g. Par la partie (2) du lemme, N [z=x] 2

N

0

[z=x]dQ=ze, donc N [z=x] 2 f[M

0

]g.

�



3.3.3 De l'�evaluation !

r

�a l'�evaluation !

d

Dans cette section on montre comment la convergence dans �

r

peut être si-

mul�ee dans �

d

.

Lemme 3.3.7

1. Si MhN=xi�L o�u x 62 fv(N), alors f[Lh1=xi]g � f[MhN=xi]g.

2. Si M

saisie

!

r

M

0

, alors f[M

0

]g � f[M ]g.

3. Si M

�

!

r

M

0

, alors 8N

0

2 f[M

0

]g 9N 2 f[M ]g N

?

!

d

N

0

.

4. Si M

v

!

r

M

0

, alors f[M ]g = f[M

0

]g.

Preuve.

1. Par r�ecurrence sur la taille de la d�erivation de la saisie. Si M = x, alors

L = N . Par le lemme 3.3.5(7) et la d�e�nition de la transformation, on a

f[Lh1=xi]g = f[L]g � f[L]g [ f
g = f[xhL=xi]g

Dans le cas o�uM =M

0

P , on aM

0

hN=xi�L

0

et L = L

0

P : par l'hypoth�ese de

r�ecurrence, f[L

0

h1=xi]g � f[M

0

hN=xi]g. Donc, par le lemme 3.3.5 (1),(5),(3)

f[(L

0

P )h1=xi]g = f[L

0

h1=xiP h1=xi]g � f[M

0

hN=xiP h1=xi]g

Le cas o�u M = M

0

hP=yi et x 6= y et y 62 fv(N), on a M

0

hN=xi�L

0

et L = L

0

hP=yi. L'�enonc�e d�ecoule de l'hypoth�ese de r�ecurrence plus des

propri�et�es 3.3.5(2),(5),(4).

2. Par r�ecurrence surM

saisie

!

r

M

0

. Si la r�egle (saisie) est directement appliqu�ee,

on aM = LhP=xi, P � (N j Q), LhN=xi�L

0

etM

0

= L

0

hQ=xi. Par le point

(1) et la propri�et�e 3.3.5(5),

f[L

0

hQ=xi]g = f[L

0

h1 j Q=xi]g � f[LhN j Q=xi]g = f[M ]g

Dans le cas o�uM serait une application ou un terme avec substitution expli-

cite, l'�enonc�e d�ecoule de l'hypoth�ese de r�ecurrence plus la propri�et�e 3.3.5(5).

3. Par r�ecurrence sur M

�

!

r

M

0

. Le cas de base correspond �a M = (�x:M

0

)P

et M

0

= M

0

hP=xi. Alors, quelque soit N

0

2 f[M

0

]g, il existe L 2 f[M

0

]g et

Q 2 f[P ]g t.q. N

0

= LdQ=xe. Le termeN 2 f[M ]g associ�e �a N

0

est (�x:L)Q :

il su�t d'observer que (�x:L)Q!

d

H pour tout H 2 LdQ=xe, en particulier

pour H = N

0

.



On examine maintenant le cas de M = LP , M

0

= L

0

P et L

�

!

r

L

0

. Soit

N

0

2 f[L

0

P ]g; par d�e�nition, N

0

= H

0

Q o�u H

0

2 f[L

0

]g et Q 2 f[P ]g. Par

l'hypoth�ese de r�ecurrence, il existe H 2 f[L]g t.q. H

?

!

d

H

0

. Le terme N 2

f[M ]g recherch�e est donc HQ. Le même raisonnement s'applique dans le cas

o�u M = LhP=xi.

4. Si M

v

!

r

M

0

, alors M = (�x:M

0

)hP=yi

~

R et M

0

= (�x:M

0

hP=yi)

~

R avec

x 62 fv(P; y). D'autre part, pour tout L 2 f[M

0

]g et tout Q 2 f[P ]g on a

(�x:L)dQ=ye = �x:LdQ=ye. On conclut f[M ]g = f[M

0

]g.

�

Th�eor�eme 3.3.8 Soit M;M

0

2 �

r

. Alors,

M

?

!

r

M

0

) 8N

0

2 f[M

0

]g 9N 2 f[M ]g N

?

!

d

N

0

Preuve. Par r�ecurrence sur la longueur de la d�erivationM

?

!

r

M

0

. Dans le cas o�u

c'est z�ero, l'�enonc�e est imm�ediat car M = M

0

. Supposons que M!

r

M

0

?

!

r

M

0

.

L'�enonc�e est cons�equence directe des r�esultats suivants, obtenus par application

du lemme 3.3.7 et de l'hypoth�ese de r�ecurrence, respectivement :

8N

00

2 f[M

0

]g 9N 2 f[M ]g N

?

!

d

N

00

8N

0

2 f[M

0

]g 9N

00

2 f[M

0

]g N

00

?

!

d

N

0

�

Corollaire 3.3.9 1. Si M 2 �

r

, alors (M+

r

) 9N 2 f[M ]g N+

d

)

2. Si M 2 �

d

, alors (M+

r

) M+

d

)

Preuve.

1. Soit M 2 �

r

et M

?

!

r

V o�u V 2 V

r

. Par le th�eor�eme 3.3.8, pour tout

W 2 f[V ]g il existe N 2 f[M ]g t.q. N

?

!

d

W . Puisque V est une abstraction,

W aussi. Donc N+

d

.

2. Ce point est un cas particulier de (1). Il su�t de noter queM 2 �

d

implique

f[M ]g = fMg.

�



3.3.4 De l'�evaluation !

d

�a l'�evaluation !

r

Pour montrer comment passer d'une s�equence convergente dans �

d

�a une

s�equence convergente dans �

r

il nous faut quelques r�esultats concernant la forme

des �el�ements des ensembles f[M ]g.

Lemme 3.3.10 Soit H 2 �

d

, et

~

P ;R des paquets de �

d

(donc sans entr�ees de

substitution.)

1. Si (�x:M)

~

Q 2 (z

~

P )dR=ye, alors z = y & R � ((�x:M)Q

0

: : :Q

i

j R

0

) &

Q

i+1

: : : Q

n

2

~

P dR

0

=ye.

2. Si (�x:M)

~

Q 2 ((�v:H)

~

P )dR=ye, alors R � (R

0

j R

00

) & x 62 fv(�v:H;R; y)

& M 2 H[x=v]dR

0

=ye &

~

Q 2

~

P dR

00

=ye.

Preuve.

1. Par d�e�nition, R � (R

0

j R

00

) et (�x:M)

~

Q 2 f[(ydR

0

=ye)(

~

P dR

00

=ye)]g. Donc

R

0

� (N j R

000

) et (�x:M)

~

Q 2 N(

~

P dR

00

=ye); c'est-�a-dire, (�x:M)

~

Q = N

~

P

0

o�u

~

P

0

2

~

P dR

00

=ye. D'o�u N = (�x:M)

~

Q

0

et

~

P =

~

Q

0

~

P

0

.

2. Par r�ecurrence sur la longueur n de

~

Q. Si n = 0, alors par d�e�nition

~

P est

la s�equence vide. On a soit v = y, et donc �x:M = �v:H (i.e. x = v et

M = H); soit v 6= y, et alors :

�x:M 2 f�z:M

0

= z 62 fv(�v:H;R; y) & M

0

2 H[z=v]dR=yeg

C'est-�a-dire, x 62 fv(�v:H;R; y) et M 2 H[x=v]dR=ye.

Dans le cas o�u n = k + 1, les s�equences

~

Q et

~

P ont la même longueur. Par

d�e�nition, R � (R

0

j R

1

) et

(�x:M)Q

0

: : : Q

k

2 ((�v:H)P

0

: : : P

k

)dR

0

=ye et Q

k+1

2 P

k+1

dR

1

=ye

Par l'hypoth�ese de r�ecurrence, R

0

� (R

0

j R

2

) et

M 2 H[x=v]dR

0

=ye et Q

0

: : :Q

k

2 (P

0

: : : P

k

)dR

2

=ye

Donc

~

Q 2 (P

0

: : : P

k

)dR

2

=yeP

k+1

dR

1

=ye �

~

P d(R

2

j R

1

)=ye par d�e�nition

de la substitution.

�

Lemme 3.3.11 Soit

~

P ;R des paquets du calcul �

d

(donc sans entr�ees de substi-

tution.)

1. Si x

~

Q 2 (y

~

P )dR=ye, alors il existe i t.q. R � ((xQ

0

: : : Q

i

) j R

0

) &

Q

i+1

: : : Q

n

2

~

P dR

0

=ye.



2. Si x

~

Q 2 (x

~

P )dR=ye, o�u x 6= y, alors

~

Q 2

~

P dR=ye.

Preuve. Soit n;m les longueurs des s�equences

~

P et

~

Q, respectivement. On pro-

c�ede par r�ecurrence sur n. Si n = 0, dans le cas (1), par d�e�nition, R � (x

~

Q j R

0

).

Dans le cas (2), x

~

Q 2 fxg implique m = 0.

Si n = k + 1, par d�e�nition on a m = k

0

+ 1.

1. Ici, R � (R

0

j R

1

) et

xQ

0

: : : Q

k

0

2 (yP

0

: : : P

k

)dR

0

=ye et Q

m

2 P

n

dR

1

=ye

De l'hypoth�ese de r�ecurrence on d�eduit

9i R

0

� (xQ

0

: : : Q

i

j R

2

) & Q

i+1

: : : Q

k

0

2 (P

0

: : : P

k

)dR

2

=ye

Par cons�equent, R � (xQ

0

: : :Q

i

j R

2

j R

1

) et

Q

i+1

: : :Q

k

0

Q

m

2 (P

0

: : : P

k

)dR

2

=ye(P

n

dR

1

=ye � (P

0

: : : P

n

)d(R

2

j R

1

)=ye

2. Par hypoth�ese de r�ecurrence, comme pour la partie (1).

�

Les deux lemmes qui suivent sont des g�en�eralisations des lemmes 3.3.11 et

3.3.10. D'abord une d�e�nition :

D�e�nition 3.3.12 (Partage des substitutions)

�

Etant donn�ee une s�equence d'entr�ees de substitution �, un n-partage de �,

not�e p

n

(�), est d�e�ni par :

� = ; ) p

n

(�) = (;; : : : ; ;

| {z }

n fois

)

� � hP

1

j : : : j P

n

=xi�

0

) p

n

(�) = (hP

1

=xi; : : : ; hP

n

=xi) ? p

n

(�

0

)

o�u l'op�eration ? est la concatenation de listes composante �a composante, d�e�nie

comme suit :

(�

0

; : : : ; �

n

) ? (;; : : : ; ;) = (�

0

; : : : ; �

n

)

(�

0

; : : : ; �

n

) ? ((�

0

; : : : ; �

n

) ? p

n

(�)) = (�

0

�

0

; : : : ; �

n

�

n

) ? p

n

(�)

Lemme 3.3.13 (G�en�eralisation du lemme 3.3.11)

Si x

~

P 2 f[T ]g, alors

T

?

!

r

x�

0

Q

1

�

1

: : : Q

n

�

n

o�u l'occurrence de tête de la variable x est libre et

8i9P

0

i

P

i

=

�

P

0

i

&

~

P

0

2 f[Q

1

�

1

: : : Q

n

�

n

]g



Preuve. Soit n la longueur de la s�equence

~

P . On proc�ede par r�ecurrence sur

T . Si T est une variable, alors n = 0. Par d�e�nition de la transformation, T

ne peut être une abstraction. Dans le cas o�u T est une application, l'�enonc�e

d�ecoule directement de l'hypoth�ese de r�ecurrence. Il reste �a examiner le cas o�u

T = T

0

hQ=yi. Par la d�e�nition de la transformation, x

~

P 2 JdR=ye avec J 2 f[T

0

]g

et R 2 f[Q]g. Selon le lemme 3.3.11, les possibilit�es sont :

{ J = (y

~

P

00

), R � ((xP

1

: : : P

i

) j R

0

) et P

i+1

: : : P

n

2

~

P

00

dR

0

=ye.

Par hypoth�ese de r�ecurrence, T

0

?

!

r

yS

0

i

Q

0

i+1

�

0

i+1

: : : Q

0

n

�

0

n

, et

8j 2 [i+ 1; n] 9P

�

j

~

P

00

=

�

~

P

�

2 f[Q

0

i+1

�

0

i+1

: : : Q

0

n

�

0

n

]g

De plus, R � (N j R

00

) o�u (xP

1

: : : P

i

) 2 f[N ]g et R

0

2 f[R

00

]g. Alors, en

faisant les �-conversions n�ecessaires, et par l'hypoth�ese de r�ecurrence (N

est un sous-terme de T ), on a

T

?

!

r

NS

00

i

Q

i+1

�

i+1

: : : Q

n

�

n

hR

00

=vi

?

!

r

x

~

S

0

Q

1

~

S

1

: : :Q

i

�

000

i

S

00

i

Q

i+1

�

i+1

: : : Q

n

�

n

hR

00

=vi

et 8j 2 [1; i]9P

0

j

P

1

: : : P

i

=

�

P

0

1

: : : P

0

i

2 :f[Q

1

~

S

1

: : :Q

i

�

000

i

]g. Par ailleurs,

f[Q

0

i+1

�

0

i+1

: : :Q

0

n

�

0

n

hR

00

=yi]g=

�

f[Q

i+1

�

i+1

: : :Q

n

�

n

hR

00

=vi]g = f[T

00

]g

implique 9P

0

1

; : : : ; P

0

i

P

1

: : : P

i

=

�

P

0

1

: : : P

0

i

2 f[T

00

]g.

{ J = (x

~

P

00

) et

~

P 2

~

P

00

dR=ye. L'�enonc�e d�ecoule imm�ediatement de l'hypo-

th�ese de r�ecurrence sur J 2 f[T

0

]g.

�

Lemme 3.3.14 (G�en�eralisation du lemme 3.3.10)

Si (�x:M)Q

1

: : :Q

n

2 f[T ]g, alors

T

?

!

r

(�z:M

0

)�

0

Q

0

1

�

1

: : : Q

0

n

�

n+1

et pour tout j 2 [1; n+ 1] il existe un 2-partage p

2

(�

j

) = (�

0

j

; �

00

j

) t.q.

�x:M 2 f[(�z:M

0

)�

0

�

0

1

: : : �

0

n+1

]g &

8i9P

i

Q

i

=

�

P

i

&

~

P 2 f[Q

0

1

�

00

1

: : :Q

0

n

�

00

n+1

]g

Preuve. Par r�ecurrence sur T , qui n'est pas une variable par d�e�nition de la

transformation. Si T = �z:L, alors z = x, n = 0 et M 2 f[L]g. Si T = T

0

R, alors

n � k+1. Par d�e�nition, (�x:M)P

1

: : : P

k

2 f[T

0

]g et P

n

2 f[R]g. L'�enonc�e d�ecoule

de l'hypoth�ese de r�ecurrence.



Finalement, dans le cas o�u T = T

0

hR=yi, par la d�e�nition de la transformation,

(�x:M)

~

Q 2 JdR

0

=ye o�u J 2 f[T

0

]g & R

0

2 f[R]g

Le terme J est une application dont le terme de tête est une variable ou une

abstraction. D'apr�es le lemme 3.3.10, les possibilit�es sont :

{ J = (y

~

P

0

)dR

0

=ye, o�u R

0

� ((�x:M)Q

1

: : :Q

i

j R

00

) et

(1) Q

i+1

: : : Q

n

2

~

P

0

dR

00

=ye

Par le lemme 3.3.13 (J 2 f[T

0

]g), T

0

?

!

r

y�

0

W

i+1

�

i+1

: : :W

n

�

n

o�u l'occurrence

de tête de la variable x est libre et

(2) 8j 2 [i+ 1; n] 9P

00

j

P

0

j

=

�

P

00

j

&

~

P

00

2 f[W

i+1

�

i+1

: : :W

n

�

n

]g

D'autre part, il existe N t.q. R � (N j R

�

) et (�x:M)Q

1

: : :Q

i

2 f[N ]g. Par

cons�equent,

T

0

hR=yi

?

!

r

y�

0

W

i+1

�

i+1

: : :W

n

�

n

hR=yi!

r

N�

0

0

W

0

i+1

�

0

i+1

: : :W

0

n

�

0

n

hR

�

=vi

apr�es quelques �-conversions. Par hypoth�ese de r�ecurrence (N est un sous-

terme de T ), on a N

?

!

r

(�z:M

0

)�

0

Q

0

1

�

1

: : : Q

0

i

�

i+1

, et, pour tout j 2 [1; i+1],

il existe un 2-partage p

2

(�

j

) = (�

0

j

; �

00

j

) t.q.

�x:M 2 f[(�z:M

0

)

~

S

0

�

0

1

: : : �

0

i+1

]g &

8i9P

i

Q

i

=

�

P

i

&

~

P 2 f[Q

0

1

�

00

1

: : :Q

0

n

�

00

i+1

]g

Donc, T

?

!

�

(�z:M

0

)�

0

Q

0

1

�

1

: : :Q

0

i

�

i+1

�

0

0

W

0

i+1

�

0

i+1

: : :W

0

n

�

0

n

hR

�

=vi. Il reste �a

montrer

9P

i+1

: : : P

n

Q

i+1

: : :Q

n

=

�

P

i+1

: : : P

n

2 f[W

0

i+1

�

0

i+1

: : :W

0

n

�

0

n

hR

�

=vi]g

De (1) et (2) on d�eduit

~

P

0

dR

00

=ye=

�

~

P

00

dR

00

=ye. Donc, 8j 2 [i+ 1; n] 9U

j

Q

i+1

: : : Q

n

=

�

U

i+1

: : :U

n

2

~

P

00

dR

00

=ye � f[(W

i+1

�

i+1

: : :W

n

�

n

)hR

00

=yi]g

De plus,

y�

0

W

i+1

�

i+1

: : :W

n

�

n

hR

�

=yi=

�

v�

0

0

W

0

i+1

�

0

i+1

: : :W

0

n

�

0

n

hR

�

=vi implique

W

i+1

�

i+1

: : :W

n

�

n

=

�

W

00

i+1

�

00

i+1

: : :W

00

n

�

00

n

et

~

W

0

�

0

=

~

W

00

�

00

[v=y]

C'est-�a-dire,

W

i+1

�

i+1

: : :W

n

�

n

hR

�

=yi=

�

W

0

i+1

�

0

i+1

: : :W

0

n

�

0

n

hR

�

=vi

Par cons�equent, il existe P

j

t.q. U

j

=

�

P

j

et

P

i+1

: : : P

n

2 f[(W

0

i+1

�

0

i+1

: : :W

0

n

�

0

n

)hR

�

=vi]g

Par la transitivit�e de =

�

, on a Q

i+1

: : :Q

n

=

�

P

i+1

: : : P

n

.



{ J = ((�v:H)

~

P

0

)dR

0

=ye o�u R

0

� (R

0

j R

1

), x 62 fv(�v:H;R

0

; y) et �x:M 2

(�v:H)dR

0

=ye &

~

Q 2

~

P

0

dR

1

=ye. Donc la taille de

~

P

0

est n.

Par hypoth�ese de r�ecurrence (J 2 f[T

0

]g et T

0

sous-terme de T ),

T

0

?

!

r

(�z:M

0

)�

0

Q

0

1

�

1

: : : Q

0

n

�

n

o�u (�v:H) 2 f[(�z:M

0

)�

0

�

0

]g et

~

P

0

=

�

~

P

00

2 f[Q

1

�

00

1

: : : Q

0

n

�

00

n

]g. Les s�equences

�

0

et �

00

1

: : : �

00

n

d�e�nissent un partage de �

1

: : : �

n

. On en d�eduit :

(�x:M) 2 f[(�z:M

0

)�

0

�

0

hR

0

=yi]g

T = T

0

hR=yi

?

!

r

(�z:M

0

)�

0

Q

0

1

�

1

: : : Q

0

n

�

n

hR=yi = T

00

Par ailleurs, R � (R

0

0

j R

0

1

) o�u R

0

2 f[R

0

0

]g et R

1

2 f[R

0

1

]g. Donc, (�x:M) 2

f[(�z:M

0

)�

0

�

0

hR

0

0

=yi]g. Puisque

~

Q 2

~

P

0

dR

1

=ye=

�

~

P

00

dR

1

=ye, en utilisant le

lemme 3.3.5, on a

9

~

P

~

Q=

�

~

P 2 f[(Q

0

1

�

00

1

: : : Q

0

n

�

00

n

)hR

0

1

=yi]g

Il est clair que �

0

hR

0

0

=yi et �

00

1

: : : �

00

n

hR

0

1

=yi constituent un 2-partage de la

s�equence �

1

: : : �

n

hR=yi.

�

Corollaire 3.3.15 Soit T 2 �

r

. Si (�x:M)P

1

: : : P

n

2 f[T ]g avec n � 1, alors

9T

0

2 �

r

9N 2 �

d

T

?

!

r

T

0

& (MdP

1

=xeP

2

: : : P

n

)=

�

N 2 f[T

0

]g

Preuve. On suppose (�x:M)P

1

: : : P

n

2 f[T ]g. Donc, par le lemme 3.3.14

T

?

!

r

(�z:L)�

0

Q

1

�

1

: : : Q

n

�

n

o�u (�x:M) 2 f[(�z:L)�

0

~

S

0

]g et

~

P=

�

~

P

0

2 Q

1

�

00

1

: : :Q

n

�

00

n

(ici,

~

S

0

et �

00

1

: : : �

00

n

d�e�-

nissent un 2-partage de �

1

: : : �

n

.) Par la d�e�nition de la traduction, on d�eduit

x 62 fv(�z:L;

~

S

0

; �

0

). Donc,

T

?

!

r

(�x:L[x=z])�

0

Q

1

�

1

: : : Q

n

�

n

?

!

r

(�x:L[x=z]�

0

)Q

1

�

1

: : : Q

n

�

n

!

r

L[x=z]�

0

hQ

1

=xi�

1

: : :Q

n

�

n

= T

0

D'autre part, il existe un 2-partage �

00

1

: : : �

00

n

, d�esign�e par �

000

et �

000

1

: : : �

000

n

, t.q.

P

1

=

�

P

0

1

2 f[Q

1

�

000

]g

P

2

: : : P

n

=

�

P

0

2

: : : P

0

n

2 f[Q

2

�

000

2

: : :Q

n

�

000

n

]g

Il est clair queMdP

1

=xeP

2

: : : P

n

=

�

MdP

0

1

=xeP

0

2

: : : P

0

n

et que ce dernier terme

est contenu dans f[L[x=z]�

0

�

0

hQ

1

�

000

=xi�

000

1

Q

2

: : :Q

n

�

000

n

]g � f[T

0

]g. �



Th�eor�eme 3.3.16 Soit M;M

0

; N 2 �

d

et T 2 �

r

. Alors,

M=

�

M

0

2 f[T ]g & M

?

!

d

N ) 9N

0

; N

00

T

?

!

r

N

0

& N=

�

N

00

2 f[N

0

]g

Preuve. Par r�ecurrence sur M

?

!

d

N . Si la longueur de la d�erivation est z�ero, i.e.

M = N , on pose N

0

= T et N

00

=M

0

. Dans le cas de r�ecurrence,M!

d

M

0

?

!

d

N

avec M = (�x:L)PQ

1

: : :Q

n

et M

0

2 LdP=xe

~

Q.

Par le corollaire 3.3.15, 9T

0

2 �

r

9M

0

0

2 �

d

T

?

!

r

T

0

& M

0

=

�

M

0

0

2 f[T

0

]g. Par

hypoth�ese de r�ecurrence (M

0

?

!

r

N), on a 9N

0

; N

00

T

0

?

!

r

N

0

& N=

�

N

00

2 f[N

0

]g.

Donc T

?

!

r

N

0

. �

Corollaire 3.3.17 Si M 2 �

d

, alors M+

d

) M+

r

.

Preuve. Soit M;V 2 �

d

t.q. M

?

!

d

V . On montre qu'il existe W 2 �

r

t.q. V 2

f[W ]g et M+

r

W . Par le th�eor�eme 3.3.16, puisque M 2 f[M ]g, on a

9N

0

; N

00

M

?

!

r

N

0

& V=

�

N

00

2 f[N

0

]g

Comme V = �x:N , le terme N

00

est aussi une abstraction, soit �z:L. Une

application du lemme 3.3.14 permet de conclure N

0

?

!

r

(�y:L

0

)�

0

+

r

. �

En r�esumant, pour M sans substitutions explicites, la convergence dans �

r

�equivaut �a la convergence dans �

d

, et pour M dans �

r

, M converge ssi il y a

un repr�esentant de M dans �

d

qui converge. Ces r�esultats seront utilis�es dans la

preuve du lemme d'approximation pour �

r

, donn�ee dans la section 3.7.

3.4 Lambda calcul avec ressources et test de

convergence �

c

r

Le langage �

c

r

est une extension du lambda calcul avec ressources qui incorpore

le test de convergence sous la forme d'un op�erateur unaire c sur les paquets. Le

comportement de c est �etroitement li�e �a la notion de valeur dans le calcul, i.e.

forme normale signi�cative obtenue par �evaluation. Le fait que c soit un op�erateur

unaire, et non pas 0-aire comme dans �

c

, permet de conserver la notion de valeur

standard. Le combinateur c de [3] est �x:cx. Dans le cadre de la s�emantique

standard, celle du lambda calcul faible [2], les seules valeurs sont les abstractions.

Le terme cM rend la fonction identit�e lorsque le processus d'�evaluation transforme

M en un terme observable. Nous introduisons cette construction en admettant

des paquets comme arguments de c. Les termes et les valeurs de �

c

r

sont construits

selon la syntaxe suivante :

(�

rc

) M ::= x j�x:M j (MP ) jMhP=xi j cP

P ::= 1 jM j (P j P ) jM

1

(V

rc

) V ::= �x:M



Les variables libres (li�ees) d'un terme cP sont les variables libres (li�ees) de

P . On ajoute (cP )[z=x] = c(P [z=x]) au renommage de variables, o�u z 62 var(P ).

L'�-conversion reste inchang�ee et on incorpore la clause suivante �a la d�e�nition

de � :

P � Q ) cP � cQ

L'�evaluation !

rc

est un ra�nement de !

r

(cf. �gure 3.2), capable de g�erer

le nouvel op�erateur c; les nouvelles r�egles sont �ecrites dans la �gure 3.6.

(c1) c(�x:M)!

rc

I (c2)

P � (M j Q)

cP!

rc

cM

M!

rc

M

0

cM!

rc

cM

0

MhN=xi�M

0

(cM)hN=xi�cM

0

Fig. 3.6 -

�

Evaluation dans �

c

r

La premi�ere r�egle indique que le test de convergence r�eussit face �a une abstrac-

tion; le terme entier devient l'identit�e, ce qui permet de continuer l'�evaluation,

par exemple dans des termes de la forme (c(�x:M))R

1

: : :R

n

. La seconde r�egle

s�electionne de fa�con non-d�eterministe une composante M d'un paquet P , �elimi-

nant en même temps le reste du paquet. Le terme M devient l'argument de c.

On observera qu'une pr�esentation alternative de cette r�egle est

c(M j Q)!

rc

cM

puisque cP � c(M j Q) et que !

rc

a �et�e d�e�ni �a �equivalence structurelle pr�es.

La troisi�eme r�egle est une r�egle structurelle qui permet d'�evaluer l'argument de

c. La quatri�eme concerne l'op�eration de saisie.

Remarquons que, même si c est un op�erateur sur les paquets, le test de conver-

gence est e�ectu�e seulement lorsque l'argument de c est devenu un terme simple.

Ce choix n'est pas essentiel; nous pourrions aussi bien travailler avec l'ensemble

de r�egles suivant :

c(�x:M j P )!

rc

I

M!

rc

M

0

c(M j P )!

rc

c(M

0

j P )

MhN=xi�M

0

(c(M j P ))hN=xi�c(M

0

j P )



3.5 S�emantique observationnelle des calculs avec

ressources

3.5.1 D�e�nition

La s�emantique standard des calculs avec ressources, bas�ee sur la notion de

convergence, ne fournit pas de moyen de d�etecter le blocage d'un terme, seulement

les abstractions sont observables. Dans le but d'�etudier la s�emantique du �-calcul

engendr�e par le codage dans le calcul �, Boudol et Laneve [19, 20] ont �elargi

la notion de pr�eordre observationnel en admettant deux sortes de valeurs, pour

repr�esenter les abstractions et les termes bloqu�es. Ils d�e�nissent :

D�e�nition 3.5.1 (Domaine des observations)

Soit O = f
; �;?g. Les objets de ce domaine repr�esentent les �evaluations

qui terminent en une abstraction (
), les �evaluations qui terminent en un terme

bloqu�e (�) et les �evaluations in�nies ou divergentes (?). L'ordre standard �

\

,

l'ordre vertical �

�

et l'ordre plat �

[

sur O partent tous de la base que la divergence

ne fournit aucune information; ce sont :

�

\

�

�

�

[

? = � ? ?




�




J

J

J










�




L'extension des pr�eordres �

\

, �

�

et �

[

- regroup�es dans la notation � - aux

parties de O est :

o � o

0

def

, 8a 2 o 9a

0

2 o

0

a � a

0

D�e�nition 3.5.2 (Fonction d'observation)

La fonction d'observation obs(�) : �

o

r

! P(O) est d�e�nie par :

{ 
 2 obs(M) ssi M

?

!

r

�x:M

0

{ � 2 obs(M) ssi M

?

!

r

N9

r

et N 6= �x:N

0

{ ? 2 obs(M) ssi pour tout n 2 N il existe N tel que M

?

!

r

N est une �evalua-

tion en n �etapes.



D�e�nition 3.5.3 (Pr�eordre observationnel g�en�eralis�e)

Les pr�eordres observationnels sur �

r

, d�esign�es par v

\

, v

�

et v

[

, suivent le

sch�ema de d�e�nition

M v N

def

, 8C obs(C[M ]) � obs(C[N ])

o�u � est respectivement �

\

, �

�

ou �

[

. Il est sous-entendu ici que C[M ] et C[N ]

sont des termes clos.

Remarquons que obs(M) est un ensemble non-vide quelque soit M 2 �

o

r

.

Donc ? � ?; �; 
 implique f?g � obs(M); comme on le verra, 
 vM est v�eri��e

dans tous les cas de v. Il est clair que M+

r

ssi 
 2 obs(M); par cons�equent, v

\

est �equivalent �a v

r

. Dans le cadre de �

m

, le d�eterminisme de!

m

fait de obs(M)

un ensemble r�eduit �a un singleton. Les r�esultats de [19, 20] sur les pr�eordres v

�

,

v

[

, et v

\

du calcul �

m

seront �enonc�es dans la section 3.8.1. Sur �

r

, nous nous

limitons �a l'�etude du pr�eordre standard.

3.5.2 Lemmes des contextes

Dans cette section on prouve un lemme des contextes pour la s�emantique

standard du langage �

c

r

. Comme cons�equence des r�esultats de la section 3.3, on

d�eduit un lemme des contextes pour le calcul �

d

.

Une pr�esentation alternative de v

rc

en fonction de contextes (pseudo)applica-

tifs est possible. La structure de ces contextes est bien moins g�en�ereuse que celle

des contextes d�e�nis sur la syntaxe des termes; en particulier, la constante [] n'y

apparâ�t qu'une fois au plus, et seulement en position de tête. La grammaire des

contextes applicatifs est :

A ::= [] j AP j AhP=xi j cA

Dans les preuves, nous consid�erons la description des contextes applicatifs

bas�ee sur les ensembles A

i

, d�e�nis par r�ecurrence comme suit :

A

0

= f[]

~

R pour tout

~

R g

A

n+1

= f(cA)

~

R pour tout A 2 A

n

et

~

R g

Il est �evident que A est un contexte applicatif ssi 9n A 2 A

n

. La forme g�en�erale

des contextes applicatifs est c : : : c

| {z }

m

([]

~

R

0

)

~

R

1

: : :

~

R

m

, avec m � 0. A�n de simpli-

�er la notation, nous �ecrivons souvent c

m

et

~

R

m

au lieu de c : : : c

| {z }

m

et

~

R

1

: : :

~

R

m

respectivement, ce qui donne c

m

([]

~

R

0

)

~

R

m

.

Nous utilisons le même genre d'�ecriture raccourcie pour des termes et des

contextes arbitraires. Il su�t d'observer que pour tout terme M il existe m > 0

maximal tel que

M = c(: : : c((c

| {z }

m�0

T )

~

R

1

)

~

R

2

: : :)

~

R

m



o�u T est un terme simple ou un paquet de termes. C'est-�a-dire, T ne commence

pas par c; plus pr�ecis�ement,

{ soit T = N

~

R

0

avec N une variable x ou une abstraction �x:N

0

{ soit T = (P j Q) ou T = N

1

.

En suivant la convention adopt�ee pour les contextes applicatifs, M = c

m

T

~

R

m

.

Selon le même principe, tout contexte est de la forme c

m

W

~

B

m

o�u W est un

contexte de termes x

~

B

0

, []

i

~

B

0

ou (�x:D)

~

B

0

, ou un contexte d'argument (B

0

j B

1

)

ou D

1

.

Lemme 3.5.4 Si Mv

A

N et z 62 var(M;N), alors M [z=x]v

A

N [z=x].

Preuve. Soit Mv

A

N et A un contexte applicatif clos qui fermeM [z=x], N [z=x]

et qui v�eri�e A[M [z=x]]+

rc

. Si [] 62 A, l'�enonc�e est trivial. Sinon, nous examinons

deux cas:

{ le premier a lieu quand z 62 fv(M [z=x]; N [z=x]) (i.e. x 62 fv(M;N)). Clai-

rement,M [z=x] =M et N [z=x] = N , alors A[N ]+

rc

par hypoth�ese.

{ le second suppose que z est libre dans au moins un des termes M [z=x]

et N [z=x]. Si l'on �ecrit A = c

m

([]

~

R

0

)

~

R

m

, il existe un plus petit i tel que

~

R

i

=

~

S

1

hQ=zi

~

S

2

et

~

S

1

n'a pas d'entr�ee de substitution pour z :

(�)

~

R

0

; : : : ;

~

R

i�1

~

S

1

ne contient pas d'entr�ee de substitution pour z.

Par r�ecurrence et en utilisant (�), on montre que

(c

i

([]

~

R

0

)[x=z]

~

R

i�1

~

S

1

) = c

i

([]

~

R

0

0

)

~

R

0

i�1

~

S

0

1

o�u

~

R

0

j

= (Q

1

[x=z]) : : : (Q

r

[x=z]) si

~

R

j

= Q

1

: : : Q

r

. Appelons A

0

le contexte

c

m

(M

~

R

0

0

)

~

R

0

i�1

~

S

0

1

hQ=xi

~

S

2

~

R

i+1

: : :

~

R

m

Comme A[M [z=x]]=

�

A

0

[M ], on a A

0

[N ]+

rc

par hypoth�ese. D'autre part,

puisque A

0

[N ]=

�

A[N [z=x]], le dernier terme converge par d�e�nition d'�eva-

luation.

�

Lemme 3.5.5 (Lemme des contextes pour �

c

r

)

8M;N 2 �

rc

Mv

rc

N , Mv

A

N



Preuve. La partie ( est triviale. La partie ) est un cas particulier de la pro-

position suivante:

8M

1

; : : : ;M

p

8N

1

; : : : ; N

p

(8i M

i

v

A

N

i

) ) (8C C[

~

M]+

rc

) C[

~

N ]+

rc

)

o�u C est un �

c

r

-contexte �a plusieurs trous.

Soit C un contexte qui ferme

~

M;

~

N et tel qu'il existe une valeur V v�eri�ant

C[

~

M]

?

!

rc

V en un nombre �ni l d'�etapes d'�evaluation. Nous montrons C[

~

N ]+

rc

par r�ecurrence sur (l; h) (selon l'ordre lexicographique), o�u h est le nombre de

trous de C, appel�e t(C) dor�enavant.

l = 0: le terme C[

~

M] est lui-même une valeur. On a soit C = �z:L, auquel

cas C[N ] est aussi une valeur, soit C = []

i

et M

i

est une abstraction. Alors M

i

et

N

i

sont des termes clos et N

i

= C[

~

N ]+

rc

est v�eri��e, car M

i

v

A

N

i

.

l > 0: si t(C) = 0 alors C converge et C = C[

~

N]. Supposons t(C) � 1 et

C = c

m

W

~

B

1

: : :

~

B

m

; nous �etablissons la proposition par cas sur W :

1. W = C

0

~

B

0

o�u C

0

est une variable x, ou []

i

, ou �x:D. On d�ecompose l'analyse

selon C

0

:

(a) C

0

= x : a�n de simpli�er la preuve, on �ecrit C comme c

m

C

0

B

1

: : :B

n

. Le

premier pas d'�evaluation �a partir de C[

~

M] ne peut être qu'une saisie sur x: il

existe un plus petit i tel que B

i

= h(D j B

0

)=xi o�u D est un contexte de termes

et C[

~

M ] consomme D[

~

M ]. En tenant compte des �-conversions �eventuelles, la

structure du terme obtenu par saisie est:

C[

~

M]!

rc

c

m

D[

~

M ]B

0

1

[

~

M

1

] : : :B

0

i�1

[

~

M

i�1

]hB

0

[

~

M ]=ziB

i+1

[

~

M ] : : :B

n

[

~

M ]+

rc

o�u z 62 var(C[

~

M]) et B

0

j

;

~

M

j

, pour j = 1; : : : ; i � 1, r�esultent de B

j

;

~

M par

renommage de variables (x en particulier) et par �-conversions. Sans perte de

g�en�eralit�e, on peut supposer que les variables utilis�ees dans ces �-conversions ne

�gurent pas parmi celles de C[

~

N ], en particulier z 62 var(C[N ]). La longueur de

~

M

j

, soit p

j

, peut di��erer de p, celle de

~

M .

Pour j = 1; : : : ; i�1, nous appelons B

?

j

le contexte �a trous multiples construit

comme B

0

j

, o�u []

k

est remplac�e par []

p+p

1

+:::+p

j�1

+k

. Soit C

?

le contexte

c

m

DB

?

1

: : : B

?

i�1

hB

0

=ziB

i+1

: : :B

n

Il est �evident que C

?

[

~

M;

~

M

1

; : : : ;

~

M

i�1

]+

rc

en l � 1 �etapes d'�evaluation.

E�ectu�es sur

~

N , les renommages et �-conversions qui ont donn�e lieu aux

s�equences

~

M

j

produisent

~

N

1

; : : : ;

~

N

i

. Avec un abus de notation, le lemme 3.5.4

implique

~

M

j

v

A

~

N

j

, pour tout j = 1; : : : ; i� 1. Sur C[

~

N ], la saisie donne

C[

~

N]!

rc

C

?

[

~

N;

~

N

1

; : : : ;

~

N

i

]



et ce dernier terme converge par hypoth�ese de r�ecurrence. Donc, C[

~

N]+

rc

.

(b) C

0

= �x:D: on examine deux situations possibles. La premi�ere correspond �a

~

B

0

vide. Le fait d'avoir l > 0 implique m � 1. L'�evaluation de C[

~

M] est

C[

~

M]!

rc

c

m�1

(I)

~

B

1

: : :

~

B

m

[

~

M ]+

rc

en l � 1 �etapes

Clairement, C

0

[

~

N ] est aussi une valeur, alors C[

~

N]!

rc

c

m�1

(I)

~

B

1

: : :

~

B

m

[

~

N ]+

rc

par hypoth�ese de r�ecurrence.

Par contre, si

~

B

0

= B

1

: : : B

q

n'est pas vide, le premier pas d'�evaluation

d�epend de B

1

, un contexte de substitution ou un contexte d'argument. Pour

B

1

= hB

0

=yi et

~

B

0

= B

2

: : :B

q

, on a

C[

~

M]!

rc

c

m

(�z:(D

0

[

~

M

0

]hB

0

=yi)

~

B

0

)

~

B

1

: : :

~

B

m

[

~

M ]+

rc

en l � 1 �etapes

o�u, sans perte de g�en�eralit�e, z 62 var((C

0

B

1

)[

~

M ]) et z 62 var((C

0

B

1

)[

~

N ]). Le

contexte D

0

et les termes

~

M

0

s'obtiennent par renommage de x par z dans D et

~

M respectivement.

On note D

?

le contexte construit commeD

0

mais o�u []

j

est remplac�e par []

p+j

pour j = 1; : : : ; p. Soit

C

?

= c

m

(�z:(D

?

hB

0

=yi)

~

B

0

)

~

B

1

: : :

~

B

m

Le renommage de x par z e�ectu�e sur

~

N donne

~

N

0

; alors

~

M

0

v

A

~

N

0

par applica-

tion du lemme 3.5.4. Puisque C

?

[

~

M;

~

M

0

]+

rc

en l�1 pas d'�evaluation, C

?

[

~

N;

~

N

0

]+

rc

est cons�equence de l'hypoth�ese de r�ecurrence. Donc C[

~

N]!

rc

C

?

[

~

N;

~

N

0

] implique

C[

~

N]+

rc

.

Supposons maintenant que B

1

est un contexte d'argument. Soit

C

0

= c

m

(DhB

1

=xi

~

B

0

)

~

B

1

: : :

~

B

m

alors C[

~

M ]!

rc

C

0

[

~

M ] et ce terme converge en l � 1 pas. Par r�ecurrence, on a

C

0

[

~

N ]+

rc

. Ce qui implique C[

~

N]+

rc

, car C[

~

N]!

rc

C

0

[

~

N].

(c) C

0

= []

i

: nous abr�egeons la preuve en posant C = c

m

C

0

B

1

: : : B

n

. Soit C

0

=

c

m

M

i

B

1

� � �B

n

et A = c

m

[]B

1

[

~

N ] � � �B

n

[

~

N ]. D'une part, C[

~

M] = C

0

[

~

M ]+

rc

V en

l �etapes. Mais, t(C

0

) = t(C) � 1, alors A[M

i

] = C

0

[

~

N ]+

rc

par hypoth�ese de

r�ecurrence. D'autre part, A ferme N

i

, car A[N

i

] = C[

~

N ], et aussi M

i

: si l'on

suppose 9x 2 fv(M

i

) tel que x 2 fv(A[M

i

]), alors il n'y a pas de contexte

de substitution pour x parmi les B

1

; : : : ; B

n

, donc x est libre dans C[

~

M], ce

qui contredit l'hypoth�ese. Finalement, M

i

v

rc

N

i

et A[N

i

] = C[

~

N] impliquent

A[N

i

]+

rc

. Ce qui revient �a dire C[

~

N]+

rc

.



2. W = (W

0

j W

1

) : Dans ce cas, m � 1 et il existe D, un contexte de termes, et

W

0

, un contexte d'argument, tel que W � (D j W

0

) et

C[

~

M]!

rc

(c

m

DB

1

: : :B

n

)[

~

M ]+

rc

en l � 1 pas d'�evaluation

alors, par r�ecurrence, C[

~

N ]!

rc

(c

m

DB

1

: : : B

n

)[

~

N ]+

rc

.

3. W = D

1

: dans ce cas, la preuve de l'�enonc�e est compl�etement similaire �a celle

du point (2). Le terme choisi est D[

~

M ]. �

Les lemmes des contextes pour les s�emantiques standards de �

m

et �

r

sont

corollaires du lemme 3.5.5. Des preuves directes ont �et�e donn�ees dans [17, 18].

Par ailleurs, la s�emantique v

�

sur �

r

(donc sur �

m

) est aussi caract�eris�ee par

des contextes applicatifs (cf. [19]). Il n'est pas di�cile d'�etendre le lemme des

contextes pour la s�emantique standard de �

c

r

aux s�emantiques verticale et plate.

Comme cons�equence du lemme des contextes, l'�evaluation dans �

c

r

est d�ecrois-

sante par rapport au pr�eordre applicatif :

Lemme 3.5.6

8M;N 2 �

rc

M!

rc

N ) Nv

A

M

Preuve. Soit M;N 2 �

rc

et A un �

c

r

-contexte applicatif t.q. A[N ]+

rc

. La forme

de A est c

m

[]

~

R

0

~

R

m

, donc M!

rc

N implique A[M ]!

rc

A[N ]+

rc

. �

Quant au calcul de paquets, le lemme des contextes est corollaire du lemme

des contextes pour �

r

et des r�esultats de la section 3.3. Les contextes applicatifs

associ�es �a �

d

sont :

A ::= x j�x:A jAP

Lemme 3.5.7 (Lemme des contextes pour �

d

)

8M;N 2 �

d

Mv

d

N,Mv

A

N

Preuve. On note ici v

r

A

le pr�eordre applicatif associ�e �a �

r

.

�

A chaque �

r

-contexte

C on associe �

d

-contexte bMc d�e�ni par :

b[]c = [] bxc = x

b�x:Cc = �x:bCc bCQc = bCcbQc

bChQ=xic = (�x:bCc)bQc b1c = 1

b(Q

0

j Q

1

)c = (bQ

0

c j bQ

1

c) bC

1

c = bCc

1

On montre d'abord 8M;N 2 �

d

Mv

A

N ) M v

r

A

N .

Soit A un contexte dans �

r

t.q. A[M ]+

r

. Il est clair que pour tout M 2

�

d

, A[M ]+

r

,bAc[M ]+

r

. Puisque bAc[M ] 2 �

d

, par le corollaire 3.3.9(2), on a



bAc[M ]+

d

. Par hypoth�ese, bAc[N ]+

d

. Alors bAc[N ]+

r

par le corollaire 3.3.17.

D'o�u A[N ]+

r

.

Ces corollaires permettent aussi de montrer Mv

r

N ) Mv

d

N pour tout

M;N 2 �

d

. Le lemme des contextes pour �

r

permet de conclure

8M;N 2 �

d

Mv

A

N ) M v

r

A

N ) Mv

r

N ) Mv

d

N

Remarquons que pour des termes clos de �

d

, le pr�eordre applicatif co��ncide avec

la bisimulation applicative d'Abramsky [2]. �

3.5.3 Quelques propri�et�es de la s�emantique standard

Dans cette section nous regroupons plusieurs r�esultats concernant la s�eman-

tique standard du calcul de ressources �

c

r

que nous utiliserons par la suite. Les

preuves sont en g�en�eral des longues r�ecurrences, que nous ne d�etaillerons pas

toujours.

D�eplacements des entr�ees de substitution

Il est clair qu'un terme supporte certaines permutations d'entr�ees de substi-

tution ainsi que l'e�acement des entr�ees qui ne lient aucune variable sans que soit

a�ect�ee pour autant sa s�emantique observationnelle. Ce fait est formalis�e par la

relation � , qui contient � [=

�

et satisfait :

MhR=xi � M x 62 fv(M)

(MP )hR=xi � (MhR=xi)P x 62 fv(P )

(MhP=zi)hR=xi � (MhR=xi)hP=zi z 6= x; x 62 fv(P ); z 62 fv(R)

(cM)hR=xi � c(MhR=xi)

M �M

0

) (MP ) � (M

0

P )

M �M

0

) (MhP=xi) � (M

0

hP=xi)

M �M

0

) (cM) � (cM

0

)

La preuve deM � N ) M'

A

N n�ecessite la d�e�nition et les lemmes suivants.

D�e�nition 3.5.8 Soit

~

T une s�equence dans � (compos�ee de paquets et de sub-

stitutions). Soit z; v

1

; : : : ; v

n

des variables t.q. v

i

62 var(

~

T; z) pour tout i. On dit

que

~

T est z~v-ind�ependant ssi l'un des cas suivants est v�eri��e:

{

~

T est vide,

{

~

T = P

~

T

0

et

~

T

0

est z~v-ind�ependant,

{

~

T = hP=xi

~

T

0

, x 6= z; ~v et

~

T

0

est z; ~v-ind�ependant.



De plus, si

~

T est z~v-ind�ependant et w 2 ~v, alors

~

T [w=z] d�esigne la s�equence

d�e�nie par :

~

T [w=z] =

8

>

<

>

:

vide si

~

T est vide

(P [w=z])(

~

T

0

[w=z]) si

~

T = P

~

T

0

h(P [w=z])=xi(

~

T

0

[w=z]) si

~

T = hP=xi

~

T

0

et x 6= z;w

Lemme 3.5.9 Pour tout L;H;M

0

; L

v

; L

z

2 �

rc

, on a

1. (L[v=z])hM

0

=vi�L

v

& v 62 var(L; z) [ fv(M

0

) )

(8w 62 var(L; z) [ fv(M

0

)8

~

T s�equence zvw-ind�ependante

9L

w

(L[w=z])hM

0

=wi�L

w

& L

w

(

~

T [w=z])hQ=wi=

�

L

v

(

~

T [v=z])hQ=vi)

2. LhM

0

=zi�L

z

& L � H & :(L=

�

H) ) 9H

z

HhM

0

=zi�H

z

& L

z

� H

z

Preuve. On prouve (1) et (2) en même temps, par r�ecurrence sur les profon-

deurs de d�erivation de (L[v=z])hM

0

=vi�L

v

et de LhM

0

=zi�L

z

respectivement.

Consid�erons w 62 var(L; z) [ fv(M

0

) et

~

T une s�equence zvw-ind�ependante. On

examine la derni�ere r�egle utilis�ee :

(a) si L = z alors L

v

= L

z

= M

0

. D'un cot�e on a L

w

= M

0

, de l'autre H est z.

D'o�u l'on conclut (1) et (2) facilement.

(b) si L = L

0

P

0

alors L

v

= L

0

v

(P

0

[v=z]) et L

z

= L

0

z

P

0

, o�u (L

0

[v=z])hM

0

=vi�L

0

v

et

L

0

hM

0

=zi�L

0

z

.

1. Par h.r., il existe L

0

w

v�eri�ant (L

0

[w=z])hM

0

=wi�L

0

w

, donc on a L

w

=

L

0

w

(P

0

[w=z]). De plus, l'�equation

L

0

v

(P

0

[v=z])(

~

T )[v=z])hQ=vi=

�

L

0

w

(P

0

[w=z])(

~

T [w=z])hQ=wi

implique L

v

~

T hQ=vi=

�

L

w

~

T hQ=wi.

2. Par la d�e�nition de �, le termeH ne peut être qu'une application (H

0

P

0

) o�u

L

0

� H

0

. Par h.r., il y a donc un termeH

0

z

� L

0

z

qui v�eri�e H

0

hM

0

=zi�H

0

z

.

En utilisant la même r�egle on prouve HhM

0

=zi�H

0

z

P

0

= H

z

. Par cons�e-

quent, H

z

� L

v

.

(c) si L = L

0

hP

0

=xi, alors L

v

= L

0

v

hP

0

[v=z]=xi et L

z

= L

0

z

hP

0

=xi, avec z 6= x,

L

0

hM

0

=zi�H

0

z

et (L

0

[v=z])hM

0

=vi�L

0

v

.

1. La preuve est identique �a celle du point (b.1) pr�ec�edent.



2. Trois cas se pr�esentent, selon la forme de H. Pour H = H

0

hP

0

=xi avec

L

0

� H

0

on proc�ede comme pour le cas (b.2) pr�ec�edent.

La deuxi�eme possibilit�e consiste �a avoir H = H

0

hP

0

=xihQ

0

=x

0

i et L

0

=

H

0

hQ

0

=x

0

i, avec x 6= x

0

, x

0

62 fv(P

0

), x 62 fv(Q

0

). L'inf�erence de L

0

z

est

donc telle que L

0

z

= L

00

z

hQ

0

=x

0

i et H

0

hM

0

=zi�L

00

z

.

On d�erive facilementH

z

= L

00

z

hP

0

=xihQ

0

=x

0

i. A noter que les conditions sur

les variables sont satisfaites parce que :(L=

�

H) implique fv(H) = fv(L)

et bv(H) = bv(L). On en d�eduit H

z

� L

z

, car x 6= x

0

.

Le dernier cas, celui de H = c(H

0

hP

0

=xi) et L

0

= (cH

0

), est compl�etement

similaire au pr�ec�edent.

(d) si L = cL

0

, alors L

z

= cL

0

z

et H = cH

0

, avec H

0

� L

0

. On proc�ede comme

auparavant, en utilisant l'hypoth�ese de r�ecurrence et ensuite les r�egles utilis�ees

dans les d�erivations des saisies et de H � L. �

Lemme 3.5.10 Pour tout M;N;M

0

2 �

rc

, on a

M � N & M!

rc

M

0

) 9N

0

N!

rc

N

0

& M

0

� N

0

Preuve. Dans la d�emonstration, on peut se restreindre �a des termes M;N tels

que l'inf�erence de M � N n'utilise qu'un axiome. Il su�t d'observer que si la

transitivit�e de la relation � intervient, le lemme r�esulte d'un nombre �ni d'ap-

plications du lemme restreint.

La preuve est par r�ecurrence sur la taille de la d�emonstration de M � N . Si

M � N ou M=

�

N , la proposition est vraie par d�e�nition de !

rc

. C'est aussi

vrai pour les axiomes tant que l'�evaluation ne concerne que la partie \inamovible"

du terme M ; i.e. L dans le cas o�u M et N sont respectivement : LhR=xi et L

ou (LP )hR=xi et (LhR=xi)P ou (LhP=zi)hR=xi et (LhR=xi)hP=zi, ou encore

(cL)hR=xi et c(LhR=xi).

Dans tous les autres cas, on proc�ede par r�ecurrence sur la taille de la d�erivation

de M!

rc

M

0

. La base (taille 0) suppose M

0

=M ; alors on a N

0

= N . Pour le cas

de r�ecurrence, nous examinons la derni�ere r�egle utilis�ee. Ind�ependamment de M

et N , tant que l'�evaluation est de la forme

.

.

.

M

�

!

rc

M

0

M!

rc

M

0

M=

�

M

�

ou M �M

�

on a N �M

�

et, par h.r., 9N

0

N!

rc

N

0

�M

0

. Nous nous limitons donc �a �etudier

l'utilisation des r�egles restantes.



- Si M = (LP )hR=xi � (LhR=xi)P = N et x 62 fv(P ), l'�evaluation est due soit

�a une saisie soit �a une r�eduction �.

{ Saisie: Supposons que L consomme une ressource M

0

dans R � (M

0

j R

0

);

la d�erivation, guid�ee par la syntaxe, donne :

M

0

= (M

00

P )hR

0

=xi o�u LhM

0

=xi�M

00

car x 62 fv(M

0

) est v�eri��e par hypoth�ese. La même r�egle, appliqu�ee �a N ,

donne N

0

= (M

00

hR

0

=xi)P . Or, M

0

� N

0

est une instance d'axiome.

{ �: Alors L = �y:L

0

etM

0

= L

0

hP=yihR=xi. Par ailleurs, si z 62 fv(L

0

; R; x),

on d�eduit :

N=

�

(�z:(L

0

[z=y])hR=xi)P!

rc

(L

0

[z=y])hR=xihP=zi = N

0

N

0

� (�

z

y

(L

0

)hP=zi)hR=xi car x 62 fv(P )

Donc (L

0

[z=y])hP=zi=

�

L

0

hP=yi implique N

0

� M

0

par transitivit�e de la

relation.

- SiM = (cL)hR=xi � c(LhR=xi) = N , l'�evaluation saisit une ressourceM

0

dans

R. Le raisonnement est semblable �a celui du point pr�ec�edent.

- Si M = (LhP=zi)hR=xi � (LhR=xi)hP=zi = N et z 62 fv(R;x); x 62 fv(P ),

l'�evaluationM!

rc

M

0

correspond �a une saisie, sur la variable z ou sur la variable

x.

{ Sur la variable x : soit R � (M

0

j R

0

). Si LhM

0

=xi�L

0

, on obtient M

0

=

(L

0

hP=zi)hR

0

=xi car x 6= z et z 62 fv(M

0

) par hypoth�ese. Donc,

LhR=xi!

rc

L

0

hR

0

=xi ) N!

rc

N

0

= (L

0

hR

0

=xi)hP=zi �M

0

{ Sur la variable z : l'inf�erence de M!

rc

M

0

repose sur l'�evaluation d'un cer-

tain terme K=

�

LhP=zi. C'est-�a-dire, K!

rc

M

00

et M

0

= M

00

hR=xi. Or,

K = (L

0

[v=z])hP

0

=vi o�u L=

�

L

0

et P=

�

P

0

. Le termeM

00

est ainsi:

.

.

.

(L

0

[v=z])hM

0

0

=vi�L

v

K!

rc

L

v

hQ

0

=vi = M

00

P

0

� (M

0

0

j Q

0

)

Soit w 62 var(L

0

hR=xi; z) [ fv(M

0

0

). D'apr�es le lemme 3.5.9(1),

9L

w

(L

0

[w=z])hM

0

0

=wi�L

w



Par ailleurs, (L

0

hR=xi)[w=z] = (L

0

[w=z])hR=xi car w 6= x; z 62 fv(R). Notre

terme N

0

est d�eriv�e comme suit :

.

.

.

(L

0

[w=z])hM

0

0

=wi�L

w

(L

0

[w=z])hR=xihM

0

0

=wi�L

w

hR=xi

w 6= x; x 62 fv(M

0

0

)

(L

0

[w=z])hR=xihP

0

=wi!

rc

L

w

hR=xihQ

0

=wi

N=

�

L

0

hR=xihP

0

=zi!

rc

L

w

hR=xihQ

0

=wi = N

0

D'autre part, on sait aussi que L

v

hQ

0

=vi=

�

L

w

hQ

0

=wi. Par cons�equent,M

0

=

L

v

hQ

0

=vihR=xi=

�

L

w

hQ

0

=wihR=xi � N

0

.

Supposons maintenant que la longueur de d�erivation de M � N est sup�erieure �a

un. Soit L � L

0

. Si l'�evaluation deM repose sur une �evaluation de L, on applique

l'hypoth�ese de r�ecurrence. Sinon,

- ou bien M = (LP ) � (L

0

P ) = N , L = �x:L

0

et M

0

= L

0

hP=xi : par d�e�nition

de �, on sait que P=

�

P

0

et que L

0

=

�

�x:L

0

; i.e. L

0

= �z:(L

0

0

[z=x]) et L

0

0

=

�

L

0

. La

�-r�eduction de N donne alors L

0

P!

rc

(L

0

0

[z=x])hP

0

=zi = N

0

�M

0

.

- ou bien M = (LhP=xi) � (L

0

hP=xi) = N et M est r�eduit par saisie d'une

ressource dans P . C'est-�a-dire, P � (M

0

j Q) et LhM

0

=xi�L

x

& M

0

= L

x

hQ=xi.

Dans le cas o�u L=

�

L

0

, on proc�ede commedans le point pr�ec�edent. Sinon, par le

lemme 3.5.9 : 9L

0

x

L

0

hM

0

=xi�L

0

x

& L

x

� L

0

x

, et on d�eduit N!

rc

L

0

x

hQ=xi = N

0

.

Donc M

0

� N

0

.

�

Lemme 3.5.11 Pour tout M;N 2 �

rc

, M � N ) M'

A

N .

Preuve. Soit M � N et A un contexte applicatif.

�

Etant donn�e la forme g�e-

n�erale de ces contextes, �a savoir c

k

([]

~

S

0

)

~

S

k

, on a A[M ] � A[N ]. Supposons que

A[M ]

?

!

rc

V , o�u V est une valeur; par le lemme 3.5.10, il existe N

0

t.q. A[N ]

?

!

rc

N

0

et V � N

0

. De la d�e�nition de � on d�eduit N

0

=

�

V , donc A[N ]!

rc

V . C'est-�a-dire,

A[N ]+

rc

. �



�

Elargissement des paquets

On d�emontre que la capacit�e de convergence d'un terme n'est pas modi��ee

par l'�elargissement des paquets qui constituent ses sous-termes.

D�e�nition 3.5.12 L'ordre T b T

0

- lisez T est contenu dans T

0

, est d�e�ni par :

P b (P j Q)

P b P

0

)

8

>

<

>

:

(MP ) b (MP

0

)

MhP=xi bMhP

0

=xi

cP b cP

0

M b N )

8

>

<

>

:

(MR) b (NR)

MhR=xi b NhR=xi

�x:M b �x:N

Lemme 3.5.13 Pour tout M;N 2 �

rc

, si M b N alors Mv

rc

N .

Preuve. La preuve de l'�enonc�e est su�samment similaire �a celle du lemme 3.5.11

pour que nous puissions l'omettre. En e�et, la d�emonstration s'articulerait comme

suit : on devrait montrer, d'abord, l'analogue du lemme 3.5.10 pour notre ordre

b, i.e.

8M;N;M

0

2 �

rc

M b N & M

?

!

rc

M

0

) 9N

0

2 �

rc

N

?

!

rc

N

0

& M

0

b N

0

ensuite, la propri�et�e

8V 2 V

rc

8L 2 �

rc

V b L ) L 2 V

rc

qui est �evidente car les valeurs sont des abstractions et b pr�eserve la structure

globale du terme (i.e. le nombre d'abstractions, d'applications, d'entr�ees de sub-

stitution et de tests de convergence). Par cons�equent, si A[M ]

?

!

rc

V , on d�eduit

A[N ]+

rc

. �

Partage des entr�ees de substitution

Le pr�eordre observationnel est d�ecroissant par rapport �a certains partages de

substitutions.

Lemme 3.5.14 Soit �; �

0

; �

1

; : : : ; �

n

des entr�ees de substitution hP=xi avec P

clos, portant sur la même variable x. Si P � (N

1

j : : : j N

n

j Q) alors

1. M�

0

~

S

0

�

1

~

S

1

v

A

M

~

S

0

(�

0

j �

1

)

~

S

1

2. Mh(N

1

�

1

j : : : j N

n

�

n

j Q)=zi�v

A

(MhP=zi)(� j �

1

j : : : j �

n

)



3. (M�)(N

1

�

1

j : : : j N

n

�

n

j Q)v

A

(MP )(� j �

1

j : : : j �

n

)

Preuve. Dans le cadre de �

r

, on pourrait montrer ces �enonc�es en utilisant la

relation qui existe entre �

d

et �

r

. Puisqu'il s'agit ici du pr�eordre applicatif as-

soci�e �a v

rc

, on donne des preuves directes. Remarquons que les trois �enonc�es �a

d�emontrer ont la même structure. Nous appelons C

i

; C

0

i

les contextes applicatifs

pour lesquels nous montrerons C

i

[M ]v

A

C

0

i

[M ], avec i = 1; 2; 3 correspondant �a

chacun des points ci-dessus. Dans des observations d'ordre g�en�eral, l'indice sera

supprim�e. Tout au long de la preuve, P

0

d�esigne le paquet (N

1

�

1

j : : : j N

n

�

n

j Q),

� = hR=xi et �

i

= hR

i

=xi i = 1; : : : ; n

On sous-entend que �

0

et �

0

i

sont les entr�ees de substitution hR=x

0

i et hR

i

=x

0

i,

pour tout i.

Soit un contexte applicatif A = c

k

([]

~

W

0

)

~

W

k

tel que A[C[M ]]+

rc

en l �etapes

d'�evaluation �a (v)-r�eductions pr�es. La preuve de A[C

0

[M ]]+

rc

est par r�ecurrence

sur l.

Si l = 0, alors k = 0; i.e. A = []

~

W

0

, o�u

~

W

0

est vide ou compos�e de substitutions

exclusivement. C'est aussi le cas de

~

S

0

et

~

S

1

dans la partie (1) de l'�enonc�e. Pour

(1) et (2), M

?

!

rc

�y:M

0

en utilisant l'axiome (v). Les d�erivations suivantes, o�u w

est une variable neuve, montrent C

0

i

[M ]

~

W

0

+

rc

, i = 1; 2:

C

0

1

[M ]

?

!

rc

�w:((M

0

[w=y])

~

S

0

(�

0

j �

1

)

~

S

1

~

W

0

)

C

0

2

[M ]

?

!

rc

�w:((M

0

[w=y])hP=zi(� j �

1

j : : : j �

n

)

~

W

0

)

La partie (3) ne v�eri�e pas la pr�emisse.

Si l > 0, supposons que M

?

!

rc

M

0

par application de (v) et :(M

0

(v)

!

rc

). Il existe

des termes T

i

, i = 1; 2; 3, correspondant aux parties (1), (2) et (3), tel que

A[C[M ]]

?

!

rc

A[C[M

0

]]

�

!

rc

T

i

?

!

rc

V

o�u � d�esigne l'axiome utilis�e pour arriver �a T

i

(di��erent de (v) par hypoth�ese).

Dans le cas o�u � s'applique �a M

0

, i.e. M

0

�

!

rc

M

00

, on d�eduit T

i

= A[T (M

00

)]

et A[C

0

[M ]]

+

!

rc

A[C

0

[M

00

]]. L'hypoth�ese de r�ecurrence donne A[C

0

[M

00

]]+

rc

. Par

cons�equent, A[C

0

[M ]]+

rc

.

Quand l'utilisation de � est partag�ee entreM

0

et C (ou A), on proc�ede par cas

sur l'axiome donnant lieu �a �. Celui-ci doit être autre que (c2), car la d�e�nition

de contexte applicatif (donc de A) n'autorise pas de termes de tête de la forme

c(Q j Q

0

). Remarquons que si � s'obtient par saisie d'une ressource alors M

0

=

c

l

(y

~

Z

0

)

~

Z

l

tandis que si � s'obtient par (�) ou par (c1) alors M

0

= �y:N . On

prouve (1)-(3) s�epar�ement :



(1) Ici, C = []�

0

~

S

0

�

1

~

S

1

et C

0

= []

~

S

0

(�

0

j �

1

)

~

S

1

.

(saisie) Deux cas sont �a consid�erer:

{ si y 2 fv(M) et y = x, il existe L clos tel queR

0

� (L j Q),M

00

= c

l

(L

~

Z

0

)

~

Z

l

et A[C[M ]]

�

!

rc

A[M

00

hQ=xi

~

S

0

�

1

~

S

1

]+

rc

en l � 1 �etapes. La convergence de

A[C

0

[M ]] d�ecoule du fait que l'�evaluation ne modi�e ni

~

Z

0

ni

~

Z

l

, car L est

clos, et

A[T

0

(M)]

saisie

!

rc

A[M

00

~

S

0

(hQ=xi j �

1

)

~

S

1

]+

rc

par h.r.

{ si y 2 fv(M) et y 6= x, l'�evaluation saisie une ressource de

~

S

0

~

S

1

~

W

0

: : :

~

W

k

.

Supposons que

~

S

1

�

~

S

2

h(L j Q)=yi

~

S

3

et que y est libre dans

~

S

0

~

S

2

. On a,

A[C[M ]]

�

!

rc

A[c

l

(L

~

Z

0

)

~

Z

0

l

�

0

0

~

S

0

0

�

0

1

(

~

S

0

2

hQ=zi

~

S

3

)]+

rc

en l � 1 �etapes

Par hypoth�ese de r�ecurrence, et parce que

A[C

0

[M ]]

saisie

!

rc

A[c

l

(L

~

Z

0

)

~

Z

0

l

~

S

0

0

(�

0

0

j �

0

1

)(

~

S

0

2

hQ=zi

~

S

3

)]

on conclut A[T

0

(M)]+

rc

.

Si y est li�e par

~

S

0

ou par un des

~

W

i

, le raisonnement est similaire.

(�) L'argument �a consommer est pris dans

~

S

0

~

S

1

~

W

0

. Nous examinons le cas o�u

~

S

0

et

~

S

1

sont constitu�es d'entr�ees de substitution et W

0

= h

~

W

0

=~viP

~

W

00

. Alors,

A[C[M ]]

?

!

rc

�

!

rc

A

0

[�

w

y

(N)�

0

~

S

0

�

1

~

S

1

h

~

W

0

=~vi]+

rc

avec A

0

= c

k

([]hP=wi

~

W

00

)

~

W

k

. Puisque

A[C

0

[M ]]

?

!

rc

�

!

rc

A

0

[�

w

y

(N)

~

S

0

(�

0

j �

1

)

~

S

1

h

~

W

0

=~vi]

l'hypoth�ese de r�ecurrence donne A[C

0

[M ]]+

rc

.

(c1) Dans ce cas,

~

S

0

et

~

S

1

ne contiennent que des substitutions. De plus, k > 0;

ce qui implique

A[C

0

[M ]]

?

!

rc

A[�x:(�

x

y

(N)�

0

~

S

0

�

1

~

S

1

)]

(c1)

!

rc

c

k�1

(I

~

W

0

)

~

W

1

: : :

~

W

k

+

rc

(2) Ici, C = []h(N

1

�

1

j : : : j N

n

�

n

j Q)=zi� et C

0

= ([]hP=zi)(� j �

1

j : : : j �

n

)

(saisie) il faut consid�erer deux cas:

{ si y 2 fv(M) et y = z, supposons que la ressource consomm�ee est N

1

�

1

:

A[C(M)]

�

!

rc

A[(c

l

(N

1

�

1

~

Z

0

0

)

~

Z

0

l

)hP

0

=z

0

i�]

?

!

rc

V



o�u P

0

= (N

2

�

2

j : : : N

n

�

n

j Q) et z

0

est une variable neuve. Si P

1

d�esigne

(N

2

j : : : j N

n

j Q), par hypoth�ese de r�ecurrence on a

A[(c

l

(N

1

�

1

~

Z

0

0

)

~

Z

0

l

)hP

1

=z

0

i(� j �

2

j : : : j �

n

)]+

rc

La partie (1) implique c((N

1

�

1

)

~

Z

0

0

)v

A

c((N

1

~

Z

0

0

)�

1

). Par le lemme 3.5.11 on

a c((N

1

~

Z

0

0

)�

1

)'

rc

(c(N

1

~

Z

0

0

))�

1

. Apr�es it�eration,

c

l

((N

1

�

1

)

~

Z

0

0

)

~

Z

0

l

hP

1

=z

0

i(� j �

2

j : : : j �

n

) v

A

(c(c

l�1

(N

1

~

Z

0

0

)

~

Z

0

l�1

))�

1

~

Z

0

l

hP

1

=z

0

i(� j �

2

j : : : j �

n

) v

A

par (1)

c

l

(N

1

~

Z

0

0

)

~

Z

0

l

hP

1

=z

0

i(�

1

j � j �

2

j : : : j �

n

) v

A

c

l

(N

1

~

Z

0

0

)

~

Z

0

l

hP

1

=z

0

i(� j �

1

j �

2

j : : : j �

n

)

D'autre part, A[C

0

[M ]]

�

!

rc

A[c

l

(N

1

~

Z

0

0

)

~

Z

0

l

hP

1

=z

0

i(� j �

1

j �

2

j : : : j �

n

)] et

ce dernier terme converge par h.r., ce qui implique A[C

0

[M ]]+

rc

.

{ si y 2 fv(M) et y = x, l'�evaluation saisit une ressource dans �. C'est-�a-dire,

il existe L clos t.q. R � (L j Q

0

) et M

00

= c

l

(L

~

Z

0

)

~

Z

l

o�u

A[C(M)]

�

!

rc

A[M

00

hP

0

=zihQ

0

=xi]

?

!

rc

V

On remarquera que cette �evaluation ne g�en�ere pas d'�-conversions, car L

est un terme clos. L'hypoth�ese de r�ecurrence donne A[M

00

hP=zi(hQ

0

=xi j

�

1

j : : : j �

n

)]+

rc

. Donc, A[C

0

[M ]]+

rc

.

{ si y 2 fv(M), y 6= z et y 6= x, l'�evaluation consomme une ressource dans

~

Z

0

~

Z

l

~

W

0

~

W

k

. Dans ce cas, l'argumentation est similaire �a celle de la partie

(1).

(�) et (c1) Essentiellement par hypoth�ese de r�ecurrence, comme dans la partie

(1). Dans le cas de (�), la ressource doit être prise dans

~

W

0

.

(3) Ici, C = ([]�)(N

1

�

1

j : : : j N

n

�

n

j Q) et C

0

= ([]P )(� j �

1

j : : : j �

n

).

(saisie) Par hypoth�ese de r�ecurrence.

(�) Dans ce cas,

A[C[M ]]

?

!

rc

A[(�y:N)�P

0

]!

rc

A[(�z:(�

z

x

(N)�))P

0

]

�

!

rc

A[[z=x](N)�hP

0

=zi]

?

!

rc

V



Par le lemme 3.5.11, (N [z=x])�hP

0

=zi � (N [z=x])hP

0

=zi� implique

A[(N [z=x])hP

0

=zi�]+

rc

avec le même nombre de pas que A[(N [z=x])�hP

0

=zi].

Puisque A[(N [z=x])hP=zi(� j �

1

j : : : j �

n

)]+

rc

, on conclut A[C

0

[M ]]+

rc

par

h.r.

(c1) Par vacuit�e : l'�evaluation ne peut pas utiliser cet axiome en premier parce

que l'argument P

0

doit être consomm�e. �

�-expansion

Le calcul avec ressources (dans toutes ses variantes), comme tout calcul faible,

v�eri�e une forme particuli�ere de l'�egalit�e �, �a savoir :

M+

rc

) M '

rc

�y:My

1

pour tout y 62 fv(M)

Dans la proposition suivante on montre MP'

rc

My

1

hP=yi, o�u y 62 fv(M) [

fv(P ). La partie v

rc

est imm�ediate. Pour montrer la partie

rc

w on utilise le fait

que My

1

hP=yi+

rc

suppose M+

rc

, car l'applicationMy

1

doit disparâ�tre. Alors,

on utilise l'�egalit�e � mentionn�ee auparavant.

Proposition 3.5.15 1. Mh

~

P=~xiQ'

rc

MQh

~

P=~xi, si ~x 62 fv(Q).

2. MhP=xi'

rc

Mhy

1

=xihP=yi, o�u y 62 fv(M;P; x).

3. MP'

rc

My

1

hP=yi, o�u y 62 fv(M) [ fv(P ).

Preuve. Par le lemme des contextes 3.5.5, il su�t de consid�erer des contextes

applicatifs. Soit A = c

m

([]

~

R

0

)

~

R

m

et M = c

k

W

~

S

k

avec k maximal.

1. Cette partie de la proposition est cons�equence du lemme 3.5.11, car

Mh

~

P=~xiQ �MQh

~

P=~xi

est v�eri��e d�es que ~x 62 fv(Q) l'est.

2. Nous nous limitons �a prouver la partie ) de l'�equivalence, la partie (

lui �etant similaire. Soit A[MhP=xi]+

rc

et y 62 fv(M;P ); nous montrons

A[Mhy

1

=xihP=yi]+

rc

par r�ecurrence sur le nombre l de r�eductions (�),

(fetch), (c1) et (c2) de l'�evaluation normalisante de A[MhP=xi].

l = 0 : ici, m = 0,

~

R

0

est vide ou constitu�e d'entr�ees de substitution et

M = (�z:M

0

)h

~

Q= ~wi (i.e. k = 0). Ceci implique, pour toute variable z

neuve,

(�z:M

0

)h

~

Q= ~wihy

1

=xihP=yi

~

R

0

?

!

rc

�z

0

:(M

0

[z

0

=z]h

~

Q= ~wihy

1

=xihP=yi

~

R

0

)+

rc



l > 0 : on montre l'�enonc�e par cas sur W (qui, par d�e�nition, ne commence

pas par c):

{ si W = x

~

S

0

etM ne lie pas cette occurrence de x, alors le premier pas

correspond �a la saisie d'une ressource dans P ; c'est-�a-dire, P � (N j Q)

et

A[MhP=xi]!

rc

A[(c

k

(N

~

S

0

0

)

~

S

0

k

)hQ=zi]+

rc

en l� 1 �etapes

o�u z est une variable neuve et les

~

S

0

i

, i = 0; : : : ; k, v�eri�ent

(c

k

(x

~

S

0

)

~

S

k

)hP=xi=

�

((c

k

(x

~

S

0

)[z=x]

~

S

k

))hP=zi=

�

(c

k

(z

~

S

0

0

)

~

S

0

k

)hP=zi

De l'autre côt�e,

A[Mhy

1

=xihP=yi] !

rc

A[(c(y

~

S

00

0

)

~

S

00

k

)hy

1

=xihP=yi] !

rc

A[(c

k

(N

~

S

�

0

)

~

S

�

k

)hy

1

=zihQ=yi]

o�u y 62 bv(

~

S

00

0

; : : : ;

~

S

00

k

),

~

S

�

0

: : :

~

S

�

k

ne capture pas des variables libres

de N et

(c

k

(x

~

S

0

)

~

S

k

)hP=xi =

�

c

k

(x

~

S

00

0

)

~

S

00

k

(c

k

(y

~

S

00

0

)

~

S

00

k

)hy

1

=xihP=yi =

�

(c

k

(y

~

S

00

0

)

~

S

00

k

)[z=x]hy

1

=zihP=yi =

�

(c

k

(y

~

S

�

0

)

~

S

�

k

)hy

1

=zihP=yi

La di��erence essentielle entre

~

S

0

0

~

S

0

k

et

~

S

�

0

~

S

�

k

est que la premi�ere s�e-

quence lie possiblement y tandis que la seconde n'y est pas autoris�ee;

donc

(c

k

(N

~

S

0

0

)

~

S

0

k

)hy

1

=zihP=yi=

�

(c

k

(N

~

S

�

0

)

~

S

�

k

)hy

1

=zihP=yi

Par hypoth�ese de r�ecurrence, A[(c

k

(N

~

S

0

0

)

~

S

0

k

)hy

1

=zihP=yi]+

rc

. Ce qui

implique A[(c

k

(N

~

S

�

0

)

~

S

�

k

)hy

1

=zihP=yi]+

rc

.

{ si W = z

~

S

0

avec z 6= x (ou z = x, mais cette occurrence est li�ee

par M), la suite

~

S

0

: : :

~

S

k

~

R

0

: : :

~

R

m

contient une entr�ee de substitution

hQ=zi pour z. En supposant

~

S

i

=

~

T

0

hQ=zi

~

T

1

, la s�equence

~

S

0

: : :

~

S

i�1

~

T

0

ne fournit pas de substitution pour z.

Dans le cas o�u Q � (N j Q

0

), on a A[MhP=xi]!

rc

A[M

0

hP=xi]+

rc

en

l � 1 �etapes d'�evaluation, o�u

M

0

= c

k

(N

~

S

0

0

)

~

S

0

1

: : :

~

S

0

i�1

(

~

T

0

0

hQ

0

=vi

~

T

1

)

~

S

i+1

: : :

~

S

k

Par hypoth�ese de r�ecurrence,

A[Mhy

1

=xihP=yi]!

rc

A[M

0

hy

1

=xihP=yi] +

rc



Consid�erons maintenant le cas de

~

R

i

=

~

T

0

hQ=zi

~

T

1

; c'est-�a-dire, le

cas o�u

~

S

0

: : :

~

S

k

~

R

0

: : :

~

R

i�1

~

T

0

n'o�re pas de substitution pour z. Si

Q � (N j Q

0

) et v;w sont des variables neuves, le terme A[MhP=xi]

converge en l � 1 �etapes de la fa�con suivante:

A[MhP=xi]!

rc

c

m

(M

0

hP

0

=wi)

~

R

0

0

: : :

~

R

0

i�1

~

T

0

0

hQ

0

=vi

~

T

1

~

R

i+1

: : :

~

R

m

+

rc

avec M

0

= c

k

(N

~

S

0

0

)

~

S

0

k

. En conclusion, A[Mhy

1

=xihP=yi] +

rc

par hy-

poth�ese de r�ecurrence.

{ si W = (�z:N)

~

S

0

, on analyse deux cas. Le premier correspond �a

~

S

0

sans composante d'argument; alors k > 0 et on utilise la r�egle (c1)

comme suit:

A[MhP=yi]

?

!

rc

A[(c

k

(�z

0

:(N [z

0

=z])

~

S

0

)

~

S

k

)hP=xi]!

rc

A[M

0

hP=xi] +

rc

en l�1 �etapes d'�evaluation au plus, avecM

0

= c

k�1

I

~

S

k

. Par h.r., on a

A[M

0

hy

1

=xihP=yi] +

rc

Donc A[Mhy

1

=xihP=yi]+

rc

, car

A[Mhy

1

=xihP=yi]

+

!

rc

A[M

0

hy

1

=xihP=yi]

Le second cas se pr�esente quand

~

S

0

a des composantes d'argument.

L'�evaluation de A[MhP=xi] commence par une � r�eduction, possible-

ment apr�es quelques applications de (v). Comme dans le cas pr�ec�edent,

�a partir de A[Mhy

1

=xihP=yi] on peut faire ces mêmes pas de r�educ-

tion; l'�enonc�e est v�eri��e par hypoth�ese de r�ecurrence.

{ si W = (Q

1

j Q

2

) ou W = Q

1

, le premier pas de l'�evaluation normali-

sante de A[MhP=xi] consiste �a s�electionner un termeN dans le paquet

W . On peut toujours faire cette s�election dans A[Mhy

1

=xihP=yi], ce

qui implique, par h.r., que ce terme converge.

3. Soit A un contexte applicatif; nous montrons la partie ) par r�ecurrence

sur la longueur d'inf�erence de A[MP ]+

rc

. La preuve de la direction ( est

compl�etement similaire.

l = 0 : Par vacuit�e.

l > 0 : Comme pour la partie (2) de l'�enonc�e. Si W est z

~

S

0

ou (Q

0

j Q

1

)

ou bien Q

1

, l'�enonc�e est v�eri��e essentiellement par h.r. On examine le cas

W = (�z:N)

~

S

0

:

{ si k = 0 et

~

S

0

= h

~

Q=~vi alors, pour x une variable neuve,

A[MP ]

?

!

rc

A[(�x:(N [x=z])

~

S

0

)P ]!

rc

A[(N [x=z])

~

S

0

hP=xi] +

rc



en moins de l �etapes. De plus,

A[My

1

hP=yi]

?

!

rc

A[(�x:(N [x=z])

~

S

0

)y

1

hP=yi]!

rc

A[(N [x=z])

~

S

0

hy

1

=xihP=yi]

Ce dernier terme converge par la partie (2) de l'�enonc�e. Donc

A[My

1

hP=yi] +

rc

{ si k > 0 et

~

S

0

= h

~

Q=~vi alors, pour x une variable neuve,

A[MP ]

?

!

rc

A[(c

k

(�x:(N [x=z])

~

S

0

)

~

S

k

)P ]!

rc

A[(c

k�1

(I

~

S

1

)

~

S

2

: : :

~

S

k

)P ]+

rc

en moins de l �etapes. Par h.r.,

A[My

1

hP=yi]

+

!

rc

A[(c

k�1

(I

~

S

1

)

~

S

2

: : :

~

S

k

)y

1

hP=yi] +

rc

{ si

~

S

0

= h

~

Q=~viP

0

~

S

0

0

, une argumentation similaire �a celle des cas pr�ec�e-

dents permet de prouver l'�enonc�e.

�

3.6 Th�eories '

r

et '

rc

Le non-d�eterminisme de l'�evaluation!

r

empêche une classi�cation des termes

comme dans le lambda calcul faible pur, o�u les termes sont soit r�esolubles, soit

non-r�esolubles. N�eanmoins, on peut d�e�nir les degr�es de fonctionnalit�e et de non-

r�esolution d'un terme et en tirer quelques conclusions, comme la \fully-laziness"

de la th�eorie engendr�ee par '

r

, appel�ee T

r

. Nous utiliserons la notation Th pour

l'op�eration de clôture par rapport �a la �egalit�e dans �

r

(cf. Barendregt [8]).

D�e�nition 3.6.1 (Degr�es de fonctionnalit�e dans �

r

)

1. Le degr�e de fonctionnalit�e de M est 0, not�e M 2 O

r

0

, ssi

:(9N :M

?

!

r

�x:N)

2. Le degr�e de fonctionnalit�e de M est n+ 1, not�e M 2 O

r

n+1

, ssi

9F 2 O

r

n

:M

?

!

r

�x:F

On �ecrit aussi, MO

r

n+1

�x:F .



3. Le degr�e de fonctionnalit�e de M est 1, not�e M 2 O

r

1

, ssi

8n 2 N :M 62 O

r

n

D�e�nition 3.6.2 (Degr�es de non-r�esolution dans �

r

)

1. M est non-r�esoluble de degr�e 0, not�e M 2 PO

r

0

, ssi

M 2 O

r

0

& :(9

~

R :M

?

!

r

x

~

R)

On �ecrit MPO

r

0

M

0

pour tout M

0

t.q. M

?

!

r

M

0

.

2. M est non-r�esoluble de degr�e n, not�e M 2 PO

r

n+1

, ssi

9F 2 PO

r

n

:M

?

!

r

�x:F

On �ecrit MPO

r

n+1

�x:F .

3. M est non-r�esoluble de degr�e 1, not�e M 2 PO

r

1

, ssi M 2 O

r

1

.

Il faut remarquer qu'un terme de �

r

peut avoir plusieurs degr�es de fonction-

nalit�e et de non-r�esolution.

D�e�nition 3.6.3 Un terme M 2 �

r

a un degr�e maximal de fonctionnalit�e n,

notation M 2 mO

r

n

, ssi pour tout k tel que M 2 O

r

k

, on a n � k.

Un terme M 2 �

r

a un degr�e maximal de non-r�esolution n, notation M 2

mPO

r

n

, ssi pour tout k tel que M 2 PO

r

k

, on a n � k.

Un terme M 2 �

r

est strictement non-r�esoluble de degr�e n, notation M 2

sPO

r

n

ssi M 2 mPO

r

n

et 8k M 2 O

r

k

=PO

r

k

) k =1.

Remarque 3.6.4 Pour tout M 2 �

r

, on a M 2 PO

r

0

, M 2 sPO

r

0

.

Toute �evaluation des termes dans la classe mPO

r

n

termine sur un terme non-

r�esoluble (i.e. dans PO

r

k

pour k � 0.) Suivant la terminologie usuelle, on dit que

les termes de �

r

dans la classe sPO

r

0

sont fortement non-r�esolubles.

Lemme 3.6.5 Soit M;N;P 2 �

r

.

1. M 2 PO

r

0

) (M

?

!

r

N ) N 2 PO

r

0

)

2. M 2 PO

r

0

) (M=

�

N ) N 2 PO

r

0

)

3. M 2 PO

r

0

) (MhP=xi 2 PO

r

0

& MP 2 PO

r

0

)

Lemme 3.6.6 Pour tout M 2 �

o

r

, on a M 2 sPO

r

0

ssi M*

r

.



Preuve. Soit M un terme clos. Partie ) : M 2 PO

r

0

et M+

r

est une contradic-

tion parce que M 2 O

r

0

ssi il n'y a pas d'�evaluation de M qui termine sur une

abstraction. Partie ( : soit M*

r

; i.e. :(9x;M

0

M

?

!

r

�x:M

0

). Donc M 2 mO

r

0

.

CommeM est clos, M 2 PO

r

0

. C'est-�a-dire, M 2 sPO

r

0

. �

Th�eor�eme 3.6.7 (T

r

est \fully lazy")

La th�eorie T

r

identi�e uniquement les termes strictement non-r�esolubles de

même degr�e. C'est-�a-dire,

8M 2 sPO

r

m

8N 2 sPO

r

n

Mv

r

N,m � n

Preuve. Nous montrons d'abord la partie ). Soit

A

q

(M;N) = f[]h

~


=~zi I : : : I

| {z }

q fois

= fz

1

; : : : ; z

p

g � fv(M;N)g

Supposons M 2 sPO

r

m

, N 2 sPO

r

n

, et m > n � 0. Nous montrons, par

r�ecurrence sur n,

8q 8A 2 A

q

(n � q � m� 1 ) A[M ]+

r

& A[N ]*

r

)

Si n = 0 alors m = k + 1, 0 � q � k et M

?

!

r

�x

1

:M

0

avec M 2 PO

r

k

. Par le

lemme 3.6.5, A[N ] = Nh

~


=~zi I : : : I*

r

. On prouve A[M ]+

r

par r�ecurrence sur q.

Si q = 0, alors A[M ]

?

!

r

(�x:M

0

)h

~

I=~zi

?

!

r

(�x:M

0

h

~


=~zi)+

r

. Si q � 1 alors m � 2;

c'est-�a-dire,

A[M ]

?

!

r

M

0

h

~


=~zihI=xi I : : : I

| {z }

q�1 fois

= A

0

[M

0

]

De M

0

2 PO

r

k

et q � k + 1, par r�ecurrence on d�eduit A

0

[M

0

]+

r

. Donc A[M ]+

r

.

Dans le cas o�u n = k + 1, on a m � k + 2. Par d�e�nition, M

?

!

r

�x:M

0

et

M

0

2 sPO

r

m�1

. On d�e�nit A

0

= []h

~

I=~zihI=xi I : : : I

| {z }

q fois

, qui v�eri�e A[M ]

+

!

r

A

0

[M

0

].

D'autre part, sans perte de g�en�eralit�e (voir lemme 3.6.5), N

?

!

r

�x:N

0

o�u N

0

2

sPO

r

h

, h � k. Donc, A

n

[N ]

+

!

r

A

0

[N

0

]. Il est clair que A

0

2 A

q�1

(M

0

; N

0

). On

remarque que h � k < k + 1 � q � m � 1 implique h � q � 1 � m � 2. Par

hypoth�ese de r�ecurrence, A

0

[M

0

]+

r

et A

0

[N

0

]*

r

pour tout N

0

. Donc A[M ]+

r

et

A[N ]*

r

.

La preuve de la partie ( est bas�ee sur la proposition suivante :

M 2 sPO

r

m

) 8A (A = []

~

R & j

~

R j = q ) A[M ] 2 sPO

r

m�q

)

(ici, 0� q d�esigne 0.) Par r�ecurrence sur m :

{ si m = 0, par le lemme 3.6.5, A[M ] 2 sPO

r

0

.



{ si m = k + 1, en supposant

~

R = �P

~

R

0

et en n�egligeant les �-conversions,

on a

A[M ]

?

!

r

(�x:M

0

)

~

R

?

!

r

M

0

�hP=xi

~

R

0

= A

0

[M

0

]

o�u M

?

!

r

�x:M

0

et M

0

2 sPO

r

h

avec h � k. (Remarquons que c'est le seul

type de d�erivation issue de A[M ].) Par hypoth�ese de r�ecurrence, A

0

[M

0

] 2

sPO

r

h�(q�1)

. C'est-�a-dire, A

0

[M

0

] 2 sPO

r

(h+1)�q

. Donc A[M ] 2 PO

r

(h+1)�q

pour tout h t.q. M 2 PO

r

h+1

; en particulier pour h = k. D'o�u l'on conclut

A[M ] 2 sPO

r

(k+1)�q

.

SoitA[M ]+

r

; alors 9t A[M ] 2 sPO

r

t

& t > 0. Par l'�enonc�e pr�ec�edent, t = m�q

o�u q est le nombre d'arguments du contexteA. Donc q < m. D'autre part, toujours

par cet �enonc�e, A[N ] 2 sPO

r

n�q

. On a n� q > 0 puisque q < m � n. I.e. A[N ]+

r

.

�

La \maximalit�e" de la th�eorie T

r

, �enonc�e dans le th�eor�eme 3.6.9 ci-dessous,

repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.6.8 Soit M 2 �

o

r

. Pour tout k 2 N, si k > 0 et M 2 O

r

k

=PO

r

k

, alors

9 contexte applicatif B Iv

r

B[M ]

Th�eor�eme 3.6.9 (Th�eorie maximale)

La th�eorie T

r

est maximale. C'est-�a-dire,

8M;N 2 �

r

:(Mv

r

N) )

Th(T

r

[Mv

r

N) n'est pas \fully lazy" ou est incoh�erente

Preuve. Soit :(Mv

r

N); i.e. il existe un contexte applicatif A tel que A[M ]+

r

mais A[N ]*

r

. Par le lemme 3.6.6, A[N ] 2 sPO

r

0

. Nous examinons deux cas :

{ si A[M ] 2 sPO

r

m

avec m > 0, on conclut Th(T

r

[Mv

r

N) n'est pas \fully

lazy" par le th�eor�eme 3.6.7;

{ si A[M ] 2 O

r

m

=PO

r

m

avec m 2 N et m > 0, par le lemme 3.6.8 on a

9B Iv

r

B[A[M ]]. En ce qui concerne A[N ], par le lemme 3.6.5, C[A[N ]] 2

sPO

r

0

quelque soit C. Donc B[A[N ]]v

r


.

En conclusion, la th�eorie Th(T

r

[Mv

r

N) nous permet de d�eduire Iv

r


,

d'o�u IXv

r


X pour tout terme X, c'est-�a-dire, Xv

r


 est prouvable pour

tout X. Cette th�eorie est donc incoh�erente, car on a d�ej�a 
v

r

Y pour tout

terme Y .

�



Nous entamons la preuve du lemme 3.6.8. Dans un calcul d�eterministe, si

M est un terme r�esoluble clos, alors il existe une seule suite de d�erivations (�a

�-conversion pr�es) de la forme

M

?

!

r

�x

1

:M

1

M

1

?

!

r

�x

2

:M

2

.

.

.

M

m�1

?

!

r

�x

m

:z

~

R

t.q. il existe j 2 [1;m] qui v�eri�e z = x

j

. C'est le cas par exemple du calcul

avec multiplicit�es �

m

. Il est assez simple de constater que le contexte B suivant

2

transforme M en l'identit�e : soit p = j

~

R j; on pose

B = [] I : : : I

| {z }

j�1

(�z

1

: : : z

p

:I) I : : : I

| {z }

m�j�1

En e�et, B[M ] '

m

I grâce �a la con
uence du calcul. Ce n'est �evidement pas le

cas dans �

r

, o�u un terme r�esoluble clos appartient, en g�en�eral, �a plusieurs classes

O

r

k

et PO

r

g

. Par exempleM = (�x:x)(�x:xP j �xy:y j �x:
) est �a la fois dans O

r

1

,

O

r

2

et PO

r

1

. Dans le cadre de �

r

, le contexte B pour le calcul �

r

d�epend du degr�e

de fonctionnalit�e (di��erent de 0); on ne peut donc montrer que B[M ]+

r

I.

Preuve du lemme 3.6.8. SoitM 2 �

o

r

et k � 0 t.q.M 2 O

r

k

=PO

r

k

, et supposons

que M 2 O

r

k

E avec E = �x

1

: : : x

k

:x

j

~

R et p =j

~

R j.

On d�e�nit B

k

= [] I : : : I

| {z }

j�1

(�z

1

: : : z

p

:I) I : : : I

| {z }

k�j�1

; ce terme a une seule �evaluation

convergente. En e�et, l'�evaluation du terme B

k

[E] est d�eterministe :

B

k

[E]

?

!

r

(�z

1

: : : z

p

:I)

~

R

0

h

~

P=~xi

?

!

r

I

o�u P

i

= I pour tout i 6= j et P

j

= 1. Par cons�equent, B[M ]+

r

I est v�eri��e. Donc

Iv

r

B[M ]. �

Des degr�es de fonctionnalit�e et de non-r�esolution d'un terme dans �

d

peuvent

être d�e�nis suivant les sch�emas des d�e�nitions 3.6.1 et 3.6.2; il su�t de remplacer

l'�evaluation !

r

par !

d

. Nous utiliserons O

d

k

et PO

d

k

comme notation pour les

ensembles de termes r�esolubles et non-r�esolubles de degr�e k, respectivement.

Simpli�cation d'arguments

Nous pr�esentons ici une nouvelle classe de termes de �

r

qui sont dans la

relation v

r

, motiv�es par l'observation que les sous-termes non-r�esolubles d'un

2:C'est le contexte utilis�e par Boudol et Laneve [18] dans la preuve de maximalit�e de la

th�eorie '

m

.



terme ne sont \utiles" qu'une fois dans les d�erivations convergentes du terme. Plus

pr�ecis�ement, quelque soit l'�evaluation convergente d'un terme celle-ci n'�evalue pas

plus d'un terme non-r�esoluble (possiblement aucun). La cons�equence est que des

sous-termes non-r�esolubles d'un terme donn�e peuvent être e�ac�es sans a�ecter la

convergence potentielle du terme.

D�e�nition 3.6.10 (Ordre de simpli�cation)

L'ordre strict M . N - lisez M est une simpli�cation de N , est :

(�x

1

: : : x

n

:
 j Q) . (�x

1

: : : x

n

:
 j �x

1

: : : x

m

:
 j Q) si n � m

P . P

0

)

(

(MP ) . (MP

0

)

MhP=xi .MhP

0

=xi

M . N )

8

>

<

>

:

(MP ) . (NP )

MhP=xi . NhP=xi

�x:M . �x:N

Il est �evident que M . N ) Mv

r

N , car M . N implique M b N , donc,

par le lemme 3.5.13, Mv

r

N . Nous montrons ensuite que M . N ) Nv

r

M est

aussi v�eri��ee. La validit�e de cette implication s'explique par le lemme suivant

Lemme 3.6.11 Soit (�x

1

: : : x

m

:
)

~

R+

r

et j

~

S j = j

~

R j. Alors

n � m ) (�x

1

: : : x

n

:
)

~

S+

r

Preuve. Soit ~x = x

1

: : : x

n

. On proc�ede par r�ecurrence sur le nombre k d'ar-

guments dans

~

R. Si k = 0, pour toute s�equence

~

S = h

~

Q=~zi on a (�~x:
)

~

S �

(�~x:
)+

r

, car (�~x:
) est un terme clos. Alors (�~x:
)

~

S +

r

par le lemme 3.5.11.

Dans le cas o�u k � 1, i.e.

~

R = h

~

Q=~ziP

~

R

0

, soit

~

S = h

~

Q

0

=~ziP

0

~

S

0

compatible avec

~

R. Il est clair que (�x

1

: : : x

m

:
)

~

R � (�x

1

: : : x

m

:
)P

~

R

0

. Donc le lemme 3.5.11 im-

plique (�x

1

: : : x

m

:
)P

~

R

0

+

r

. Toute �evaluation convergente de ce terme commence

par une application de (�) :

(�x

1

: : : x

m

:
)P

~

R

0

!

r

(�x

2

: : : x

m

:
)hP=x

1

i

~

R

0

+

r

Puisque

~

R

0

a exactement k � 1 arguments, par hypoth�ese de r�ecurrence on a

(�x

2

: : : x

n

:
)hP

0

=x

1

i

~

S

0

+

r

. Or,

(�~x:
)h

~

Q

0

=~ziP

0

~

S

0

� (�~x:
)P

0

~

S

0

!

r

(�x

2

: : : x

n

:
)hP

0

=x

1

i

~

S

0

Ainsi, (�~x:
)

~

S+

r

est v�eri��e. �

Le r�esultat qui nous int�eresse est :

Lemme 3.6.12 (Lemme de simpli�cation)

Si M;N 2 �

r

, alors M . N ) Nv

r

M .



Preuve. Premi�erement, nous allons montrer les points (i) et (ii) suivants, sous

l'hypoth�ese M . N :

(i) N 2 PO

r

k

) 9h M 2 PO

r

h

& h � k

(ii) NO

r

k

=PO

r

k

N

0

) 9M

00

MO

r

k

=PO

r

k

M

00

Soit P = (�x

1

: : : x

n

:
 j Q) et P

0

= (�x

1

: : : x

n

:
 j �y

1

: : : y

m

:
 j Q) o�u n � m.

On proc�ede par r�ecurrence sur la preuve de M . N , puis par r�ecurrence sur k :

1. M = LhP=xi et N = LhP

0

=xi. On montre (i) par r�ecurrence sur Q, puis

par r�ecurrence sur k. Supposons Q = 1. Si N 2 PO

r

0

, on a L 2 PO

r

0

. Donc

M 2 PO

r

0

. Si N 2 PO

r

k

avec k > 0, alors L 2 O

r

h

. On doit consid�erer trois

cas :

{ si N

?

!

r

(�z:L

0

)hP

0

=xi!

r

�v:(L

0

[z=v]hP

0

=xi) 2 PO

r

k

, avec L

?

!

r

(�z:L

0

),

alors (L

0

[z=v]hP

0

=xi) 2 PO

r

k�1

. Par hypoth�ese de r�ecurrence, on a

(L

0

[z=v]hP=xi) 2 PO

r

k�1

. Donc M 2 PO

r

k

.

{ si N

?

!

r

x

~

RhP

0

=xi!

r

(�~x:
)

~

Rh�~y:
 j Q=xi 2 PO

r

k

, o�u L

?

!

r

x

~

R, alors

k = n� j

~

R j. Puisque M

?

!

r

(�~x:
)

~

RhQ=xi, on a M 2 PO

r

k

.

{ si N

?

!

r

x

~

RhP

0

=xi!

r

(�~y:
)

~

Rh�~x:
 j Q=xi 2 PO

r

k

, alors k = m� j

~

R j.

On d�eduit M 2 PO

r

h

, avec h = n� j

~

R j � k.

Dans le cas o�u Q est di��erent de 1, deux possibilit�es sont encore �a examiner

(en plus de ce qui a �et�e fait) :

{ N 2 PO

r

0

et L

?

!

r

x

~

R : il existe H t.q. Q � (H j Q

0

) et

N

?

!

r

H

~

R

0

h�~x:
 j �~y:
 j Q

0

=xi 2 PO

r

0

Par hypoth�ese de r�ecurrence,M

?

!

r

H

~

R

0

h�~x:
 jj Q

0

=xi 2 PO

r

0

.

{ N

?

!

r

x

~

RhP

0

=xi et il existe H t.q. Q � (H j Q

0

) et

N

?

!

r

H

~

R

0

h(�~y:
 j �~x:
 j Q

0

=xi = N

0

2 PO

r

k

Par hypoth�ese de r�ecurrence M

?

!

r

H

~

R

0

h�~x:
 j Q

0

=xi 2 PO

r

h

avec h �

k.

On montre (ii), par r�ecurrence sur Q et sur k. Supposons Q = 1. Quand

NO

r

0

=PO

r

0

N

0

, on v�eri�e L

?

!

r

z

~

R, o�u l'occurrence de tête de z est libre,

z 6= x et N

0

= z

~

RhP

0

=xi il est clair que MO

r

0

z

~

RhP=xi. Si k > 0, un des cas

suivants est v�eri��e :

{ si L

?

!

r

x

~

R, et si l'occurrence de tête de x est libre, on proc�ede comme

dans le cas k = 0.



{ si L

?

!

r

�z:L

0

, alors N

?

!

r

�v:L

0

[v=z]hP

0

=xiO

r

k

=PO

r

k

�v:N

00

implique

L

0

[v=z]hP

0

=xiO

r

k�1

N

00

Par r�ecurrence, L

0

[v=z]hP=xiO

r

k�1

=PO

r

k�1

M

00

avec M

00

. N

00

. Donc

MO

r

k

=PO

r

k

�v:M

00

.

Dans le cas o�u Q est di��erent de 1, il faut encore consid�erer une possibilit�e :

L

?

!

r

x

~

R, l'occurrence de tête de x est libre, et 9H Q � (H j Q

0

) t.q.

N

?

!

r

H

~

R

0

h�~x:
 j �~y:
 j Q

0

=viO

r

0

=PO

r

0

N

0

Par hypoth�ese de r�ecurrence (Q

0

est plus petit que Q),

M

?

!

r

H

~

R

0

h�~x:
 jj Q

0

=viO

r

0

=PO

r

0

M

0

o�u M

0

. N

0

.

2. M = LP et N = LP

0

. Si N 2 PO

r

0

, une des possibilit�es est L 2 PO

r

0

.

Donc M 2 PO

r

0

. Sinon, L 2 O

r

g+1

, i.e. N

?

!

r

(�z:L

0

)P

0

!

r

L

0

hP

0

=zi 2 PO

r

0

,

o�u L

?

!

r

�z:L

0

. Par le point pr�ec�edent, L

0

hP=zi 2 PO

r

h

avec h � 0. Donc

M 2 PO

r

h

.

Dans tous les autres cas, N 2 O

r

k

avec k > 0, le raisonnement est similaire

(on utilise directement le r�esultat pr�ec�edent.)

3. M = LhT=xi etN = L

0

hT=xi o�u L . L

0

. Comme pr�ec�edemment, les preuves

sont par r�ecurrence sur T puis sur k.

�

A titre d'exemple, pour T di��erent de

1, on a : si N 2 PO

r

0

et L 2 O

r

0

=PO

r

0

, alors

N

?

!

r

x

~

RhT=xi!

r

H

~

R

0

hT

0

=vi 2 PO

r

0

o�u L

0

?

!

r

x

~

R, T � (H j T

0

). Par hypoth�ese de r�ecurrence (sur L . L

0

),

LO

r

0

=PO

r

0

x

~

S . x

~

R. De la d�e�nition de l'ordre ., on d�eduit H

~

S

0

hT

0

=vi .

H

~

R

0

hT

0

=vi. Par cons�equent, M

?

!

r

H

~

S

0

hT

0

=vi 2 PO

r

0

.

4. M = LT et N = L

0

T o�u L . L

0

. On proc�ede comme pour le cas (2), en

utilisant (3).

5. M = �x:L et N = �x:L

0

o�u L . L

0

. Directement par hypoth�ese de r�ecur-

rence (dans le cas (i), on a k � 0).

Soit A un contexte applicatif. Par d�e�nition de l'ordre ., on v�eri�e M .

N ) A[M ] . A[N ]. Si A[N ]+

r

, alors A[N ] 2 O

r

k

, k > 0. Par (i) et (ii), on

d�eduit A[M ] 2 O

r

h

, avec h � k i.e. A[M ]+

r

. �



La propri�et�e de simpli�cation que nous avons �enonc�ee pour �

r

, n'est pas v�eri-

��ee dans �

c

r

, au moins dans toute sa g�en�eralit�e. La taille des paquets, plus pr�eci-

s�ement le nombre d'�el�ements non-r�esolubles qui les composent n'est pas toujours

n�egligeable dans �

c

r

.

Contre-exemple 3.6.13 Soit P = (�y:
)

m

et P

0

= (�y:
)

n

, o�u m < n � 1.

Donc, P . P

0

implique (�zx:xz

1

)P . (�zx:xz

1

)P

0

. Par le lemme 3.6.12, on a

(�zx:xz

1

)P

0

v

r

(�zx:xz

1

)P

Cependant, :((�zx:xz

1

)P

0

v

rc

(�zx:xz

1

)P ). On d�e�nit A = [](�w:c

n

(w)), o�u,

c

i

(w) = (cw) : : : (cw)

| {z }

i fois

est une sorte de test de convergence d'arit�e i. Le contexte

A s�epare les deux termes mentionn�es auparavant; i.e.

A[(�zx:xz

1

)P

0

]

?

!

rc

(xz

1

)hP

0

=zih�w:c

n

(v))=xi

!

rc

(�v:c

n

(w))z

1

hP

0

=zih1=xi

!

rc

c

n

(w)hz

1

=wihP

0

=zih1=xi

?

!

rc

(c(�y:
))c

n

(w)hz

1

=wih(�y:
)

n�1

=zih1=xi

!

rc

Ic

n

(w)hz

1

=wih(�y:
)

n�1

=zih1=xi

.

.

.

!

rc

Ihz

1

=wih1=zih1=xi

� I +

rc

mais, puisque n�m � 1, l'�evaluation de A[(�zx:xz

1

)P ] est bloqu�ee par le manque

de termes dans P ; i.e.

A[(�zx:xz

1

)P ]

?

!

rc

c

n

(w)hz

1

=wih(�y:
)

m

=zih1=xi

?

!

rc

c

n�m

(w)hz

1

=wih1=zih1=xi *

rc

Nous avons soulign�e dans l'introduction que les mod�eles que nous savons

construire pour �

r

ne sont pas compl�etement ad�equats. Ce r�esultat repose es-

sentiellement sur le contre-exemple 3.6.13, qui implique la non-d�e�nissabilit�e de

c dans �

r

(cf. [33].) Nous rediscuterons ce point dans le chapitre 5.

3.7 Approximants dans le calcul avec ressources

Le but de cette section est de d�e�nir une interpr�etation alg�ebrique du calcul

avec ressources, bas�ee sur la notion d'approximant d'un terme, tel que le pr�eordre

engendr�e constitue une s�emantique ad�equate de �

r

. Nous montrons comment le

programme de L�evy [47] pour le lambda calcul faible peut être adapt�e �a �

r

. Au

d�epart, l'id�ee �etait d'appliquer ce programme directement sur �

m

, dont l'atout



principal serait d'avoir une �evaluation d�eterministe. Nous verrons que la syntaxe

des termes dans �

m

est trop contraignante.

En gros, un approximant de M 2 �

r

est un terme en forme normale par rap-

port �a une notion de r�eduction forte, obtenu en �eliminant les radicaux de chaque

sous-terme de M , soit par �evaluation - en utilisant les r�egles (�) et de saisie, soit

par remplacement des radicaux par ? (appel�ee souvent ?-r�eduction.) La premi�ere

�etape consiste donc en la d�e�nition de la r�eduction forte, dont l'�evaluation !

r

doit être une sorte de strat�egie faible. La di��erence avec le lambda calcul pur, o�u

l'on peut prendre l'�egalit�e =

�

, est que l'�elimination sûre des radicaux de la forme

(MP )hQ=xi n�ecessite la distribution de la substitution hQ=xi aux sous-termes

M et P , une capacit�e que !

r

ne poss�ede pas. La r�eduction forte, B

d

, sera donc

d�e�nie sur le calcul des paquets �

d

.

Il semble que la relation B

d

- quelque soit sa d�e�nition, �echappe au cadre

des multiplicit�es. La raison est la suivante : supposons M = (x(�z:yz

1

)

2

)hI

1

=yi

et essayons de d�eterminer, rapidement, ses approximants. Il est clair que ?, x?

1

et aussi x(�z:?)

2

, x(�z:?)

1

et x(�z:Iz

1

)

1

sont des approximants de M . Pour

expliquer le dernier terme, on peut dire queM est meilleur que (x(�z:yz

1

)

1

)hI

1

=yi,

et que, intuitivement

(x(�z:yz

1

)

1

)hI

1

=yi B

d

x((�z:yz

1

)

1

hI

1

=yi) B

d

x(�z:yhI

1

=yiz

1

)

1

B

d

x(�z:Iz

1

)

1

Cependant, si C = []h�v:vv

1

=xi, aucun de ces approximants A ne v�eri�e C[A]+

m

tandis que C[M ]+

m

. Le probl�eme est que la distribution de l'entr�ee de substitution

hI=yi �a l'argument (�z:yz

1

)

2

ne peut pas se faire correctement sans consid�erer

l'argument comme le paquet de ressources (�z:yz

1

j �z:yz

1

), de fa�con �a pouvoir

obtenir (�z:Iz

1

j �z:?) par r�eduction. Mais l'approximant B = x(�z:Iz

1

j �z:?),

pour lequel on a C[B]+

m

, n'est pas un terme du calcul avec multiplicit�es.

D�e�nition 3.7.1 (R�egles de r�eduction B

d

) La relation B

d

� �

d

� �

d

est

d�e�nie par :

N 2MdP=xe

(�x:M)PB

d

N

MB

d

M

0

MPB

d

M

0

P

MB

d

M

0

�x:MB

d

�x:M

0

PB

d

P

0

MPB

d

MP

0

MB

d

M

0

P � (M j P

0

)

PB

d

(M

0

j P

0

)

La relation de r�eduction forte B

d

sur le calcul avec paquets �etend l'�evaluation

!

d

. Il s'agit donc d'une relation non-d�eterministe. Le blocage est assimil�e �a la

divergence. La d�e�nition d'approximant pour �

r

s'appuie sur cette relation. En

fait, les r�eductions fortes de M 2 �

r

, seront les r�eductions fortes des �el�ements de

f[M ]g.

D�e�nition 3.7.2 (Approximants)



L'ensemble L

r

des approximants des termes du calcul avec ressources �

r

est

le plus petit sous-ensemble de �

d

[f?g qui contient �x

1

: : : x

n

:? et �~x:x

~

A

1

: : :

~

A

s

lorsque

~

A

i

= (A

1

j : : : j A

n

) et A

j

2 L

r

. Il faut noter que les paquets des

approximants n'ont que des multiplicit�es �nies.

Les approximants directs de T 2 �

d

sont les termes !(T ) � L

r

d�e�nis par

r�ecurrence comme suit :

!(�~x:(�yM)P

~

R) = f�~x:?g

!(�~x:yP

1

: : : P

s

) = f�~x:y!(P

1

) : : : !(P

s

)g

!(P ) =

8

>

<

>

:

f?g si P = 1

S

(M

0

j Q

0

) si P = (M j Q) et M

0

2 !(M) et Q

0

2 !(Q)

S

!(M)

m

si P =M

1

et m 2 N

L'ensemble des approximants d'un terme M 2 �

r

est :

A(M) =

[

f!(N) =9M

0

2 f[M ]g M

0

?

B

d

Ng

Quel est le pr�eordre � sur L

r

, engendr�e par 
 � A? Nous devons pr�eciser ce

qu'est le pr�eordre sur les paquets d'approximants. La d�e�nition la plus restrictive

�a laquelle on peut penser est :

~

A �

~

B si

~

A � (A

1

j : : : j A

m

),

~

B � (B

1

j : : : j B

m

),

et A

i

� B

i

quelque soit i 2 [1;m]. On observera que avec cette d�e�nition, on

v�eri�e

x(A j ?) � x(A j B)

car on doit tenir compte des ressources 
 au même titre que le reste. Pourtant,

x(A j 
)v

r

x(A j B). Dans la d�e�nition que nous donnons ci-dessous, x(A j ?) �

x(A j B).

D�e�nition 3.7.3 (Ordre � sur L

r

)

L'ordre� sur les (paquets d') approximants est la plus petite relation transitive

qui v�eri�e :

? � A pour tout A 2 L

r

�x:A � �x:B si A � B

x

~

A

1

: : :

~

A

n

� x

~

B

1

: : :

~

B

n

si

~

A

i

�

~

B

i

pour tout i

o�u

~

A �

~

B ssi 9A

1

; : : : ; A

m

6= ? 9B

1

; : : : B

m

;

~

B

0

t.q.

~

A � (A

1

j : : : j A

m

j ? j : : : j ?) &

~

B � (B

1

j : : : j B

m

j

~

B

0

)

et 8i 2 [1;m] A

i

� B

i



Nous verrons plus bas que � engendre un pr�eordre sur �

r

qui est ad�equat par

rapport �a v

r

. Cependant, la d�e�nition de � est trop restrictive pour engendrer

un pr�eordre compl�etement ad�equat. Par exemple, l'ordre � permet de compter

les composantes non-r�esolubles des paquets, ce qui est impossible dans le cadre

de la s�emantique standard de �

r

(cf. lemme de simpli�cation 3.6.12 et contre-

exemple 3.6.13.)

L'ensemble des approximants d'un terme de �

r

n'est pas dirig�e par rapport

au pr�eordre �, comme l'est A(M) dans le cadre du lambda calcul pur [47]. Par

exemple, si M = K � F , alors fK;Fg � A(M) mais il n'existe pas A 2 A(M)

t.q. K � A et F � A. La cause est ici le non-d�eterminisme de la relation de

r�eduction B

d

. Un autre type d'exemple provient de la disponibilit�e limit�ee des

arguments. Par exemple, si M = (xyy)hK=yi, alors A

1

= xK? et A

2

= x?K

sont deux approximants de M qui n'ont pas de borne sup�erieure dans A(M).

Il est �evident que le th�eor�eme de continuit�e standard, C[M ]+

r

ssi 9A 2

A(M) C[A]+

r

, n'est pas v�eri��e (th. 5.7 [47]) : comme le calcul avec ressources

n'est pas con
uent, il n'y a pas n�ecessairement un approximant qui peut être pris

comme repr�esentant d'un terme, dans un contexte C donn�e. N�eanmoins, pour re-

produire la convergence de C[M ], on va utiliser un approximant de A(M) chaque

fois que le termeM (ou un terme obtenu �a partir deM par renommages) apparâ�t

en position de tête dans l'�evaluation convergente. Puisque l'�evaluation est �nie,

le nombre d'approximants n�ecessaires est �ni.

Pourtant, le pr�eordre intensionnel �

L

r

d�e�ni par M�

L

r

N

def

, A(M) � A(N)

n'admet pas une caract�erisation en fonction du pr�eordre �. En e�et, A(M) �

A(N) ) 8A 2 A(M) 9B 2 A(N) A � B (on prend B = A), mais l'implication

inverse n'est pas v�eri��ee. Ceci est dû au fait que A(M) n'est pas clos par le bas

par rapport au pr�eordre �; en particulier, il existe M 2 �

r

t.q. ? 62 A(M).

Par exemple, si M = I. La di��erence avec la d�e�nition de L�evy est que, dans le

lambda calcul pur, la propri�et�e de Church-Rosser permet de conclure A(M) =

A(N) si M=

�

N . En particulier, IM=

�

M et ? 2 A(IM) impliquent ? 2 A(M)

pour tout M . Toutefois, il est possible construire un domaine alg�ebrique pour

l'interpr�etation de �

r

sur la base du treillis des approximants L

r

et le pr�eordre

�. Pour cela, il su�t de faire la compl�etion par cônes non-vides

3

de L

r

. On note

#A(M) le plus petit cône non-vide qui contient A(M). On d�e�nit

M�

L

r

N

def

, #A(M) � #A(N)

et on d�emontre

M�

L

r

N , 8A 2 A(M) 9B 2 A(N) A � B

Le lemme d'approximation que nous allons prouver dit

8M 2 �

r

C[M ]+

r

, 9A

1

; : : : ; A

n

2 #A(M) C[A

1

� : : :�A

n

]+

r

3:On entend par cône non-vide sur (L

r

;�), tout sous-ensemble X de L

r

t.q. ? 2 X, et si

A 2 X et B � A, alors B 2 X.



o�u � d�esigne le choix interne dans le calcul de ressources; i.e. A

1

� : : : � A

n

=

xhA

1

j : : : j A

n

=xi. Un corollaire de ce r�esultat estM�

L

r

N ) Mv

r

N . La preuve

du lemme d'approximation n�ecessite quelques r�esultats que nous montrons main-

tenant.

Lemme 3.7.4 1. A 2 !(N) ) Av

r

N

2. A � B ) Av

r

B

Preuve.

1. Il n'est pas di�cile de voir que 
v

r

N est v�eri��e pour tout N : c'est un

corollaire du th�eor�eme 3.6.7 de caract�erisation de la th�eorie T

r

. L'�enonc�e

d�ecoule donc du fait que v

r

est une precongruence et du lemme 3.5.13.

2. La preuve de cette partie de l'�enonc�e est par r�ecurrence sur la d�erivation de

A � B. Si A = 
, alors Av

r

B pour tout B comme nous l'avons soulign�e

dans la partie (1). Si A = �x:A

0

� �x:B

0

et A

0

� B

0

, par h.r. C[A

0

]v

r

C[B

0

]

pour tout contexte C. En particulier pour C = �x:[].

Supposons maintenant A = y

~

A

1

: : :

~

A

n

� y

~

B

1

: : :

~

B

n

, avec

~

A

i

�

~

B

i

pour

tout i. On se restreint au cas n = 1, su�sant pour illustrer le raisonnement.

On note

~

A et

~

B les arguments de y et on suppose, sans perte de g�en�eralit�e,

que

~

A = (A

1

j : : : j A

k

j 
 j : : : j 
) et

~

B = (B

1

j : : : j B

k

j

~

B

0

)

o�u A

i

� B

i

pour tout i = 1; : : : ; k. Par h.r., C[A

i

]v

r

C[B

i

] quelque soit le

contexte C. Il existe des contextes C

1

; : : : ; C

k+1

t.q.

y

~

A = C

1

[A

1

]v

r

C

1

[B

1

] = C

2

[A

2

]v

r

: : :v

r

C

k�1

[B

k�1

] =

C

k

[A

k

]v

r

C

k+1

[B

k

] = y(B

1

j : : : j B

k

j 
 : : : j 
) �

r

y(B

1

j : : : j B

k

)v

r

y

~

B

o�u la derni�ere in�egalit�e est cons�equence du lemme 3.5.13 d'�elargissement

des paquets.

�

Lemme 3.7.5 Soit L;M;M

0

; N;N

0

2 �

d

et P;Q des paquets de �

d

. Alors,

1. MdP=xedQ=ye =

[

Q�(Q

0

jQ

1

)

M [z=x]dQ

0

=yedP dQ

1

=ye=ze,

o�u z 62 fv(M;Q

0

; x; y).

2. MB

d

N & N

0

2 NdQ=ye ) 9M

0

M

0

B

d

N

0

& M

0

2MdQ=ye

3. MB

d

N & N

0

2 Ld(N j Q)=ye ) 9M

0

M

0

B

d

N

0

& 2 Ld(M j Q)=ye



Preuve.

1. Par inspection de la d�e�nition de la substitution dans �

d

.

�

A titre d'exemple,

nous traitons le cas de M �egal �a une variable et celui de M �egal �a une

application. Soit L 2 MdP=xedQ=ye et H 2 MdP dQ=ye=xe. On montre

L 2MdP dQ=ye=xe et H 2MdP=xedQ=ye. Si L ou H sont 
, l'�enonc�e est

imm�ediat.

� Supposons M = x. Dans les deux cas, x = y et x 6= y, on a L 2

NdQ=ye & P � (N j P

0

). Pour tout R 2 P

0

d1=ye, on v�eri�e (L j R) 2

P dQ=ye. Donc, L 2 MdP dQ=ye=xe. Quant �a l'autre inclusion, observons

qu'il existe R � (H j R

0

) et R 2 P dQ=ye. C'est-�a-dire, il existe une division

de Q, soit Q � (Q

0

j Q

1

), et une division de P , soit P � (N j P

0

), t.q.

H 2 NdQ

0

=ye. Par la d�e�nition de la substitution, H 2 NdQ=ye aussi.

Donc H 2MdP=xedQ=ye.

� Si M = M

0

R, il existe L

0

et R

0

t.q. L = L

0

R

0

, L

0

2 M

0

dP

0

=xedQ

0

=ye et

R

0

2 RdP

1

=xedQ

1

=ye, avec P � (P

0

j P

1

) et Q � (Q

0

j Q

1

). Par r�ecurrence,

L

0

2M

0

dP

0

dQ

0

=ye=xe et R

0

2 RdP

1

dQ

1

=ye=xe, d'o�u

L

0

R

0

2 (M

0

R)dP

0

dQ

0

=ye j P

1

dQ

1

=ye=xe � (M

0

R)dP dQ=ye=xe

Quant �a H, il existe H

0

et R

0

t.q. H = H

0

R

0

, H

0

2 M

0

dS

0

=xe et R

0

2

RdS

1

=xe, o�u (S

0

j S

1

) 2 P dQ=ye. Par d�e�nition, P � (P

0

j P

1

) et Q � (Q

0

j

Q

1

) t.q. S

i

2 P

i

dQ

i

=ye, i = 0; 1. Par r�ecurrence, H

0

2 M

0

dP

0

=xedQ

0

=ye et

R

0

2 RdP

1

=xedQ

1

=ye. Donc, (H

0

R

0

) 2 (M

0

R)dP=xedQ=ye.

2. Par r�ecurrence sur la taille de la d�erivation de MB

d

M

1

. Seuls quelques cas

seront analys�es; le reste peut être trait�e de fa�con compl�etement similaire.

� Si M = (�x:M

0

)P et N 2 M

0

dP=xe, alors N

0

2 M

0

dP=xeQ=y. Par la

partie (1) de l'�enonc�e,N

0

2M

0

[z=x]dQ

0

=yedP dQ

1

=ye=ze o�u Q � (Q

0

j Q

1

).

Par la d�e�nition de la substitution,

9H;P

0

N

0

2 HdP

0

=ze & H 2M

0

[z=x]dQ

0

=ye & P

0

2 P dQ

1

=ye

Alors, M

0

= (�z:H)P

0

B

d

N

0

et M

0

2 MdQ=ye.

� Si M = M

0

P , M

0

B

d

M

0

0

et N = M

0

0

P . Par hypoth�ese, N

0

= LR o�u

L 2 M

0

0

dQ

0

=ye et R 2 P dQ

1

=ye. Par l'hypoth�ese de r�ecurrence, il existe

L

0

2 M

0

dQ

0

=ye t.q. L

0

B

d

L. D'autre part, L

0

R 2 MdQ=ye par la d�e�nition

de la substitution. On conclut L

0

RB

d

LR =M

0

1

.

� Si M =M

0

(N

0

j P ), N

0

B

d

N

1

et M

1

=M

0

(N

1

j P ), alors N

0

= L(H j P

0

)

o�u L 2 M

0

dQ

0

=ye, H 2 N

1

dQ

1

=ye et P

0

2 P dQ

2

=ye. Par r�ecurrence, il

existe H

0

2 N

0

dQ

1

=ye t.q. H

0

B

d

H. Alors L(H

0

j P

0

) 2 MdQ=ye et L(H

0

j

P

0

)B

d

L(H j P

0

) =M

0

1

.



3. On proc�ede par r�ecurrence sur L :

� si L = y, alors N

0

= N , ou N

0

= 
, ou encore N

0

= H avec Q � (H j Q

0

).

Le termeM

0

recherch�e est soitM , soit 
, soit H, respectivement. Si L = x,

alors N

0

= x et M

0

= x.

� si L = (�x:L

0

), alors N

0

= �z:N

00

o�u N

00

2 L

0

[z=x]d(N j Q)=ye. Par r�ecur-

rence, il existe H 2 L

0

[z=x]d(M j Q)=ye t.q. HB

d

N

00

. Donc �z:HB

d

�z:N

00

.

Par la d�e�nition de la substitution, il est clair que �z:H 2 Ld(M j Q)=ye.

� si L = (L

0

P ), alors N

0

= N

00

P

0

o�u (N j Q) � (R

0

j R

1

), N

00

2 L

0

dR

0

=ye

et P

0

2 P dR

1

=ye. Si N est une composante du paquet R

0

, on conclut par

l'hypoth�ese de r�ecurrence comme dans le cas pr�ec�edent. Si N appartient �a

R

1

, par la d�e�nition de substitution sur les paquets, il existeH tel que P �

(H j P

0

), R

1

� (N j R

0

j R

00

) et P

0

� (H

0

j P

00

) o�u H

0

2 Hd(N j R

0

)=ye. Par

r�ecurrence, il existe H

00

2 Hd(M j R

0

)=ye t.q. H

00

B

d

H

0

. Le terme cherch�e

est donc M

0

= N

00

(H

00

j P

00

).

�

Lemme 3.7.6 Pour tout M;N; V 2 �

d

t.q. MB

d

N!

d

V , il existe W 2 �

d

t.q.

le diagramme suivant commute :

M N

B

d

W V

B

d

? ?

d d

o�u !

d

est l'�evaluation faible du calcul des paquets d�e�nie dans la �gure 3.4.

Preuve. Par r�ecurrence sur la taille de l'arbre de d�erivation de MB

d

N .

{ Si M = (�x:L)P et N 2 LdP=xe, alors M!

d

N . De plus, N!

d

V implique

NB

d

V .

{ Si M = LP , LB

d

L

0

et N = L

0

P , alors L

0

= (�x:H)P

1

: : : P

n

o�u n � 0.

On montre l'�enonc�e par r�ecurrence sur n. Si n = 0, alors V 2 HdP=xe.

D'autre part, la r�eduction de L vers L

0

peut être de deux types : supposons

L = �x:H

0

et H

0

B

d

H; par le lemme 3.7.5(2), il existe W 2 H

0

dP=xe t.q.

WB

d

V . Donc,M = LP!

d

WB

d

V . Supposons maintenant L = (�y:L

00

)Q et

L

0

2 L

00

dQ=ye. Alors, M = LP!

d

L

0

P = (�x:H)PB

d

V .

Dans le cas o�u n > 0, V 2 HdP

1

=xeP

2

: : : P

n

P . On a aussi

LB

d

L

0

!

d

HdP

1

=xeP

2

: : : P

n

= V

0

donc, par hypoth�ese de r�ecurrence, il existe W

0

t.q. L!

d

W

0

B

d

V

0

. Le terme

W cherch�e est W

0

P , car M = LP!

d

W

0

PB

d

V

0

P = V .



{ SiM = �x:L, LB

d

L

0

et N = �x:L

0

, alors V = N . Par cons�equent, W =M .

{ Si M = M

0

(L j P ), LB

d

L

0

et N = M

0

(L

0

j P ), alors N!

d

V implique

M

0

= (�x:M

1

)P

1

: : : P

n

, avec n � 0. On proc�ede par r�ecurrence sur n. Si

n = 0, alors V 2 M

1

d(L

0

j P )=xe. Par le lemme 3.7.5(3), il existe W 2

M

1

d(L j P )=xe t.q. WB

d

V . Donc M = (�x:M

1

)(L j P )!

d

WB

d

V . Dans le

cas o�u n � 0, on a, pour toute variable z neuve,

V 2M

1

dP

1

=xeP

2

: : : P

n

(L

0

j P ) =M

1

[z=x]P

2

: : : P

n

(L

0

j P )dP

1

=ze

De plus, puisque M

1

[z=x]P

2

: : : P

n

(L j P )B

d

M

1

[z=x]P

2

: : : P

n

(L

0

j P ), par le

lemme 3.7.5(2) on a :

9W 2M

1

[z=x]P

2

: : : P

n

(L j P )dP

1

=ze WB

d

V

On conclut W 2M

1

dP

1

=xeP

2

: : : P

n

(L j P ) et M!

d

WB

d

V .

�

Lemme 3.7.7 (Strat�egie normalisante de B

d

)

L'�evaluation !

d

est une strat�egie normalisante pour B

d

. Plus pr�ecis�ement :

8M 2 �

d

M

?

B

d

N

?

!

d

V & V 2 V

d

) 9W 2 V

d

M

?

!

d

W

?

B

d

V

Preuve. Par r�ecurrence sur (l; l

0

), selon l'ordre lexicographique, o�u l est la lon-

gueur de la r�eduction M

?

B

d

N et l

0

la longueur de N

?

!

d

V .

{ Si l = 0, alors W =M .

{ Si l > 0 et l

0

= 0, supposons M

?

B

d

M

0

B

d

V = �y:N

0

. Par hypoth�ese de

r�ecurrence, il existe W 2 V

d

qui v�eri�eM

?

!

r

W

?

B

d

V .

{ Si l > 0 et l

0

> 0, alors

M

?

B

d

M

0

B

d

N!

r

N

0

?

!

r

V

Par le lemme 3.7.6, il existe H tel que M

0

!

r

HB

d

N

0

, ce qui implique

HB

d

N

0

?

!

r

V . Par hypoth�ese de r�ecurrence (sur la longueur de l'�evaluation),

9W

0

2 V

d

H

?

!

r

W

0

?

B

d

V

Alors M

?

B

d

H

?

!

r

W

0

, d'o�u, par hypoth�ese de r�ecurrence (sur la longueur de

la r�eduction), 9W 2 V

d

M

?

!

r

W

?

B

d

W

0

?

B

d

V .

�

Proposition 3.7.8 1. M

?

B

d

N ) Nv

r

M



2. 8M 8 contexte applicatif A (A[M ] +

m

r

) 9L 2 f[M ]g 9l � m A[L] +

l

r

)

3. 8M 2 �

r

8L (L 2 f[M ]g ) Lv

r

M)

Preuve.

1. Observons d'abord que la r�eduction est d�ecroissante par rapport au pr�eordre

v

d

, i.e.

M

?

B

d

N ) Nv

d

M

Soit A un �

d

-contexte applicatif tel que A[N ]+

d

V . On a A[M ]B

d

A[N ]

?

!

d

V ,

car MB

d

N . Par le lemme 3.7.7, il existe W 2 V

d

t.q. A[M ]+

d

W .

Rappelons en�n que nous avons montr�e Nv

d

M ) Nv

r

M dans la preuve

du lemme des contextes pour �

d

3.5.7.

2. Soit A t.q. A[M ] +

m

r

V . Par le th�eor�eme 3.3.8,

8W 2 f[V ]g 9N 2 f[A[M ]]g N

?

!

d

W

Par construction de f[A[M ]]g, il existe L 2 f[M ]g qui v�eri�e N 2 f[A[L]]g.

Alors, en utilisant le th�eor�eme 3.3.16,

9W

0

2 �

r

A[L]

?

!

r

W

0

& W 2 f[W

0

]g

CommeW est une abstraction,W

0

est aussi une abstraction, �eventuellement

suivie des quelques entr�ees de substitution, ce qui implique A[L]+

r

.

3. La preuve de cette partie de l'�enonc�e suit le sch�ema de celle de la partie

2; il su�t d'�echangerM et L. Remarquons que le raisonnement est correct

parce que, quelque soit L 2 f[M ]g, N 2 f[A[L]]g implique N 2 f[A[M ]]g.

�

D�e�nition 3.7.9 Un contexte C est lin�eaire en []

i

si cette constante n'apparâ�t

qu'une fois dans C.

Lemme 3.7.10 (Lemme d'approximation)

Pour tout �

r

-contexte C et tout M 2 �

r

t.q. C[M ] 2 �

o

r

, on v�eri�e

C[M ]+

r

, 9A

1

; : : : ; A

n

2 #A(M) C[A

1

� : : :�A

n

]+

r

De plus, si C est lin�eaire en [], alors on peut prendre n = 1.



Preuve. Tout au long de la preuve, on notera A les termes de la forme A

1

� : : :�

A

n

; la notation A 2 #A(M) indique A

i

2 #A(M) pour tout i.

On montre la partie( : soit C[A

1

� : : :�A

n

]+

r

, avec A

i

2 #A(M). Rappelons

que pour chaque A

i

il existe B

i

2 A(M) tel que A

i

� B

i

. Par ailleurs, pour tout

i, il existe M

i

; N

i

t.q. B

i

2 !(N

i

), M

i

2 f[M ]g et M

i

?

B

d

N

i

. Par le lemme 3.7.4(1)

et (2), on a A

i

v

r

B

i

v

r

N

i

quelque soit i = 1; : : : ; n. Par la proposition 3.7.8(1),

N

i

v

r

M

i

est v�eri��e; par la proposition 3.7.8(3) on a M

i

v

r

M . Par cons�equent,

A

i

v

r

M pour tout i = 1; : : : ; n. Puisque v

r

est une precongruence, C[M � : : :�

M ]+

r

. Donc C[M ]+

r

, car M '

r

M � : : :�M .

La partie ) est corollaire de l'�enonc�e plus g�en�eral suivant : soit C un �

r

-

contexte �a plusieurs trous et M

1

; : : : ;M

p

2 �

r

tels que C[M

1

; : : : ;M

p

] 2 �

o

r

.

Alors,

C[M

1

; : : : ;M

p

]+

r

) 8i 2 [1; p] 9A

i

2 #A(M) C[A

1

; : : : ; A

p

]+

r

De plus, pour tout i tel que C est lin�eaire en []

i

, on peut prendre A

i

= A

i

2

#A(M

i

). La notation C[

~

M ] est une abr�eviation de C[M

1

; : : : ;M

p

]. Avec an abus

de terminologie, on note

~

A 2 #A(

~

M) lorsque A

i

2 #A(M

i

) pour chaque i. La

forme g�en�erale d'un �

r

-contexte C est C

0

C

1

: : :C

n

o�u C

0

est soit une constante

[]

i

, soit une variable x, soit un contexte �x:D, et C

j

, j > 0, est ou bien un

paquet de contextes (D

m

1

1

j : : : j D

m

q

q

) ou bien une substitution explicite faite de

contextes hD

m

1

1

j : : : j D

m

q

q

=xi.

Soit C[M

1

; : : : ;M

p

]+

l

r

. Supposons, sans perte de g�en�eralit�e, que C est lin�eaire

dans []

i

pour i = k; : : : ; p avec 0 � k � p + 1 (le cas k = p + 1 correspond �a C

non-lin�eaire en aucune constante []

i

.) On proc�ede par r�ecurrence sur l.

l = 0. Ici, C[

~

M] se r�eduit vers une abstraction par application de la r�egle (v);

c'est-�a-dire, C

1

; : : : ; C

n

sont des contextes de substitution. On a, soit C

0

= �x:D,

soit C

0

= []

i

. Dans le premier cas, C[

~

?]+

r

(i.e. on peut prendre l'�el�ement minimal

de #A(M

i

) pour tout i). Dans le deuxi�eme cas, M

1

doit être une abstraction

�x:M

0

1

; alors, on prend A

1

= �x:? 2 A(M

1

) et A

i

= ? pour tout i 6= 1. On

conclut A

1

C

1

: : :C

n

[

~

?]

?

!

r

�x:(?C

1

: : :C

n

[

~

?])+

r

.

l > 0. On montre l'�enonc�e par cas sur C

0

.

1. C

0

= �x:D. Soit C

i

le premier contexte de paquets dans C

1

: : :C

n

. L'�eva-

luation convergente de C[

~

M] commence par :

C[

~

M]

?

!

r

(D[

~

M ][z=x]C

1

: : :C

i�1

hC

i

=ziC

i+1

: : :C

n

)[

~

M]+

l

0

r

avec l

0

< l

o�u z une variable neuve. On d�e�nit D

0

comme D avec les constantes []

i

,

pour i = 1; : : : ; k � 1, remplac�ees par []

p+i

, et

C

0

= D

0

[z=x]C

1

: : :C

i�1

hC

i

=ziC

i+1

: : :C

n



Remarquons que le contexte C est non-lin�eaire en les constantes []

i

rempla-

c�ees. Quelque soit la suite

~

N de longueur p qui v�eri�e fv(

~

N) � fv(

~

M), on

a

(�) C[

~

N]

?

!

r

C

0

[

~

N;

~

N

0

[z=x]]+

l�1

r

o�u

~

N

0

= N

1

; : : : ; N

k�1

. Par hypoth�ese de r�ecurrence, C

0

[

~

A ;

~

B ]+

r

o�u

~

A 2

#A(

~

M) et

~

B 2 #A(

~

M

0

[z=x]).

Il est facile de voir qu'il existe

~

A

0

2 #A(

~

M

0

) t.q.

~

B =

~

A

0

[z=x]. On d�e�nit

~

A

00

comme suit :

A

00

i

=

(

A

i

� A

0

i

si i = 1; : : : k � 1

A

i

si i = k; : : : ; p

Alors, par (�), on a

C[

~

A

00

]

?

!

r

C

0

[

~

A

00

; A

00

1

[z=x]; : : : ; A

00

k�1

[z=x]]

Par le lemme 3.5.13 d'�elargissement des paquets,

C

0

[

~

A ;

~

B ]v

r

C

0

[

~

A

00

; A

00

1

[z=x]; : : : ; A

00

k�1

[z=x]]

Donc C

0

[

~

A

00

; A

00

1

[z=x]; : : : ; A

00

k�1

[z=x]], ce qui implique C[

~

A

00

]+

r

.

2. C

0

= []

i

. Il y a trois cas �a analyser, qui d�ependent de la forme de M

i

.

(a) M

i

= �x:M

0

. Soit C

j

le premier paquet de la suite C

1

; : : : ; C

n

et z une

variable neuve. L'�evaluation de C[

~

M ] est alors

C[

~

M ]

?

!

r

M

0

[z=x]C

1

: : :C

j�1

hC

j

=ziC

j+1

: : : C

n

[

~

M ]+

l

0

r

o�u l

0

< l

On examine deux cas : si C n'est pas lin�eaire en []

i

(i.e. i < k), alors

on d�e�nit

C

0

= []

p+1

C

1

: : : C

j�1

hC

j

=ziC

j+1

: : :C

n

qui est donc lin�eaire en []

k

; : : : ; []

p

; []p+ 1. Pour tout

~

N , de longueur

p, qui v�eri�e fv(

~

N) � fv(

~

M ) et N

i

= �x:N

0

, on a

(��) C[

~

N]

?

!

r

C

0

[

~

N;N

0

[z=x]]+

l

0

r

Par l'hypoth�ese de r�ecurrence, C

0

[

~

A ; B]+

r

o�u

~

A 2 #A(

~

M) et B 2

#A(M

0

[z=x]). Il existe B

0

2 #A(M

0

) qui v�eri�e B = B

0

[z=x]. Donc,

�x:B

0

2 #A(M).

On d�e�nit

~

A

0

tel que

A

0

j

=

(

A

j

si j 6= i

A

i

� �x:B

0

si j = i

Alors,

C[

~

A

0

]

?

!

r

C

0

[

~

A

0

; B

0

[z=x]]

De plus, C

0

[

~

A ; B]v

r

C

0

[

~

A

0

; B] car on peut toujours �elargir les paquets

et pr�eserver la convergence

4

. On en d�eduit C[

~

A

0

]+

r

car C

0

[

~

A ; B]+

r

. On

4: Le caract�ere \may testing" de la s�emantique est ici essentiel.



observera que le fait que C ne soit pas lin�eaire en []

i

oblige �a construire

un approximant A

0

i

pour M

i

�a l'aide du choix non-d�eterministe.

Dans le cas o�u C est lin�eaire en []

i

, on d�e�nit

C

0

= []

i

C

1

: : :C

j�1

hC

j

=ziC

j+1

: : : C

n

On a alors C[

~

N]

?

!

r

C

0

[N

1

; : : : ; N

0

[z=x]; : : : ; N

p

]+

l

0

r

. Par hypoth�ese de

r�ecurrence, C

0

[A

1

; : : : ; B[z=x]; : : : ; A

p

]+

r

. On conclut

C[A

1

; : : : ; �x:B; : : : ; A

p

]+

r

(b) M

i

= xR

1

: : : R

q

et

~

R ne lie pas l'occurrence de tête de x. Puisque

certains des R

i

sont possiblement des entr�ees de substitution, on ne

peut pas, comme dans le cas du lambda calcul pur, construire les

approximants M

i

par un raisonnement sur chacun des R

i

.

Soit

_

C = []

p+1

C

1

: : :C

n

. Il est clair que

_

C[

~

M;M

i

] = C[

~

M ]. Par la

proposition 3.7.8,

9M

0

i

2 f[M

i

]g

_

C[

~

M;M

0

i

]+

l

0

r

o�u l

0

� l

La forme g�en�erale de M

0

i

est xP

1

: : : P

t

o�u P

j+1

= (N

s

j

+1

j : : : j N

s

j+1

)

avec 1 = s

0

< s

1

: : : < s

t

. On note

~

N la s�equence N

s

0

; : : : N

s

1

; : : :N

s

t

.

Notre point de d�epart est donc l'�evaluation convergente de

_

C[

~

M;M

0

i

].

Soit C

j

le premier contexte de substitution de la forme h(D j D

0

)=xi

dans C

1

: : : C

n

, et soit z une variable neuve. On se restreint au cas o�u

il n'y a pas d'�-conversion �a faire. L'�evaluation convergente est donc

_

C[

~

M;M

0

i

]

?

!

r

D

~

PC

1

: : : C

j�1

hD

0

=ziC

j+1

: : : C

n

[

~

M ]+

l

00

r

o�u l

00

< l

On d�e�nit C

0

= DD

1

: : :D

t

C

1

: : : C

j�1

hD

0

=ziC

j+1

: : : C

n

o�u

D

j+1

= ([]

s

j

+p+1

j : : : j []

s

j+1

+p

) j = 0; : : : ; t� 1

En r�esumant,

_

C[

~

M;M

0

i

]

?

!

r

C

0

[

~

M;

~

N ]+

l

00

r

. Remarquons que le contexte

C

0

est lin�eaire en []

j

, j = k+1; : : : ; s

t

+p. Par hypoth�ese de r�ecurrence,

C

0

[

~

A ; B

1

; : : : ; B

s

t

]+

r

, avec

~

A 2 #A(

~

M

0

) et B

j

2 #A(N

i

). Soit

~

B

j+1

= (B

s

j

+1

j : : : j B

s

j+1

)

Le terme x

~

B

1

: : :

~

B

t

est un approximant deM

0

i

; par la d�e�nition d'ap-

proximant, x

~

B

1

: : :

~

B

t

2 #A(M

i

) puisque M

0

i

2 f[M

i

]g. Donc

_

C[

~

A ; x

~

B

1

: : :

~

B

t

]

?

!

r

C

0

[

~

A ; B

1

; : : : ; B

s

t

]



ce qui implique

_

C[

~

A ; x

~

B

1

: : :

~

B

t

]+

r

. On d�e�nit

~

A

0

par

A

0

j

=

(

A

j

si j 6= i

(A

i

� x

~

B

1

: : :

~

B

t

) si j = i

On a

~

A

0

2 #A(

~

M) et C[

~

A

0

]+

r

car

_

C[

~

A ; x

~

B

1

: : :

~

B

t

]v

r

C

0

[A

1

; : : : ; (A

i

�x

~

B

1

: : :

~

B

t

); : : : ; A

p

; x

~

B

1

: : :

~

B

t

]v

r

C[

~

A

0

]

(c) Si M

i

n'est pas en forme normale, la premi�ere �etape de l'�evaluation

convergente de C[M ] correspond �a une �evaluation deM

i

, soitM

i

?

!

r

N ,

avec N en forme normale (comme dans les cas (a) et (b) pr�ec�edents).

On a

C[M ] =M

i

C

1

: : : C

n

?

!

r

NC

1

: : :C

n

+

l

0

r

o�u l

0

< l

Par cons�equent, si C

0

= []

p+1

C

1

: : : C

n

, par l'hypoth�ese de r�ecurrence

il existe

~

A

0

2 #A(

~

M) et B 2 #A(N) tel que C

0

[

~

A

0

; B]+

r

. Donc

C[A

0

1

; : : : ; (A

0

i

� B ); : : : ; A

0

p

]+

r

3. C

0

= x. L'�enonc�e est v�eri��e comme cas particulier de (b).

�

Un corollaire du lemme d'approximation 3.7.10 est que l'interpr�etation de �

r

sur le domaine alg�ebrique des cônes non-vides de L

r

est ad�equate par rapport �a la

s�emantique observationnelle standard v

r

. C'est-�a-dire,�

L

r

est une precongruence

(cf. th. 5.8 [47] dont la preuve repose sur la compl�etude des r�eductions \inside-

out" de Welch, d�emontr�e �a l'aide d'un calcul �etiquet�e.)

Th�eor�eme 3.7.11 Ad�equation de la s�emantique alg�ebrique

8M;N 2 �

r

M�

L

r

N ) Mv

r

N

Preuve. Soit M;N 2 �

r

et C un �

r

-contexte qui ferme M et N . Supposons

M�

L

r

N et C[M ]+

r

. Par le lemme d'approximation 3.7.10, il existe A

1

; : : : ; A

n

dans #A(M) tel que C[(A

1

� : : :�A

n

)]+

r

. Par d�e�nition du pr�eordre �

L

r

, A

i

2

#A(N) pour tout i = 1; : : : ; n. On conclut C[N ]+

r

par le lemme d'approximation.

�

Le pr�eordre �

L

r

est trop restrictif pour être compl�etement ad�equat par rap-

port �a v

r

, c'est-�a-dire

Mv

r

N 6) M�

L

r

N

Trois types d'exemples montrent l'incompl�etude :

{ le premier fait intervenir la �-expasion (signal�e par L�evy [47], voir aussi

[18]) : on a

xv

r

�y:xy

1



mais x 2 A(x) tandis que x 62 A(�y:xy

1

), donc

x 6�

L

r

�y:xy

1

{ le deuxi�eme probl�eme pos�e par la d�e�nition de �

L

r

est que le domaine n'a

pas d'�el�ement maximal : soit � = (�fx:ff

1

)(�fx:ff

1

)

1

; alors

Iv

r

�

mais �x:x 62 A(�), donc

I 6�

L

r

�

{ un troisi�eme type repose sur le fait que �

L

r

est sensible au nombre de

ressources d'un paquet, ce qui n'est pas toujours le cas pour v

r

, comme

nous l'avons d�emontr�e dans la section 3.6 : on a

x(�y:
 j �y:
)v

r

x(�y:
)

par la propri�et�e de simpli�cation, mais

x(�y:
 j �y:
) 6�

L

r

x(�y:
)

3.8 Comparaison des calculs

3.8.1 Pouvoir discriminant

A�n de donner un aper�cu plus complet de la s�emantique observationnelle du

calcul �

r

, nous �enon�cons ici quelques r�esultats sur le pouvoir de discrimination

des multiplicit�es et des ressources sur les � termes et les connections que l'on peut

�etablir avec les extensions standards du � calcul faible, �etudi�ees dans le chapitre

2, et avec le calcul �. Ces r�esultats, obtenus par Boudol et Laneve [18, 19, 20],

reposent sur la caract�erisation intensionnelle des pr�eordres v

m

et v

[

m

sur � et

font appel �a des r�esultats pr�ec�edents de Ong [59] sur le � calcul et de Sangiorgi

[72, 73] sur le codage de � dans �.

Remarquons d'abord que le �-calcul est un sous-calcul de �

m

. Plus pr�ecis�e-

ment, le sous-calcul de �

m

qui n'a que la multiplicit�e in�nie 1 dans ses argu-

ments correspond exactement au �-calcul. La plupart des �enonc�es concernent les

�-termes purs que nous noterons ici E;F; : : : sans faire r�ef�erence explicite au co-

dage. Nous gardons la notation M;N pour des termes dans �

m

ou �

r

. Le codage

[[� ]] : �! �

m

, �etudi�e dans [17], est le suivant :

[[x]] = x [[�x:E]] = �x:[[E]] [[(EF )]] = [[E]][[F ]]

1

Les premiers r�esultats �a signaler sont :

E�

L

F ) Ev

m

F ) Ev

�

F



De plus, ces deux implications sont irr�eversibles. En ce qui concerne la seconde,

le fait que les contextes avec multiplicit�es discriminent plus que les contextes

usuels n'est pas surprenant. L'exemple typique montre que le contexte C =

[]hI

1

=xi distingue les termes x(�y:xy) et xx, ins�eparables par des �-contextes

(cf. exemple 1.2.1 de l'introduction.) Pour ce qui est de la premi�ere implication,

la raison de l'irr�eversibilit�e est double. D'une part les termes dans O

1

ne sont

pas des �el�ements maximaux du pr�eordre �

L

. D'autre part, ce pr�eordre ne valide

pas la �-expansion; i.e. :(x�

L

�y:xy). Le pr�eordre �

�

L

de Ong [59]

5

incorpore ces

deux ingr�edients :

D�e�nition 3.8.1 (D�e�nition 5.1 [18])

Le pr�eordre E�

�

L

F sur les �-termes est :

E�

�

L

F

def

, 8k 2 N E�

�

k

F

o�u �

�

k

est d�e�ni par :

1. E�

�

0

F pour tout E et F ;

2. E�

�

k+1

F ssi

(a) F 2 PO

1

ou

(b) E 2 PO

n

et F=

�

�x

1

: : : x

m

:F

0

avec m � n, ou

(c) E=

�

�x

1

: : : x

n

:xE

1

: : : E

s

et F=

�

�x

1

: : : x

n

y

1

: : : y

t

:xF

1

: : : F

s

Y

1

: : : Y

y

avec

~

E et

~

F t.q. E

i

�

�

k

F

i

et y

j

�

�

k

Y

j

et y

j

62 fv(x

~

E).

Le s�emantique observationnelle standard v

m

sur les �-termes est �equivalente au

pr�eordre intentionnel �

�

L

et strictement plus discriminante que v

p

et v

c

:

E v

m

F , E �

�

L

F ) E v

p

F ) E v

c

F ) E v

�

F

L'�equivalence entre v

m

et �

�

L

est prouv�ee dans [18]. La implication qui suit

est montr�ee dans [59]. Une preuve ind�ependante de Ev

m

F ) Ev

p

F a �et�e

propos�ee dans des versions pr�eliminaires de [18]. Il est clair que l'implication

Ev

r

F ) Ev

m

F permet de transposer ces r�esultats au calcul avec ressources.

Nous montrons que les ressources ne discriminent pas plus que les multiplicit�es

lorsqu'il s'agit de �-termes, i.e.

Ev

m

F ) Ev

r

F

Cette implication est corollaire de E�

�

L

F ) Ev

rc

F . Notre preuve, s�emantique,

est report�ee au chapitre 5, o�u l'on introduit quelques outils techniques n�ecessaires.

5:Ce pr�eordre caract�erise la structure locale du mod�ele de Plotkin-Scott-Engeler du �-calcul.



Nous d�eveloppons ensuite les deux exemples 1.2.2 et 1.2.3 de l'introduction,

qui illustrent le pouvoir des multiplicit�es �nies, par rapport �a c et �a p. Rappelons

que les termes M et N des exemples ne peuvent pas être s�epar�es par des �-

contextes. Dans un souci de clart�e, on n�eglige les substitutions explicites sur des

variables qui n'apparaissent pas libres (les substitutions hP=xi qui ne lient aucune

occurrence de la variable x.)

Exemple 1.2.2. Supposons B = x(�y:
)
 et

M = �x:xB(�y:
) et N = �x:x(�z:Bz)(�y:
)

Le contexte A = []c s�epare M et N :

A[N ]!c(�z:c(�y:
)
z)(�y:
)!I(�y:
)!�y:
 converge

A[M ]!c(c(�y:
)
)(�y:
)!c(I
)(�y:
)!c
(�y:
) diverge

Le �

r

-contexte C = []U , o�u U = �vw:v, s�epare aussi M et N :

C[N ] !

r

x(�z:Bz)(�y:
)hU=xi !

r

(�vw:v)(�z:Bz)(�y:
)h1=xi

?

!

r

vh�z:Bz=vih1=xi !

r

(�z:Bz)h1=xi !

r

�z:(Bz)h1=xi+

r

C[M ] !

r

xB(�y:
)hU=xi !

r

(�vw:v)B(�y:
)h1=xi

?

!

r

vhB=vih1=xi !

r

x(�y:
)
h1=xi *

r

o�u le dernier terme diverge car il n'y a pas de ressource disponible pour x

(l'argument U n'a que multiplicit�e 1). Comme nous avons soulign�e dans l'intro-

duction, les termesM et N ne sont pas exactement des termes du lambda calcul

faible; il faudrait ajouter la multiplicit�e in�nie1 �a chaque sous-terme en position

d'argument, ce qui ne change en rien l'exemple.

Exemple 1.2.3. Supposons B = x

 et

M = �x:xB(xB
) et N = �x:xB(x(�z:Bz)
)

Ces termes ne sont pas s�eparables dans �

c

[18].

Il est clair que le contexte A = []p s�epare M et N :



A[N ]!p( p



| {z }

diverge

)p(�y:(p

)y

| {z }

converge

)


| {z }

converge

| {z }

converge

A[M ]!p( p



| {z }

diverge

)(p( p



| {z }

diverge

)


| {z }

diverge

)

| {z }

diverge

Le contexte C = [](P j P )FK, o�u P = �x

1

x

2

x

3

:x

3

x

1

x

2

, K = �x

1

x

2

:x

1

et

F = �x

1

x

2

:x

2

, distingue aussi M et N .

C[N ]

?

!

r

x

3

x

1

x

2

hB=x

1

ihx(�y:By)
=x

2

ihP=xihF=x

3

iK !

r

Fx

1

x

2

hB=x

1

ihx(�y:By)
=x

2

ihP=xiK

?

!

r

x

2

hx(�y:By)
=x

2

ihP=xiK !

r

x(�y:By)
hP=xiK !

r

P (�y:By)
h1=xiK

?

!

r

Kx

1

x

2

h�y:By=x

1

ih
=x

2

ih1=xi

?

!

r

�y:(Byh1=xi)+

r

C[M ]

?

!

r

x

3

x

1

x

2

hB=x

1

ihxB
=x

2

ihP=xihF=x

3

iK !

r

Fx

1

x

2

hB=x

1

ihxB
=x

2

ihP=xiK

?

!

r

: : :

PB
h1=xiK

?

!

r

Kx

1

x

2

hB=x

1

ih
=x

2

ih1=xi

?

!

r

Bh1=xi = x(�y:
)
h1=xi *

r

Puisque E=

L

F , E�

�

L

F & F�

�

L

E, le r�esultat de Sangiorgi [72] sur le codage

du �-calcul dans � permet de conclure

E '

]

F , E=

L

F , E '

m

F , E �

�

F

o�u �

�

est l'�equivalence par bisimulation. Par ailleurs, le pr�eordre �

L

est prouv�e

[19] �equivalent �a la s�emantique v

[

m

non-standard o�u divergence et blocage sont

distingu�es :

E�

L

F ,Ev

[

m

F ,Ev

[

r

F

Au contraire de v

m

, le pr�eordre v

[

m

ne valide pas la �-expansion et les termes

de degr�e de fonctionnalit�e in�ni ne sont pas des �el�ements maximaux. D'une part

le contexte []hI

0

=xi s�epare les termes x et �y:xy (comme le calcul �

]

, cf. section

2.4). En e�et,

� 2 obs(xhI

0

=xi) mais � 62 obs((�y:xy)hI

0

=xi)

D'autre part, I 6 v

[

m

� = (�fx:ff

1

)(�fx:ff

1

)

1

car

I�

?

!

r

� mais ��

?

!

r

(�x:�)�

?

!

r

� *

r



Finalement, en utilisant des r�esultats de [73] et un codage ad�equat de �

m

dans

�, Boudol et Laneve [20] montrent

Ev

[

m

F ,E v

�

F

o�u v

�

est la s�emantique contextuelle du �-calcul, en r�epondant ainsi �a la question

soulev�ee par Milner dans le papier fondateur [54]. Le codage de �

m

dans � utilis�e

a �et�e con�cu pour permettre au �-calcul de d�eterminer si un terme est convergent,

ou s'il est bloqu�e.

3.8.2 Expressivit�e

Les �enonc�es de la section 3.8.1 illustrent le pouvoir de s�eparation des multi-

plicit�es (donc ressources) face aux �-termes. Ils sont d'autant plus remarquables

que �

m

ne contient ni le test de convergence ni les fonctions parall�eles. Plus pr�e-

cis�ement, les combinateurs c et p ne sont d�e�nissables ni dans le calcul avec

multiplicit�es ni dans le calcul avec ressources

6

. En ce qui concerne le test de

convergence, ce r�esultat est cons�equence imm�ediate du contre-exemple 3.6.13

7

et

du r�esultat de Felleisen [33]. Une preuve syntaxique directe pour le calcul �

m

a

�et�e donn�ee dans [18]. Pour �

r

, voici une preuve syntaxique :

Lemme 3.8.2

@T 2 �

o

r

8M 2 �

r

(

TM+

r

I si M+

r

TM*

r

sinon

Preuve. Supposons qu'un tel T existe. Alors T (�x:
)+

r

I et T
*

r

. Or on prouve

facilement

8T 2 �

o

r

T (�x:
)+

r

I ) T
+

r

On montre d'abord T h�x:
=zi

?

!

r

I ) T h
=zi+

r

. Par r�ecurrence sur la lon-

gueur de l'�evaluation de T h�x:
=zi, �a (v)-r�eductions pr�es : le cas de base est

trivial; lorsque T h�x:
=zi!

r

T

0

h�x:
=zi

?

!

r

I, l'�enonc�e est v�eri��e par hypoth�ese

de r�ecurrence; si T = z

~

R alors

T h�=xi:
z!

r

(�x:
)

~

Rh1=zi

?

!

r

I

Il est clair que cette �evaluation n'est pas r�ealisable même si j

~

R j = 0. La conclusion

est donc v�eri��ee.

Revenons �a notre preuve : soit T (�x:
)+

r

I, alors il existeM t.q. T

?

!

r

(�z:M)

et Mh�x:
=zi+

r

I. On a T h
=zi+

r

puisque Mh
=zi+

r

. �

6:De plus, l'exemple 1.2.2 semble indiquer que le test de convergence c n'est pas d�e�nissable

dans �

r

, même si on ne cherche �a simuler son e�et que sur les �-termes : la multiplicit�e de

l'argument U = �vw:v d�epend du nombre d'occurrences libres de la variables x.

7: Il faut souligner que l'origine du contre-exemple 3.6.13 n'est pas la question de la d�e�-

nissabilit�e de c mais le probl�eme de l'ad�equation compl�ete du mod�ele de cônes, trait�e dans les

chapitres 4 et 5.



Comme corollaire, le combinateur de test de convergence parall�ele p n'est pas

d�e�nissable dans �

r

(donc dans �

m

). Cependant, le choix non-d�eterministe est

d�e�nissable dans �

r

(cf. section 3.1) : M � N = xhM j N=xi. D'apr�es le lemme

3.5.13, ce terme est le \join" deM et N . En e�et,M�Nv

r

L ssiMv

r

L et Nv

r

L.

Le calcul �

m

, d�eterministe, ne contient pas les fonctions parall�eles. On montre

ici que ce fait est ind�ependant du m�ecanisme d'�evaluation utilis�e. Même en consi-

d�erant des strat�egies d'�evaluation plus lib�erales (non-d�eterministes), on ne peut

simuler le parall�elisme dans le langage des multiplicit�es.

On note �

md

le calcul par distribution o�u l'on restreint �

d

�a des termes avec

multiplicit�es (�

md

).

D�e�nition 3.8.3 Soit M;N 2 �

0

md

. Le terme M �N est d�e�nissable dans �

md

ssi 9O 2 �

0

md

O

?

!

d

M & O

?

!

d

N . Le choix non-d�eterministe � est d�e�nissable

dans �

md

ssi

9D 2 �

0

md

8M;N 2 �

md

DMN

?

!

d

M & DMN

?

!

d

N

Lemme 3.8.4 L'op�erateur non-d�eterministe � est d�e�nissable dans �

md

si et

seulement si K � F est d�e�nissable.

Preuve. L'implication) est �evidente. Rappelons que K = �xy:x et F = �xy:y.

Supposons K � F d�e�nissable, i.e. 9O 2 �

0

md

O

?

!

d

K & O

?

!

d

F . Donc

8M;N 2 �

0

md

OMN

?

!

d

M & OMN

?

!

d

N

C'est-�a-dire, � est d�e�nissable dans �

md

. �

Prouver la non-d�e�nissabilit�e de l'op�erateur � revient donc �a prouver la non-

d�e�nissabilit�e de K � F . Autrement dit, qu'il n'existe pas de terme O dans �

0

md

dont l'arbre de d�erivation est de la forme suivante :

O

?

�

f g

: : : : : :

N

1

: : : : : :

N

0

1

?

�

f g

: : : : : :

N

2

?

�

f g

: : : : : :

N

0

2

?

�

?

�

.

.

.

: : : : : :

f: : :K : : :g

: : :

f: : :F : : :g



Lemme 3.8.5 Soit L

0

; L

1

2 �

m

, M

0

;M

1

2 �

d

. Si L

0

=

�

L

1

& M

i

2 f[L

i

]g, i =

0; 1, alors

M

0

O

d

n

=PO

d

n

E ) (M

1

O

d

q

=PO

d

q

F ) q = n & E ` F )

Preuve. Par r�ecurrence sur n � 0.

{ Si n = 0, par hypoth�ese M

0

?

!

d

E = y

~

N . Donc, L

0

?

!

m

y

~

R o�u j

~

N j = j

~

R j par

application du lemme 3.3.13. Supposons q > 0. C'est-�a-dire, F = �z:F

0

et

M

1

?

!

d

�z:M

0

o�u M

0

O

d

q�1

=PO

d

q�1

F

0

. Par le lemme 3.3.14, il y a une �evalua-

tion !

m

du termeM

1

qui termine sur une abstraction, soit �v:H. Comme

M

1

et M

0

sont �-convertibles, M

0

?

!

m

�v:H. La contradiction provient du

fait que !

m

est d�eterministe, i.e. il faudrait v�eri�er y

~

P=

�

�v:H, ce qui est

impossible. Donc q = 0 et F = y

0

~

N

0

. On arrive �a L

1

?

!

m

y

0

~

R

0

o�u j

~

N

0

j = j

~

R

0

j

par le lemme 3.3.13. Donc, L

0

=

�

L

1

implique y

~

R=

�

y

0

~

R

0

, d'o�u y = y

0

et

j

~

R j = j

~

R

0

j. C'est-�a-dire, E ` F .

{ Dans le cas n = k+1, le raisonnement est compl�etement similaire; on utilise

le lemme 3.3.14, le d�eterminisme de !

m

plus l'hypoth�ese de r�ecurrence.

�

Corollaire 3.8.6 K � F n'est pas d�e�nissable dans �

md

.

Preuve. SoitH 2 �

m

o

t.q.H

?

!

d

K etH

?

!

d

F . AlorsHO

r

2

=PO

r

2

K etHO

r

2

=PO

r

2

F .

Par le lemme 3.8.5, K et F ont la même variable de tête. Ce qui est contredit

leur d�e�nition. �

Le probl�eme de savoir si le choix non-d�eterministe sur �

m

permet de s�eparer

plus de termes que �

m

reste ouvert. Plus g�en�eralement, on voudrait d�eterminer

la relation entre �

m

et �

r

(ou les versions respectives avec test de convergence),

sur �

m

.
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Chapitre 4

Deux �equations aux domaines

Nous nous proposons de d�eterminer le type d'�equation aux domaines �a la

Scott [74, 75] permettant de d�e�nir des mod�eles �a environnements du calcul de

ressources, dans le cadre de la s�emantique observationnelle standard. Pour com-

mencer, rappelons que la th�eorie faible du �-calcul est caract�eris�ee par l'�equation

aux domaines D = (D! D)

?

, o�u l'�el�evation permet de distinguer les �el�ements �a

contenu fonctionnel signi�catif - abstractions dans le langage des termes, possible-

ment non-r�esolubles - des �el�ements divergents dont l'interpr�etation est l'�el�ement

? ajout�e. Cette distinction garde tout son sens dans le calcul de ressources; les

termes bloqu�es sont assimil�es aux termes divergents. Cependant, D ne remplit

pas le rôle de domaine des arguments parce qu'il est essentiel de rendre compte de

la multiplicit�e des composantes des paquets. En gros, il faut pouvoir distinguer

la d�enotation de M (comme argument) de celle de (M jM). L'interpr�etation de

la composition parall�ele par le \join" dans le domaine, comme dans [17, 29] par

exemple, d�etruirait cette di��erence, car le \join" est idempotent. La construction

de l'�equation aux domaines pour le calcul �

r

requiert donc

1. Un domaine D o�u interpr�eter les termes clos.

2. Un domaine M(D) o�u interpr�eter les arguments, des multi-ensembles de

termes.

�

A condition que l'on sache construire M(D) en partant de D, le mod�ele

canonique o�u interpr�eter les termes clos du calcul avec ressources sera la plus

petite solution de l'�equation

D = (M(D)! D)

?

Nous construisons dans ce chapitre deux �equations de cette forme, qui se

distinguent par le choix du domaineM(D) :

(E

i

) D = (M

i

(D) ! D)

?

i = 1; 2



Ces �equations donnent lieu �a deux fonctions d'interpr�etation des termes di��e-

rentes. Remarquons que les environnements �a consid�erer sont des fonctions �a do-

maine �ni dans Env = [V ar!M(D)]. La notation utilis�ee pour l'interpr�etation

ne change pas d'un domaine �a l'autre, elle est

V[[�]]

�

: �

r

� Env! D

Dans quelle cat�egorie faut-il chercher les solutions �a l'�equation aux domaines?

Quelles propri�et�es doit v�eri�er M(D)? Quelles �equations s�emantiques doivent

satisfaire les mod�eles du lambda calcul avec ressources? Il faut pr�eciser d'abord

que nous entendons construire des structures applicatives, qui v�eri�ent l'�equation

V[[�x:M ]]

�

�d = V[[M ]]

�[x:=d]

, et su�samment riches pour constituer des mod�eles

de �

r

(cf. [41, 8, 5] pour le cas du lambda calcul pur). Voici une esquisse de

r�eponse aux questions soulev�ees. Partons de l'observation que notre d�e�nition

d'environnement ne permet pas de valider l'�equation usuelle en s�emantique d�eno-

tationnelle, V[[x]]

�

= �(x), puisque les d�enotations pour les variables sont prises

dans M(D) et non pas dans D. Aussi la premi�ere condition pour M(D), in-

d�ependamment de l'�equation, est l'existence d'une fonction de transformation j

pour d�e�nir la d�enotation des variables dans un environnement, i.e.

j :M(D) ! D et V[[x]]

�

= j(�(x))

Pour simpli�er l'analyse de l'application, on suppose que l'on est en mesure

de d�e�nir une fonction d'interpr�etationW[[P ]]

�

des paquets P dansM(D). Cette

hypoth�ese ne se rapporte en fait qu'�a E

2

, mais les intuitions sont les mêmes pour

E

1

. La loi usuelle concernant l'application, V[[MP ]]

�

= V[[M ]]

�

�W[[P ]]

�

, entrâ�ne

une duplication ind�esirable des ressources associ�ees aux variables libres du terme

par l'environnement �. La manipulation de l'environnement doit en fait d�ecrire le

processus de substitution dans le calcul, qui correspond, dans notre cas, �a la sub-

stitution non-d�eterministe du calcul �

d

. Par analogie avec ce calcul, V[[MP ]]

�

doit

être fonction de l'ensemble de d�enotations V[[M ]]

�

0

�W[[P ]]

�

1

o�u �

0

; �

1

constituent

un partage de �. Malgr�e le non-d�eterminisme inh�erent �a �

r

, le caract�ere \may

testing" de la s�emantique observationnelle nous oblige �a prendre la meilleure de

ces d�enotations approxim�ees, c'est-�a-dire, la borne sup�erieure de l'ensemble des

d�enotations approxim�ees. Nous avons soulign�e dans le chapitre 3 que l'ensemble

des approximants d'un terme de �

r

n'est pas dirig�e donc la deuxi�eme condition

sur les �equations aux domaines est que D soit un treillis complet; i.e. avec des

bornes arbitraires. Ainsi, dans le cadre de l'�equation E

2

on aura :

V[[MP ]]

�

=

G

�

0

;�

1

V[[M ]]

�

0

�W[[P ]]

�

1

L'interpr�etation des termes accompagn�es d'une substitution explicite, toujours

dans le cadre de E

2

, peut être d�eduite suivant un raisonnement similaire; on



aura :

V[[MhP=xi]]

�

=

G

�

0

;�

1

V[[M ]]

�

0

[x:=W[[P ]]

�

1

]

La fa�con de d�e�nir le partage des environnements d�epend de la structure du

domaineM(D).

Pour l'�equation E

2

, on construit un domaine M

2

(D) o�u interpr�eter les pa-

quets, c'est-�a-dire, la composition parall�ele. Ce domaine est �equip�e d'un produit

� de multi-ensembles, commutatif, associatif et avec �el�ement neutre. L'�equation

s�emantique pour la composition parall�ele est :

W[[(P j Q)]]

�

=

G

�

0

;�

1

W[[P ]]

�

0

�W[[Q]]

�

1

Donc,M

2

(D) doit être un treillis complet. La derni�ere condition qu'il doit v�eri�er

est l'existence d'une fonction i pour d�e�nir les paquets unitaires :

i : D !M

2

(D) et W[[M ]]

�

= i(V[[M ]]

�

)

Les deux �equations qui nous int�eressent ont des solutions du type des mod�eles

de �ltres �a la Coppo (cf. [22, 23, 24, 9] pour la th�eorie dans le cadre du lambda

calcul standard et [3, 14, 15, 29] pour des calculs faibles).

Dans la section 4.1 on d�e�nit les notions de base de la th�eorie des domaines,

utilis�ees dans la construction des �equations.

La section 4.2 est consacr�ee �a la d�e�nition de la premi�ere �equation et �a la

pr�esentation de sa solution canonique. Le domaineM

1

(D) que l'on construit peut

être vu comme la contrepartie du domaine des parties de Hoare pour les multi-

ensembles. Cette construction ne permet pas d'interpr�eter les paquets, car elle n'a

pas de bornes sup�erieures arbitraires. On interpr�ete n�eanmoins les approximants

�nis des paquets (i.e. avec un nombre �ni de composantes). On montre ensuite

que la solution canonique de l'�equation E

1

a une pr�esentation logique comme

domaine de cônes sur une th�eorie de types avec produit (sans intersection).

Dans la section 4.3, on pr�esente la construction M

2

qui sert �a d�e�nir la

deuxi�eme �equation. Nous prouvons queM

2

, comme op�eration sur les treillis com-

plets (p-alg�ebriques) est universelle. On montre ensuite que la solution canonique

de E

2

a une pr�esentation logique comme domaine de �ltres sur une th�eorie de

types avec intersection et produit.

4.1 Pr�eliminaires

Nous rappelons quelques d�e�nitions de la th�eorie des domaines (cf. [67, 27] et

aussi [58]).

Un ensemble ordonn�e

1

est une paire (D;v) o�u v est un ordre partiel sur

l'ensemble D, i.e. une relation re
exive, transitive et anti-sym�etrique.

1: poset



Un sous-ensemble non-vide X d'un ensemble ordonn�e (D;v) est dirig�e si et

seulement si pour tout d; e 2 X il existe x 2 X tel que d v x et e v x. Un ordre

partiel complet (opc) est un ensemble ordonn�e (D;v) avec �el�ement minimum ?

o�u tout sous-ensemble dirig�e X de D a une borne sup�erieure

F

X. Un �el�ement

d d'un opc (D;v) est compact si et seulement si, pour tout X sous-ensemble

dirig�e de D, d v

F

X implique d v x pour x 2 X. Par exemple, ? est compact.

Nous d�esignons par K(D) l'ensemble des �el�ements compacts de D. Un opc D est

alg�ebrique si et seulement si, pour tout x, l'ensemble fd 2 D =d 2 K(D) & d v xg

est dirig�e et x est sa borne sup�erieure. Un opc D est !-alg�ebrique s'il est alg�ebrique

et K(D) est un ensemble d�enombrable.

Un cône inf�erieur sur (D;v) est un sous-ensemble X de D ferm�e vers le bas,

c'est-�a-dire, v�eri�ant

x 2 X & y v x ) y 2 X

La compl�etion par cônes inf�erieurs de (D;v) est l'ensemble des cônes de D or-

donn�es par inclusion. Un id�eal est un cône inf�erieur dirig�e.

�

Etant donn�e (D;v),

on note Id�eal(D;v) sa compl�etion par id�eaux (l'ensemble des id�eaux de (D;v)

ordonn�es par inclusion), un opc !-alg�ebrique. De plus, tout opc alg�ebrique (D;v)

est isomorphe �a Id�eal(K(D);v).

Un treillis complet est un ensemble ordonn�e (D;v) dans lequel tout sous-

ensemble X a une borne sup�erieure

F

X. Un treillis complet a un �el�ement mini-

mum et un �el�ement maximum, �a savoir ? =

F

; et > =

F

D. Dans ce cadre, un

�el�ement c est compact ssi pour tout X � D, c v

F

X ) c v

F

Y o�u Y est un

sous-ensemble �ni de X. Un �el�ement p d'un treillis est premier si et seulement si

pour tout sous-ensemble �ni Y de D v�eri�ant p v

F

Y , il existe x 2 Y tel que

p v x. On remarquera que ? n'est pas premier. Nous utilisons KP(D) comme no-

tation pour l'ensemble des �el�ements �a la fois compacts et premiers de D, et nous

�ecrivons KP

?

(D) = KP(D) [ f?g. Un treillis complet (D;v) est p-alg�ebrique si

tout �el�ement e de D est la borne sup�erieure des �el�ements �a la fois compacts et

premiers qu'il domine:

e =

G

fc = c 2 KP(D) & c v eg

Un �el�ement compact d'un treillis est donc la borne sup�erieure d'un nombre �ni

d'�el�ements premiers, i.e. si c est compact alors on peut �ecrire c = p

1

t : : : t p

n

avec p

i

2 KP(D). Il faut noter que la d�e�nition de treillis p-alg�ebrique aurait

aussi bien pu être formul�ee en rempla�cant KP(D) par KP

?

(D).

Proposition 4.1.1 ([58]) Tout treillis p-alg�ebrique (D;v) est isomorphe �a la

compl�etion par cônes inf�erieurs de (KP(D);v), ou encore, �a la compl�etion par

cônes inf�erieurs non-vides de (KP

?

(D);v).

Preuve. On d�e�nit les fonctions de transformation c et p, d'�el�ements du treillis

en cônes inf�erieurs et vice versa par

x 2 D ) c(x) = fy = y 2 KP(D) & y � xg



d un cône de KP(D) ) p(d) = tx 2 d

Il est clair que c(x) est un cône inf�erieur et que p(d) est un �el�ement de D (tout

ensemble a une borne sup�erieure). De plus, x = tfe = e 2 KP(D) & e v xg

implique p(c(x)) = x. Il ne reste �a prouver que c(p(d)) = d : en e�et,

c(p(d)) = fy = y 2 KP(D) & y v tfx 2 dg g

En appliquant la d�e�nition d'�el�ement compact et premier on obtient

c(p(d)) = fy = y 2 KP(D) & y v x & x 2 dg

Donc c(p(d)) = fy = y v x & x 2 dg, car les �el�ements de d appartiennent �a

KP(D). C'est-�a-dire, c(p(d)) = d. �

Pour tout ensembleE, on note Fin(E) l'ensemble des parties �nies de E. Soit

(D;v) un ensemble ordonn�e; le pr�eordre v

[

(cf. [38]; ne pas confondre avec le

pr�eordre observationnel plat d�e�ni dans le chapitre 3) sur Fin(E) est d�e�ni par

uv

[

v

def

, 8x 2 u 9y 2 v x v y

L'ensemble vide est le minimum de ce pr�eordre.

�

Etant donn�e (D;v), l'ensemble

ordonn�e des parties

2

Q(D) est Id�eal(Fin(D);v

[

). Le domaine des parties de

Hoare

3

sur un opc !-alg�ebrique (D;v) est Q(K(D)).

Proposition 4.1.2 La compl�etion par cônes inf�erieurs de (D;v) est isomorphe

�a Q(D).

Preuve. Pour un cône X de D, on d�e�nit i(X) = Fin(X). Il est facile de voir

que cet ensemble est un id�eal de Id�eal(Fin(D);v

[

). Si v 2 Fin(X) et u 2 Fin(D)

alors uv

[

v & x 2 u ) 9y 2 v x v y d'o�u x 2 X par d�e�nition de cône. Donc

u 2 Fin(X), c'est-�a-dire, Fin(X) est un cône inf�erieur. De plus, il est dirig�e: si

u; v 2 Fin(X) alors uv

[

u [ v et vv

[

u [ v.

Pour I 2 Id�eal(Fin(D);v

[

), on pose c(I) =

S

fu =u 2 Ig. Soit x 2 c(I) et

y v x; alors il existe u 2 I t.q. x 2 u. Or fygv

[

u. Donc fyg 2 I par d�e�nition

d'id�eal, d'o�u y 2 c(I).

Nous montrons maintenant que la fonction i est inverse �a droite de c et que

c est inverse �a gauche de i. En e�et, i(c(I)) = I : l'inclusion � est �evidente; pour

prouver � on proc�ede comme suit. Soit v 2 i(c(I)), c'est-�a-dire v = fv

1

; : : : ; v

n

g

o�u 8i9u

i

2 I v

i

2 u

i

. Puisque fv

i

gv

[

u

i

, on a fv

i

g 2 I par d�e�nition d'id�eal. De

plus, I a une borne sup�erieure

F

I qui v�eri�e 8i fv

i

gv

[

F

I, i.e. 8i9v

0

i

2

F

I v

i

v v

0

i

.

Par cons�equent, fv

1

; : : : ; v

n

gv

[

F

I, ce qui implique v 2 I par d�e�nition d'id�eal.

L'�egalit�e c(i(X)) = X conclut notre preuve : l'inclusion � est �evidente; soit

x 2 c(i(X)), alors il existe u � X �ni t.q. x 2 u. Donc x 2 X. �

2: lower powerposet ou Hoare's powerposet

3: lower powerdomain ou Hoare's powerdomain



�

Etant donn�es deux opcs D et E, l'espace des fonctions D ! E est l'opc de

toutes les fonctions continues de D dans E, avec l'ordre point par point :

f � g sii 8x 2 D f(x) v

E

g(x)

Pour d�ecrire les fonctions de (D ! E) nous utilisons une syntaxe qui �evoque le

�-calcul; �v 2 D:e d�enote la fonction f tel que pour tout d 2 D, f(d) est l'�el�ement

de E obtenu par remplacement de v par d dans e, o�u e est une expression math�e-

matique quelconque. L'espace D !

?

E est l'ensemble ff : D ! E =f(?) = ?g

des fonctions continues strictes de D dans E, avec l'ordre point par point h�erit�e

de D ! E. L'�el�evation

4

D

?

d'un opc D est l'ensemble f< 0; d > = d 2 Dg[f?g

pourvu de l'ordre suivant :

x � y ssi (x = ?) ou 9d; d

0

2 D d v d

0

& x =< 0; d > & y =< 0; d

0

>

Deux fonctions continues, up et down, sont associ�ees �a la construction de l'�el�eva-

tion. Leurs types et d�e�nitions sont les suivants :

up : D ! D

?

up(d) =< 0; d >

down : D

?

!

?

D down(< 0; d >) = d ; down(?) = ?

D

On appelle application �elev�ee la fonction continue (( )) qui v�eri�e

(( )) : (D ! E)

?

�D ! E

f((d)) = down(f)(d) o�u f 2 (D ! E)

?

et d 2 D

�

Etant donn�e un ensemble E, E

�

d�enote l'ensemble des multi-ensembles �nis

d'�el�ements de E. L'union des multi-ensembles u et v s'�ecrit u�v et nous identi�ons

les �el�ements e 2 E aux singletons feg. Tout multi-ensemble est donc un produit

u = e

1

� : : : �e

n

o�u n � 0; �evidemment, les e

i

ne sont pas n�ecessairement distincts

deux �a deux. Le produit vide est l'ensemble vide ;. Dor�enavant, q

1

� : : : �q

n

d�enote

le multi-ensemble vide quand n = 0. A�n de simpli�er la notation (et dans

le souci de rapprocher les constructions du calcul et du domaine), ces multi-

ensembles s'�ecrivent comme des monômes u = e

m

1

1

� � � e

m

k

k

o�u m

i

> 0. Soit (P;v

) un ensemble ordonn�e; l'ensemble ordonn�e des multi-ensembles �nis de P est

(P

�

;l), o�u ; est l'�el�ement minimum et l est la plus petite pr�econgruence qui

contient v et l'inclusion de multi-ensembles. C'est-�a-dire, le plus petit pr�eordre

sur P

�

qui satisfait :

p v q ) plq

ulu�v

ulu

0

& vlv

0

) u�vlu

0

�v

0

Lemme 4.1.3

p

1

� : : : �p

k

lu , 9q

1

; : : : ; q

k

8i p

i

v q

i

&

(u = q

1

� : : : �q

k

ou 9v u = q

1

� : : : �q

k

�v)

4: lifting



Lemme 4.1.4 Soit (P;v) un ensemble ordonn�e. La relation l est un ordre sur

P

�

.

Preuve. Soit ju j la cardinalit�e du multi-ensemble u. Alors ulv implique ju j �

jv j. On montre ulvlu ) u = v par r�ecurrence sur ju j. Si ju j = 1 on a jv j = 1,

donc u v v v u ) u = v. Sinon, soit p un �el�ement maximal de u par rapport

�a l'ordre v et u = p�u

0

. Il existe q et v

0

t.q. v = q�v

0

o�u p v q et u

0

lv

0

. Il existe

aussi p

0

; u

00

t.q. u = p

0

�u

00

avec q v p

0

et v

0

lu

00

. Alors p v q v p

0

) p = p

0

= q

parce que p est maximal. D'o�u u

0

= u

00

) u

0

= v

0

par l'hypoth�ese de r�ecurrence.

�

4.2

�

Equation E

1

4.2.1 Le domaine des multi-ensembles M

1

(D)

La construction M

1

(D) est fond�ee sur l'observation que ce domaine doit d�e-

crire les multi-ensembles, tout comme les domaines des parties d�ecrivent les en-

sembles. Sa d�e�nition repose sur l'op�eration ( )

�

. Au lieu d'appliquer cette op�e-

ration sur l'ordre partiel (K(D);v) - choix usuel pour les domaines des parties -

nous supposons que D est un treillis complet p-alg�ebrique et utilisons l'ensemble

des �el�ements compacts et premiers.

D�e�nition 4.2.1 (Construction M

1

)

Soit D un treillis complet p-alg�ebrique. On d�e�nit

M

1

(D) = Id�eal(Bag(D);l) o�u Bag(D) = KP(D)

�

Dans cette formulation, (Bag(D);l) est l'analogue de l'ensemble de parties

�nies ordonn�ees par l'ordre b�emol, (Fin(D);v

[

), qui sert �a d�e�nir le domaine des

parties de Hoare.

Une pr�esentation alternative de (Bag(D);l) r�esulte de l'association du multi-

ensemble vide �a l'�el�ement minimum ? de D.

�

Etant donn�e (P;v) avec minimum

?, on note P

�

l'ensemble des multi-ensembles �nis non-vides de P et l

?

le

pr�eordre d�e�ni comme l, o�u ? est l'�el�ement neutre, i.e.:

?�ul

?

u

Ici ? est le plus petit multi-ensemble non-vide; i.e. pour tout multi-ensemble u

non-vide, ?l

?

u est v�eri��e puisque ? v p quelque soit p 2 P .

Les ensembles ordonn�es (P

�

;l) et (P

�

?

;l

?

) sont isomorphes : les deux injec-

tions b; b

0

d�e�nies par

(P

�

;l)

b

! (P

�

?

;l

?

)

b

0

! (P

�

;l)



b(;) = ? b(p�u) = p�b(u)

b

0

(?) = ; b

0

(p) = p

b

0

(?�u) = b

0

(u) b

0

(p�u) =

(

p�b

0

(u) si b

0

(u) 6= ;

p sinon

o�u p 2 P et u 2 P

�

ou u 2 P

�

, v�eri�ent

u; v 2 P

�

& ulv ) b(u)l

?

b(v)

u; v 2 P

�

?

& ul

?

v ) b

0

(u)lb

0

(v)

Par cet isomorphisme, le domaine M

1

(D) devient Id�eal(KP

?

(D)

�

;l

?

). La

d�ecision de mener la construction de M

1

(D) sur la base des �el�ements de D

�a la fois compacts et premiers, au lieu d'en prendre simplement les compacts,

est li�ee au besoin de l'existence de la fonction j qui doit transformer un id�eal

de M

1

(D) dans un �el�ement de D. Puisque tout treillis complet p-alg�ebrique D

est isomorphe �a la compl�etion par cônes non-vides de KP

?

(D), la d�e�nition de j

apparâ�t naturellement : �etant donn�e un id�eal de multi-ensembles, j forme l'union

des ensembles sous-jacents. Formellement, pour a 2 M

1

(D):

j(a) =

[

fx 2 KP

?

(D) =9u 2 a xlu g

Si l'on restreint le domaine de j �a K(M

1

(D)), la fonction prend la forme suivante :

j(a) =

[

fx 2 KP

?

(D) =9i x v d

i

g

o�u d

i

2 KP

?

(D) et a est l'id�eal principal #(d

1

� : : : �d

n

).

4.2.2 La fonction d'interpr�etation associ�ee �a E

1

Les environnements sont des fonctions dans Env = (V ar ! M

1

(D)) avec

un domaine signi�catif �ni; c'est-�a-dire, pour tout environnement �, seulement

un nombre �ni de variables ont une image distincte du plus petit �el�ement. Nous

appelons environnements compacts les fonctions d�e�nies sur EnvC = (V ar !

K(M

1

(D))). Pour tout V ensemble �ni de variables, �=

V

d�enote l'environnement

tel que

�=

V

(y) =

(

�(y) si y 62 V

ind�e�ni sinon

La signi�cation d'un terme avec ressources est le r�esultat de la composition

des signi�cations des termes �nis qui lui sont associ�es. Par terme �ni on entend

les termes dont les paquets qui constituent les arguments et les substitutions ne

contiennent qu'un nombre �ni de composantes. La relation binaire P / Q saisit

l'id�ee que toute multiplicit�e pr�esente dans le paquet P devient �nie dans le paquet



Q : les multiplicit�es in�nies de P sont remplac�ees par des multiplicit�es �nies dans

Q et les multiplicit�es �nies de P peuvent voir leur valeur d�ecrô�tre dans Q. La

d�e�nition de / est :

M

n

/

8

>

<

>

:

1

M

m

pour tout m 2 N si n =1

M

m

pour tout m � n si n 2 N

P / P

0

et Q / Q

0

) (P j Q) / (P

0

j Q

0

)

Le produit d'environnements compacts �

m

� : : : ��

n

est d�e�ni par:

m � n &

(8i �

i

2 EnvC ) (8x �

i

(x) = #d

xi

) (�

m

� : : : ��

n

)(x) = #(d

xm

� : : : �d

xn

)))

La fonction d'interpr�etation des termes (ouverts) de �

r

dans D est d�e�nie par

les clauses ci-dessous :

V[[ ]] : �

r

� Env! D

V[[x]]

�

= j(�(x))

V[[�x:M ]]

�

= up(�v 2 M

1

(D):V[[M ]]

�[x:=v]

)

V[[MP ]]

�

=

F

V[[M ]]

�

0

((#d

1

� : : : �d

n

))

o�u

(

� � �

0

� : : : ��

n

& P / (M

1

j � � � jM

n

) &

d

i

2 V[[M

i

]]

�

i

\ KP

?

(D)

V[[MhP=xi]]

�

=

F

V[[M ]]

�

0

[x:=#d

1

�:::�d

n

]

o�u

8

>

<

>

:

� � �

0

0

� : : : ��

n

& �

0

0

= �

0

=

x

&

P / (M

1

j � � � jM

n

) &

d

i

2 V[[M

i

]]

�

i

\ KP

?

(D)

Les deux premi�eres lignes de la d�e�nition sont �evidentes. Dans la troisi�eme,

nous utilisons l'application �elev�ee. Le trait distinctif de ces �equations est l'utili-

sation de la borne sup�erieure pour donner �a l'application sa signi�cation et pour

traiter les substitutions explicites. C'est la raison pour laquelle nous nous pla�cons

dans le cadre des treillis complets. La d�e�nition de la s�emantique d'un terme en

fonction des termes �nis qui lui sont associ�es est motiv�ee par le fait que les �eva-

luations convergentes d'un terme ne font qu'un nombre �ni de saisies. Nous avons



soulign�e dans l'introduction du chapitre que la raison pour partager l'environne-

ment � en autant de sous-environnements que n�ecessaire provient de l'observation

que toute valeur d'un terme (i.e. toute �evaluation convergente) peut être obte-

nue en distribuant d'abord les substitutions et en �evaluant ensuite (c'est ce qui

est fait dans �

d

). Remarquons que les environnements �

0

; : : : ; �

n

utilis�es dans la

d�e�nition de la s�emantique de l'application et des termes avec substitutions ex-

plicites sont des environnements compacts (condition exig�ee par la d�e�nition du

produit). On pourrait certainement utiliser des environnements arbitraires, mais

ce choix alourdirait les preuves.

4.2.3 Domaine C de cônes sup�erieurs

La solution canonique de l'�equation aux domaines de la section pr�ec�edente

admet une description concr�ete dans le style des mod�eles de �ltres du lambda

calcul pur [9, 22, 29]. La logique sous-jacente, se compose d'un langage de types

et d'une relation de cons�equence entre les types.

La syntaxe des types (formules) est donn�ee par la grammaire suivante :

(ft ) � ::= ! j�! �

(fb ) � ::= � j (� � �)

Sauf indication contraire, �; �; � sont des types de ft et �;  ; �; � sont des types

de fb .

La constante ! joue le rôle de la v�erit�e logique; autrement dit, ! est la plus

petite unit�e d'information. Les types 
�eches sont utilis�ees dans la construction

de la signi�cation des fonctions. Le langage des types de fb correspondant aux

arguments est construit autour de l'op�erateur �, contrepartie logique de la com-

position parall�ele du calcul. La fonction de ce produit de types est analogue �a celle

de la conjonction dans les th�eories de types avec intersection : il permet de regrou-

per les types des arguments d'une fonction. Par exemple, ((�! �)��)! � fera

partie de la d�enotation de �x:(xx). Cependant, �a la di��erence de la conjonction,

le produit n'est pas idempotent, i.e. �� � n'est pas �equivalent �a � en g�en�eral (le

produit est idempotent seulement pour !.) Nous revenons sur cette particularit�e

plus bas.

La relation de cons�equence � � � est un pr�eordre sur les formules qui peut

s'interpr�eter comme \� implique �". C'est la plus petite relation re
exive et

transitive qui v�eri�e les lois usuelles pour la 
�eche dans la th�eorie faible du lambda

calcul, i.e. :

(1)� � !

(2)� ! ! � ! ! !

(3)�

1

� �

0

& �

0

� �

1

) (�

0

! �

0

) � (�

1

! �

1

)



ainsi que les lois additionnelles suivantes :

(4)! � � � �

(5)� � ! � �

(6)�

0

� �

1

� �

1

� �

0

(7)�

0

� (�

1

� �

2

) � (�

0

� �

1

)� �

2

(8)�

0

� �

0

0

& �

1

� �

0

1

) �

0

� �

1

� �

0

0

� �

0

1

On remarquera que le produit n'est pas idempotent, �a la di��erence de la

conjonction dans les th�eories de types avec intersection (mod�eles de �ltres),

� � �

0

& � � �

1

; � � (�

0

� �

1

)

En particulier, on n'a � � � � � que pour � = !. N�eanmoins, le produit v�eri�e

les autres propri�et�es usuelles de la conjonction :

�

0

� �

1

� �

0

et �

0

� �

1

� �

1

On �ecrit � � � quand � � � et � � � sont d�emontrables. Par exemple,

�! ! � ! ! !, !�� � � et (�

0

��

1

)��

2

� �

0

� (�

1

��

2

). L'associativit�e du

produit permet d'�eviter l'utilisation de parenth�eses dans les formules : la forme

des types produit est �

1

� � � � � �

n

o�u n � 1 et �

i

2 ft . La constante 
 sera

souvent utilis�ee comme abr�eviation du type ! ! !.

La th�eorie des types que nous consid�erons poss�ede deux propri�et�es fondamen-

tales qui explicitent la forme des types li�es par � .

Propri�et�e du Produit - E

1

: Soit �

1

; : : : ; �

m

2 ft et J = fj = �

j

6= !g.

�

1

� � � � � �

n

� �

1

� � � � � �

m

, 9 injection i : J ! [1; n] 8j 2 J �

i(j)

� �

j

De plus la taille de la preuve de �

i(j)

� �

j

est au plus �egale �a celle de � �  .

Preuve. On note  = �

1

� : : :� �

m

et � = �

1

� : : :� �

n

.

La partie( est simple. Si J est vide, alors  =

m

z }| {

! � : : :� !; pour tout � on a

� �  par les clauses 1,4,8 de la d�e�nition de � . Sinon, soit J = fj

1

; : : : ; j

k

g; on

a �

i(j

1

)

� : : :��

i(j

k

)

� �

j

1

� : : :� �

j

k

par application de 8. De plus, � � �

i(j

1

)

�

: : :��

i(j

k

)

par commutativit�e, 4 et 8. Finalement,�

j

1

�: : :��

j

k

�! � : : :� !

| {z }

m�k

�  

par commutativit�e. Ainsi, � �  est v�eri��e par transitivit�e.



On d�emontre l'implication ) par r�ecurrence sur la longueur l de la d�erivation

de � �  , d�e�nie comme le nombre de r�egles utilis�ees.

l = 1 : Si � �  est une instance de l'axiome de r�e
exivit�e, de 1 ou de 2, l'�enonc�e

est imm�ediatement v�eri��e. Si l'axiome 4 est appliqu�e, on a �

1

= !, m = n � 1

et �

i

= �

i+1

. Soit J = fj = �

j+1

6= !g et l'injection i : J ! f1; : : : ; ng d�e�nie

par i(j) = j + 1. Alors �

i(j)

= �

j

implique �

i(j)

� �

j

par re
exivit�e. Le même

argument sert dans le cas o�u c'est l'axiome 5 qui est utilis�e : l'injection devient

i(j) = j � 1. Si c'est l'axiome 6 qui prouve � �  , alors m = n et il existe a t.q.

1 � a < n et  = (�

a+1

� � � � � �

n

)� (�

1

� � � ��

a

). L'injection est de la forme

i(j) =

(

a+ j si j 2 f1; : : : ; n� ag

j � (a+ 1) si j 2 fn� a+ 1; : : : ; ng

Il faut noter que �

i(j)

= �

j

tant que �

j

est di��erent de !; dans ce cas, �

i(j)

� �

j

aussi.

Nous omettons les d�etails pour une preuve de � �  par l'axiome d'associativit�e,

tout �a fait similaire �a celle donn�ee pour la commutativit�e.

l > 1 : Trois possibilit�es sont �a �etudier, selon que la d�erivation de � �  termine

par la r�egle 3, cas o�u il n'y a rien �a prouver, par la r�egle 8 ou par transitivit�e.

Dans le deuxi�eme cas,

9a b 1 � a < n & 1 � b < m & �

1

� � � � � �

a

� �

1

� � � � � �

b

en l

1

�etapes et

�

a+1

� � � � � �

n

� �

b+1

� � � � � �

m

en l

2

�etapes

o�u l

1

+ l

2

+ 1 = l. En posant J

1

= J \ f1; : : : ; bg et J

2

= J \ fb + 1; : : : ;mg,

l'hypoth�ese de r�ecurrence fournit deux injections k

1

: J

1

! f1; : : : ; ag et k

2

:

J

2

! fa+ 1; : : : ; ng t.q. ! 6= �

k

h

(j)

� �

j

en au plus l

h

�etapes pour tout j 2 J

h

,

avec h = 1; 2. Si l'on d�e�nit i : J ! f1; : : : ; ng par

i(j) =

(

k

1

(j) si j 2 J

1

k

2

(j) si j 2 J

2

on a ! 6= �

i(j)

� �

j

en moins de l �etapes, par h.r.

Le dernier cas est celui d'une preuve de � �  par transitivit�e. C'est-�a-dire,

� � �

1

� � � � � �

r

en l

1

�etapes, �

1

� � � � � �

r

�  en l

2

�etapes et l

1

+ l

2

+ 1 = l.

Soit J

1

= fj = �

j

6= !g et J

2

= fj = �

j

6= !g. Par h.r., il existe deux injections

k

1

: J

1

! f1; : : : ; ng k

2

: J

2

! f1; : : : rg qui v�eri�ent ! 6= �

k

h

(j)

� �

j

pour tout

j 2 J

h

, avec h = 1; 2. Il faut noter que J

2

est en r�ealit�e notre ensemble J . Du fait

que �

k

2

(j)

6= ! pour tout j 2 J , on d�eduit k

2

(j) 2 J

1

. Par cons�equent, l'injection

i : J ! f1; : : : ; ng t.q. i = k

1

� k

2

est bien d�e�nie. L'hypoth�ese de r�ecurrence

donne �

k

1

(k

2

(j))

� �

k

2

(j)

et �

k

2

(j)

� �

j

en au plus l

1

et l

2

�etapes respectivement.

Par transitivit�e, �

k

1

(k

2

(j))

� �

j

est prouvable en l �etapes au plus. �



Propri�et�e de la Fl�eche - E

1

:

�! � �  ! � , (� 6= ! )  � � & � � �)

Preuve. La partie ( est prouv�ee par cas selon �. Si � = !, pour tout �; �;  ,

on a

�! � � � ! ! � ! ! ! �  ! !

Dans le cas o�u � 6= !, l'�enonc�e est v�eri��e par la troisi�eme r�egle de � .

Nous montrons la partie ) par r�ecurrence sur la taille l de l'inf�erence de

� ! � �  ! �. Soit � 6= !. Si l = 1, alors � ! � �  ! �, donc � =  et

� = �.

Sinon (l > 1), l'inf�erence est soit par application de la r�egle 3 de la d�e�nition

de � , soit par transitivit�e. Le premier cas suppose  � � et � � � directement.

Dans le second cas, il existe � t.q.

�! � � � et � �  ! �

Soit l

1

et l

2

les longueurs respectives de ces morceaux de preuve. L'hypoth�ese de

r�ecurrence ne s'applique pas, car � peut être un type produit. Si � = �

1

� � � �� �

n

avec �

i

2 ft , la propri�et�e du produit implique l'existence d'un �

k

di��erent de !,

soit �

k

= �

0

! �

0

, qui satisfait �

k

�  ! � en l

2

�etapes au plus. De l'autre côt�e,

par la propri�et�e de la 
�eche, �! � � � implique qu'il y a au plus un �

j

di��erent

de !. Donc, � = �

0

! �

0

et �! � � �

0

! �

0

est prouvable en l

1

�etapes au plus.

En r�esumant, la situation est la suivante :

� ! � � �

0

! �

0

�  ! �

Par r�ecurrence on a �

0

6= !,  � �

0

et �

0

� �. Une deuxi�eme application de

l'hypoth�ese de r�ecurrence indique que �

0

� � et � � �

0

sont v�eri��es. Donc,

 � � et � � �. �

Pour satisfaire l'�equation aux domaines E

1

qui gouverne �

r

, le domaine concret

doit être un treillis complet p-alg�ebrique; c'est-�a-dire, la compl�etion par cônes

inf�erieurs non-vides d'un ensemble ordonn�e (P;v) avec ? (cf. proposition 4.1.1.)

�

A cette �n, nous utilisons (ft ; � ), o�u les �el�ements de ft sont dans l'ordre inverse

par rapport �a la convention adopt�ee : ici, � � � signi�e que � est moins pr�ecis

que �. Par dualit�e, nous sommes amen�es �a fonder la d�e�nition du mod�ele logique

sur la notion de cône sup�erieur non-vide, appel�e aussi cône (sup�erieur) quand il

n'y a pas d'ambigu��t�e.

D�e�nition 4.2.2 (Cône sup�erieur)

Un ensemble f � ft (f � fb ) est un cône sup�erieur sur (ft ; � ) ((fb ; � )

resp.) si et seulement si

x 2 f & x � y ) y 2 f ;



Soit C l'ensemble des cônes sup�erieurs non-vides sur (ft ; � ), ordonn�es par in-

clusion.

�

Etant donn�e un sous-ensemble non-vide A de ft , on d�enote par "A le

plus petit cône sup�erieur de C qui contient A. Pour les ensembles unitaires fag

la notation se r�eduit �a "a.

Par construction, (C;�) est un treillis complet p-alg�ebrique. Son minimum?

est "! = f!g, son maximum> est ft , et xty = x[y, xuy = x\ y.

�

Etant donn�e

A � C, "A =

F

f"a = a 2 Ag =

S

f"a = a 2 Ag.

Les �el�ements �a la fois compacts et premiers de C sont ses cônes principaux

"�, sauf ? = "!; ses �el�ements compacts s'expriment comme des unions �nies

d'�el�ements de KP

?

(C).

Nous a�rmons non seulement que le domaine C r�esout l'�equation s�emantique

D = (M

1

(D) ! D)

?

�a isomorphisme pr�es, mais qu'il constitue un mod�ele ad�e-

quat du calcul. Ce dernier point sera �etudi�e dans le chapitre 5. Nous consacrons

le reste de cette section au premier point; c'est-�a-dire, �a montrer l'isomorphisme

suivant :

C � (M

1

(C)! C)

?

:

La preuve est bas�ee sur l'observation que le domaine M

1

(C) a une pr�esenta-

tion logique concr�ete sur (fb ; � ). Nous d�e�nissons ensuite la notion de �ltre,

contrepartie logique de celle d'id�eal :

D�e�nition 4.2.3 (Filtre)

Un ensemble non-vide f � fb est un �ltre sur (fb ; � ) si et seulement si f

est un cône sup�erieur co-dirig�e sur (fb ; � ). Un �ltre f v�eri�e donc :

8x; y 2 f :9z 2 f : z � x & z � y

Soit I l'ensemble de �ltres sur (fb ; � ), ordonn�es par inclusion.

�

Etant donn�e

a 2 fb , on d�enote par "a le plus petit �ltre contenant a.

Pour toute paire de formules �;  dans fb , on a � �  ssi " � "�. En

particulier, "! ! ! = "� ! ! pour tout �. Autrement dit, si � 6= ! alors "�

contient tous les types �! !.

L'ensemble ordonn�e (I;�) est !-alg�ebrique : l'op�eration de borne sup�erieure

sur des ensembles dirig�es co��ncide avec l'union; ses �el�ements compacts sont les

�ltres principaux "�. Cet opc fournit une pr�esentation concr�ete du domaine

M

1

(C).

Lemme 4.2.4 I et M

1

(C) sont isomorphes.

Preuve. Rappelons que M

1

(C) = Id�eal(KP

?

(C)

�

;l

?

). Il su�t de montrer que

les ensembles d'�el�ements compacts de I et de M

1

(C) sont isomorphes. Ces en-

sembles sont :

K(I) = f"� =� 2 fb g



K(M

1

(C)) = f#d

1

� : : : �d

n

= n � 1 & d

i

2 KP

?

(C)g

o�u KP

?

(C) = f"� =� 2 ft g

On d�e�nit � : fb ! KP(C)

�

par :

�(�) = "� si � 2 ft

�(� �  ) = �(�)��( )

On v�eri�e facilement que "� 2 K(I),#�(�) 2 K(M

1

(C)). De plus, pour tout

�;  2 fb on a

� �  ,�( )l

?

�(�)

) : Soit � = �

1

�: : :��

n

et  = �

1

�: : :��

m

. Donc �(�) = "�

1

� : : : �"�

n

et �( ) =

"�

1

� : : : �"�

m

. Soit J = fj = �

j

6= !g = fj

1

; : : : ; j

k

g; par la propri�et�e du produit, il

existe une injection i : J ! f1; : : : ; ng telle que �

i(j)

� �

j

pour tout j 2 J . C'est-

�a-dire, 8j 2 J "�

j

l

?

"�

i(j)

. Si J n'est pas vide, "�

j

1

� : : : �"�

j

k

l

?

"�

i(j

1

)

� : : :"�

i(j

k

)

est v�eri��e. Il faut noter que

�( )l

?

("!)

n�k

�"�

j

1

� : : : �"�

j

k

et que "�

i(j

1

)

� : : : "�

i(j

k

)

l

?

�(�); par transitivit�e on a �( )l

?

�(�). Dans le cas o�u

J = ;, on a �( ) = ("!)

m

l

?

"!l

?

�(�).

( : Par r�ecurrence sur la preuve de �( )l

?

�(�). Observons que �(�) = u�v

implique l'existence de �

0

; �

1

t.q. � = �

0

� �

1

, �(�

0

) = u et �(�

1

) = v.

{ Si �( )l

?

�(�) est obtenu par re
exivit�e, alors  = � et � �  par re
exi-

vit�e de � .

{ Si � et  sont tous les deux dans ft et " � "�, alors � �  .

{ Si �( ) = �(�)�?l

?

�(�), alors  = � � ! implique � �  .

{ Si �( )l

?

�( )��(�

0

) = �(�), alors � =  � �

0

�  � ! �  est v�eri��e.

{ Si �( ) = �( 

0

) � �( 

1

)l

?

�(�

0

) � �(�

1

) = �(�) d�ecoule de �( 

0

)l

?

�(�

0

)

et �( 

1

)l

?

�(�

1

), on a �

0

�  

0

and �

1

�  

1

par hypoth�ese de r�ecurrence.

Donc � = �

0

� �

1

�  

0

�  

1

=  .

{ Si  =  

0

�  

1

et � =  

1

�  

0

, alors � �  par commutativit�e de �.

{ Si �( )l

?

�(�)l

?

�(�), l'hypoth�ese de r�ecurrence donne � �  et � � �.

Par transitivit�e de � on obtient � �  .

�



La preuve de l'isomorphisme fondamental C � (I ! C)

?

n�ecessite la caract�e-

risation des fonctions continues de I dans C comme des fonctions repr�esentables.

Nous introduisons ensuite les fonctions seuil, qui servent �a d�eterminer les �el�e-

ments compacts du domaine I ! C, l'op�eration d'application dans le mod�ele et

les fonctions F et G qui r�ealisent l'isomorphisme.

D�e�nition 4.2.5 (Fonctions seuil)

Les fonctions seuil de I dans C, not�ees f

��

, sont :

f

��

(c) =

(

"� si "� � c

"! sinon

Proposition 4.2.6 Les �el�ements compacts de (I ! C) sont les bornes sup�e-

rieures �nies de la forme

G

I

f

�

i

�

i

.

Preuve. Soit f 2 (I ! C), nous montrons les deux propri�et�es suivantes :

1. f

��

� f,"� � f("�)

2. f =

S

ff

��

= f

��

� fg.

L'implication ) de (1) est facile �a prouver ; il su�t de constater que f

��

�

f ) f

��

("�) � f("�),"� � f("�). Quant �a l'implication( de (1), supposons

"� � f("�). On peut se restreindre au cas o�u "� � c puisque f(c) contient

toujours "!. Par la monotonie de f , on obtient f

��

(c) = "� � f("�) � f(c).

En utilisant (1), l'�enonc�e (2) �equivaut �a :

8x 2 I f(x) =

S

ff

��

(x) = "� � f("�)g

Le membre droit de cette �equation se r�ecrit comme suit :

(�)

S

f"� =9� "� � f("�) & "� � xg

Du fait que f est continue et que x est la borne sup�erieure de l'ensemble dirig�e

f"� = "� � xg, on d�eduit que (�) est en fait l'union

S

f"� = "� � f(x)g, c'est-�a-

dire, (�) n'est autre que f(x), car C est un treillis p-alg�ebrique. �

D�e�nition 4.2.7 (Application dans le domaine des cônes)

L'application � : C � I ! C dans le domaine C est la fonction continue

d�e�nie par :

x�y =

(

f� 2 ft =9� 2 y : (�! �) 2 xg si x 6= "!

f!g sinon

Corollaire 4.2.8 Soit x 6= "!. Alors � 2 x�"� ssi � ! � 2 x.



Preuve. Partie ) : il d�ecoule de la d�e�nition d'application qu'il existe  2 "�

tel que  ! � 2 x; alors � �  )  ! � � � ! � 2 x, car x est ferm�e vers

le haut par � . La partie ( est encore plus �evidente. �

D�e�nition 4.2.9 On note F et G les fonctions qui v�eri�ent C

F

! (I ! C)

?

G

! C

et

F (x) =

(

up(�y 2 I:x�y) si x 6= "!

? sinon

G(f) =

(

"f� ! � =� 2 f(("�))g si f 6= ?

"! sinon

Corollaire 4.2.10

F (x)((d)) =

(

x�d si x 6= "!

"! sinon

)

= x�d

Lemme 4.2.11 (Lemme de repr�esentation pour C)

Pour tout h 2 (I ! C)

?

et tout d 2 I on a h((d)) = G(h)�d.

Preuve. Soit h 2 (I ! C)

?

et d 2 I. Si h = ?, alors

G(h)�d = "!�d = "! = ?((d))

Dans le cas o�u h = up(g), en utilisant la continuit�e de h, de G et de l'application �,

plus l'ag�ebricit�e des domaines, on a :

h((d)) = g(

G

�2d

"�) =

[

f

 �

�g

[

�2d

f

 �

("�)

G(h)�d =

[

f

 �

�g

G(up(f

 �

))�

G

�2d

"� =

[

f

 �

�g

[

�2d

G(up(f

 �

))�"�

Il est donc su�sant de prouver l'�enonc�e restreint �a des fonctions seuil et �a des

�ltres principaux comme arguments; i.e. pour tout � ,  ; �

(�) G(up(f

 �

))�"� = f

 �

("�)

Par d�e�nition,

G(up(f

 �

)) = "f�! � =� 2 f

 �

("�)g =

[

�2f

 �

("�)

"(�! �)

On prouve G(up(f

 �

)) = "( ! �). La partie � est �evidente. Pour l'inclusion

�, prenons un d 2 G(up(f

 �

)); si d = ! alors d 2 "( ! �) par d�e�nition de

cône. Dans le cas o�u d = �

0

! �

0

, on a d 2 � ! � donc � ! � � �

0

! �

0

. Si

�

0

= ! alors  ! � � d pour tout  ; �, i.e. d 2 "( ! �). Si �

0

6= !, de la



propri�et�e de la 
�eche on tire �

0

� � et � � �

0

. D'o�u � 6= ! et � � � et par

cons�equent  2 "�. Donc �

0

�  et aussi � � �

0

. Une application de la r�egle 3

donne  ! � � �

0

! �

0

= d; ce qui implique d 2 " ! �.

Revenons �a la preuve de (�): par application de la propri�et�e de la 
�eche on a

" ! ��"� = f� =� = ! ou (� 6= ! & � �  & � � �)g = f

 �

("�), d'o�u (�).

�

Th�eor�eme 4.2.12 (Solution de l'�equation E

1

)

1. G � F = I

C

2. F �G = I

(I!C)

?

Preuve.

1. Soit x 2 C. Si x = "!, alors G(F ("!)) = G(?) = "!. Sinon, G(F (x))

s'�ecrit

"f� ! � =� 2 x�"�g = f�! � 2 xg

L'inclusion x � G(F (x)) en d�ecoule imm�ediatement. De l'autre côt�e, �

0

!

�

0

2 G(F (x)) signi�e qu'il existe �; � t.q. � ! � � �

0

! �

0

& � ! � 2 x.

Ce qui implique �

0

! �

0

2 x, car x est ferm�e vers le haut par � .

2. Soit f 2 (I ! C)

?

; pour tout d 2 I on a

F (G(f))((d)) = G(f)�d = f((d))

par application du lemme de repr�esentation des fonctions 4.2.11. Par cons�e-

quent, F �G = I

(I!C)

?

.

�

4.3

�

Equation E

2

4.3.1 Le domaine des paquets de termes M

2

(D)

L'op�eration M

2

sur les treillis complets p-alg�ebriques est d�e�nie pour per-

mettre l'interpr�etation de la composition parall�ele. Plus pr�ecis�ement,M

2

(D) est

un treillis complet (donc avec des bornes sup�erieures arbitraires) avec un produit

et des fonctions de transformation j pour interpr�eter xhP=xi et i pour interpr�eter

les paquets unitaires.

D�e�nition 4.3.1 (Construction M

2

)

Le domaine des paquets est d�e�ni par :

M

2

(D) = Id�eal(Fin(KP(D)

�

;l);v

[

)



Les fonctions de transformation i

D

et j

D

sont

D

i

D

!M

2

(D)

j

D

! D

i

D

(x) = Fin(X) o�u X = fe = e 2 KP(D) & e v xg

j

D

(x) = [fu =u 2 xg \ KP(D)

Soit u; v 2 Fin(KP(D)

�

); on note u�v l'�el�ement de Fin(KP(D)

�

) d�e�ni par

fa�b = a 2 u & b 2 vg

Le produit � :M

2

(D) �M

2

(D) !M

2

(D) est d�e�ni par

x�y = fw =wv

[

u�v ; u 2 x & v 2 yg

En faisant appel �a l'isomorphisme de la proposition 4.1.2, on peut dire que

M

2

(D) est la compl�etion par cônes inf�erieurs de (KP(D)

�

;l). Ce r�esultat permet

de simpli�er les d�e�nitions pr�ec�edentes ainsi que les preuves qui viendront. On a,

i

D

(x) = X o�u X = fe = e 2 KP(D) & e v xg

j

D

(x) = x \ KP(D)

x�y = x [ y [ fa�b = a 2 x & b 2 yg

Les transformations i

D

et j

D

seront souvent not�es i et j. Remarquons que

le produit est commutatif, associatif et que l'ensemble vide fonctionne comme

�el�ement neutre.

Proposition 4.3.2 1. La fonction j est inverse �a gauche de i. C'est-�a-dire,

pour tout x 2 D on a (j�i)(x) = x.

2. Pour tout x; y 2 M

2

(D) on a j(x�y) = j(x) t j(y).

3. Le produit distribue sur la borne sup�erieure (union); i.e. pour tout x; y; z 2

M

2

(D) on a (x [ y)�z = (x�z) [ (y�z).

Preuve. On montre les �enonc�es pour la repr�esentation de M

2

comme domaine

de cônes.

1. Par d�e�nition, i(x) est un ensemble d'�el�ements premiers quelque soit x 2 D.

Donc j(i(x)) = i(x) \ KP(D) = i(x).

2. Soit x; y 2 M

2

(D). On a (x�y)\KP(D) = (x[ y)\KP(D), car les multi-

ensembles de x�y ne sont pas dans D. Donc j(x�y) = (x \ KP(D)) [ (y \

KP(D)) = j(x) [ j(y).

3. Soit x; y; z 2 M

2

(D); on a (x [ y)�z = x [ y [ z[ fa�b = a 2 x & b 2 zg [

fa�b = a 2 y & b 2 zg = (x�z) [ (y�z).

�



4.3.2 Universalit�e de la construction M

2

D�e�nition 4.3.3 (Domaines et b-domaines)

On note D la cat�egorie des treillis complets p-alg�ebriques, d�esormais appel�es

domaines.

Un b-domaine est une paire (E; �) telle que

{ E est un domaine avec �el�ement minimum ?.

{ � est une fonction binaire continue de E � E dans E qui satisfait :

(assoc) (r�s)�t = r�(s�t)

(commut) r�s = s�r

(neutre) s�? = s

On note BD la cat�egorie des b-domaines et des homomorphismes continus.

Proposition 4.3.4 Soit D 2 D. La construction (M

2

(D); �) est un b-domaine.

Lemme 4.3.5 L'op�eration M

2

d�e�nit un foncteur de D dans BD.

Preuve. L'op�erationM

2

transforme les objets de D en des treillis de cônes. Son

e�et sur les 
�eches f : A! B dans D, i.e.M

2

(f) :M

2

(A)!M

2

(B), est d�e�ni

de la fa�con suivante :

s 2 M

2

(A) ) M

2

(f)(s) =

[

e

1

�:::�e

n

2s

i

B

(f(e

1

))� : : :�i

B

(f(e

n

))

L'�enonc�e d�ecoule des deux propri�et�es suivantes :

{ Pour tout A 2 D, on a M

2

(I

A

) = I

M

2

(A)

: soit s 2 M

2

(A); alors

M

2

(I

A

)(s) = fd = d 2 i

A

(e

1

)� : : :�i

A

(e

n

) & e

1

� : : : �e

n

2 sg

= fd = dle

1

� : : : �e

n

& e

1

� : : : �e

n

2 sg

L'inclusion s � M

2

(I

A

)(s) est �evidente. D'autre part, d 2 M

2

(I

A

)(s) im-

plique d 2 s car s est un ensemble clos vers le bas.

{ Pour tout g : A ! B ; f : B ! C 2 D, on a M

2

(f�g) = M

2

(f)�M

2

(g) :

soit s 2 M

2

(A); alors 8a = a

1

� : : : �a

l

9e

1

: : : e

n

9d

1

: : : d

k

a 2 (M

2

(f)�M

2

(g))(s) , a 2 i

C

(f(d

1

))� : : : �i

C

(f(d

k

))

& d

1

� : : : �d

k

2 i

B

(g(e

1

))� : : : �i

B

(g(e

n

))

& e

1

� : : : �e

n

2 s

Autrement dit, a 2 (M

2

(f)�M

2

(g))(s) ssi l � k, k � n et il existe deux

injections h : [1; l]! [1; k] et h

0

: [1; k]! [1; n] qui v�eri�ent :

{ 81 � j � l a

j

v f(d

h(j)

) & a

j

2 KP(C) et



{ 81 � p � k d

p

v g(e

h

0

(p)

) & d

p

2 KP(B)

On remarquera que 8c 2 KP(C) 8e 2 KP(A) on a

c v f(g(e)) , c v

F

ff(d) = d 2 KP(B) & d v g(e)g

, 9d 2 KP(B) c v f(d) & d v g(e)

D'o�u

a

1

� : : : �a

l

2 (M

2

(f)�M

2

(g))(s) ,

81 � j � l a

j

v f(g(e

h

0

(h(j))

)) , a 2 M

2

(f�g)(s)

�

Lemme 4.3.6 Soit U : BD ! D le foncteur d'oubli. La fonction continue i

d�e�nit une transformation naturelle entre I

D

et U�M

2

.

Preuve. Il faut montrer que 8A;B 2 D 8f : A ! B le diagramme suivant

commute :

U�M

2

(A)

A

U�M

2

(B)

B

? ?

-

-

f

i

A

i

B

U�M

2

(f)

Ce qui revient �a prouver M

2

(f)(i

A

(x)) = i

B

(f(x)) pour tout x 2 A. Nous

observons que e

1

� : : : e

n

2 i

A

(x) ssi n = 1. Alors

M

2

(f)(i

A

(x)) = fd = d 2 i

B

(f(e)) & e 2 i

A

(x)g

On a donc i

B

(f(e))

M

2

(f)(i

A

(x)) = fd 2 KP(B)= d v f(e) & e 2 KP(A) & e v xg

De plus d v f(x) ssi 9e 2 KP(A) e v x & d v f(e), car A et B sont des treillis

p-alg�ebriques. Par cons�equent,

i

B

(f(x)) = fd 2 KP(B)= d v f(x)g =M

2

(f)(i

A

(x))

�



Th�eor�eme 4.3.7 (Universalit�e de la construction M

2

)

La construction M

2

est adjointe �a gauche du foncteur d'oubli de BD dans D,

avec i comme unit�e. C'est-�a-dire, �etant donn�es un domaine D et un b-domaine E,

pour toute fonction continue f : D ! U (E) il existe un unique homomorphisme

f

0

dans BD tel que le diagramme suivant commute :

U�M

2

(D)

D

U(E)

?

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z~

-

fi

D

U(f

0

)

M

2

(D)

E

-

!f

0

Preuve. Il su�t de trouver une fonction monotone de K(M

2

(D)) dans E. Rap-

pelons que les �el�ements compacts et premiers deM

2

(D) sont les cônes principaux

# p o�u p 2 KP(D), pour l'ordre l. Les �el�ements compacts de M

2

(D) sont les

unions �nies de la forme

S

# p

i

avec p

i

2 KP(D).

Soit u = fp

1

; : : : ; p

n

g o�u p

i

2 KP

?

(D)

�

. L'union

S

#p

i

est un �el�ement compact

de M

2

(D). Si p = e

1

� : : : e

n

o�u e

i

2 KP(D), il est facile de voir que #p =

i

D

(e

1

)� : : : �i

D

(e

n

).

Puisque la fonction f

0

doit être un homomorphisme, sa restriction aux �el�e-

ments compacts de M

2

(D) doit valider l'�equation suivante :

f

0

(

[

#p

i

) =

F

f

0

(#p

i

) =

F

f

0

(i

D

(e

i

1

))� : : :�f

0

(i

D

(e

i

n

i

)) =

F

f(e

i

1

)� : : : �f(e

i

n

i

)

Si la fonction f

0

ainsi d�e�nie est monotone, son unique extension �a tout le

b-domaineM

2

(D) est la fonction recherch�ee. Il faut donc prouver

8u; v � KP(D)

�

#u � #v ) f

0

(#u) v

E

f

0

(#v)

On proc�ede par r�ecurrence sur la taille de u. Lorsque u est l'ensemble vide,

l'�enonc�e est �evident. Pour le cas de r�ecurrence, soit u = fp; p

1

; : : : ; p

r

g et v =

fq

1

; : : : ; q

s

g o�u r; s � 0. L'hypoth�ese #u � #v est �equivalente �a

S

#p

i

�

S

#q

j

.

Alors, #p � #v et #fp

1

; : : : ; p

r

g � #v.

L'hypoth�ese de r�ecurrence donne f

0

(#fp

1

; : : : ; p

r

g) v

E

f

0

(#v).

Soit p = e

1

� : : : �e

n

; la preuve de f

0

(#p) v f

0

(#v), d'o�u f

0

(#u) v

E

f

0

(#v) par

les propri�et�es des treillis, est par r�ecurrence sur n, le nombre d'�el�ements de p. Il

faut noter que #p � #v ssi il existe q dans v tel que plq. Supposons que ce q soit

de la forme d

1

� : : : �d

m

:

{ si n = 1, alors 9d

k

p v d

k

implique f(p) v

E

f(d

k

) par la monotonie de f .

Comme

pl?

E

� : : : �?

E

| {z }

k�1 fois

p� ?

E

� : : : �?

E

| {z }

m�k�1 fois

et ?

E

v

E

f(d

j

) 8j 2 [1;m]



on obtient f(p) v

E

f(d

1

)� : : : f(d

k

) : : : �f(d

m

), ce qui implique f(p) v

E

f

0

(#v).

{ dans le cas o�u n > 1, supposons sans perte de g�en�eralit�e que

e

1

v d

1

et e

2

� : : : �e

n

ld

2

� : : : �d

m

Par hypoth�ese de r�ecurrence f(e

2

)� : : : �f(e

n

) v

E

f(d

2

)� : : : �f(d

m

). De

plus, f(e

1

) v

E

f(d

1

) par la monotonie de f . Donc

f(e

1

)� : : : �f(e

n

) v

E

f(d

1

)� : : : �f(d

m

) ) f

0

(#v)

�

Remarquons que dans la preuve du th�eor�eme 4.3.7, l'existence de l'�el�ement

neutre ? est essentielle. Son rôle est similaire �a celui de l'idempotence du produit

dans les domaines des parties classiques [37].

4.3.3 La fonction d'interpr�etation associ�ee �a E

2

Nous gardons la notation utilis�ee dans la section pr�ec�edente pour la fonction

d'interpr�etation sur les termes, V[[M ]]

�

, et introduisons la notation W[[P ]]

�

pour

l'interpr�etation des paquets. Les environnements sont ici des fonctions dans Env =

[V ar ! M

2

(D)]. Par ailleurs, le produit � du domaine M

2

(D) est �etendu aux

environnements (arbitraires) comme suit :

8�

0

; �

1

2 Env (�

0

��

1

)(x) = �

0

(x)��

1

(x)

Dans la d�e�nition de l'interpr�etation nous avons consid�er�e une syntaxe o�u

les substitutions explicites peuvent être associ�ees �a des paquets de termes, i.e.

QhP=xi appartient au langage des paquets. Cette modi�cation est motiv�ee par le

mod�ele de l'�equation E

2

que nous allons construire. Nous conservons la relation

d'�evaluation et la s�emantique op�erationnelle inchang�ees.

V[[x]]

�

= j(�(x))

V[[�x:M ]]

�

= up(�v 2 M

2

(D):V[[M ]]

�[x:=v]

)

V[[MP ]]

�

=

G

���

0

��

1

V[[M ]]

�

0

((W[[P ]]

�

1

))

W[[1]]

�

= ?

W[[M ]]

�

= i(V[[M ]]

�

)

W[[QhP=xi]]

�

=

G

���

0

0

��

1

W[[Q]]

�

0

[x:=W[[P ]]

�

1

]

�

0

= �

0

0

[x := f ] &x 62 �

0

0

W[[(P jQ)]]

�

=

G

���

0

��

1

W[[P ]]

�

0

�W[[Q]]

�

1

W[[M

1

]]

�

=

G

m2N

W[[M

m

]]

�



L'interpr�etation des �

r

-termes, d�e�nie de fa�con compositionnelle, est une ex-

tension de l'interpr�etation habituelle du le �-calcul. En e�et, dans le �-calcul

tous les arguments ont des multiplicit�es in�nies, ce qui implique � = ��� et aussi

W[[P ]]

�

= W[[P ]]

�

�W[[P ]]

�

. Par cons�equent, les bornes sup�erieures utilis�ees, tf ,

sont simplement f .

4.3.4 Domaine F de �ltres

La syntaxe des types incorpore la conjonction standard aux types de la th�eorie

du mod�ele C. Nous conservons le nom ft pour les types des termes, et fb pour

les types des paquets. La th�eorie est d�e�nie par :

(ft ) � ::= ! j �! � j (�^�)

(fb ) � ::= � j (�^�) j (� � �)

La relation de cons�equence entre types � est la plus petite relation re
exive

et transitive qui satisfait les r�egles (1)-(8) de la th�eorie pour C, d�e�nies dans la

section 4.2.3, plus les lois usuelles de la conjonction et la distributivit�e du produit

par rapport �a la conjonction:

(9) (�^�) � �

(10) (�^�) � �

(11) � � �

0

&� � �

1

) � � (�

0

^�

1

)

(12) (� ! �

0

)^(�! �

1

) � �! (�

0

^�

1

)

(13) (�

0

� �)^(�

1

� �) � (�

0

^�

1

)� �

D�e�nition 4.3.8 (Formules premi�eres)

Les formules premi�eres de la th�eorie (ft ; � ) (resp. (fb ; � )) sont les formules

� 2

~

ft (resp. � 2

~

fb ) o�u

~

ft et

~

fb sont d�e�nis par :

(

~

ft )

~

� ::= 
 j �!

~

�

(

~

fb ) ~� ::=

~

� j (~� � ~�)

o�u 
 signi�e ! ! !.

Proposition 4.3.9 (Description normalis�ee des types)

8� 2 fb 9 

1

: : :  

n

2

~

fb � � ^

I

 

i



Preuve. Par r�ecurrence sur la taille du type �. L'�enonc�e est v�eri��e grâce aux

r�egles (12) et (13) de distribution des constructeurs. �

Nous montrons maintenant une propri�et�e de la 
�eche pour la nouvelle th�eorie.

Soit C

i

�

le contexte de types �a plusieurs trous, et t

�

la s�equence de types d�e�nis

comme suit:

C

i

!

= !

C

i

�!�

= []

i

t

�!�

= �! �

C

i

�^ 

= C

i

�

^C

i+m

 

t

�^ 

= t

�

; t

 

si t

 

= t

1

; : : : ; t

m

C

i

�� 

= C

i

�

� C

i+m

 

t

�� 

= t

�

; t

 

si t

 

= t

1

; : : : ; t

m

On appelle C

�

le contexte C

1

�

. Il est clair que � = C

�

[t

�

].

Lemme 4.3.10 Soit t

�

= (a

1

! b

1

); : : : ; (a

n

! b

n

) et t

�

= (c

1

! d

1

); : : : ; (c

m

!

d

m

).

� � � ) (m > 0 ) n > 0&8l 2 f1; : : : ;mg d

l

� ! )

9J

l

= fi = c

l

� a

i

g 6= ;&

^

J

l

b

i

� d

l

)

Preuve. Par r�ecurrence sur la d�erivation de � � �, on examine la derni�ere r�egle

utilis�ee.

(1) Ici � � ! = �. Donc m = 0.

(2) Ici � = �! ! � ! ! !. Donc m > 0 et n > 0.

(3) Ici � = a

1

! b

1

� c

1

! d

1

= � avec c

1

� a

1

et b

1

� d

1

. L'�enonc�e est donc

�evident.

(4) Ici � = !^� � �. Alors, pour tout l t.q. d

l

� !, il existe i v�eri�ant (c

l

!

d

l

) = (a

i

! b

i

).

(5)-(7),(9)-(10), (13) Même raisonnement que pour la r�egle num�ero 4.

(8) Ici � = �

0

� �

1

� �

0

� �

1

o�u �

0

� �

0

et �

1

� �

1

. Par cons�equent,

9j; k 1 � j � n & 1 � k � m

t

�

0

= (a

1

! b

1

); : : : ; (a

j

! b

j

) et t

�

0

= (c

1

! d

1

); : : : ; (c

k

! d

k

)

t

�

1

= (a

j+1

! b

j+1

); : : : ; (a

n

! b

n

) et t

�

1

= (c

k+1

! d

k+1

); : : : ; (c

m

! d

m

)

L'�enonc�e est v�eri��e directement par hypoth�ese de r�ecurrence.

(11) Comme pour la r�egle (8).

(12) Ici � = (a ! b

1

)^(a ! b

2

) � a ! (b

1

^b

2

) = �, l'�enonc�e d�ecoule de

�

1

^�

2

� ! ) �

1

� ! ou �

2

� ! et de a^a � a.



(transitivit�e) Dans le cas o�u � � � � � avec � = C

�

[(e

1

! f

1

); : : : ; (e

k

! f

k

)]

et m > 0 on a, par h.r., k > 0 et

8l 2 [1;m] d

l

� ! ) 9K

l

= fj = c

l

� e

j

g 6= ;&

^

K

l

f

j

� d

l

Soit K

0

l

= fj =j 2 K

l

& f

j

� !g. Cet ensemble est non-vide parce que

^

K

l

f

j

� d

l

� ! ) 9j 2 K

l

f

j

� !

De l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee sur � � � on d�eduit n > 0 et aussi

8j 2 K

0

l

9I

j

= fi = e

j

� a

i

g 6= ;

^

I

j

b

i

� f

j

Par cons�equent, 8l 2 [1;m] ^

K

0

l

(^

I

j

b

i

) � d

l

est v�eri��e. Donc J

l

=

[

K

0

l

I

j

6= ; et

^

K

0

l

(^

I

j

b

i

) = ^

J

l

b

i

. �

La propri�et�e usuelle de la 
�eche dans les th�eories de types avec intersection

pour des calculs faibles est une cons�equence imm�ediate du lemme4.3.10. Pour une

discussion sur l'importance de ce genre de loi dans la construction des mod�eles

des �ltres pour le lambda calcul fort cf. [22].

Corollaire 4.3.11 (Propri�et�e de la 
�eche - E

2

)

Soit I un ensemble �ni.

^

I

(a

i

! b

i

) � c! d ) I 6= ; & (d � ! ) 9J = fi = c � a

i

g 6= ;&

^

J

b

i

� d)

D�e�nition 4.3.12 Un ensemble f � ft (resp. f � fb ) est un �ltre de (ft ; � )

(resp. (fb ; � )) si et seulement si f satisfait les trois clauses suivantes:

{ ! 2 f

{ �; � 2 f ) (�^� ) 2 f

{ � � �& � 2 f ) � 2 f

Soit F l'ensemble de �ltres de ft et F

b

l'ensemble de �ltres de fb .

�

Etant

donn�e A un sous-ensemble non-vide de ft ou de fb , on d�enote par "A le plus

petit �ltre de ft ou de fb qui contient A. Pour les singletons fag la notation

devient "a .

Fait 4.3.13 Les ensembles ordonn�es (F ;�) et (F

b

;�) sont des treillis complets

p-alg�ebriques o�u "! est le plus petit �el�ement, xty = "(x[y) et xuy = x\y. Leurs

plus grand �el�ement sont ft et fb respectivement.



Lemme 4.3.14 1. Si A � F (A � F

b

) est un ensemble co-dirig�e, alors

F

A =

S

A.

2. Le �ltre "(�^�) est la borne sup�erieure de "� et "�; i.e. "�t"� = "(�^�).

Preuve. Les �enonc�es qui composent la proposition sont standards. Nous mon-

trons (2) �a titre d'exemple. Il est clair que "(�^�) est une borne sup�erieure de

"� et de "�. Supposons qu'il existe un �ltre d t.q.

"� � d "� � d d � "(�^�)

On v�eri�e "(�^�) � d : soit � 2 "(�^�); alors �^� � �. D'autre part, � 2 d et

� 2 d impliquent �^� 2 d par d�e�nition de �ltre, d'o�u � 2 d. �

Proposition 4.3.15 1. Les �el�ements compacts de F sont ses �ltres princi-

paux "� sur ft . Les �el�ements compacts de F

b

sont ses �ltres principaux

"� sur fb .

2. Pour tout X � F, si "� �

F

X alors

9x

1

: : : x

n

2 X 9�

1

: : : �

n

(8i �

i

2 x

i

) &

^

I

�

i

� �

3. Les �el�ements �a la fois compacts et premiers de F (resp. F

b

) sont ses �ltres

principaux sur

~

ft (resp.

~

fb ).

Preuve.

1. Il est facile de voir que pour tout ensemble X de �ltres, "� v

F

X )

9x 2 X "� v x. Nous montrons ensuite l'implication inverse : c compact

) 9� c = "�.

Soit X = f"� =� 2 cg. Puisque c v

F

X, par hypoth�ese il existe Y =

f"�

1

; : : : ; "�

n

g � X t.q. c � Y . C'est-�a-dire, c � "^

I

�

i

. D'autre part, si

� 2 "^

I

�

i

alors ^

I

�

i

� �, d'o�u � 2 c, car 8i �

i

2 c ) ^

I

�

i

2 c par la

d�e�nition de �ltre.

2. Chaque �el�ement x de X s'�ecrit x =

F

fc = c est compact & c � xg. Donc

"� �

F

Z o�u Z = fc = c est compact & 9x 2 X c � xg. Puisque "� est

compact, par le lemme 4.3.14(2) on a 9Y = fc

1

; : : : ; c

n

g � Z t.q.

c

i

= "�

i

) "� � "

^

I

�

i

D'o�u ^

I

�

i

� �.



3. Soit " 2 KP(fb ). Supposons  � ^

I

 

i

avec  

i

2

~

fb . Alors " � t" 

i

.

Puisque " est premier, il existe i 2 I t.q. " � " 

i

. Donc  

i

�  �

^

I

 

i

�  

i

implique  �  

i

. On conclut  2

~

fb .

Supposons maintenant  2

~

fb et " 62 KP(F

b

). Puisque de " est com-

pact, " = t" 

i

o�u  

i

2 cPF

b

et le nombre d'�el�ements de Id�epasse 1.

Alors " = "^

I

 

i

. C'est-�a-dire,  � ^

I

 

i

, ce qui contredit l'hypoth�ese

 2

~

fb .

�

Proposition 4.3.16 (Propri�et�e du produit - E

2

)

Soit  ; �; �

1

; : : : ; �

n

2

~

fb et �

1

; : : : �

m

2

~

ft . Alors

1.

^

I

�

i

�  ) 9i 2 I �

i

�  

2. � � �

1

� : : :� �

p

& � � �

1

� : : :� �

m

)

9 injection g : [1;m]! [1; p] 8i 2 [1;m] �

g(i)

� �

i

Preuve. La partie (1) de l'�enonc�e est cons�equence de la proposition 4.3.15(3),

car " 2 KP(F

b

). La preuve de la partie (2) est cons�equence de la propri�et�e de

la 
�eche 4.3.11 et de l'observation suivante : si � � �

0

� ��  

0

et � � �, alors

�

0

�  

0

. �

On proc�ede comme pour l'�equation E

1

, lemme 4.2.4, pour prouver l'isomor-

phisme

F � (M

2

(F)! F)

?

Lemme 4.3.17 F

b

et M

2

(F) sont des treillis alg�ebriques isomorphes.

Preuve. On se limite �a montrer qu'il y a un isomorphisme entre les �el�ements

compacts de ces treillis. Par d�e�nition,M

2

(F) = Q(KP(F)

�

;l). Nous utilisons

ici sa pr�esentation comme domaine de cônes sur l'ensemble ordonn�e (KP(F)

�

;l).

Les ensembles qui nous int�eressent sont

K(F

b

) = f"� =� 2 fb g

K(M

2

(F)) = f

[

I

#u = I est �ni et u 2 KP(F)

�

g

o�u KP(F) = f"� =� 2

~

ft g

On d�e�nit � :

~

fb ! Fin(KP(F)

�

) et �

0

: fb ! Fin(KP(F)

�

) comme suit:



�(�) = f"�g si � 2

~

ft

�(� �  ) = �(�)��( )

�

0

(!) = ;

�

0

(�! �) =

[

I

"� ! �

i

si � �

^

I

�

i

et 8i �

i

2

~

ft

�

0

(� � �

0

) = �

0

(�)��

0

(�

0

)

�

0

(�^�

0

) = �

0

(�) [ �

0

(�

0

)

Nous montrons quatre �enonc�es, �a savoir :

1. 8 9 

1

; : : : ;  

n

2

~

fb  �

^

 

i

) �

0

( ) =

[

I

�( 

i

)

2. 8�;  2

~

fb �( )v

[

�(�) ) � �  

3. "� 2 K(F

b

),�

0

(�) 2 K(M

2

(F))

4. � �  ,�

0

( )v

[

�

0

(�)

L'�enonc�e du th�eor�eme d�ecoule des points (3) et (4).

1. On proc�ede par r�ecurrence sur  . Si  = !, alors �

0

( ) est une union vide.

Si  = � ! � et �^

I

�

i

o�u �

i

2

~

ft , l'�enonc�e est v�eri��e par d�e�nition de

�. Si  = �^�

0

alors on utilise l'hypoth�ese de r�ecurrence. Finalement, si

 = � � �

0

alors par r�ecurrence

�

0

( ) =

[

L

�(�

l

)�

[

J

�(�

0

j

)

avec � �

^

L

�

l

et �

0

�

^

J

�

0

j

. On d�e�nit I comme le produit cart�esien de L

et J , i.e. I = L� J , et  

i

= �

l

� �

0

j

pour i = (l; j). Alors  � ^

I

 

i

et aussi

�

0

( ) = [

I

 

i

.

2. La d�emonstration de ce point est bas�ee sur l'observation suivante : soit

� = �

1

�: : :��

n

2

~

fb (c'est-�a-dire, les �

i

n'ont pas des conjonctions �a droite

de la 
�eche) et d

�

= "�

1

� : : : �"�

n

; alors une r�ecurrence sur n permet de

montrer d

�

2 �(�) et aussi eld

�

quelque soit e 2 �(�). C'est-�a-dire, d

�

est

le multi-ensemblemaximal de �(�). Par cons�equent, �( )v

[

�(�) ) d

 

ld

�

.

D'o�u, � �  .

3. Il est facile de montrer l'�enonc�e restreint �a des formules premi�eres, i.e.

"� 2 KP(F

b

),�(�) 2 KP(M

2

(F)), en sachant que "�

1

� : : :�"�

n

=

#"�

1

� : : : �"�

n

, si �

i

2

~

ft .



La partie ) de l'�enonc�e g�en�eral est comme suit : soit � 2

~

fb ; alors � �

^

I

 

i

et, par le point (1), on a �

0

(�) = [�( 

i

). Puisque �( 

i

) est un �ltre

premier de M

2

(F), leur union �

0

(�) est un �el�ement compact.

La partie ( est imm�ediate.

4. La partie ) est prouv�ee par r�ecurrence sur la d�erivation de � �  : dans

les cas de base, l'�enonc�e est v�eri��e imm�ediatement. On analyse le cas de

r�ecurrence pour quelques r�egles :

{ Supposons que � �  est montr�e par la r�egle 3, i.e. � = �

0

! �

0

�

�

1

! �

1

o�u �

1

� �

0

et �

0

� �

1

. Soit �

0

� ^

I

�

i

et �

1

� ^

J

�

j

avec

�

i

; �

j

des formules premi�eres. Par d�e�nition,

�

0

(�) =

[

J

"(�

1

! �

j

) et �

0

( ) =

[

I

"(�

0

! �

i

)

On doit montrer 8j 2 J 9i 2 I �

0

! �

i

� �

1

! �

j

. Or ^

I

�

i

�

�

0

� �

1

� �

j

et �

j

2

~

ft impliquent 9i �

i

� �

j

par la propri�et�e de la


�eche 4.3.11.

{ Dans le cas o�u � = (� ! �

0

)^(� ! �

1

) � � ! (�

0

^�

1

) =  , on a

�

0

(�) = �

0

(� ! �

0

) [ �

0

(� ! �

1

). Supposons �

0

� ^�

i

et �

1

� ^�

j

;

alors

�

0

(�) =

[

I

"�! �

i

[

[

J

"�! �

j

C'est-�a-dire, en posant L = (I � J) (le produit cart�esien) et '

(

i; j) =

�

i

^�

j

, on a �

0

(�) = [

L

'

l

= �

0

( ).

{ Dans le cas o�u � = (�

0

� �)^(�

1

� �) � (�

0

^�

1

)� � =  , on obtient

�

0

(�) = �

0

( ), puisque le produit � est distribu�e par la conjonction.

Les cas restants sont cons�equence directe de l'hypoth�ese de r�ecurrence.

Nous prouvons maintenant l'implication( de l'�enonc�e. Soit �

0

( )v

[

�

0

(�).

En utilisant la partie (1), si � � ^

J

�

j

et  � ^

I

 

i

avec �

j

2

~

fb et  

i

2

~

fb ,

alors [

I

�( 

i

)v

[

[

J

�(�

j

). On montre

8i 2 I 9j 2 J �( 

i

)v

[

�(�

j

)

Par construction, 8i 2 I d

 

i

2 �( 

i

). Donc 9e 2 [

J

�(�

j

) d

 �i

le est v�eri��e

en utilisant la propri�et�e (1). C'est-�a-dire, il y a un j dans J tel que e 2 �(�

j

).

Donc d

 

i

ld

�

j

aussi. En conclusion, 8d 2 �( 

i

) 9j 2 J dld

 

i

ld

�

j

. Par le

point (2), 8i 2 I 9j 2 J�

j

�  

i

. Donc ^

J

�

j

� ^

I

 

i

.

�



D�e�nition 4.3.18 (Application dans le domaine des �ltres F)

L'application dans le domaine des �ltres est la fonction continue � : F �

F

b

! F d�e�nie par

x�y =

(

"f� 2 ft =9� 2 y : (�! �) 2 xg si x 6= "!

"! sinon

Il faut noter que la seule di��erence avec l'application du domaine de cônes est

la n�ecessit�e de forcer la construction d'un �ltre ici, par l'op�eration ".

Les fonctions F et G qui r�ealisent l'isomorphisme sont celles de la d�e�nition

4.2.9, pourvu que l'on entende le symbole " comme la construction d'un �ltre.

De même pour la d�e�nition des fonctions seuil. Le domaine qui nous occupe

v�eri�e une proposition analogue �a 4.2.6 o�u les �el�ements compacts de (F

b

!

F) sont caract�eris�es comme des bornes �nies de fonctions seuil. Le r�esultat de

repr�esentation des fonctions continues en d�ecoule.

Lemme 4.3.19 (Lemme de repr�esentation pour F)

8h 2 (F

b

! F)

?

8d 2 F

b

h((d)) = G(h)�d

Preuve. Comme dans le cas du lemme 4.2.11, l'�enonc�e d�ecoule de l'implication

G(up(f

 �

)) = "( ! �) ) G(up(f

 �

))�"� = f

 �

("�)

Nous montrons l'inclusion � de la pr�emisse comme suit (la partie � est trivial) :

soit A = f� ! � =� 2 f

 �

("�)g et � 2 G(up(f

 �

)), i.e. � 2 t

A

"'. Il existe donc

�

1

; : : : ; �

n

t.q. ^

I

�

i

� � et 8i 9'

i

2 A '

i

� �

i

. Puisque  ! � � ' pour tout

' 2 A, on a  ! � � ^

I

�

i

� � . D'o�u � 2 " ! �. �

Th�eor�eme 4.3.20 (Solution de l'�equation E

2

)

1. G � F = I

F

2. F �G = I

(F

b

!F )

?

Preuve.

1. Soit x 2 F ; si x = "! alors G(F ("!)) = G(?) = "!. Si x � "!, G(F (x))

d�enote le �ltre "f� ! � =� 2 x�"�g, ou encore "f� ! � 2 xg. L'inclusion

x � G(F (x)) en d�ecoule. D'autre part, si � 2 G(F (x)), alors ^

I

�

i

� �

pour des types �

i

dans x. Ce qui implique � 2 x par d�e�nition de �ltre.

2. En utilisant le r�esultat de repr�esentation des fonctions, comme dans la

preuve du lemme 4.2.11(2).

�
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Chapitre 5

Mod�ele de cônes

Le mod�ele C que nous avons construit pour �

r

s'av�ere ad�equat par rapport �a

la s�emantique observationnelle standard du calcul. Cependant, ce n'est pas une

ad�equation compl�ete; le mod�ele discrimine strictement plus de termes que les

contextes de �

r

(cf. [81, 45] pour le probl�eme d'ad�equation compl�ete du mod�ele

D

1

de Scott, [51, 66, 12] pour PCF, [2, 3, 15, 29] pour des r�esultats similaires dans

le cas du lambda calcul faible, et aussi [78].) Plus exactement, nous montrons dans

ce chapitre que le mod�ele discrimine autant que le calcul de ressources avec test

de convergence (op�erateur qui manque au calcul �

r

, comme l'indique le contre-

exemple 3.6.13.) La preuve de l'ad�equation compl�ete de C pour le langage �

c

r

repose sur la description des d�enotations de termes dans C �a travers un syst�eme

d'a�ectation de types P d�e�ni sur la th�eorie (ft ; � ). L'ordre sur �

rc

engendr�e

par l'interpr�etation des termes dans P co��ncide avec le pr�eordre observationnel

v

rc

. Nous utilisons une technique de preuve par r�ealisabilit�e et d�e�nissabilit�e des

points compacts (cf. [3, 15, 29]) pour montrer cette correspondance.

Dans la section 5.1 nous donnons une formulation plus explicite de la fonction

d'interpr�etation des termes dans le mod�ele de cônes. Dans la section 5.2 nous

d�e�nissons le syst�eme d'a�ectation de types P, ra�nement des syst�emes de types

avec intersection �a la Coppo qu'on utilise pour construire des mod�eles de �ltres

[9, 17, 29]. La conjonction usuelle est remplac�ee par un produit � non-idempotent

et la contraction d'hypoth�eses n'est pas autoris�ee. La d�e�nition du syst�eme P

repose sur le syst�eme d'a�ectation de types pr�esent�e dans [17]. Les nouvelles

r�egles permettent de typer le test de convergence et incorporent la relation de

cons�equence � entre types

1

.

La section 5.3 est consacr�ee �a la preuve de la stabilit�e par expansion du typage

dans P : on introduit une relation de r�eduction B dans �

c

r

dont la strat�egie nor-

malisante est l'�evaluation!

rc

et on montre que siMBN et si N a un type � dans

1: La th�eorie de types �etudi�ee dans [17] fait intervenir uniquement l'�equivalence � entre

types; la relation de cons�equence n'est pas n�ecessaire lorsqu'il s'agit de montrer l'ad�equation.

Le rôle de � dans la preuve de la compl�etude de l'ad�equation est mis en �evidence dans la

preuve du lemme de convergence 5.6.3.



un contexte �, alorsM a aussi ce type, dans le même contexte. La d�e�nition de B

rappelle la r�eduction du calcul �

d

. On montre aussi un r�esultat d'extensionnalit�e

du syst�eme de typage, n�ecessaire dans la preuve de compl�etude du syst�eme de

types.

L'interpr�etation des termes dans P est d�e�nie dans la section 5.4, o�u l'on

montre que celle-ci co��ncide avec l'interpr�etation dans le mod�ele de cônes. Les

sections suivantes sont consacr�ees �a la preuve d'ad�equation compl�ete de l'ordre

engendr�e par l'interpr�etation dans P, par rapport �a v

rc

. Dans la section 5.5 on

montre la caract�erisation de la convergence dans le syst�eme de types par la tech-

nique de r�ealisabilit�e dans le style de [2] : on donne une interpr�etation des types

par des ensembles de termes et on montre sa correction par rapport �a la notion

d'a�ectation de types. La section 5.6 contient la preuve de l'ad�equation compl�ete

qui d�ecoule de la compl�etude de l'interpr�etation des types, et de l'existence de

termes caract�eristiques pour chaque type. Comme dans les lambda calculs avec

fonctions parall�eles standards, ces termes ne pourraient pas être d�e�nis sans le

test de convergence.

Dans la section 5.7 nous montrons que les contextes de �

c

r

(donc de �

r

), sur

le �-calcul, sont aussi puissants que les contextes avec multiplicit�es. Ce r�esultat

avait �et�e annonc�e dans la section 3.8.1.

5.1 Interpr�etation de �

c

r

dans C

Nous sommes concern�es ici par le calcul �

r

avec test de convergence. L'ex-

tension de la fonction d'interpr�etation associ�ee �a l'�equation aux domaines E

1

est

bas�ee sur l'observation que l'�equation a �et�e con�cue pour que, suivant la conception

de Scott, les fonctions divergentes ne pourvoient aucune information, c'est-�a-dire,

aient ? comme d�enotation. Ainsi,

V[[cP ]]

�

=

(

V[[I]]

�

si 9M P � (M j Q) & V[[M ]]

�

6= ?

? sinon

L'ensemble des �equations s�emantiques pr�esent�ees ci-dessous correspond �a l'in-

terpr�etation du calcul dans le mod�ele logique C. Dans ce cadre, un environnement

� est compact si et seulement si pour toute variable x 2 D(�) il existe � 2 fb tel

que �(x) = "�. Par ailleurs, le produit d'environnements compacts devient

8i �

i

= "�

i

) �

1

� : : : ��

n

= "(�

1

� : : :� �

n

)

comme corollaire de l'isomorphisme entre I etM

1

(C) (cf. lemme 4.2.4.) Puisque

C est une solution de l'�equation aux domaines �a isomorphisme pr�es, les fonctions

F et G sont utilis�ees de la fa�con usuelle pour d�e�nir la s�emantique du calcul.



V[[x]]

�

=

S

f� 2 ft = � 2 �(x))

V[[�x:M ]]

�

= "f�! � =� 2 V[[M ]]

�[x:="�]

g

V[[MP ]]

�

=

S

(f� =9� 2 "�

1

� � � � � �

n

(� ! �) 2 V[[M ]]

�

0

g [ f!g)

� � �

0

� : : : ��

n

P / (M

1

j � � � jM

n

)

�

i

2 V[[M

i

]]

�

i

V[[MhP=xi]]

�

=

S

V[[M ]]

�

0

[x:="�

1

������

n

]

� � �

0

0

� : : : ��

n

�

0

0

= �

0

=

x

P / (M

1

j � � � jM

n

)

�

i

2 V[[M

i

]]

�

i

V[[cP ]]

�

=

(

V[[I]]

�

si 9M P � (M j Q) & 
 2 V[[M ]]

�

? sinon

Lemme 5.1.1 Soit M 2 �

r

et �; �

0

2 Env;

(Monotonie) � � �

0

) V[[M ]]

�

vV[[M ]]

�

0

(Continuit�e) � 2 V[[M ]]

�

, 9� 2 EnvC � � � � 2 V[[M ]]

�

Preuve. Par r�ecurrence sur la d�e�nition de la fonction s�emantique. C'est ici que

l'on a besoin de � � �

0

� : : : ��

n

�a la place de � = �

0

� : : : ��

n

. Standard. �

D�e�nition 5.1.2 (S�emantique engendr�ee par le mod�ele C)

Pour tout M;N 2 �

rc

,

Mv

C

N

def

, 8� 2 Env V[[M ]]

�

� V[[N ]]

�

Nous consacrons une grande partie de ce chapitre �a montrer l'ad�equation

compl�ete du mod�ele C par rapport au calcul �

c

r

, c'est-�a-dire,

8M;N 2 �

rc

Mv

C

N , Mv

rc

N

5.2 Syst�eme de types P associ�e �a C

Les jugements prouvables dans le syst�eme de types P ont la forme � ` T : �

o�u � est un multi-ensemble �ni d'hypoth�eses x

1

: �

1

; : : : x

n

: �

n

, T est un terme

(resp. paquet de termes) et � est un type dans ft (resp. dans fb .) On utilise la



notation x 2 � pour 9� x : � 2 �. Les r�egles structurelles usuelles sont regroup�ees

dans une seule r�egle qui autorise un nombre �ni d'�echanges, a�aiblissements, et

de produits d'hypoth�eses. Cette manipulation des hypoth�eses est formalis�ee par

la relation �.

D�e�nition 5.2.1 On d�e�nit � comme la plus petite relation re
exive et transi-

tive qui contient les paires

(�echange) �; x : �; y :  ;� � �; y :  ; x : �;�

(a�aiblissement) � � x : �;�

(produit) �; x : �; x :  ;� � �; x : � �  ;�

La �gure 5.1 contient les r�egles du syst�eme P.

L1: x : � ` x : � L6:

� ` (M jM

1

) : �

� `M

1

: �

L2:

x : �;� ` N : �

� ` �x:N : � ! �

(x 62 �) L7: � ` T : !

L3:

� `M : � ! � � ` P : �

�;� ` (MP ) : �

L8:

� ` T : �

� ` T : �

(�� �)

L4:

� ` P : � x : �;� `M : �

�;� `MhP=xi : �

(x 62 �) L9:

� ` T : �

� ` T : �

(� � �)

L5:

� ` P : � � ` Q :  

�;� ` (P jQ) : � �  

L10:

� ` P : ! ! !

� ` cP : �! �

Fig. 5.1 - Syst�eme de types P

Remarquons que les r�egles d'a�ectation de types di��erent essentiellement des

r�egles des syst�emes de types avec intersection classiques [21, 70]. Dans le syst�eme

P, la manipulation des hypoth�eses est \multiplicative"; les contractions usuelles

ne sont pas autoris�ees. Ceci permet de traiter chaque occurrence de variable de

fa�con ind�ependante du reste et d'associer une ressource �a chacune. Les types

produit sont de la forme �

1

� � � � � �

n

o�u n � 1 et �

i

2 ft . La non-idempotence

du produit est fondamentale; ici un argument n'a un type produit �

1

� � � � � �

n

que s'il contient au moins autant de ressources que de types �

i

di��erents de !.

Lemme 5.2.2 (R�egle d�eriv�ee)



La r�egle suivante est d�emontrable dans le syst�eme P :

x : �;� ` T : �

x :  ;� ` T : �

( � �)

Preuve. L'�enonc�e est cons�equence directe de la g�en�eralisation de l'axiome (L1) :

 � � ) x :  ` x : �. On prouve cette implication comme suit : soit

 = �

1

� : : :� �

n

� �; par la propri�et�e du produit il existe i t.q. �

i

� �. Donc

x : �

i

` x : �

i

x : �

i

` x : �

(L9)

x : �

1

; : : : ; x : �

n

` x : �

(L8)

x :  ` x : �

(L8)

�

Convention 5.2.3 Le lemme 5.2.2 autorise des a�aiblissements additionnels

pendant les preuves. Par la suite, on consid�ere la relation � enrichie avec le

nouvel axiome d'a�aiblissement

 � � ) x : �;� � x :  ;�

La r�egle d�eriv�ee est ainsi incorpor�ee au syst�eme P comme cas particulier de la

r�egle (L8).

Nous introduisons maintenant quelques d�e�nitions.

D�e�nition 5.2.4 { La notation �.�

1

; : : : ; �

m

rend compte des facteurs si-

gni�catifs �

i

dans �, i.e. ceux di��erents de !. La relation est d�e�nie par :

� !." (la s�equence vide)

�  ! �. ! �

� �.�

1

; : : : ; �

m

& �

0

.�

0

1

; : : : ; �

0

k

) � � �

0

.�

1

; : : : ; �

m

; �

0

1

; : : : ; �

0

k

{ On note f�g tout contexte obtenu �a partir de � par permutation d'une

partie de ses hypoth�eses. C'est-�a-dire, f�g repr�esente les � t.q. �� � est

prouvable en utilisant seulement l'axiome d'�echange.

{ Soit T un terme ou un paquet de termes et y une variable; on d�e�nit �

T

et

�=

y

par r�ecurrence sur � comme suit :

� vide )

"

�

T

vide

�=

y

vide

� = x : �;� )

2

6

6

6

6

6

6

4

�

T

=

(

x : �;�

T

si x 2 fv(T )

�

T

sinon

�=

y

=

(

x : �;�=

y

si x 6= y

�=

y

sinon



{ Si �

x

= x : � (il n'y a qu'une seule occurrence de x dans �) alors on dit

que �(x) = �.

{ On d�e�nit �

�

comme le contexte v�eri�ant : si �

x

= x : �

1

; : : : ; x : �

n

alors

�

�

(x) � �

1

� : : :� �

n

.

{ On note

~

� l'ensemble d'hypoth�eses t.q. pour tout x : � 2 �, si � = �

1

�

: : :� �

n

o�u �

i

2 ft , alors x : �

1

; : : : ; x : �

n

2

~

�.

Proposition 5.2.5

1. � ` T : � )

~

� ` T : � .

2. �

�

` T : � ) � ` T : � .

3. � ` T : � & y 62 fv(T ) ) �=

y

` T : � , donc �

T

` T : � .

4. x : �

1

; : : : ; x : �

n

� x :  

1

; : : : ; x :  

m

)  

1

� � � � �  

m

� �

1

� � � � � �

n

.

Preuve.

1. Nous montrons 8� � ` T : � )

~

� ` T : � par r�ecurrence sur la taille

de la d�erivation de � ` T : � , en examinant la derni�ere r�egle utilis�ee. La

taille 1 correspond �a l'application de (L1) ou (L7); dans ces cas, l'�enonc�e

est imm�ediatement v�eri��e. Supposons que la taille est au moins 2 :

(L2) Soit T = �x:M , � = �! � et x : �;� `M : � avec x 62 �. Par h.r., on

a ~x : �;

~

� ` M : �. Par (L8), qui permet de recomposer l'hypoth�ese x : �,

on arrive �a prouver x : �;

~

� `M : �. Alors

~

� ` �x:M : �! � par (L2).

(L3) Soit T =MP , �

1

`M : �! � et �

2

` P : � avec � = �

1

;�

2

. Les deux

s�equents

~

� ` M : � ! � et

~

�

2

` P : � sont prouvables par hypoth�ese de

r�ecurrence. Comme

~

� =

~

�

1

;

~

�

2

, une application de (L3) donne

~

� `MP : � .

(L4) et (L5) Comme pour les r�egles (L2) et (L3), respectivement.

(L6), (L9) et (L10) Par hypoth�ese de r�ecurrence.

(L8) Soit � ` T : � o�u �� �. Il est facile de voir que

~

��

~

�. Par ailleurs,

l'hypoth�ese de r�ecurrence donne

~

� ` T : � . Donc,

~

� ` T : � par (L8).

2. Soit �

�

`M : �. De la partie (1), on d�eduit

~

�

�

` M : �. Or,

~

�

�

�

~

�� �.

On obtient � `M : � par application de (L8) .

3. Par r�ecurrence sur la d�erivation de � ` T : � .

�

Evident.



4. Cette partie de la proposition est corollaire de l'�enonc�e suivant : Soit �� �;

si �

x

= x : �

1

; : : : ; x : �

n

et �

x

= x :  

1

; : : : ; x :  

m

, alors  

1

� : : :�  

m

�

�

1

� : : :��

n

. La preuve est par r�ecurrence sur la longueur de l'inf�erence de

�� �. Nous examinons chacune des r�egles de la d�e�nition de �.

�

Echange : � = �

1

; y

1

: �

1

; y

2

: �

2

;�

2

� �

1

; y

2

: �

2

; y

1

: �

1

;�

2

. Si y

1

= y

2

= x

alors �

1

� : : : �

1

� �

2

: : :� �

n

� �

1

� : : : �

2

� �

1

: : :� �

n

par commutativit�e

de � . Sinon,  

i

= �

i

pour tout i.

A�aiblissement : �� y : �;� = �. Si y 6= x alors 8i  

i

= �

i

. Si y = x alors

 

1

= � et � � �

1

: : :� �

n

� ! � �

1

: : :� �

n

� �

1

� : : :� �

n

.

Dans le cas o�u � = �

1

; y : �;�

2

� �

1

; y : �

0

;�

2

avec �

0

� �, y = x et

� = �

i

, on a (�

1

� : : :��

i

)� �

0

� (�

1

� : : :��

i

)� � et (�

i+2

� : : :��

n

) �

(�

i+2

� : : :� �

n

) impliquent �

1

� : : :� �

0

: : : �

n

� �

1

� : : :� � � : : :� �

n

.

Produit : � = �

1

; y : �

1

; y : �

2

;�

2

� �

1

; y : �

1

� �

2

;�

2

= �. Si y 6= x il n'y

a rien �a prouver. Sinon, 9i �

i

= �

1

& �

i+1

= �

2

; donc, par associativit�e et

commutativit�e de � :

�

1

� : : : �

i�1

� (�

1

� �

2

)� �

i+2

: : :� �

n

� �

1

� : : : �

i�1

� �

1

� �

2

� : : :� �

n

Transitivit�e : Par transitivit�e de � .

�

L'a�ectation de types dans le syst�emeP est dirig�ee par la syntaxe, �a utilisation

de (L8) et (L9) pr�es.

Proposition 5.2.6

1. � ` P : � & �.�

1

; : : : ; �

n

) (n � 1 ) 9M

1

; : : : ;M

n

; Q 9�

1

; : : :�

n

P � (M

1

j : : : jM

n

j Q) et �

1

; : : : ;�

n

� � et 81 � i � n �

i

`M

i

: �

i

)

2. � ` MhP=xi : � ) 9 ;�

1

;�

2

�

1

` P :  et x :  ;�

2

`M : � o�u x 62 �

2

et �

1

;�

2

� �

3. � ` MP : � ) 9�;�

1

;�

2

�

1

`M : �! � et �

2

` P : � o�u �

1

;�

2

� �

4. � ` �x:M : � ) (� 6= ! ) 9�; �;�

x : �;� ` M : � o�u � = �! � ; x 62 � et �� �)



Preuve.

1. Par r�ecurrence sur la taille de la d�erivation de � ` P : �.

(L1) �a (L4) et (L10) Imm�ediat car P est n�ecessairement un terme (� 2 ft ).

(L5) Ici P = (P

1

j P

2

), � = �

1

� �

2

et �

i

` P

i

: �

i

, i = 1; 2 o�u � = �

1

;�

2

.

Par hypoth�ese, il existe 1 � i � n tel que �

1

. �

1

; : : : ; �

i

et �

2

. �

i+1

; : : : ; �

n

.

Quand ces deux s�equences de facteurs signi�catifs ne sont pas vides, par

h.r. , 9M

1

; : : : ;M

n

; Q

1

; Q

2

9�

1

; : : : ;�

n

qui v�eri�ent

P

1

� (M

1

j : : : jM

i

j Q

1

) & P

2

� (M

i+1

j : : : jM

n

j Q

2

)

o�u �

i

`M

i

: �

i

, �

1

; : : : ;�

i

� �

1

et �

i+1

; : : : ;�

n

� �

2

.

Par cons�equent, P � (M

1

j : : : jM

n

j Q

1

j Q

2

) et �

1

; : : : ;�

n

� �

1

;�

2

� �.

Si �

1

(resp. �

2

) n'avait pas de facteur signi�catif, le terme Q serait P

1

(resp. P

2

) et le reste de l'�enonc�e d�ecoulerait de l'hypoth�ese de r�ecurrence

sur �

2

` P

2

: �

2

(resp. �

1

` P

1

: �

1

).

(L6) Dans ce cas P = M

1

et � ` (M j M

1

) : �. Par h.r., il existe

M

1

; : : : ;M

n

; Q et �

1

; : : : ;�

n

� � t.q. (M j M

1

) � (M

1

j : : : j M

n

j Q)

avec �

i

` M

i

: �

i

. En e�et, P = M

1

� (M j M

1

). On en conclut

P � (M

1

j : : : jM

n

j Q) par transitivit�e de �.

(L7) L'application de (L7) est impossible sous nos hypoth�eses, qui imposent

n � 1.

(L8) Imm�ediat par hypoth�ese de r�ecurrence.

(L9) Ici � ` P :  o�u  � �. Soit  = �

1

� : : :� �

m

et  . �

1

; : : : ; �

r

. Par

h.r., P � (N

1

j : : : j N

r

j Q

0

), �

i

`M

i

: �

i

et aussi �

1

; : : : ;�

k

� �.

Or, �

1

� : : : � �

r

� � r�esulte de l'application de la propri�et�e du produit.

Il existe donc une injection b : [1; n] ! [1; r] t.q. �

b(j)

� �

j

pour tout

j = 1; : : : ; n. Alors, n � r et �

b(j)

` N

b(j)

: �

j

, j = 1; : : : ; n. C'est une

�evidence que (N

1

j : : : j N

r

) � (N

b(1)

j : : : j N

b(n)

j N

0

1

j : : : j N

0

r�n

) o�u

chaque N

0

k

est en fait N

l

t.q. l 6= b(j) pour tout j = 1; : : : ; n.

Si l'on pose Q = (N

0

1

j : : : j N

0

r�n

j Q

0

), on conclut P � (N

b(1)

j : : : j N

b(n)

j

Q); nos termes M

j

sont alors les termes N

b(j)

.

2. Par r�ecurrence sur la taille de la d�erivation de � ` MhP=xi : � :

(L4) Ici x : �;�

1

` M : � et �

2

` P : � avec x 62 �

2

et � = �

1

;�

2

. On a

�

1

;�

2

� � par re
exivit�e de la relation �.

(L7) Ici � = !. Soit  = ! et �

1

;�

2

des contextes vides. Par application

de (L7), on a ` P :  and x :  ` M : !. Nous passons de �

1

;�

2

�a � par

a�aiblissement.



(L8) Ici � ` MhP=xi : � o�u � � �. Par h.r., 9 9�

1

;�

2

, pour lesquels

�

1

;�

2

� �, x 62 �

2

, �

1

` P :  et aussi x :  ;�

2

`M : �. Par transitivit�e,

�

1

;�

2

� � est v�eri��e.

(L9) Par hypoth�ese de r�ecurrence et la même r�egle (L9).

3. Par r�ecurrence sur l'inf�erence de � ` MP : �. Deux cas sont signi�catifs :

Si la d�erivation termine par une application de (L3), l'�enonc�e est imm�edia-

tement v�eri��e. Si celle-ci termine par (L9), alors � ` MP : � avec � � �.

Par h.r.,

�

1

`M : �! � et �

2

` P : � o�u �

1

;�

2

� �

Du fait que � � � ) � ! � � � ! �, on d�eduit �

1

` M : � !: � par

r�egle (L9).

4. Par r�ecurrence, comme dans les cas pr�ec�edents.

�

Proposition 5.2.7

1. � ` x : � ) (� 6= ! ) 9x : � 2 � � � �)

2. � ` I : � ! � ) � � �

3. � ` cx :  ! � ) 9x : � 2 � � � 
 &  � �

4. � ` x

1

: � ) (� � ! ) 9n > 0 9x :  

1

; : : : ; x :  

n

2 �  

1

� : : :�  

n

�

�)

Preuve.

1. Par r�ecurrence sur la taille de la d�erivation de � ` x : �. Soit � 6= !. Dans le

cas de base (taille 1), le s�equent est une instance de l'axiome (L1), et � = �.

Si la taille est au moins 2, la preuve du s�equent termine soit par (L8) soit

par (L9). Dans le premier cas, nous avons � ` x : � o�u � � �. Par h.r.,

il existe  qui v�eri�e x :  2 � et  � �. On observe que les r�egles pour

transformer � en � sont conservatrices : � contient des hypoth�eses x : � tel

que � �  (on ne peut que renforcer les hypoth�eses). Ceci implique � � �

par transitivit�e. Dans le second cas, soit � ` x : � o�u � � �; par h.r. il

existe � t.q. x : � 2 � et � � �. On obtient � � � par transitivit�e.

2. Sous l'hypoth�ese � 6= ! (� = ! ) � � � pour tout �), on prouve la

proposition par r�ecurrence sur la taille de l'inf�erence de � ` I : � ! �.

Le cas de base est imm�ediat. Supposons que la derni�ere r�egle utilis�ee est

(L2). Alors, on a x : �;� ` x : � avec x 62 �. La partie (1) de cette



proposition implique � � �. Si la d�erivation termine par (L8), par h.r. on

a � ` I : �! � et � � �, o�u �� �. Le dernier cas concerne la r�egle (L9);

c'est-�a-dire, � ` I : � avec � � � ! �. Le type �, dans ft , doit être de

la forme �

0

! �

0

. La propri�et�e de la 
�eche plus � 6= ! impliquent �

0

6= !,

� � �

0

et �

0

� �. L'hypoth�ese de r�ecurrence donne �

0

� �

0

, alors � � �

par transitivit�e.

3. Par r�ecurrence sur la d�erivation de � ` cx :  ! �. Si celle-ci termine par

application de (L10), i.e.  = � (donc  � �) et � ` x : 
, la partie (1)

garantit l'existence de x : � dans � t.q. � � 
. Si la d�erivation termine par

(L8), en utilisant l'hypoth�ese de r�ecurrence,

� ` cP :  ! � & x : � 2 � & � � 
 &  � �

o�u � � �. D'apr�es la d�e�nition de �, l'hypoth�ese x : � de � a dû se

transformer en x : � dans �, v�eri�ant � � �. Par transitivit�e, � � 
.

Finalement, quand la d�erivation termine par (L9), nous avons � ` cx : �

o�u � �  ! �. Remarquons que � 2 ft implique � =  

0

! �

0

. Par h.r.,

9x : � 2 � � � 
 &  

0

� �

0

. Si � = !, alors  � � imm�ediatement.

Sinon,  �  

0

et �

0

� � par la propri�et�e de la 
�eche; alors  � � par

transitivit�e.

4. Cette propri�et�e est corollaire de la propri�et�e suivante: 8p � 0;8m � 0 8P

(P � (x

p

j

m

z }| {

x

1

j � � � j x

1

) & p +m � 1 & � ` P : � )

� � ! ou 9x :  

1

; : : : ; x :  

n

2 �  

1

� : : :�  

n

� �)

que l'on montre par r�ecurrence sur la d�erivation de � ` P : �.

Le cas de base correspond �a une application de (L7), i.e. � = !, ou de (L1),

auquel cas on a p = 1, m = 0, � 2 ft et � = x : � donc � � � par

re
exivit�e.

Pour le cas de r�ecurrence, nous examinons quatre situations, selon la der-

ni�ere r�egle appliqu�ee :

(L5) Soit P = (P

0

j P

1

), � = �

0

� �

1

et � = �

0

;�

1

avec �

0

` P

0

: �

0

et

�

1

` P

1

: �

1

. Il est facile de prouver que 9p

0

;m

0

; p

1

;m

1

p = p

0

+ p

1

& m =

m

0

+m

1

et aussi

P

0

� (x

p

0

j x

1

j � � � j x

1

| {z }

m

0

) et P

1

� (x

p

1

j x

1

j � � � j x

1

| {z }

m

1

)

avec p

0

+m

0

� 1 et p

1

+m

1

� 1. Par h.r., si �

0

� ! et �

1

� ! alors � � !.

Dans le cas o�u �

0

� ! et �

1

� ! alors 9x :  

1

; : : : ; x :  

k

2 �

1

 

1

�: : :� 

k

�

�

0

9x :  

k+1

; : : : ; x :  

k+q

2 �

2

 

k+1

� : : : �  

k+q

� �

1

. Par cons�equent,



tous ces  

i

sont dans � et  

1

� : : :� 

k+q

� �

0

� �

1

= �. Si, par exemple,

�

0

� ! mais �

1

� !, on v�eri�e  

k+1

� : : :� 

k+q

� !� 

k+1

� : : :� 

k+q

�

�

0

� �

1

= �.

(L6) Dans ce cas, on a p = 0, m = 1 et � ` (x j x

1

) : �. L'�enonc�e s'ensuit

par hypoth�ese de r�ecurrence.

(L8) Ici � ` P : � avec �� �. Par h.r., 9x :  

1

; : : : ; x :  

n

2 �  

1

� : : :�

 

n

� �. L'�enonc�e est v�eri��e car les r�egles d�e�nissant� sont conservatrices.

(L9) Ici � ` P :  avec  � �. L'�enonc�e est v�eri��e par hypoth�ese de

r�ecurrence et transitivit�e de � .

�

5.3 Stabilit�e du typage par expansion. Exten-

sionnalit�e

L'a�ectation de types dans le syst�eme P est stable par expansion : les types des

termes trouv�es par �evaluation deM 2 �

rc

sont aussi des types deM . Dans le but

de montrer cette propri�et�e, on d�e�nit une relation de r�eduction B dont la strat�egie

faible co��ncide avec l'�evaluation !

rc

. La r�eduction op�ere �a tous les niveaux d'un

terme : (�), (saisie), (c1), (c2) et (v) sont r�ealisables sous les abstractions aussi

bien que dans les arguments et substitutions explicites. De plus, la r�eduction

d'un terme permet de distribuer arbitrairement les entr�ees de substitution aux

sous-termes. L'ensemble de r�egles qui d�e�nissent B comprend les r�egles pour!

rc

,

d�e�nies dans la �gure 3.6, dans lesquelles le symbole !

rc

est remplac�e par B et

le symbole de la saisie � par 3, plus les r�egles structurelles de la �gure 5.2.

Proposition 5.3.1 Soit � `M : �.

1. M=

�

M

0

) � `M

0

: �

2. M �M

0

) � `M

0

: �

Preuve. Nous nous limitons �a prouver la partie (1); l'�enonc�e (2) d�ecoule essen-

tiellement de la proposition 5.2.6(1). Soit �[z=x] = �=

x

[ fz : � =x : � 2 �g. Il

est facile de montrer que � ` N : � implique �[z=x] ` N [z=x] : � pourvu que

z 62 var(N) et z 62 �. Supposons � 6= ! et z 62 var(x;N). On examine deux

situations :

{ dans le cas o�u �x:N=

�

�z:N [z=x] et � ` �x:N : �, les propositions 5.2.5 et

5.2.6(4) impliquent � = �! � et

x : �;� ` N : � o�u x 62 � et �� �

N



M BM

0

�x:M B�x:M

0

M BM

0

(M j P )B (M

0

j P )

P BP

0

(MP )B (MP

0

)

P BP

0

MhP=xi BMhP

0

=xi

P BP

0

cP B cP

0

P BP

0

Q � P

QBP

0

MhN=xi3M

0

(L(M j P ))hN=xi3L(M

0

j P )

MhN=xi3M

0

(Lh(M j P )=zi)hN=xi3Lh(M

0

j P )=zi

Fig. 5.2 - R�eduction dans �

c

r

Comme z 62 �[fv(N), la remarque pr�ec�edente entrâ�ne z : �;� ` N [z=x] :

�. D'o�u � ` �z:N [z=x] : � ! �. On a aussi � � �

N

� �, donc � `

�z:N [z=x] : � ! � est d�emontrable par la r�egle (L8).

{ si NhP=xi=

�

N [z=x]hP=zi et � ` NhP=xi : �, on applique les proposi-

tions 5.2.5 et 5.2.6(2) et on proc�ede comme dans le cas pr�ec�edent.

�

Lemme 5.3.2 1. Si MhN=xi3M

0

et � `M

0

: � alors � `MhN=xi : �.

2. Si MBM

0

et � `M

0

: � alors � `M : �.

Preuve.

1. Par r�ecurrence sur la preuve deMhN=xi3M

0

, puis sur la taille de la d�eriva-

tion de � `M

0

: �. Nous nous limitons aux cas o�u � 6= !; sinon, � ` M

0

: !

peut être d�eriv�e directement par (L7).

(a) Si M = x et M

0

= N , alors on prouve � ` xhN=xi par (L4) �a partir

de x : � ` x : � et de l'hypoth�ese � ` N : �.

(b) Si M = LP et M

0

= L

0

P avec LhN=xi3L

0

, alors on sait, par la pro-

position 5.2.6(3),

�

1

` L

0

: �! � et �

2

` P : � avec �

1

;�

2

� �

Par h.r., on a �

1

` LhN=xi : � ! �; c'est-�a-dire, par la proposition

5.2.6(2),

x :  ;�

1

` L : �! � et �

2

` N :  



o�u x 62 �

1

et �

1

;�

2

� �

1

. Donc, x :  ;�

1

;�

2

` LP : � par (L3)

et ensuite �

1

;�

2

;�

2

` (LP )hN=xi : � par (L4) (on observe que x 62

�

1

;�

2

). Comme � est une relation transitive, on a �

1

;�

2

;�

2

� �;

le lemme en d�ecoule par (L8).

(c) Si M = LhP=zi et M

0

= L

0

hP=zi avec LhN=xi3L

0

et z 62 fv(N;x),

alors

z :  ;�

1

` L

0

: � et �

2

` P :  o�u z 62 �

1

et �

1

;�

2

� �

par la proposition 5.2.6(2). De l'h.r. on obtient z :  ;�

1

` LhN=xi : �.

par la proposition 5.2.6(2), ce s�equent peut être d�ecompos�e en

x : �;� ` L : � et � ` N : � o�u x 62 � et �;�� z :  ;�

1

Par ailleurs, �

N

` N : � et �

N

� � impliquent �;�

N

� z :  ;�

1

.

Puisque z 62 �

N

, on a �� z :  ;�=

z

et �=

z

;�

N

� �

1

; donc

x : �; z :  ;�=

z

` L : �

En appliquant (L4) deux fois on arrive �a

�=

z

;�

2

;�

N

` (LhP=zi)hN=xi : �

d'o�u � ` (LhP=zi)hN=xi : � par (L8).

(d) Si M = (cL)hN=xi et M

0

= (cL

0

), o�u LhN=xi3L

0

, on examine l'inf�e-

rence de � ` cL

0

: �. Dans le cas o�u celle-ci termine par (L8) ou (L9), le

lemme est v�eri��e par h.r. et la même r�egle. Sinon, le s�equent est d�eriv�e

par (L10); i.e. � ` L

0

: 
 et � = �

0

! �

0

. Par h.r., on a � ` LhN=xi : 
.

C'est-�a-dire, par la proposition 5.2.6(2), il existe �

1

;�

2

; � t.q.

x : �;�

1

` L : 
 et �

2

` N : � avec x 62 �

1

and �

1

;�

2

� �

En utilisant la même r�egle (L10), on obtient x : �;�

1

` cL : � et alors,

par (L4) puis (L8), on a � ` (cL)hN=xi : �.

(e) Si M = L

0

(L

1

j P ) et M

0

= L

0

(L

0

1

j P ) avec L

1

hN=xi3L

0

1

, alors par la

proposition 5.2.6(1)(3),

�

0

` L

0

1

: � �

1

` P : �

0

�

2

` L

0

: � ! �

o�u � � � � �

0

et �

1

;�

2

;�

3

� �. Par h.r., �

0

` L

1

hN=xi : �. Une

nouvelle application de la proposition 5.2.6 donne:

x :  ;�

1

` L

1

: � et �

2

` N :  avec x 62 �

1

�

1

;�

2

� �

0

Donc, x :  ;�

1

;�

1

` (L

1

j P ) : � � �

0

par (L5) et

x :  ;�

1

;�

1

;�

2

` L

0

(L

1

j P ) : �

par (L9) puis (L3). Finalement, �

1

;�

1

;�

2

;�

2

` (L

0

(L

1

j P ))hN=xi : �

par (L4). On en conclut � ` M : � par (L8) car �

1

;�

1

;�

2

;�

2

�

�

0

;�

1

;�

2

� �.



(f) Si M = L

0

hL

1

j P=zi et M

0

= L

0

hL

0

1

j P=zi avec L

1

hN=xi3L

0

1

, le

raisonnement est similaire au pr�ec�edent.

2. Cette partie de la proposition est cons�equence imm�ediate de l'�enonc�e sui-

vant o�u T est un terme simple ou un paquet de termes :

TBT

0

& � ` T

0

: � ) � ` T : �

La preuve est par r�ecurrence sur les d�erivations de TBT

0

et de � ` T

0

: �.

Tout au long de la d�emonstration nous appellerons R la derni�ere r�egle

utilis�ee dans la d�erivation de ce s�equent. Il faut observer que si R est (L7),

(L8) ou (L9) alors on montre � ` M : � par hypoth�ese de r�ecurrence et

la même r�egle, ind�ependamment de la r�eduction. Si TBT

0

est d�eriv�e par

application d'un axiome les cas �a �etudier sont:

(�) Ici T = (�x:M)PBMhP=xi = T

0

. Supposons que R est (L4); c'est-�a-

dire, �

1

` P :  et x :  ;�

2

` M : � o�u �

1

;�

2

� � et x 62 �

2

. En utilisant

(L2) et (L3), dans l'ordre, on d�eduit � ` (�x:M)P : �.

(c1) Ici T = cV BI = T

0

. Par la proposition 5.2.7(2), � = � ! � et � � �.

Or, pour toute valeur V , on a � ` cV : � ! �. Donc � ` T : � est d�eriv�e

par (L9), puisque �! � � �.

(c2) Dans ce cas T = cPBcM = T

0

et P � (M j Q). Si R est (L10), alors

� ` M : ! ! ! = �. On en d�eduit � ` P : (! ! !)� ! par application de

(L7) et (L5), d'o�u � ` T : � par (L10).

(v) Ici T = (�x:M)hP=yiB�x:(MhP=yi), avec x 62 fv(P; y). Dans ce cas, R

est (L2), i.e.

� = �! � & x : �;� ` MhP=yi : � & x 62 �

Par application de la proposition 5.2.6(2),

� ` P :  & y :  ;� `M : � & �;�� �

D'une part, �

P

` P :  et alors �

P

;�

2

� �, par a�aiblissement et transiti-

vit�e. D'autre part, soit �

0

= ���

x

; on en d�eduit facilement �� x : �;�

0

.

En utilisant (L8) deux fois on prouve

x : � �  ;�

0

`M : �

Donc, par (L2) d'abord et (L4) ensuite, on a y :  ;�

0

` �x:M : � ! � et

�

P

;�

0

` (�x:M)hP=yi : � ! �, car y 62 � implique y 62 �

0

. Finalement, en

appliquant (L8), on obtient � ` T ;�.



Pour le cas o�u la longueur de TBT

0

est au moins 2, la propri�et�e est v�eri��ee

essentiellement par hypoth�ese de r�ecurrence et la même r�egle R. Nous examinons

en d�etail deux r�egles:

{ Soit T = MhP=xiBM

0

hQ=xi = T

0

, o�u P � (N j Q), MhN=xi3M

0

et

x 62 fv(N). On peut supposer que R est (L4), c'est-�a-dire:

�

1

` Q :  et x :  ;�

2

` M

0

: �

avec x 62 �

2

et � = �

1

;�

2

. Donc, par la partie (1) du lemme 5.3.2, x :

 ;�

2

` MhN=xi : �. D'apr�es la proposition 5.2.6, il existe �;�

0

;�

00

t.q.

�

0

` N : � et x : �;�

00

`M : � avec �

0

;�

00

� x :  ;�

2

Soit �

�

= �

00

��

00

x

; alors x : �;�

00

� x : �; x :  ;�

�

. En utilisant (L8) deux

fois on prouve

x : � �  ;�

�

` M : �

Par ailleurs, �

0

N

` N : � et �

0

N

;�

�

� �

2

. Donc,

�

0

N

;�

1

` (N j Q) : � �  et �

0

N

;�

1

;�

�

`MhP= :i�

par les r�egles (L5) et (L4) appliqu�ees successivement, d'o�u on d�erive � `

T : � par (L8).

{ Soit T � T

00

et T

00

BT

0

. Par h.r. � ` T

00

: �, d'o�u � ` T : � par la proposi-

tion 5.3.1.

�

Th�eor�eme 5.3.3 (Stabilit�e du typage par expansion) Pour tout M 2 �

rc

,

M!

rc

M

0

& � `M

0

: � ) � `M : �

Preuve. Le th�eor�eme est cons�equence directe du lemme 5.3.2, car M!

rc

M

0

impliqueMBM

0

. �

Nous d�emontrons ensuite une propri�et�e d'extensionnalit�e (cf. Hindley [42, 43])

pour le syst�eme de types P, qui correspond �a la r�egle � ` M�^(! ! !) & x 62

fv(M) ) � ` (�x:(Mx)) n�ecessaire pour la compl�etude (cf. [32]).

Lemme 5.3.4 (Lemme d'extensionnalit�e)

Soit x 62 fv(M), x 62 �. Alors,

� `M : �! � , � `M : 
 & x : �;� `Mx

1

: �



Preuve. L'implication ) est simple �a d�emontrer : si � ` M : � ! �, par (L9)

on a � ` M : 
, car �! � � �! ! � ! ! ! = 
 est prouvable en appliquant

la troisi�eme et la deuxi�eme clause de la d�e�nition de � (dans cet ordre). Or,

x : � ` x

1

: �, en particulier pour tout x 62 �. On d�eduit x : �;� ` Mx

1

: � en

utilisant (L3).

En ce qui concerne l'implication(, supposons � `M : 
 et fx : �;�g `Mx

1

: �,

o�u x 62 �. Dans le cas o�u � = !, on sait que ! ! ! � � ! ! � � ! �, alors

� ` M : � ! � par (L9). Soit � 6= !. On prouve � ` M : � ! � par r�ecurrence

sur la taille l de la d�erivation fx : �;�g `Mx

1

: �, sans compter les applications

de (L8). On examine deux cas possibles selon la derni�ere r�egle di��erente de (L8)

utilis�ee :

(L3) Dans ce cas, � ` M :  ! � et � ` x

1

:  , o�u �;� � fx : �;�g. Même

si � contient �eventuellement des hypoth�eses sur x, du fait que x 62 fv(M), on

d�eduit �

M

` M :  ! �. Comme �

M

� �, on a � ` M :  ! � par (L8). Si

 � !, alors  ! � � �! � pour tout �; donc, � ` M : � ! � par (L9).

Sinon, i.e.  � !, la proposition 5.2.7(4) garantit

9x :  

1

; : : : ; x :  

m

2 �  

1

� � � � �  

m

�  

D'autre part, �

x

� x : � implique � �  

1

� : : :  

m

. Donc � �  et  ! � �

�! �, d'o�u � `M : �! � par (L9).

(L9) On a fx : �;�g ` Mx

1

: �

0

avec �

0

� �. Par h.r., � ` M : � ! �

0

; donc,

� ` M : �! � par application de (L9). �

5.4 Interpr�etation de �

c

r

dans P

L'interpr�etation logique d'un terme, dans le mod�ele C, co��ncide avec l'ensemble

des types que le syst�eme P permet d'a�ecter �a ce terme. Plus pr�ecis�ement, la

s�emantique de �

c

r

engendr�ee par le mod�ele C, v

C

, co��ncide avec la s�emantique de

�

c

r

dans le syst�eme de types P.

D�e�nition 5.4.1 (S�emantique de �

c

r

dans P)

Pour tout M;N 2 �

rc

,

Mv

P

N

def

, 8� 8� (� `M : � ) � ` N : �)

L'�equivalence associ�ee est '

P

.

Le pr�eordre v

P

est compatible avec les constructions du calcul et clos par =

�

et �.

Lemme 5.4.2 { Mv

P

N ) 8C C[M ]v

P

C[N ].



{ (M=

�

N ou M � N) ) M '

P

N .

Preuve. Le premier point est v�eri��e par r�ecurrence sur le contexte C, en utilisant

la proposition 5.2.6. Le deuxi�eme est imm�ediat par d�e�nition du syst�eme P (voir

�gure 5.1). �

Notation 5.4.3 On note �

�

l'environnement compact qui v�eri�e �

�

(x) = "�

�

(x)

pour toute variable x dans �.

Soit � 2 EnvC; on note �

�

le contexte �

�

= fx : � = �(x) = "�g.

Lemme 5.4.4 Pour tout �;� ensembles d'hypoth�eses, on v�eri�e

1. �� � ) �

�

� �

�

2. �

�;�

= �

�

��

�

Preuve.

1. On consid�ere s�epar�ement les r�egles d�e�nissant �: l'�enonc�e est imm�ediate-

ment v�eri��e pour les r�egles du produit, de l'a�aiblissement et de l'�echange

lorsque les variables �echang�ees sont di��erentes - dans les cas o�u elles sont

la même variable, on utilise la commutativit�e de �. En ce qui concerne

l'a�aiblissement qui transforme les hypoth�eses x : � en x :  avec  � �

(qu'on a prouv�e dans le syst�eme P, cf. lemme 5.2.2), on a �

�

(x) � �

�

(x).

Donc "�

�

(x) � "�

�

(x).

2. Par d�e�nition, �

�;�

(x) = "(�;�)

�

(x) = "(�

�

(x)� �

�

(x)) = �

�

��

�

.

�

Lemme 5.4.5 Soit � 2 EnvC; l'�egalit�e suivante est v�eri��ee:

V[[N ]]

�

= f� =�

�

` N : �g

Preuve. L'inclusion de droite �a gauche �, est cons�equence de l'�enonc�e plus g�e-

n�eral suivant:

(�) � ` N : � ) � 2 V[[N ]]

�

�

En e�et, �

�

` N : � et �

�

�

= � impliquent � 2 V[[N ]]

�

�

en utilisant (�). On prouve

(�) par r�ecurrence sur la taille de la d�erivation de � ` N : � .

(L1) Dans ce cas, � = x : � et N = x. Comme V[[x]]

�

�

= j(�

�

(x)) = "� , on a

� 2 V[[x]]

�

�

.

(L2) Dans ce cas, N = �x:M et � = � ! �. Soit � = x : �;�; par r�ecurrence on

a � 2 V[[M ]]

�

�

. De plus, �

�

= �

�

[x := "�]; alors � ! � 2 V[[N ]]

�

�

par d�e�nition

de la fonction s�emantique.



(L3) Ici N = (MP ). Supposons � ` P : �, � ` M : � ! � et � = �;�.

Par r�ecurrence, � ! � 2 V[[M ]]

�

�

. Consid�erons le cas o�u � = �

1

� � � � � �

n

et

� 6� !. Il existe M

1

; : : : ;M

n

; R et �

1

; : : : ;�

n

v�eri�ant P � (M

1

j � � � j M

n

j R),

�

i

` M

i

: �

i

et �

1

; : : : ;�

n

� �. Par application de l'hypoth�ese de r�ecurrence,

�

i

2 V[[M

i

]]

�

�

i

pour tout i. On remarquera que �

�

; �

�

1

; : : : ; �

�

n

sont des environ-

nements compacts; alors �;�

1

; : : : ;�

n

� � implique �

�

� �

�

��

�

1

� : : : ��

�

n

par le

lemme 5.4.4. On v�eri�e donc � 2 V[[MP ]]

�

�

puisque P / (M

1

j � � � jM

n

).

Le cas o�u � � ! est imm�ediat.

(L4) Dans ce cas N =MhP=xi. Supposons � = �;�, x 62 � et x : �;� ` M : � ,

� ` P : �. On a � 2 V[[M ]]

�

�[x:="�]

par r�ecurrence. Soit � = �

1

�� � ���

n

; il existe

M

1

; � � � ;M

n

et �

1

; � � � ;�

n

tels que P / (M

1

j � � � j M

n

) et �

i

` M

i

: �

i

. Alors

�

i

2 V[[M

i

]]

�

�

i

par r�ecurrence. On a � 2 V[[MhP=xi]]

�

�

, car �

�

� �

�

��

�

1

� : : : ��

�

n

par le lemme 5.4.4.

(L8) Ici, � � � et � 2 V[[M ]]

�

�

. Donc �

�

� �

�

par le lemme 5.4.4, d'o�u le

th�eor�eme d�ecoule par monotonie.

(L10) Ici, N = cP , � = � ! � et � ` P : 
. Par la proposition 5.2.6 , il

existe M;Q;�

0

t.q. P � (M j Q) et � ` M : 
, o�u �

0

� �. Par r�ecurrence

(la d�erivation du type de M est au plus de la taille de la d�erivation du type

de P ), 
 2 V[[M ]]

�

�

0

. Par le lemme 5.4.4 et par monotonie, 
 2 V[[M ]]

�

�

. Donc,

�! � 2 V[[I]] = V[[cP ]]

�

�

.

(L7) et (L9) ont des preuves �evidentes puisque, par d�e�nition, l'interpr�etation est

un cône sup�erieur.

Nous d�emontrons ensuite l'inclusion V[[N ]]

�

� f� =�

�

` N : �g par r�ecurrence

sur N . Pour ! l'�enonc�e est v�eri��e par (L7). Soit � 6� ! et � 2 V[[N ]]

�

.

N = x : soit �(x) = "�; par hypoth�ese � appartient �a j("�) = [f"� =� 2

ft & "� � "�g; ceci implique � � � . Comme x : � ` x : � est une instance de

l'axiome (L1) et comme x : � � x : �� �

�

, on a �

�

` x : � par la r�egle (L8).

N = �x:M : soit � = �! � 2 V[[�x:M ]]

�

. C'est-�a-dire,

9 ! � � 2 V[[M ]]

�[x:=" ]

&  ! � � �! �

De la propri�et�e de la 
�eche, on d�eduit, soit � = !, auquel cas � 2 V[[M ]]

�[x:=" ]

car les d�enotations sont non-vides, soit � 6= ! & � 6= ! & � �  & � � �;

dans le dernier cas, � 2 V[[M ]]

�[x:=" ]

. Par monotonie, " � "� implique � 2

V[[M ]]

�[x:=" ]

. D'o�u �

�[x:="�]

`M : � par r�ecurrence.



On constate que �

�[x:="�]

= �

�=x

; x : �; par cons�equent �

�=x

` �x:M : � ! �

est d�emontrable par application de (L2). De plus, �

�=x

� �

�

par a�aiblissements

successifs; l'�enonc�e s'ensuit par application de (L8).

N = (MP ): � 2 V[[MP ]]

�

signi�e qu'il existe �;  

1

; : : : ;  

n

, M

1

; � � � ;M

n

et des

environnements compacts �

0

; �

1

; � � � ; �

n

t.q.

{ P / (M

1

j � � � jM

n

)

{ � � �

0

� : : : ��

n

{ 8i  

i

2 V[[M

i

]]

�

i

{ � 2 " 

1

� � � � �  

n

{ �! � 2 V[[M ]]

�

0

.

L'hypoth�ese de r�ecurrence donne �

�

i

` M

i

:  

i

et �

�

0

` M : � ! � . En

utilisant la r�egle (L5) n fois on a

�

�

1

; � � � ;�

�

n

` (M

1

j � � � jM

n

) : �

On prouve �

�

1

; � � � ;�

�

n

` P : � en a�ectant le type ! �a chaque composante de

P qui ne �gure pas parmi les M

i

. Par application de (L3) on obtient �

�

0

;�

�

n

`

MP : � . Finalement, � � �

0

� : : : ��

n

implique �

�

0

; � � � ;�

�

n

� �

�

. On conclut

�

�

`MP : � par (L8).

N = MhP=xi: en faisant les mêmes hypoth�eses que pour l'application, sauf que

ici � � �

0

0

� : : : ��

n

o�u �

0

0

= �

0

=

x

, on obtient � 2 V[[M ]]

�

0

[x:="�

1

������

n

]

. Soit � =

�

1

�� � ���

n

; l'hypoth�ese de r�ecurrence donne �

�

0

[x:="�]

`M : � . D'o�u �

�

i

` M

i

: �

i

par h.r. sur l'hypoth�ese �

i

2 V[[M

i

]]

�

i

. On a vu que le s�equent �

�

1

; � � � ;�

�

n

` P : �

est alors prouvable. Remarquer que �

�

0

[x:="�]

= �

�

0

0

; x : �; par application de (L4)

�

�

0

0

; � � � ;�

�

n

`MhP=xi : � est v�eri��e. Puisque �

�

0

0

;�

�

1

; � � � ;�

�

k

� �

�

, la r�egle (L8)

nous permet de d�eduire �

�

` N : � . la preuve est compl�etement similare dans le

cas o�u N = QhP=xi.

N = cP : par d�e�nition, � 2 V[[I]] et 
 2 V[[M ]]

�

, o�u P � (M j Q). Puisque

� = �! �, et � 2 V[[x]]

[x:"�]

, on a � � �. D'autre part, par h.r. �

�

` M : 
. En

donnant le type ! �a Q, on a �

�

` P : 
. Donc, �

�

` cP : � ! � par (L10), d'o�u

�

�

` cP : �! � par (L9). �

Ce lemme nous permet de relier la signi�cation des termes dans des environ-

nements arbitraires au syst�eme de types :

Th�eor�eme 5.4.6 V[[M ]]

�

= f� = 9� � ` M : � & �

�

� �g



Preuve. Soit � ` M : � et �

�

� �. Alors � 2 V[[M ]]

�

�

par le lemme 5.4.5

pr�ec�edent. Grâce �a la monotonie de l'interpr�etation, nous avons � 2 V[[M ]]

�

.

Supposons maintenant que � 2 V[[M ]]

�

. C'est-�a-dire, par continuit�e, � 2

V[[M ]]

�

pour un certain environnement compact � tel que � � �. Une applica-

tion du lemme 5.4.5 donne �

�

` M : �. En conclusion, �

�

�

� � par transitivit�e

parce que �

�

�

= �. �

Th�eor�eme 5.4.7

8M;N 2 �

rc

Mv

C

N,Mv

P

N

Preuve. SoitM et N deux termes de �

rc

tel que Mv

C

N . Supposons qu'il existe

� et � t.q. � ` M : �. Par application du th�eor�eme 5.4.6, � 2 V[[M ]]

�

�

. De

plus, �

�

�

` N : � est cons�equence du lemme 5.4.5. Par la proposition 5.2.5(1),

~

�

�

�

` N : �; d'o�u � ` N : �, car on v�eri�e

~

�

�

�

=

~

�� �.

L'autre implication est v�eri��ee par un raisonnement similaire. �

5.5 Ad�equation de la convergence

La s�emantique abstraite de �

c

r

engendr�ee par le syst�eme de types P est ad�e-

quate par rapport �a la convergence : il est possible de caract�eriser le pr�edicat +

rc

dans P. Dans le cadre de la s�emantique standard, il y a une seule forme de valeur :

les abstractions, toutes confondues. Ce qui caract�erise les abstractions du point

de vue de l'a�ectation de types est qu'elles partagent le type 
, le plus grand

type 
�eche de la th�eorie (il est clair que � ! � � ! ! ! = 
 quelque soit � et

�.) Nous consacrons la section �a montrer

8M 2 �

rc

M+

rc

, ` M : 


Cette propri�et�e d'ad�equation �etend le r�esultat obtenu pour �

r

(cf. [17]). La tech-

nique de preuve consiste �a montrer la correction de la notion de typage dans P

par rapport �a un pr�edicat de r�ealisabilit�e

2

, � � T : � , clos par v

rc

.

5.5.1 R�ealisabilit�e dans P

D�e�nition 5.5.1 Pour des termes clos de �

rc

, la d�e�nition de � est :

�M : !

def

, vrai

�M : �! �

def

, M+

rc

& 8P ( �P : � ) �MP : �)

�P : �

def

, �.�

1

; : : : ; �

n

& n > 0 &

9R 8i 9M

i

�M

i

: �

i

& P � (M

1

j � � � jM

n

j R)

2: Le pr�edicat � dont nous nous servons apparâ�t d�ej�a dans la formulation de l'ad�equation

donn�ee dans [17].



Son extension �a des termes ouverts de �

rc

est d�e�nie comme suit :

� �M : �

def

, 8P

1

; : : : ; P

n

(8i �P

i

: �

i

) �MhP

1

=x

1

i � � � hP

n

=x

n

i : �)

o�u � = fx

1

: �

1

; : : : ; x

n

: �

n

g est un ensemble �ni d'hypoth�eses sans variables

r�ep�et�ees t.q. fv(M) � fx

1

; : : : ; x

n

g.

Dor�enavant, �etant donn�e � �M : �, nous posons �(x) = � lorsque x : � 2 �,

et �(y) = ! pour toute variable y absente de �. Le pr�eordre engendr�e par � est

d�e�ni par :

D�e�nition 5.5.2 Pour tout M;N 2 �

rc

,

Mv

R

N

def

, 8� ; � (� �M : � ) � �N : �)

Proposition 5.5.3 Pour tout M;N 2 �

rc

, Mv

A

N ) Mv

R

N .

Preuve. Soit � = fx

1

: �

1

; : : : ; x

n

: �

n

g et � �M : �. On prouve � �N : �

par r�ecurrence structurelle sur �. Si � = !, l'�enonc�e d�ecoule de la d�e�nition de

� . Dans le cas o�u � = � ! � : soit �P

i

: �

i

pour i = 1; : : : ; n et �Q : �.

Puisque Mv

A

N , on v�eri�eMh

~

P=~xiQv

A

Nh

~

P=~xiQ par la proposition 3.5.15. De

Mh

~

P=~xi+

rc

on d�eduit Nh

~

P=~xi+

rc

. Par ailleurs, �Nh

~

P=~xiQ : � est v�eri��e par

r�ecurrence. Donc � �N : �! �. �

Corollaire 5.5.4 Pour tout M;N 2 �

rc

, M � N ) Mv

R

N .

Preuve. Par le lemme 3.5.11 et la proposition 5.5.3. �

Proposition 5.5.5 Soit M;P;Q 2 �

rc

. Si y 62 fv(M) et ~x 62 fv(Q) alors

Mh

~

P=~xiQ �

R

(My

1

)hQ=yih

~

P=~xi

Preuve. Par les propositions 3.5.15(1) et 3.5.15(3), puis par la proposition 5.5.3.

�

5.5.2 Correction de la r�ealisabilit�e

La preuve de la correction de l'interpr�etation des types � par rapport aux

syst�eme de types n�ecessite le lemme suivant :

Lemme 5.5.6 (� �M : � & � � �) ) � �M : �



Preuve. Par r�ecurrence sur �, on prouve d'abord l'�enonc�e pour des termes clos,

i.e. avec � vide. Si � = !, pour tout M on a �M : �. Si � =  ! �

0

, le type �

est � ! �

0

, pour certains �; �

0

. Par hypoth�ese, on a M+

rc

; ceci prouve l'�enonc�e

pour �

0

= !. Sinon, �etant donn�e �P :  , on montre �MP : �

0

. D'une part, en

supposant  .�

1

; : : : ; �

n

, on constate que

P � (M

1

j � � � jM

n

j R) et �M

i

: �

i

pour tout i

D'autre part, en appliquant la propri�et�e de la 
�eche, on a  � � et �

0

� �

0

.

Alors, par la propri�et�e du produit, si � � �

1

� : : : � �

m

et J = fj = �

j

6= !g est

de taille k, il existe une injection i : J ! f1; : : : ; ng t.q. 8j 2 J �

i(j)

� �

j

.

Par h.r., on a �M

i(j)

: �

j

. Puisque les types di��erents des �

i

qui composent �

sont n�ecessairement ! et que tout terme satisfait cette formule, � (M

i(j

1

)

j � � � j

M

i(j

k

)

) : �

j

1

� : : :� �

j

k

implique �P : �. Par hypoth�ese, �MP : �

0

. L'hypoth�ese

de r�ecurrence donne �MP : �

0

.

Ceci termine la preuve de l'�enonc�e restreint �a des termes clos. Pour des termes

ouverts, si l'on pose � = x

1

: �

1

; : : : ; x : �

n

, l'hypoth�ese s'�ecrit �Mh

~

P=~xi : �,

pour tout

~

P t.q. �P

i

: �

i

. Alors �Mh

~

P=~xi : �, d'o�u l'on tire � �M : � par

d�e�nition de � . �

Th�eor�eme 5.5.7 (Correction de � )

� `M : � ) �

�

�M : �

Preuve. Par r�ecurrence sur la longueur de l'inf�erence de � ` M : �. On suppose

�

�

= x

1

: �

1

; : : : ; x

k

: �

k

pour k � 0.

(L1) On prouve x : � � x : �, en montrant que �xhP=xi : � est vrai pour tout P

qui satisfait P � (N j Q) et �N : �.

Du fait que N est clos, on d�eduit xhP=xi!

rc

NhQ=xi � N . Alors Nv

A

xhP=xi

et, aussi, � xhP=xi : � par la proposition 5.5.3.

(L2) L'hypoth�ese de r�ecurrence donne x : �;�

�

�N : � (donc � = � ! � et

M = �x:N), avec x 62 �

�

. Soit P

1

; : : : ; P

k

; P des paquets de termes clos t.q.

�P

i

: �

i

pour tout i et �P : �. D'un côt�e on a �NhP=xihP

1

=x

1

i : : : hP

k

=x

k

i : �,

de l'autre on a

(�x:N)h

~

P=~xiP

?

!

rc

(�x:(Nh

~

P=~xi))P

�

!

rc

Nh

~

P=~xihP=xi � NhP=xih

~

P=~xi

car

~

P ;P sont clos et x 6= x

i

pour tout i. Le lemme 3.5.6 et la proposition 5.5.3

donnent �Nh

~

P=~xihP=xi : � et NhP=xih

~

P=~xiv

R

(�x:N)h

~

P=~xiP . Par cons�equent,

� (�x:N)h

~

P=~xiP : �. C'est-�a-dire, � � (�x:N) : �! �.

(L3) Soit �

�

�N : �! � et � ` P : � (donc M = (NP )) avec �.�

1

; : : : ; �

n

.



D'apr�es la proposition 5.2.6(1), 9M

1

; : : : ;M

n

; R 9�

1

; : : : ;�

n

t.q. P � (M

1

j

: : : j M

n

j Q), �

i

; : : : ;�

n

� � et �

i

` M

i

o�u les preuves de ces s�equents sont

plus courtes que celle de � ` P : �. Ceci implique �

�

i

�M

i

: �

i

, i = 1; : : : ; n, par

hypoth�ese de r�ecurrence.

Soit P

1

; : : : ; P

k

des paquets clos v�eri�ant �P

i

: �

i

. Du fait que

9�

i

�

i

� �

�

(x

i

)��

�

(x

i

) � �

�

(x

i

)��

�

1

(x

i

)� : : :��

�

n

(x

i

)� �

i

on peut trouver des paquets Q

i

, R

i

j

et S

i

t.q. P

i

� (Q

i

j R

i

1

j � � � j R

i

n

j S

i

), avec

�Q

i

: �

�

(x

i

) et �R

i

j

: �

�

j

(x

i

). Il est clair que

�Nh

~

Q=~xi : �! � et �N

j

: �

j

o�u N

j

=M

j

h

~

R

j

=~xi

et aussi que � (N

1

j : : : j N

n

jQ) : � par d�e�nition de � . Donc,

� (Nh

~

Q=~xi)(N

1

j : : : j N

n

jQ) : �

Essentiellement par le lemme 3.5.14(3),

(Nh

~

Q=~xi)(N

1

j : : : j N

n

jQ)v

A

N(M

1

j : : : jM

n

jQ)h

~

P=~xi

En utilisant la proposition 5.5.3, on arrive �a �

�

� (NP ) : �.

(L4) Comme dans les cas pr�ec�edents.

(L7) Imm�ediat.

(L8) Soit �

�

�M : � avec � � � et �P

i

: �

i

pour i = 1; : : : ; k. La proposi-

tion 5.2.6 donne �

i

� �

�

(x

i

) pour chaque x

i

. Le pr�edicat � est clos par � (cf.

lemme 5.5.6); aussi �P

i

: �

�

(x

i

) est-il v�eri��e. On en d�eduit �Mh

~

P=~xi : �.

(L9) Par le lemme 5.5.6.

(L10) Soit � ` P : ! ! !, M = cP et � = � ! �. Par la proposition 5.2.6, il

existe N;Q;� t.q. P � (N j Q), �� � et � ` N : ! ! !, o�u l'inf�erence de ce

s�equent est plus courte que celle de � ` P : ! ! !. L'hypoth�ese de r�ecurrence

donne �

�

�N : ! ! !. Comme �

�

� �

�

, on a �

�

�N : ! ! ! en appliquant

le lemme 5.5.6.

Pour �Q

i

: �

i

et �R : �, on doit montrer (cP )h

~

Q=~xi+

rc

et � (cP )h

~

Q=~xiR :

�. On remarque que �Nh

~

Q=~xi : 
, i.e. Nh

~

Q=~xi+

rc

. De plus, c(Nh

~

Q=~xi) �

(cN)h

~

Q=~xi implique (cN)h

~

Q=~xi)+

rc

par le lemme 3.5.11. On constate que ce

terme converge vers l'identit�e et que (cP )h

~

Q=~xi+

rc

. Par ailleurs,

(cP )h

~

Q=~xi)R

?

!

rc

IR

?

!

rc

R

On conclut � (cP )h

~

Q=~xiR : � par la proposition 5.5.3. �



Le th�eor�eme suivant d�ecrit la convergence en fonction de la notion d'a�ecta-

tion de types dans le syst�eme P (c'est la derni�ere pi�ece n�ecessaire �a la d�emons-

tration de l'ad�equation du mod�ele C, pr�esent�ee dans la section 5.6.2.)

Th�eor�eme 5.5.8 (Ad�equation de la convergence)

Pour tout M terme clos de �

rc

, M+

rc

, `M : 
.

Preuve. Soit M

?

!

rc

V ; comme pour toute abstraction, ` V : 
. Alors ` M : 


par le th�eor�eme 5.3.3. Ceci prouve l'implication ) . Supposons maintenant que

`M : 
. Par le th�eor�eme de correction, �M : 
. C'est-�a-dire, M+

rc

. �

Une des cons�equences du th�eor�eme 5.5.8 est que ! est le seul type du terme


. Supposons ` 
 : � o�u � 6= !. Alors, � = � ! � � ! ! ! implique

` 
 : 
 par (L9). Une application du th�eor�eme 5.5.8 donne 
+

rc

. Puisque toute

�evaluation �nie de 
 est susceptible de continuation, n'atteignant jamais une

valeur, l'hypoth�ese am�ene �a contradiction.

5.6 Ad�equation compl�ete du mod�ele C sur �

c

r

Dans cette section nous montrons l'�equivalence :

8M;N 2 �

rc

Mv

P

N , Mv

rc

N

d'o�u d�ecoule l'ad�equation compl�ete du mod�ele C par rapport au langage �

c

r

. La

partie ) est prouv�ee essentiellement par le th�eor�eme 5.5.8. Pour la partie (,

nous montrons la compl�etude de la r�ealisabilit�e : � �M : � ) � ` M : �, dont

la preuve repose sur l'existence de termes et paquets caract�eristiques pour chaque

type.

5.6.1 Termes caract�eristiques

On d�e�nit des paquets caract�eristiques P

�

qui v�eri�ent ` P

�

: � pour chaque

type � . Lorsque � 2 ft , on �ecritM

�

. En même temps que le paquet caract�eristique

P

�

, on construit une abstraction T

�

suppos�ee tester si un terme appartient �a

l'interpr�etation de � , i.e.

�P : � ) (T

�

P )+

rc

I

ceci implique ` P : � ) (T

�

P )+

rc

I par le th�eor�eme de correction 5.5.7.

La d�e�nition est par r�ecurrence mutuelle sur � . Pour � = !, le choix est clair :

M

!

= 
 et T

!

= �x:I

Le terme caract�eristique de type 
�eche � ! � est la fonction (l'abstraction) qui

prend un argument de type � et rend le terme caract�eristique de type �. Dans un



calcul typ�e,M

�!�

serait �x :�:M

�

. Nous nous servons du terme T

�

pour contrôler

que l'argument appliqu�e �a l'abstraction ait le type �. C'est-�a-dire,

M

�!�

= �x:(T

�

x

1

)M

�

Remarquons que M

�!!

est essentiellement �x:
 quelque soit �. Aucun contrôle

n'est e�ectu�e sur l'argument parce que � ! ! � ! ! !. La d�e�nition de T

�!�

m�erite une explication. Rappelons que �N : � ! � signi�e N+

rc

et �NQ : �

pour tout Q t.q. �Q : �. En particulier, �NP

�

: � est v�eri��e par r�ecurrence.

L'abstraction T

�!�

est suppos�ee tester la convergence de l'argument, puis v�eri�er

si l'application de cet argument �a P

�

r�eussit le test associ�e �a �. Dans les calculs

faibles standards �etendus avec test de convergence, T

�!�

est �x:(cx)(T

�

(xP

�

)).

Cette d�e�nition ne convient pas au paradigme des ressources, car elle repose sur

l'hypoth�ese que l'argument N peut être utilis�e deux fois pendant l'�evaluation.

Pour r�esoudre ce probl�eme, nous divisons la d�e�nition de T

�!�

en deux cas,

comme suit :

T

�!�

=

(

�x:(cx) si � = !

�x:T

�

(xP

�

) sinon

Il faut souligner que cette d�e�nition est appropri�ee car

MQ

1

: : : Q

n

+

rc

) (M+

rc

& 8i 2 [1; n] MQ

1

: : : Q

i

+

rc

)

Autrement dit, on pourrait d�e�nir �M : �! � par

�M : �! !

def

, M+

rc

�M : �! �

def

, � 6= ! ) (8P �P : � ) �MP : �)

Les paquets caract�eristiques pour les types produit sont construits en utilisant

la composition parall�ele :

P

�� 

= (P

�

j P

 

)

Intuitivement, le test pour �� doit v�eri�er, successivement, que l'argument a les

deux types � et  ; i.e. T

�� 

= �x:(T

�

x

1

)(T

 

x

1

). Or ce terme peut mener �a une

conclusion erron�ee; par exemple lorsque � = ! et l'argument est P

 

. Dans ce cas,

T

!� 

P

 

diverge. Le terme appropri�e n'e�ectue pas de test sur les composantes !

du type :

� � �

1

� : : :� �

n

& 8i �

i

6= ! ) T

�

= �x:(T

�

1

x

1

) : : : (T

�

n

x

1

)

Pour terminer, nous examinons l'utilisation des multiplicit�es dans la construc-

tion des termes caract�eristiques. Des multiplicit�es in�nies ont �et�e employ�ees sys-

t�ematiquement lorsque, en r�ealit�e, des exposants �nis sont su�sants. La premi�ere

observation �a faire est que le test associ�e aux types dans ft n'utilise son argu-

ment qu'une fois; le terme T

�!�

est lin�eaire et la variable abstraite apparâ�t en



position fonctionnelle. La deuxi�eme remarque est que le test associ�e aux types

produit est compos�e d'un nombre �ni de tests \simples" (tests des types 
�eche).

Donc, les multiplicit�es in�nies peuvent être remplac�ees par la multiplicit�e 1 dans

T

�

. Par cons�equent, le terme caract�eristique M

�!�

n'a besoin que de permettre

autant d'acc�es �a son argument que de types di��erents de ! dans �. On pourrait

d�e�nir M

�!�

= �x:(T

�

x

n

)M

�

si �.�

1

; : : : ; �

n

.

Proposition 5.6.1

1. ` P

�

: �

2. ` T

�

: � ! (�! �) pour tout � 2 ft

Preuve. Imm�ediate, par construction des termes. �

Lemme 5.6.2 (Lemme de caract�erisation)

1. � ` P

�

: �

0

, � � �

0

et

2. � ` T

�

: �

0

! (� ! �), �

0

� � & � � �

Preuve. Les parties( des points (1) et (2) sont des corollaires de la proposition

pr�ec�edente et de la r�egle (L9) du syst�eme de typage.

Les d�emonstrations des parties ) sont par r�ecurrence sur le type � et sur les

tailles des d�erivations associ�ees �a P

�

pour l'�enonc�e (1) et �a T

�

pour l'�enonc�e (2).

Nous d�etaillons les cas les plus signi�catifs et d�ecorons souvent les r�ef�erences aux

�enonc�es (1), (2) du type � correspondant.

Pour tout � , si � ` P

�

: �

0

est d�eriv�e par (L7), �

0

= ! implique � � �

0

.

Quand les d�erivations associ�ees �a P

�

et �a T

�

terminent par application d'une des

r�egles (L8) ou (L9), on v�eri�e les �enonc�es (1) et (2) par hypoth�ese de r�ecurrence

et transitivit�e de � .

Toute inf�erence de types pour M

�!�

et T

�� 

entrâ�ne le typage de leurs sous-

termes T

�

x

1

et T

 

x

1

. La proposition suivante simpli�era notre preuve :

(3) � ` T

�

x

1

: � ! � ) � � � &

(� � ! ) 9x :  

1

; : : : ; x :  

n

2 �  

1

� : : :�  

n

� � )

On montre facilement que (2� ) ) (3� ) pour tout � : Si l'inf�erence du type de

T

�

x

1

termine par (L3), on a �

1

` T

�

:  ! (� ! �) et �

2

` x

1

:  avec

� = �

1

;�

2

. En utilisant (2� ), on v�eri�e  � � et � � �. Deux cas sont �a

examiner : pour  � !, on a � � ! directement. Sinon, par la proposition 5.2.7(4),

9x :  

1

; : : : ; x :  

n

2 �

2

 

1

� : : :�  

n

�  

Donc,  

1

� : : :�  

n

� � par transitivit�e.



Dans le cas o�u l'inf�erence de � ` T

�

x

1

: � ! � terminerait par une application

de (L8), c'est-�a-dire, o�u

� ` T

�

x

1

: � ! � avec �� � ;

l'hypoth�ese de r�ecurrence donnerait � � � ainsi que

� � ! ) 9x :  

0

1

; : : : ; x :  

0

m

2 �  

0

1

� : : :�  

0

m

� �

Puisque l'ensemble de r�egles d�e�nissant � n'autorise qu'�a a�aiblir les hypo-

th�eses, on a 9x :  

1

; : : : ; x :  

n

2 �  

1

� : : :�  

n

�  

0

1

� : : :�  

0

m

� � .

Pour une d�erivation terminant par application de (L9), i.e. � ` T

�

x

1

: � o�u

� � � ! �, on d�eduit � = �

0

! �

0

car � est dans ft . Par h.r. �

0

� �

0

et

� � ! ) 9x :  

1

; : : : ; x :  

n

2 �  

1

� : : :�  

n

� �

Par la propri�et�e de la 
�eche, si � = ! alors � � � est corrobor�e imm�ediatement.

Sinon, �

0

6= ! et aussi � � �

0

et �

0

� �. Il en d�ecoule que � � �, par transitivit�e.

� = ! : (1) Le seul type du terme 
 est ! alors � � �

0

= ! par re
exivit�e.

(2) Si l'inf�erence de � ` �x:I : �

0

! (� ! �) termine par (L2), x : �

0

;� ` I : � ! �

implique � � �; �

0

� ! est v�eri��e imm�ediatement.

� = � ! ! : (1) Si la d�erivation termine par une application de (L2), i.e. �

0

=

 ! � et x :  ;� ` 
 : �, on d�eduit � ! ! � 
 �  ! ! du fait que ! est le

seul type de 
.

(2) Quand la derni�ere r�egle utilis�ee dans la preuve de � ` �x:(cx) : �

0

! (� ! �)

est (L2), �a partir de x : �

0

;� ` cx : � ! � et x 62 � on a �

0

� 
, puis � � � par

la proposition 5.2.7(3).

� = � ! � et � 6= !: (1) Soit � ` �x:(T

�

x

1

)M

�

: �

0

dont la d�erivation termine

par (L2); donc, on a �

0

= �

0

! �

0

et x : �

0

;� ` (T

�

x

1

)M

�

: �

0

, avec x 62 �.

Si la derni�ere r�egle est (L3), alors �

1

` T

�

x

1

: �

0

! �

0

et �

2

` M

�

: �

0

, o�u

x : �

0

;� = �

1

;�

2

. Puisque (2 �) est v�eri��e par h.r., la proposition (3�) donne

�

0

� �

0

et �

0

� �. De plus, � � �

0

est vrai par h.r. , ce qui implique � � �

0

par transitivit�e. En conjonction avec �

0

� �, la propri�et�e de la 
�eche donne

�! � � �

0

! �

0

.

(2) Sous l'hypoth�ese � 6= !, nous montrons �

0

� � ! � et � � � pour une

d�erivation typique de � ` �x:T

�

(xP

�

) : �

0

! (� ! �), c'est-�a-dire, �a utilisation

de (L8) et (L9) pr�es :



(L2)

(L3)

�

1

(D1)

.

.

.

` T

�

:  ! (� ! �)

(L3)

x : �

0

(D2)

.

.

.

` x : �!  �

2

(D3)

.

.

.

` P

�

: �

x : �

0

;�

2

` xP

�

:  

x : �

0

;�

1

;�

2

` T

�

(xP

�

) : � ! �

� = �

1

;�

2

` �x:T

�

(xP

�

) : �

0

! (� ! �)

On remarque que :

-  � � et � � �, par h.r. sur (D1). Alors il su�t de prouver �

0

� � .

- �

0

� � !  �a partir de (D2) et en appliquant la propri�et�e 5.2.7(1); ainsi,

il existe �

0

; �

0

tel que �

0

= �

0

! �

0

. La propri�et�e de la 
�eche donne  6= !, car

� 6= !. Par cons�equent, � � �

0

et �

0

�  .

- � � �, par h.r. sur (D3).

Ces r�esultats r�eunis impliquent � � �

0

et aussi (�

0

� � ) �

0

= �

0

! �

0

�

�! � = � ).

� = � �  : (1) D'apr�es la proposition 5.2.6, les composantes de P

�

ont les types

suivants :

�

1

` P

�

: �

0

et �

2

` P

 

:  

0

o�u �

0

� �

0

�  

0

and �

1

;�

2

� �. Le r�esultat d�ecoule de l'hypoth�ese de r�ecurrence

sur ces s�equents, dont les d�erivations sont plus courtes que celle de � `: P

�

: �

0

.

(2) Comme pour le cas de la 
�eche, nous omettons les d�etails de la r�ecurrence

n�ecessaire �a la preuve, et montrons le r�esultat sur une d�erivation typique de

� ` T

�

0

��

1

: �

0

! (� ! �), o�u �

i

� ! :

(L2)

(L8)

�

0

=  

1

�  

2

x :  

1

;�

1

(D1)

.

.

.

` T

�

0

x

1

: �! (� ! �) x :  

2

;�

2

(D2)

.

.

.

` T

�

1

x

1

: �

x : �

0

;�

1

;�

2

` (T

�

0

x

1

)(T

�

1

x

1

) : �

0

! (� ! �)

� = �

1

;�

2

` �x:(T

�

0

x

1

)(T

�

1

x

1

) : �

0

! (� ! �)

Quelques cons�equences de cette d�erivation sont :

- �a partir de (D1) et (3�

0

), on a  

1

� �

0

et � � � ! �. Donc, il existe �

0

; �

0

v�eri�ant � = �

0

! �

0

.

- �a partir de (D2) et (3�

1

), on a  

2

� �

1

et �

0

� �

0

. Alors, �

0

=  

1

�  

2

�

�

0

� �

1

� � . D'autre part, � = ! implique � � �. Dans le cas o�u � 6= !, par

la propri�et�e de la 
�eche, �

0

est aussi di��erent aussi de !; de plus, � � �

0

and

�

0

� �. En utilisant le fait que �

0

� �

0

, on conclut � � � par transitivit�e. �



5.6.2 Compl�etude de la r�ealisabilit�e

Le lemme suivant est une instance importante du th�eor�eme de compl�etude :

Lemme 5.6.3 (Lemme de Convergence)

� �M : 
 ) � `M : 


Preuve. Soit � �M : 
 o�u fv(M) � fx

1

; : : : ; x

n

g et �(x

i

) = �

i

pour tout

1 � i � n. Alors MhP

�

1

=x

1

i � � � hP

�

n

=x

n

i+

rc

par d�e�nition puisque �P

�

i

: �

i

. Le

th�eor�eme d'ad�equation de la convergence 5.5.8 donne

`MhP

�

1

=x

1

i � � � hP

�

n

=x

n

i : 


Par la proposition 5.2.6, il existe  

1

; : : : ;  

n

t.q. ` P

�

i

:  

i

pour tout i et x

1

:

 

1

; : : : ; x

n

:  

n

` M : 
. On obtient, par le lemme de caract�erisation 5.6.2,

�

i

�  

i

, donc x

1

:  

1

; : : : ; x

n

:  

n

� x

1

: �

1

; : : : ; x

n

: �

n

� �. On conclut

� ` M : 
 par application de (L8). �

Th�eor�eme 5.6.4 (Compl�etude de � )

� �M : � ) � ` M : �

Preuve.

�

Etant donn�e � �M : �, on montre � ` M : � par r�ecurrence sur �. Si

� = ! alors � ` M : ! par (L7). Si � = � ! !, alors � �M : 
 et l'�enonc�e est

v�eri��e par le lemme de la convergence 5.6.3. Soit � = � ! � avec � 6= ! et

� = x

1

: �

1

; : : : ; x

n

: �

n

. L'hypoth�ese � �M : � implique, pour tout P

1

; : : : ; P

n

; Q

t.q. �P

i

: �

i

et �Q : �,

(�) Mh

~

P=~xi+

rc

et

(��) �Mh

~

P=~xiQ : �

La conclusion � ` M : � est v�eri��e par le lemme d'extensionnalit�e 5.3.4, car (�)

implique � : M : 
, et (��) implique y : �;� ` My

1

: �, o�u y 62 �, y 62 fv(M).

La s�equence suivante d'implications est v�eri��ee par les th�eor�emes 5.5.8 et 5.5.7,

la d�e�nition de � et le lemme 5.6.3 dans cet ordre :

Mh

~

P=~xi+

rc

)`Mh

~

P=~xi : 
 ) �Mh

~

P=~xi : 
 ) � �M : 
 ) � ` M : 


D'autre part, par la proposition 5.5.5,

Mh

~

P=~xiQ�

R

(My

1

)hQ=yih

~

P=~xi

Cette �equivalence, plus (��) impliquent � (My

1

)hQ=yih

~

P=~xi : �. Par d�e�nition,

y : �;� �My

1

: �. L'hypoth�ese de r�ecurrence donne y : �;� ` My

1

: �. �

Th�eor�eme 5.6.5 (Ad�equation)

Pour tout M;N 2 �

rc

,

Mv

P

N ) Mv

rc

N



Preuve. Soit M;N 2 �

rc

et C un �

c

r

-contexte. Alors,

Mv

P

N

&

C[M ]+

rc

?

lemme 5.4.2

?

th. 5.5.8

C[M ]v

P

C[N ] ` C[M ] : 


@

@

@

@R

�

�

�

�	

` C[N ] : 


?

th. 5.5.8

C[N ]+

rc

�

Th�eor�eme 5.6.6 (Ad�equation Compl�ete)

Pour tout M;N 2 �

rc

,

Mv

rc

N ) Mv

P

N

Preuve. Soit M;N 2 �

rc

, � un ensemble d'hypoth�eses et � 2 ft . Alors,

Mv

rc

N

&

� ` M : �

?

p. 5.5.3 + l. 3.5.5

?

th. 5.5.7

A[M ]v

R

A[N ]

�

�

�M : �

@

@

@

@R

�

�

�

�	

�

�

�N : �

?

th. 5.6.4

�

�

` N : �

?

p. 5.2.5

� ` N : �

�

Le mod�ele C est compl�etement ad�equat pour �

c

r

: on a

Mv

C

N

th.5.4.7

() Mv

P

N

th.5.6.6 + th. 5.6.5

() Mv

rc

N



5.6.3 Ad�equation et incompl�etude du mod�ele C sur �

r

L'ad�equation du mod�ele C par rapport au calcul de ressources �

r

est cons�e-

quence directe du th�eor�eme 5.6.5, appliqu�e sur des termes de �

r

:

8M;N 2 Lr Mv

C

N , Mv

rc

N ) Mv

r

N

Comme cons�equence de :(Mv

r

N ) Mv

rc

N) (voir contre-exemple 3.6.13), le

mod�ele C n'est pas compl�etement ad�equat pour �

r

. Ce contre-exemple peut être

formul�e facilement en termes du syst�eme de types. Soit P = �x

1

: : : x

n

:
 et

P

0

= (�x

1

: : : x

n

:
 j �x

1

: : : x

m

:
). Puisque xP . xP

0

, on a xP

0

v

r

xP . Par contre,

:(xP

0

v

P

xP ) : set � 6= ! et 


i

le type 
�eche d'arit�e i d�e�ni par

! ! (! ! : : : (! ! !)

| {z }

i 
�eches

Il est clair que ` �x

1

: : : x

i

:
 : 


i

est v�eri��e quelque soit i; alors ` P

0

: 


n

� 


m

implique x : 


n

� 


m

! � ` xP

0

: �. Mais x : 


n

� 


m

! � 6` xP : � car P n'a

pas de types de la forme  � 


n

� 


m

(il su�t de remarquer que P est un terme,

donc ne peut avoir des types produit.)

5.7 Le calcul avec ressources sur les �-termes

Le pouvoir de s�eparation des contextes avec multiplicit�es sur les termes du

lambda calcul pur a �et�e �etudi�e par Boudol et Laneve dans [18]. Le r�esultat fon-

damental est une caract�erisation intensionnelle de la s�emantique observationnelle

du calcul avec multiplicit�es sur des �-termes bas�ee sur l'analogue des arbres de

B�ohm pour le calcul faible, appel�es arbres de L�evy-Longo. L'extension de ce r�e-

sultat au calcul avec ressources (avec test de convergence) s'ensuit. C'est ce que

nous allons montrer ici. La situation est donc la suivante : pour tout M;N 2 �,

Mv

rc

N ) M v

m

N , M�

�

L

N

?

) Mv

rc

N

La preuve de l'implication d�ecor�ee avec le signe? utilise les lemmes auxiliaires

suivants:

Lemme 5.7.1 La �-conversion pr�eserve les types : pour tout M;N 2 �,

M =

�

N ) M '

P

N

Preuve. L'�enonc�e est une extension (triviale) du lemme A.1 [18], montr�e pour

le syst�eme d'a�ectation de types associ�e �a �

r

(donc sans test de convergence),

sans relation de cons�equence � . En fait, seulement l'ad�equation du mod�ele C est

n�ecessaire. �



Lemme 5.7.2 (Proposition 5.4 [18])

y�

�

L

Y )

(

Y=

�

�z

1

: : : z

k

:yZ

1

1

: : : Z

1

k

o�u 8i y 6= z

i

�

�

L

Z

i

Y 2 PO

1

Lemme 5.7.3 Si � `M : � alors � ` �y:My

1

: � pour tout y 62 var(M).

Preuve. Par r�ecurrence sur le type �. Si � = !, l'�enonc�e est imm�ediat par (L7).

Si � = � ! � alors y : � ` y : � et ` y

1

: ! impliquent y : � ` y

1

: � par (L5)

et (L9). Donc, par (L3) on a

y : �;� `My

1

: �

d'o�u � ` �y:My

1

: � par (L2). �

Lemme 5.7.4 Pour tout �, si M 2 PO

1

alors `M : �.

Preuve. Si � = !, l'�enonc�e est v�eri��e par application de (L7). Soit � = �

1

!

: : : �

n

! ! o�u n � 1. Par d�e�nition de PO

1

, quelque soit m il existe M

0

t.q.

M=

�

�x

1

: : : x

m

:M

0

, o�u x

i

6= x

j

pour i 6= j. Ceci est vrai en particulier pour

m = n. Comme x

n

: �

n

; : : : ; x

1

: �

1

` M

0

: ! vaut par la r�egle (L7), nous avons

` �x

1

: : : x

n

:M

0

: � en appliquant (L2) n fois. Il en d�ecoule que ` M : � par le

lemme 5.7.1. �

Lemme 5.7.5

y�

�

L

Y ) 8�8�

(

(1) � ` y : � ) � ` Y : �

(2) � ` y

1

: � ) � ` Y

1

: �

Preuve. Soit y�

�

L

Y . Nous montrons (1) et (2) simultan�ement par r�ecurrence sur

� . Si � = !, l'�enonc�e est trivial; sinon, � est, soit un type 
�eche, soit un type

produit, et on a Y=

�

�z

1

: : : z

k

:yZ

1

1

: : : Z

1

k

, o�u 8i z

i

�

�

L

Z

i

, ou Y 2 PO

1

par le

lemme 5.7.2. Si Y 2 PO

1

, l'�enonc�e est v�eri��e par application du lemme 5.7.4.

Sinon, puisque les types sont pr�eserv�es par �-conversion, on se limite �a montrer

que les termes �z

1

: : : z

k

:yZ

1

1

: : :Z

1

k

et (�z

1

: : : z

k

:yZ

1

1

: : :Z

1

k

)

1

poss�edent le type

� sous le contexte �.

Si � = (�

1

! (: : : (�

h

! !) : : :)), pour montrer (1) on examine deux cas:

{ h < k : Par application de (L7) on a

� ` �z

h+1

: : : z

k

:yZ

1

1

: : :Z

1

k

: !

alors � ` �z

1

: : : z

k

:yZ

1

1

: : : Z

1

k

: (�

1

! (: : : (�

h

! !) : : :)) est prouvable en

utilisant h fois (L8) et h fois (L2).



{ h � k : On montre facilement que z

i

: �

i

` z

1

i

: �

i

pour tout i; donc

z

i

: �

i

` Z

1

i

: �

i

par hypoth�ese de r�ecurrence (2), car �

i

est un sous-type propre de � .

�

A

partir de � ` y : � , on d�eduit

z

k

: �

k

; : : : ; z

1

: �

1

;� ` yZ

1

1

: : :Z

1

k

: (�

k+1

! (: : : (�

h

! !) : : :))

en utilisant k fois la r�egle (L3). Pour obtenir � ` �z

1

: : : z

k

:yZ

1

1

: : : Z

1

k

: � ,

on termine par k applications de (L2).

Quant �a (2), � ` y

1

: � implique

~

� ` y

1

: � ; donc

9y : �

1

; : : : y : �

n

2 � �

1

� : : :� �

n

� �

Comme � 2 ft est di��erent de !, la propri�et�e du produit garantit l'existence d'un

indice j tel que �

j

� � . Alors,

~

� ` y : �

i

implique

~

� ` y : � par application de

la r�egle (L9). D'une part, l'hypoth�ese de r�ecurrence (1) donne

~

� ` Y : � . D'autre

part, comme ` Y

1

: ! par application de (L7), on d�erive

~

� ` (Y j Y

1

) : � � !

par (L5), puis � ` Y

1

: � par (L9) et (L8), car � � ! � � et

~

�� �.

Si � = �

0

� �

1

, la partie (1) est v�eri��ee par vacuit�e. Soit � ` y

1

: � ; on obtient

facilement

�

0

` y

1

: �

0

et �

1

` y

1

: �

1

avec �

0

;�

1

� �

L'hypoth�ese de r�ecurrence (2) donne �

0

` Y

1

: �

0

et �

1

` Y

1

: �

1

, d'o�u l'on

d�erive � ` (Y

1

j Y

1

) : �

0

� �

1

par (L5) et (L8). Or, Y

1

� (Y

1

j Y

1

). La

proposition 5.3.1 nous permet donc de conclure � ` Y

1

: � . �

Lemme 5.7.6

A�

�

L

M ) Av

rc

M

Preuve. Par le r�esultat d'ad�equation qui lie la s�emantique op�erationnelle au

syst�eme de types P, il su�t de montrer l'�enonc�e suivant :

A�

�

L

M & � ` A : � ) � ` M : �

On proc�ede par cas sur A.

{ Si A = �x

1

: : : x

m

:
 alors M=

�

�x

1

: : : x

n

:M

0

avec n � m. Par la propo-

sition 5.2.6 et du fait que ! est le seul type de 
, tout type de A est

de la forme �

1

! : : : ! �

k

! ! avec k � m, en particulier �. On d�eduit

x

m

: �

m

; : : : ; x

1

: �

1

` �x

m+1

: : : x

n

:M

0

: ! par (L7), d'o�u ` �x

1

: : : x

n

:M

0

: �

en appliquant (L2) m fois. Comme cons�equence du lemme 5.7.1, ` M : �

est v�eri��e. Donc � `M : � par (L8).



{ Si A = �x

1

: : : x

n

:xA

1

: : :A

m

, on a, soit M 2 PO

1

, soit

M=

�

�y

1

: : : y

t

�x

1

: : : x

n

:xM

1

: : :M

m

Y

1

1

: : : Y

1

t

avec A

i

�

�

L

M

i

et y

i

�

�

L

Y

i

pour tout i. Dans le premier cas, � ` M : � pour

tout � , par le lemme 5.7.4. Dans le second cas, par le lemme 5.7.3 on a

� ` �y

1

: : : y

y

�x

1

: : : x

n

:xA

1

: : : A

m

y

1

1

: : : y

1

t

: �

En appliquant m fois l'hypoth�ese de r�ecurrence, on obtient

� `: �y

1

: : : y

y

�x

1

: : : x

n

:xM

1

: : :M

m

y

1

1

: : : y

1

t

: �

De plus, tout typage de y

1

i

dans cette preuve peut-être remplac�e par un

typage de Y

1

i

(cf. lemme 5.7.5(2)). Donc, � ` M : � est cons�equence du

lemme de pr�eservation du typage 5.7.1.

�

Nous avons maintenant les outils pour prouver

8M;N M�

�

L

N ) Mv

rc

N

SoitM et N deux termes du lambda calcul et C un contexte de �

c

r

t.q.M�

�

L

N

et C[M ]+

rc

. Le lemme d'approximation, restreint �a des lambda termes purs, dit

qu'il existe un approximant A de M v�eri�ant C[A]+

rc

. Il est clair que A�

�

L

N ,

par cons�equent C[N ]+

rc

par application du lemme 5.7.6.

Un corollaire imm�ediat de ce r�esultat est que les multiplicit�es s�eparent autant

que les ressources quand il s'agit de lambda termes. Autrement dit:

8M;N 2 � M v

m

N ,Mv

rc

N
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Chapitre 6

Mod�ele de �ltres

6.1 Ad�equation du mod�ele F sur �

c

r

L'ad�equation du mod�ele de �ltres F par rapport au calcul �

c

r

d�ecoule par un

raisonnement similaire �a celui utilis�e dans la preuve d'ad�equation du mod�ele C.

Certaines preuves du chapitre 5 �etant adaptables au nouveau mod�ele, nous serons

ici beaucoup plus brefs.

Remarquons que l'interpr�etation de (cP ) dans F admet une �ecriture plus

concise que dans le mod�ele C, qui est :

V[[cP ]]

�

=

(

V[[I]]

�

si W[[P ]]

�

6= ?

? sinon

Remarque 6.1.1 La fonction d'interpr�etation V[[�]]

:

�

rc

� Env ! F est conti-

nue.

D�e�nition 6.1.2 (S�emantique engendr�ee par le mod�ele F)

Pour tout M;N 2 �

rc

,

Mv

F

N

def

, 8� 2 Env V[[M ]]

�

� V[[N ]]

�

Dans le reste de la section on introduit un syst�eme de types P

^

sur la th�eorie

(fb ; � )

1

et le pr�eordre v

P

^

sur �

rc

, engendr�e par l'interpr�etation des termes

dans P

^

. On montre ensuite que v

F

co��ncide avec v

P

^

et on termine par un

sch�ema de la preuve d'ad�equation Mv

P

^

N ) Mv

rc

N .

Le syst�eme d'a�ectation de types P

^

est d�e�ni par les r�egles du syst�eme P

(�gure 5.1) plus les r�egles dans la �gure 6.1, qui manipulent la conjonction.

Il faut souligner que l'introduction de la conjonction n'a pas modi��e le traite-

ment \multiplicatif" des hypoth�eses. En e�et, ni dans P ni dans P

^

on ne peut

1: Pour le mod�ele de �ltres cette th�eorie inclut un op�erateur de conjonction ^ en plus du

produit �.



L11:

� ` T : � � ` T :  

� ` T : �^ 

L12:

� ` T : �^ 

� ` T : � ( )

Fig. 6.1 - Syst�eme de types P

^

montrer, par exemple, que (�x:xx)I

1

a un type di��erent de !. Pourtant, nous ne

pouvons pas a�rmer que P et P

^

ont le même pouvoir discriminant.

Proposition 6.1.3 Si � 2 W[[M

1

]]

�

, alors 9m 2 N � 2 W[[M

m

]]

�

.

Preuve. Soit � 2 tW[[M

i

]]

�

. Par la proposition 4.3.15, il existe �

1

; : : : ; �

n

t.q.

8i 9m

i

�

i

2 W[[M

m

i

]]

�

. Il est clair que �

i

2 W[[M

m

j

]]

�

pour tout j t.q. m

i

�

m

j

. Soit k = maxfm

j

g. Donc 8i �

i

2 W[[M

k

]]

�

. Par la d�e�nition de �ltre, � 2

W[[M

k

]]

�

. �

Lemme 6.1.4 (Comparable au lemme 5.4.5, partie ()

� `M : � ) � 2 V[[M ]]

�

�

� ` P : � ) � 2 W[[P ]]

�

�

Preuve. Par r�ecurrence sur la d�erivation du s�equent � ` T : � (o�u T d�esigne soit

un terme soit un paquet).

(L1) Ici, � = x : � et T = x. Comme V[[x]]

�

�

= j(�

�

(x)) = "� , � 2 V[[x]]

�

�

est

v�eri��e.

(L2) Dans ce cas T = �x:M et � = �! �. Soit � = x : �;�; par r�ecurrence on a

� 2 V[[M ]]

�

�

. De plus �

�

= �

�

[x := "�]; alors � 2 V[[T ]]

�

"�. D'o�u �! � 2 V[[T ]]

�

�

.

(L3) Dans ce cas � = �;� et T = (MP ). Supposons � ! � 2 V[[M ]]

�

�

et

� 2 W[[P ]]

�

�

. Alors �

�

= �

�

��

�

et � 2 V[[MP ]]

�

�

par la d�e�nition d'application

dans le domaine des �ltres (cf. 4.3.18).

(L4) Ici � = �;� et T = M < P=x >. Supposons x 62 �, �

0

= x : �;� et aussi

� 2 V[[M ]]

�

�

0

et � 2 W[[P ]]

�

�

. Par monotonie de la fonction d'interpr�etation,

� 2 V[[M ]]

�

�[x:=W[[P ]]

�

�

]

. D'o�u � 2 V[[M < P=x >]]

�

�

, car �

�

= �

�

��

�

.

(L5) Ici � = �;�, � = �� and T = (P jQ). L'hypoth�ese de r�ecurrence est : � 2

W[[P ]]

�

�

et  2 W[[Q]]

�

�

. Alors �

�

= �

�

��

�

. Il est clair que le type �� appartient

au produit (dans le sens de l'op�eration dans le mod�ele) W[[P ]]

�

�

�W[[Q]]

�

�

. Donc

� 2 W[[P j Q]]

�

�

.



(L6) Ici T = M

1

et � = �. Soit � 2 W[[M jM

1

]]

�

�

; par la proposition 4.3.15,

^

I

 

i

� �, pour des  

i

dans W[[M ]]

�

i

0

�W[[M

1

]]

�

i

1

et �

�

� �

i

0

��

i

1

.

Pour chaque i 2 I on prouve  

i

2 W[[M

1

]]

�

�

. Il y a trois cas �a consid�erer :

si  

i

2 W[[M ]]

�

i

0

alors  

i

2 W[[M

1

]]

�

i

0

par d�e�nition. Donc  

i

2 W[[M

1

]]

�

�

par

monotonie, car �

i

0

� �

�

. Si  

i

2 W[[M

1

]]

�

i

1

l'�enonc�e est v�eri��e directement par

monotonie. Finalement, lorsque  

i

=  

i

0

�  

i

1

avec  

i

0

2 W[[M ]]

�

i

0

et  

i

1

2

W[[M

1

]]

�

i

1

, par la propri�et�e 6.1.3, il existe m 2 N t.q.  

i

1

2 W[[M

m

]]

�

i

1

. Par

cons�equent,  

i

0

�  

i

1

2 W[[M

m+1

]]

�

�

est v�eri��e par monotonie, ce qui implique

 

i

2 W[[M

1

]]

�

�

. D'o�u ^

I

 

i

2 W[[M

1

]]

�

�

et aussi � 2 W[[M

1

]]

�

�

, par d�e�nition

de �ltre.

(L8) Par le lemme 5.4.4 et la monotonie de l'interpr�etation.

(L7), (L9), (L11) et (L12) sont des cas imm�ediats parce que les interpr�eta-

tions sont des �ltres. La preuve pour (L10) est similaire �a celle donn�ee pour

le lemme 5.4.5. �

Lemme 6.1.5 (Comparable au lemme 5.4.5, partie ) )

Soit M;P 2 �

m

, et � 2 EnvC.

V[[M ]]

�

� f� =�

�

` M : �g

W[[P ]]

�

� f� =�

�

` P : �g

Preuve. Par r�ecurrence sur T , un terme ou un paquet. Pour ! l'�enonc�e est v�eri��e

par (L7).

T = x : soit �(x) = "�; par la d�e�nition de j, � � �. Donc, �

�

` x : � par

l'axiome (L1) et la r�egle (L8), car x : �� �

�

.

Dans tous les autres cas de termes, � 2 V[[T ]]

�

implique � � ^�

i

o�u �

i

2

~

ft

par la proposition 4.3.9 et �

i

2 V[[T ]]

�

. Il su�t donc de montrer l'�enonc�e pour ces

�

i

premiers, i.e. montrer �

�

`M : �

i

. On conclut �

�

` M : � par application des

r�egles (L11) et (L9).

T = �x:M : soit � = �! � 2

~

ft , alors � 2 V[[M ]]

�[x:="�]

. Par h.r.

�

�[x:="�]

` M : �

C'est-�a-dire, �

�

=x; x : "� ` M : �. Donc �

�

` �x:M : � ! � est v�eri��e par (L2)

et (L8) puisque �

�

=x� �

�

.

T = (MP ) : soit � 2

~

ft ; alors � 2 V[[M ]]

�

0

�W[[P ]]

�

1

pour des �

0

; �

1

t.q. � � �

0

��

1

.

C'est-�a-dire, il existe � 2 W[[P ]]

�

1

qui v�eri�e � ! � 2 V[[M ]]

�

0

. Sans perte de



g�en�eralit�e, on peut supposer que �

0

et �

1

sont des environnements compacts par

la continuit�e de l'interpr�etation

2

. Par hypoth�ese de r�ecurrence,

�

�

0

`M : �! � et �

�

1

` P : �

De plus, �

�

0

;�

�

1

� �

�

; donc �

�

` (MP ) : � par (L8) et (L3).

T = MhP=xi : consid�erons � 2

~

ft ; alors � 2 V[[M ]]

�

0

[x:=W[[P ]]

�

1

]

pour des envi-

ronnements �

0

; �

1

t.q. � � �

0

=x��

1

.

Par continuit�e, � 2

F

fV[[M ]]

�

0

[x:="�]

= � 2 W[[P ]]

�

1

g, donc il existe � 2 W[[P ]]

�

1

t.q. � 2 V[[M ]]

�

o

[x:="�]

parce que l'ensemble est co-dirig�e. De l'hypoth�ese de r�e-

currence on obtient �

�

1

` P : � et �

�

0

[x:="�]

` M : �. De plus, �

�

0

[x:="�]

=

�

�

0

=x

; x : �. D'o�u �

�

0

=x

;�

�

1

` MhP=xi : � par (L4). On conclut par (L8) puisque

�

�

0

=x

;�

�

1

� �

�

.

T = cP : puisque � � !, on a � = � ! � 2 V[[I]]

�

et 
 2 W[[P ]]

�

. On montre

facilement que � � �. par h.r., �

�

` P : 
 donc �

�

` cP : � ! � par (L10) ,

d'o�u �

�

` cP : �! � par (L9).

Dans les cas des paquets on peut aussi se limiter �a �etudier le cas de � 2

~

fb .

T = 1 : � 2 W[[T ]]

�

ssi � � !; l'�enonc�e est v�eri��e par (L7).

T = (QjP ) : soit � 2 W[[T ]]

�

t.q. � 2 W[[Q]]

�

0

�W[[P ]]

�

1

avec �

0

; �

1

with � � �

0

��

1

.

Deux situations sont �a analyser : ou bien � 2 W[[Q]]

�

0

(ou � 2 W[[P ]]

�

1

) ou bien

� 2 f�

0

� �

1

= �

0

2 W[[Q]]

�

0

&�

1

2 W[[P ]]

�

1

g. Dans le premier cas,

(L8)

(L9)

(L5)

(h.r.) �

�

0

` Q : � �

�

1

` P : ! (L7)

�

�

0

;�

�

1

` (QjP ) : � � !

�

�

0

;�

�

1

` (QjP ) : �

�

�

` (QjP ) : �

Quant �a la deuxi�eme possibilit�e, � = �

0

��

1

implique �

�

0

` Q : �

0

et �

�

1

` P : �

1

.

On obtient le r�esultat par (L5) et (L8).

T =M

1

: supposons � 2 W[[M

1

]]

�

; alors il existem 2 N t.q. � 2 W[[M

m

]]

�

par la

propri�et�e 6.1.3. On prouve l'�enonc�e par r�ecurrence sur m. Si m = 0, alors � � !

et on utilise (L9). Si m > 0, alors � 2

F

fW[[M ]]

�

0

�W[[M

m�1

]]

�

1

avec � � �

0

��

1

g.

2: Par continuit�e, il existe �

0

0

; �

0

1

compacts t.q. �

0

i

� �

i

et � 2 W[[P ]]

�

0

1

tandis que � ! � 2

V[[M ]]

�

0

0

. On peut donc appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence et conclure par monotonie.



On analyse trois cas : si � 2 W[[M ]]

�

0

, on d�erive

(L8)

(L6)

(L9)

(L5)

(h.r.) �

�

0

`M : � `M

1

: ! (L7)

�

�

0

` (M jM

1

) : � � !

�

�

0

` (M jM

1

) : �

�

�

0

`M

1

: �

�

�

`M

1

: �

Dans le cas o�u � 2 W[[M

m�1

]]

�

1

, par h.r. �

�

1

` M

1

: � . Donc �

�

` M

1

: � est

v�eri��e par (L8). Si � = �

0

� �

1

avec �

0

2 W[[M ]]

�

0

et �

1

2 W[[M

1

]]

�

1

, on d�erive

(L8)

(L6)

(L5)

(h.r.) �

�

0

`M : �

0

�

�

1

` M

1

: �

1

(h.r..)

�

�

0

;�

�

1

` (M jM

1

) : �

0

� �

1

�

�

0

;�

�

1

` M

1

: �

0

� �

1

�

�

` M

1

: �

0

� �

1

�

Th�eor�eme 6.1.6 Pour tout M;N 2 �

rc

, Mv

F

N,Mv

P

^

N .

Preuve. L'�enonc�e est corollaire des lemmes 6.1.4 et 6.1.5 ; la preuve est similaire

�a celle du th�eor�eme 5.4.7. �

Tout comme P, le nouveau syst�eme P

^

est stable par expansion, i.e.

M

?

!

rc

M

0

& � `M

0

: � ) � `M : �

La preuve de cette propri�et�e ne di��ere pas beaucoup de celle du th�eor�eme 5.3.3;

les r�egles (L11) et (L12) ne posent pas de probl�eme. Il su�t de constater que l'on

peut reformuler les propri�et�es structurelles �enonc�ees dans la proposition 5.2.6 :

par exemple, pour l'application on a

� ` MP : � , 9n > 0 8i 2 [1; n] 9�

i

;�

i

; �

i

; �

i

�

i

`M : �

i

! �

i

& �

i

` P : �

i

& �

i

;�

i

� � & �

1

^ : : :^�

n

� �

En ce qui concerne le pr�edicat de r�ealisabilit�e � � T : � pour le syst�eme P

^

,

la d�e�nition est bas�ee sur la description normalis�ee de � :



D�e�nition 6.1.7 On d�e�nit deux pr�edicats de r�ealisabilit�e, l'un pour des types

de termes, � �M : �, l'autre pour des types de paquets, �
P : �. Pour des termes

et des paquets clos de �

rc

, et des formules premi�eres, ils sont d�e�nis par :

�M : !

def

, vrai

�M : �! �

def

, (�! � 2

~

ft ) M+

rc

& (8P 
P : � ) �MP : �))


P : !

def

, vrai


P : �

def

, (� 2

~

fb & �.�

1

; : : : ; �

n

)

P � (M

1

j : : : jM

n

j R) & 8i �M

i

�

i

)

L'extension aux formules non-premi�eres est :

�M : �

def

, � � ^

I

�

i

& �

i

2

~

ft & (8i 2 I �M : �

i

)


P : �

def

, � � ^

I

�

i

& �

i

2

~

fb & (8i 2 I 
P : �

i

)

L'extension aux termes et paquets ouverts de �

rc

est :

� �M : �

def

, (8i 8P

i


P

i

: �

i

) �Mh

~

P=~xi : �)

�
P : �

def

, (8i 8P

i


P

i

: �

i

) 
P h

~

P=~xi : �)

o�u � = x

1

: �

1

; : : : ; x

n

: �

n

et fv(P ); fv(M) � fx

1

; : : : ; x

n

g.

Le pr�eordre sur �

rc

engendr�e par l'interpr�etation est comme pour le mod�ele

de cônes :

Mv

R

N

def

, 8� � � �M : � ) � �N : �

On suppose que P h

~

P=~xi est �equivalent �a un ensemble de paquets, o�u les

substitutions explicites ont �et�e a�ect�ees aux termes composantes, comme on fait

dans le calcul �

d

.

Proposition 6.1.8 Pour tout M;N 2 �

rc

, si Mv

A

N alors Mv

R

N .

Preuve. Supposons �M : � et � � ^

I

�

i

o�u �

i

2

~

ft . On montre l'�enonc�e par

r�ecurrence sur I; le cas de base ( � 2

~

ft ) est v�eri��e par une preuve compl�etement

similaire �a celle de la proposition 5.5.3. Dans le cas de r�ecurrence, on a �M : �

i

pour tout i. Donc �N : �

i

par h.r. Donc �N : �. �



Lemme 6.1.9

� �M : � & � � �

0

) � �M : �

0

�
P : � & � � �

0

) �
P : �

0

Preuve. Il su�t de montrer l'�enonc�e pour � vide. Soit � � ^

I

�

i

, et �T : � . On

proc�ede par inspection de la d�e�nition de � .

(1) Ici, �

0

= !. Donc �M : �

0

et 
P : �

0

pour tout T par d�e�nition.

(2) Ici, � = � ! ! � ! ! ! = �

0

. Par hypoth�ese M+

rc

. Il est clair que pour

tout P , on a �MP : !. D'autre part, 
P : � implique P � (N j Q) et �N : � .

Donc �N : �

0

, ce qui implique 
P : �

0

.

(3) Dans ce cas, � = �

0

! �

0

� �

1

! �

1

= �

0

, o�u �

1

� �

0

et �

0

� �

1

. Soit

�

0

� ^

I

�

i

et �

1

� ^

J

'

j

.

{ Supposons �M : � . Alors M+

rc

. On doit montrer �M : ^

J

�

1

! '

j

,

i.e. �M : �

1

! '

j

. Soit P t.q. 
P : �

1

. Par hypoth�ese de r�ecurrence


P : �

0

; alors �MP : �

i

pour tout i 2 I. Donc �MP : �

0

. Par hypoth�ese

de r�ecurrence �MP : �

1

; c'est-�a-dire, �MP : '

j

pour tout j 2 J . Par

d�e�nition, �M : �

1

! '

j

, car M+

rc

.

{ Supposons 
P : � . Alors 
P : �

0

! �

i

pour tout i 2 I. I.e.

8i 2 I 9N

i

; Q

i

P � (N

i

j Q

i

) & �N

i

: �

0

! �

i

Remarquons que pour tout j 2 J il existe i

j

2 I t.q. �

0

! �

i

j

� �

1

! '

j

.

Par hypoth�ese de r�ecurrence, �N

i

j

: �

1

! '

j

. Donc 
P : ^

J

�

1

! '

j

implique 
P : �

0

.

(4)-(7) Dans ces cas, � � �

0

. L'�enonc�e est v�eri��e par d�e�nition.

(8) Ici, � = �

0

� �

1

� �

0

0

� �

0

1

= �

0

o�u �

i

� �

0

i

, i = 0; 1. Soit

�

0

� ^

I

 

i

�

1

� ^

J

�

j

�

0

� ^

K

 

0

k

�

1

� ^

H

�

0

h

Par hypoth�ese on a 
P :  

i

��

j

pour tous i 2 I et j 2 J . Supposons  

i

.a

1

; : : : ; a

n

et �

j

.a

n+1

; : : : ; a

p

. Alors, P � (M

1

j : : : jM

n

j R) et �M

i

: a

i

.

On doit montrer 
P : ^

K�H

( 

0

k

� �

0

h

); c'est-�a-dire, 
P :  

0

k

� �

0

h

pour tous

k; h. Supposons  

0

k

.b

1

; : : : ; b

m

et �

0

h

.b

m+1

; : : : ; b

q

. Par hypoth�ese, ^

I

 

i

�  

0

k

�

b

1

� : : :� b

m

et ^

J

�

j

� �

0

h

� b

m+1

� : : :� b

q

. En appliquant la proposition 4.3.16,

il existe i; j t.q.  

i

� b

1

� : : :� b

m

et �

j

� b

m+1

� : : :� b

q

. C'est-�a-dire,

a

1

� : : :� a

n

� b

1

� : : :� b

m

et a

n+1

� : : :� a

p

� b

m+1

� : : :� b

q



Rappelons que ces a

i

; b

j

sont des 
�eches premi�eres; par la proposition 4.3.16 on

peut construire deux injections, g : [1;m] ! [1; n] et g

0

: [m+ 1; q] ! [n+ 1; p],

t.q.

(8i 2 [1;m] a

g(i)

� b

i

) & (8i 2 [m+ 1; q] a

g

0

(i)

� b

i

)

Par hypoth�ese de r�ecurrence, 8i 2 [1;m] �M

g(i)

: b

i

et 8i 2 [m+1; q] �M

g

0

(i)

: b

i

.

C'est-�a-dire,


(M

g(1)

j : : : jM

g(m)

jM

g

0

(m+1)

j : : : jM

g

0

(q)

) :  

0

k

� �

0

h

Donc 
P :  

0

k

� �

0

h

. Les indices k; h �etant arbitraires, on conclut 
T : ^

K�H

( 

0

k

�

�

0

h

). Donc 
P : �

0

par d�e�nition.

(9)-(10) Ici � = �^ � � = �

0

. Puisque la normalisation de � est la conjonction

des normalisations de � et de  , on a soit �M : �

0

soit 
P : � par hypoth�ese.

(11) -(13) Dans ces cas � � �

0

; l'�enonc�e est v�eri��e par d�e�nition.

�

On remarquera que le pr�edicat 
, sur des termes et des types de ft est

�equivalent au pr�edicat � .

Th�eor�eme 6.1.10 (Correction de � pour P

^

)

� ` T : � ) �

�


P : �

Preuve. La preuve est par r�ecurrence sur la d�erivation de � ` T : � . On analyse

la derni�ere r�egle de typage utilis�ee : pour (L1) et (L2) la preuve est similaire �a

celle du th�eor�eme 5.5.7. Pour (L3) on a �

�

�M : � ! � et �

�


P : �. Alors,

il existe deux s�equences � et �

0

de substitutions explicite t.q. �M� : � ! � et


P�

0

: �. Donc � (M�)(P�

0

) : � . Soit � la s�equence de substituions qui r�esulte

de la r�eunion de � et �

0

(ces s�equences constituent un partage de �). Puisque

(M�)(P�

0

)v

A

(MP )�, par la proposition 6.1.8 on a � (MP )� : � . C'est-�a-dire,

� �MP : � . Dans le cas de (L4) on utilise l'hypoth�ese de r�ecurrence sur les

deux branches de la d�erivation. Dans le cas de (L5), on suppose �

�

�P : � et

�

�

�Q :  . alors (�;�)

�

� (P j Q) : � �  par un raisonnement similaire �a

celui utilis�e dans la preuve du lemme 6.1.9, cas (8). Si la derni�ere r�egle est (L6),

l'hypoth�ese de r�ecurrence donne �

�

� (M j M

1

) : � . Le paquet M

1

a assez de

termes pour permettre l'interpr�etation de � , puisqu'il est in�epuisable. Le cas de

(L7) est �evident et celui de (L8) est comme dans la preuve du th�eor�eme 5.5.7.

Si la derni�ere r�egle utilis�ee est (L9), l'�enonc�e est v�eri��e par le lemme 6.1.9. Les

cas de (L11) et (L12) d�ecoulent facilement de l'hypoth�ese de r�ecurrence et de la

d�e�nition de � . �



La stabilit�e du typage par expansion et la correction de la nouvelle interpr�eta-

tion � dans le syst�eme P

^

impliquent un r�esultat d'ad�equation de la convergence

similaire �a celui pour le syst�eme P, �enonc�e dans le th�eor�eme 5.5.8. L'ad�equation

du pr�eordre v

P

^

par rapport �a la s�emantique op�erationnelle en est un corollaire :

8M;N 2 �

rc

(Mv

P

^

N ) Mv

rc

N)

Finalement, la correspondance entre l'interpr�etation des termes dans P

^

et dans

le mod�ele de �ltres F , �enonc�ee dans les lemmes 6.1.4 et 6.1.5, permet de conclure

l'ad�equation du mod�ele :

8M;N 2 �

rc

(Mv

F

N , Mv

P

^

N ) Mv

rc

N)

6.2

�

A propos de la compl�etude du mod�ele

Le but de cette section est d'apporter quelques �el�ements de r�eponse au pro-

bl�eme de compl�ete ad�equation du mod�ele F . Le point de d�epart dans l'analyse

du probl�eme est l'impossibilit�e de prouver la compl�etude par la technique de d�e-

�nissabilit�e des points compacts du domaine, pourtant appropri�ee dans le cas

du mod�ele C. La condition d'application d'une telle approche est l'existence de

termes caract�eristiques pour chaque type. Mais le calcul de ressources ne fournit

pas de moyens pour d�ecrire la conjonction de la th�eorie P

^

.

La conjonction des formules de ft (types des termes du langage) ne pose

pas de probl�emes. Le terme caract�eristique de �^� est : M

�^�

= M

�

�M

�

o�u

� est l'op�erateur de choix non-d�eterministe d�e�nissable dans �

r

; les types de

M

�^�

forment le �ltre principal "(�^�). Pourtant, on ne sait pas d�e�nir de test

pour les formules avec conjonctions. En ce qui concerne la th�eorie de types sur

ft , la conjonction peut être �elimin�ee : on peut restreindre le syst�eme de types

�a des formules premi�eres. Dans ces formules, la conjonction apparâ�t toutefois �a

gauche de la 
�eche. Soit �! � 2

~

ft ; nous avons vu que le terme caract�eristique

de ce type est de la forme M

�!�

= �x:(T

�

x

1

)M

�

, ce qui suppose l'existence

d'un test pour �. Sur la repr�esentation normalis�ee de �, ^

I

 

i

, T

�

doit être une

abstraction qui contrôle que son argument a tous les types  

i

. Ceci implique que

l'argument doit être disponible, en son entier, autant de fois que des types  

i

.

Dans le calcul non-d�eterministe �

k

[17] (avec s�emantique observationnelle \may

testing"), la d�e�nition du test consiste en une s�equentialisation des contrôles :

T

�^�

= �x:(T

�

x)(T

�

x)

ce qui ne pose aucun probl�eme car les arguments appliqu�es au test sont in�epui-

sables. Ce n'est pas le cas de �

r

. Si, par exemple, ` M : �^�, alors T

�^�

M

se r�eduit vers le terme bloqu�e T

�

xh1=xi, puisque l'argument n'a que multipli-

cit�e 1. Cette di�cult�e semble insurmontable; le calcul �

r

n'a pas la capacit�e de

\multiplier" les occurrences des ressources.



Pourtant, notre conjecture est que le mod�ele de �ltres est compl�etement ad�e-

quat par rapport �a �

c

r

. Autrement dit, que les types avec conjonction et produit

discriminent autant que les types avec produit seulement. Notre argument est que

la manipulation des hypoth�eses est toujours multiplicative. Les conjonctions qui

apparaissent dans les hypoth�eses ont �et�e introduites par le moyen de l'axiome;

elles ne correspondent pas a un besoin de typer de fa�con di��erente deux oc-

currences de la même variable (comme c'est le cas dans les th�eories de types

avec intersection usuelles). Comment le d�emontrer? Nous n'avons pas r�eussi �a

construire une preuve directe, sur les d�erivations dans les syst�emes de types P et

P

^

. Une approche di��erente consisterait �a d�emontrer un lemme d'approximation

pour le syst�eme de types avec conjonction, dans le style de [69], et de prouver

ensuite que les contextes de �

c

r

permettent de s�eparer deux approximants qui ne

sont pas compatibles. Notre conjecture �a ce propos est que les outils d�evelopp�es

dans le chapitre 3 pour �

r

devraient être adaptables �a �

c

r

.

Nous ouvrons maintenant une parenth�ese, pour discuter sommairement com-

ment �etendre le calcul �

c

r

, a�n de lui donner les moyens de d�e�nir le test pour la

conjonction. Nous introduisons un produit synchrone ou op�erateur de duplication

entre termes, M�N , dont la propri�et�e essentielle est de faire partager ses argu-

ments �a M et �a N . C'est-�a-dire, (M�N)P!

�

rc

(MP�NP ) Le nouveau calcul est

not�e �

�

rc

.

�

Evidemment, il ne s'agit pas de construire les fonctions parall�eles, que

l'on d�ecrit par exemple avec k, puisqu'elles sont d�ej�a dans �

r

(rappelons que � y

est d�e�nissable). Bien au contraire, � serait le "meet" dans le domaine.

Un tel op�erateur permet la d�e�nition du test pour la conjonction : il su�t de

poser

M

�!�

= �x:((T

�

1

� : : :�T

�

n

)x

1

)M

�

si � ' �

1

^ : : :^�

n

3

.

Les termes de �

�

rc

sont :

(�

�

rc

) M ::= x j�x:M j (MP ) jMhP=xi j cP j (M�M)

P ::= 1 jM j (P j P ) jM

1

La relation d'�evaluation !

�

rc

de ce calcul est un ra�nement de !

rc

(cf. �gure

3.6), dont les nouvelles r�egles sont �ecrites dans la �gure 6.2.

Remarquons que la r�egle de saisie n'a pas �et�e modi��ee. En e�et, la distribution

des arguments et des entr�ees de substitution �aM et �a N dans le produit synchrone

(M�N) garantit la disponibilit�e des ressources sur les variables de tête de M et

de N . Par exemple, si P � (L j P

0

), alors

(x�N)Q

1

: : : Q

k

hP=xi

?

!

�

rc

(x

~

QhP=xi�N

~

QhP=xi)!

�

rc

(L

~

QhP

0

=xi�N

~

QhP=xi)

3: Le produit synchrone rappelle l'op�erateur + de [29], �equip�e d'une s�emantique \must

testing", utilis�e dans la d�e�nition du test associ�e aux types conjonction : dans ce papier,

T

�^�

= �x:(T

�

+ T

�

).



(M�N)P!

�

rc

(MP�NP ) (M�N)hP=xi!

�

rc

(MhP=xi�NhP=xi)

M!

�

rc

M

0

M�N!

�

rc

M

0

�N

N!

�

rc

N

0

M�N!

�

rc

M�N

0

c(M�N)!

�

rc

(cM)�(cN)

Fig. 6.2 -

�

Evaluation dans �

�

rc

Les termes irr�eductibles du calcul sont de trois types, �a savoir : termes bloqu�es,

abstractions �x:M , et produits synchrones de termes irr�eductibles (M

1

� : : : �M

n

).

Les valeurs du calcul sont un sous-ensemble des termes irr�eductibles. Dans l'ap-

proche standard, les abstractions sont des valeurs de �

�

rc

, tandis que les termes

bloqu�es sont identi��es aux termes divergents. En ce qui concerne les produits syn-

chrones, seuls les produits d'abstractions sont observables. La syntaxe des valeurs

est donc :

(V

�

rc

) V ::= �x:M j (V �V )

Ce calcul, comme les autres versions du calcul de ressources, v�eri�e un lemme

des contextes, ce qui indique qu'il n'est pas compl�etement arbitraire. Rappelons

que le pr�eordre v

�

rc

identi�e termes bloqu�es, divergence et produits synchrones

dont les composantes ne sont pas toutes des abstractions.

Soit A l'ensemble des contextes applicatifs d�e�nis par

A ::= [] j AP j AhP=xi j cA

o�u P est un paquet de �

�

rc

. Remarquer que l'op�erateur de duplication n'apparâ�t

pas en tête dans la d�e�nition de A. Cependant, les paquets P peuvent avoir des

produits synchrones comme sous-termes.

Lemme 6.2.1 (Lemme des contextes pour �

�

rc

)

8M;N 2 �

�

rc

Mv

�

rc

N , Mv

A

N

Preuve. La structure des contextes applicatifs pour �

�

rc

�etant la même que ceux

de �

c

r

, la d�emonstration de l'�enonc�e est une extension de la preuve du lemme3.5.5.

Nous indiquons les modi�cations �a apporter. La partie ( est triviale. La partie

) est un cas particulier de la proposition suivante:

8M

1

; : : : ;M

p

8N

1

; : : : ; N

p

(8i M

i

v

A

N

i

) ) (8C C[

~

M]+

�

rc

) C[

~

N ]+

�

rc

)

o�u C est un contexte de �

�

rc

�a plusieurs trous. Soit C t.q. C[

~

M ] et C[

~

N] sont

des termes clos et il existe une valeur V v�eri�ant C[

~

M]

?

!

rc

V en un nombre



�ni de pas l. Nous montrons C[

~

N]+

�

rc

par r�ecurrence sur (l; t; d) (selon l'ordre

lexicographique), o�u t est le nombre de trous de C et d est le nombre de produits

synchrones dans C. (Pour �

c

r

la r�ecurrence sur (l; t) �etait su�sante.)

Le cas int�eressant est l > 0; t > 0. Soit C = c

m

W

~

B

1

: : :

~

B

m

; nous �etablissons

la proposition par cas sur W ,

1. W = C

0

~

B

0

o�u

(a) C

0

= x ou

(b) C

0

= �x:D ou

(c) C

0

= []

i

ou encore

(d) C

0

= D�D

0

2. W = (W

0

j W

1

)

3. W = D

1

.

Pas de modi�cations �a faire pour (1a)-(1c), (2) et (3). Dans ces cas la preuve

se fait essentiellement par r�ecurrence sur l (la premi�ere �etape d'�evaluation peut

être reproduite �a partir de C[

~

N]), et en plus, dans le cas (1c) sur t.

Il reste �a examiner l'�evaluation de C[

~

M ] pour C

0

= D�D

0

(cas (1d)) : les

premi�eres �etapes sont de distribution des arguments, des substitutions et des

tests de convergence

C[

~

M ]

?

!

�

rc

(c

m

D

~

B

1

: : :

~

B

m

)[

~

M ]�(c

m

D

0

~

B

1

: : :

~

B

m

)[

~

M ]

Alors C[

~

M]+

�

rc

implique (c

m

D

~

B

1

: : :

~

B

m

)[

~

M]+

�

rc

et aussi (c

m

D

0

~

B

1

: : :

~

B

m

[

~

M ]+

�

rc

en au plus l �etapes d'�evaluation. Comme chacun de ces deux derniers termes a

un produit synchrone de moins que C[

~

M ], l'hypoth�ese de r�ecurrence donne

(c

m

D

~

B

1

: : :

~

B

m

)[

~

N ]+

�

rc

et (c

m

D

0

~

B

1

: : :

~

B

m

[

~

N]+

�

rc

Alors C[

~

N]+

�

rc

. �

Pour ce qui est du mod�ele, l'�equation s�emantique associ�ee �a � est donn�ee par

le \meet" dans le domaine des �ltres, i.e. l'intersection. C'est-�a-dire,

V[[M�N ]]

�

= V[[M ]]

�

u V[[N ]]

�

o�u l'environnement est dupliqu�e. La description dans le syst�eme de types utilise

un type union _ [7] : le type de M�N est � _ �, lorsque � est le type de M et �

est celui de N . La propri�et�e essentielle de la th�eorie de types avec union est que

(�

1

! �) _ (�

2

! �) � (�

1

^�

2

)! �

permettant ainsi d'�eliminer la conjonction �a gauche de la 
�eche (notre souci ma-

jeur pour la d�e�nition des termes caract�eristiques).
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Chapitre 7

Conclusion

Pour conclure, nous pr�esentons une synth�ese des probl�emes ouverts en in-

diquant parfois des pistes qu'il conviendrait, �a notre avis, explorer, ainsi que

quelques lignes de recherche que nous jugeons int�eressantes.

Plusieurs probl�emes restent ouverts en ce qui concerne l'�etude du pouvoir de

discrimination de �

r

et aussi de �

c

r

, que nous avons entam�e. Pour les termes du

lambda calcul pur, il a �et�e montr�e que le calcul avec ressources (non-d�eterministe)

a le même pouvoir de s�eparation que �

m

(d�eterministe). Reste �a savoir si �

r

(ou

�

c

r

) peut discriminer plus de �

m

-termes que �

m

(ou �

m

plus test de convergence)

lui-même. Autrement dit, si les termes avec multiplicit�es sont sensibles ou pas

au non-d�eterminisme. Pour montrer que �

r

et �

m

di��erent sur �

m

il su�rait de

construire un exemple, ce qui n'est pas, a priori, une tâche simple. De l'autre

cot�e, puisque l'on dispose du lemme d'approximation, on pourrait imaginer une

preuve classique de 8M;N 2 �

m

(Mv

m

N ) Mv

r

N), c'est-�a-dire, par un

r�esultat de s�eparation du genre A 6v

r

N ) A 6v

m

N , o�u A est un approximant

qui provient d'un terme dans �

m

, et N 2 �

m

. Or, les approximants des �

m

-

termes ne sont pas n�ecessairement des termes de �

m

, ce qui empêche de parler

de A 6v

m

N . Une approche qui semble plus adapt�ee pour r�esoudre cette question

consisterait �a construire un pr�eordre alg�ebriquen sur �

r

et montrer qu'il d�e�nit

une s�emantique ad�equate pour v

r

. S'il s'av�ere que n est plus �n que v

m

sur

�

m

, on aura prouv�e que �

r

et �

m

ne di��erent pas sur �

m

, c'est-�a-dire,

8M;N 2 �

m

M n N ) Mv

r

N ) Mv

m

N ) M n N

Si, au contraire, Mv

m

N ; M n N , on devrait pouvoir se servir de l'informa-

tion recueillie pendant la tentative de preuve pour construire un exemple.

Le pr�eordre alg�ebrique dont on parle doit être plus �n que �

L

r

. En particulier,

il devrait rendre compte de l'�-conversion. Tel pr�eordren jouerait le rôle de �

�

L

pour le �-calcul, et on pourrait se demander s'il ne constitue pas une s�emantique

alg�ebrique compl�etement ad�equate pour �

r

. En �etendant convenablement la no-

tion d'approximant �a �

c

r

, ce qui implique que � doit être sensible au nombre de



ressources des paquets, un r�esultat de compl�ete ad�equation pour v

rc

implique-

rait une deuxi�eme caract�erisation de la structure locale (dans la terminologie de

Barendregt [8]) du mod�ele C.

La question se pose aussi sur la caract�erisation de la s�emantique observation-

nelle engendr�ee par le codage du calcul avec ressources dans le �-calcul. En e�et,

�

r

a �et�e d�e�ni par Boudol �a partir d'une analyse �ne du codage du �-calcul faible

dans �. Boudol et Laneve [20] montrent que �

m

peut être cod�e de fa�con ad�equate

dans �. Le fait que �

m

(et �

r

) manque du test de convergence met en �evidence

qu'il n'est pas aussi discriminant que �. On s'attend �a pouvoir �etendre le codage

et le r�esultat d'ad�equation �a �

r

et �

c

r

. Qu'en est-t-il de la compl�etude pour �

c

r

?

Dans la section 2.2.3, nous avons pos�e le probl�eme de l'ad�equation compl�ete

des traductions (�)

c

v

: �

v

! �

c

et (�)

v

c

: �

c

! �

v

, c'est-�a-dire, de la v�eri�ca-

tion de l'�equation (2) de Mitchell (cf. section 2.2). Les traductions consid�er�ees

permettent la simulation de la convergence du calcul source dans le calcul cible.

Notre conjecture est que ces propri�et�es passent aux contextes. Pour le montrer il

faudrait prouver que le terme obtenu par l'application successive des deux tra-

ductions (dans le bon ordre) est �equivalent au terme d'origine : ((M)

c

v

)

v

c

'

c

M et

((M)

v

c

)

c

v

'

v

M .

Comme nous l'avons dit dans le chapitre 2, aucune indication n'est donn�ee

dans [56] sur la fa�con de prouver l'ad�equation compl�ete d'une traduction com-

positionnelle. Il serait int�eressant de chercher des conditions n�ecessaires et suf-

�santes g�en�erales. Autre question de sur ce sujet concerne la modularit�e des

extensions du �-calcul. Nous avons vu que le choix non-d�eterministe ne peut pas

être ajout�e au lambda calcul faible avec appel par valeur �

v

, mais si �a �

c

, malgr�e

l'inter-simulation de �

v

et �

c

. La question qui se pose naturellement est : sous

quelles conditions l'ajout d'op�erateurs pr�eserve une traduction (compl�etement)

ad�equate?

L'�etude des mod�eles du calcul avec ressources n'est certainement pas clos. En

particulier, la question se pose �a propos du genre de mod�ele qu'on peut associer

au sous-calcul d�eterministe de �

r

, le calcul avec multiplicit�es �

m

. Du point de

vue des syst�emes de types, dans l'�etat actuel des travaux, il ne semble pas que

l'on puisse restreindre P pour rendre compte de l'homog�eneit�e des ressources

dans �

m

. Remarquons qu'une condition n�ecessaire pour que le syst�eme de types

associ�e �a �

m

soit correct est que sa restriction aux �-termes soit �equivalente au

syst�eme de types avec intersection standard. C'est-�a-dire, les types � dans �! �,

ne peuvent être, a priori, que des produits quelconques de types (associ�es tous �a

la même ressource).

La comparaison entre le pouvoir de discrimination du syst�eme de types P et

du syst�eme P

^

, �evoqu�e dans le chapitre 6, reste un probl�eme ouvert.



On devrait aussi �etudier la possibilit�e de modi�er le syst�eme de types actuel

pour construire une s�emantique compl�etement ad�equate de �

r

(le r�esultat de

compl�ete ad�equation de la th�ese est sur �

c

r

). Il s'agit de reproduire l'e�et du test

de convergence dans la th�eorie de types, c'est-�a-dire, de reproduire la capacit�e

de compter le nombre de ressources d'un argument. Avec cette modi�cation,

le r�esultat de continuit�e syntaxique pour �

r

devrait pouvoir aider �a montrer la

conjecture sur l'ad�equation compl�ete du mod�ele de �ltres (associ�e au syst�eme de

types P

^

avec �a la fois le produit et l'intersection).

Les r�esultats syntaxiques de Boudol et Laneve sur des s�emantiques obser-

vationnelles non-standards du calcul avec ressources (o�u blocage et divergence

sont di��erents), �enonc�es dans la section 3.8.1, constituent une forte motivation

pour l'�etude de la contrepartie alg�ebrique et d�enotationnelle de ces sc�enarios ob-

servationnels. Motiv�es par le r�esultat concernant le �-calcul et �

m

, on peut se

demander si, par exemple, l'interpr�etation alg�ebrique de �

r

n'engendre pas une

s�emantique compl�etement ad�equate de �

r

par rapport au pr�eordre plat v

[

r

.

Nous avons montr�e comment donner une s�emantique d�enotationnelle �a un

langage qui ne satisfait pas les postulats classiques des mod�eles �a environne-

ments pour le lambda calcul, �a savoir, la distribution de l'environnements aux

sous-termes. Dans cette th�ese, l'�etude des mod�eles porte exclusivement sur la s�e-

mantique standard du calcul de ressources. Peut-on d�evelopper des mod�eles pour

les s�emantiques non-standards, verticale et plate, suivant cette approche? Est-il

possible de caract�eriser le blocage, comme on caract�erise la convergence, dans un

syst�eme ra�n�e de types avec intersection?

Il serait int�eressant de chercher des liens entre le calcul avec ressources et le

fragment multiplicatif de la logique lin�eaire. En e�et, une relation entre ces calculs

n'est pas �a exclure; rappelons que le syst�eme de types P distingue les occurrences

des variables et manipule les hypoth�eses de fa�con multiplicative. Toujours en ce

qui concerne P, il faut souligner que il est essentiellement le même syst�eme de

types utilis�e par Gardner dans [34], o�u elle aborde des questions d'optimalit�e de

la r�eduction de �-termes.

Pour conclure, le domaine d'application du calcul avec ressources se trouve

entre la programmation fonctionnelle, avec des langages �a la ML, et la program-

mation distribu�e, avec des langages comme FACILE [35, 36] (bas�e sur SML,

incorporant des primitives de communication) et PICT [64, 63] (typ�e, bas�e sur

un fragment du �-calcul). Il est assez raisonnable de penser, par exemple, que

les propri�et�es du syst�eme de types associ�e au calcul avec ressources peuvent être

utiles en compilation.
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Glossaire

Dans le cadre d'un lambda calcul hypoth�etique �

h

, les conventions de notation sont

les suivantes :

symbole signi�cation

�

h

extension du � calcul faible

�

h

ensemble des termes

�

o

h

ensemble des termes clos

V

h

ensemble des valeurs

!

h

�evaluation

9

h

impossibilit�e d'�evaluer

+

h

pr�edicat de convergence

*

h

pr�edicat de divergence

v

h

pr�eordre observationnel

'

h

�equivalence observationnelle

c test de convergence unaire, 100

c combinateur de test de convergence, 50

p combinateur de test de convergence parall�ele, 50

�

s

constructeur des abstractions strictes, 54

�

v

constructeur des abstractions par valeur, 51

k op�erateur de composition parall�ele, 48

� op�erateur de choix non-d�eterministe, 49

] op�erateur unaire non-d�eterministe dans le lambda calcul, 81

union multi-ensembliste de solutions, 43

� produit synchrone, 224

? �el�ement minimum d'un domaine, 152

> �el�ement maximum d'un domaine, 152

F

borne sup�erieure, 152



� lambda calcul faible, 36

�

c

lambda calcul faible avec test de convergence c, 50

�

d

lambda calcul faible avec paquets, 89

�

j

lambda calcul faible avec � et c, 61,62

�

m

lambda calcul faible avec multiplicit�es, 88

�

p

lambda calcul faible avec test de convergence parall�ele p, 50

�

r

lambda calcul faible avec ressources, 84

�

c

r

lambda calcul avec ressources et test de convergence c, 100

�

�

rc

lambda calcul avec ressources, c et �, 224

�

s

lambda calcul faible avec appel strict, 54

�

v

lambda calcul faible avec appel par valeur, 51

�

�

v

lambda calcul faible avec � et appel par valeur, 61

�

k

lambda calcul faible avec composition parall�ele, 48

�

�

lambda calcul faible avec choix non-d�eterministe, 48

�

]

lambda calcul faible avec ], 81

� calcul de processus, 42

� ensemble des termes clos de �, 37

�

o

ensemble des termes clos de �, 37

�

c

ensemble des termes de �

c

, 51

�

d

ensemble des termes de �

d

, 89

�

o

d

ensemble des termes clos de �

d

, 90

�

ej

extension de �

j

avec des termes M�, 64

�

j

ensemble des termes de �

j

, 63

�

m

ensemble des termes de �

m

, 88

�

o

ensemble des termes de �

c

qui proviennent de termes de �

v

, 57

�

p

ensemble des termes de �

p

, 51

�

r

ensemble des termes de �

r

, 84

�

rc

ensemble des termes de �

c

r

, 101

�

�

rc

ensemble des termes de �

�

rc

, 224

�

v

ensemble des termes de �

v

, 52

�

k

ensemble des termes de �

k

, 49

�

o

k

ensemble des termes clos de �

k

, 49

�

�

ensemble des termes de �

�

, 49

�

o

�

ensemble des termes clos de �

�

, 49

�

o

]

ensemble des termes clos de �

]

, 81

� ensemble des termes de �, 42

�

ej

extension de �

j

avec des compositions ���, 64

�

j

ensemble des substitutions explicites de �

j

, 63

�

ej

extension de �

j

avec des compositions ���, 64



V

�

ensemble des valeurs de �, 39

V

c

ensemble des valeurs de �

c

, 51

V

d

ensemble des valeurs de �

d

, 89

V

j

ensemble des valeurs de �

j

, 63

V

p

ensemble des valeurs de �

p

, 51

V

r

ensemble des valeurs de �

r

, 87

V

rc

ensemble des valeurs de �

c

r

, 100

V

�

rc

ensemble des valeurs de �

�

rc

, 225

V

v

ensemble des valeurs de �

v

, 52

V

k

ensemble des valeurs de �

k

, 48

V

�

ensemble des valeurs de �

�

, 49

#

o

pr�edicat de convergence �

o

par rapport �a !

o

, 57

+

�

pr�edicat de convergence dans �, 39

+

c

pr�edicat de convergence dans �

c

, 51

+

d

pr�edicat de convergence dans �

d

, 90

+

j

pr�edicat de convergence dans �

j

, 65

+

p

pr�edicat de convergence dans �

p

, 51

+

r

pr�edicat de convergence dans �

r

, 87

+

n

r

pr�edicat de convergence de longueur n, 87

+

s

pr�edicat de convergence dans �

s

, 54

+

v

pr�edicat de convergence dans �

v

, 52

+

�

v

pr�edicat de convergence dans �

�

v

, 61

+

�

pr�edicat de convergence dans �, 44

+

k

pr�edicat de convergence dans �

k

, 49

+

�

pr�edicat de convergence dans �

�

, 49

P # n convergence imm�ediate du processus P vers le nom n, 44

P+(Q; n) convergence de P vers le processus Q et le nom n, 44

"

o

pr�edicat de divergence sur �

o

par rapport �a !

o

, 57

*

�

pr�edicat de divergence dans �, 39



!

�

�evaluation faible dans le �-calcul, 39

?

!

�

clôture re
exive et transitive de !

�

, 39

+

!

�

clôture transitive de !

�

, 39

9

�

impossibilit�e d'�evaluer, 39

!

�c

r�eduction forte dans �

c

, 56

!

c

�evaluation faible dans �

c

, 55

!

d

�evaluation dans �

d

, 90

!

j

�evaluation faible dans �

j

, 64

!

m

�evaluation dans �

m

, 88

!

o

r�eduction dans �

c

qui simule !

v

pas �a pas, 56

�

!

o

r�eduction !

o

avec � le radical r�eduit, 57

!

r

�evaluation dans �

r

, 86

!

rc

�evaluation dans �

c

r

, 101

!

�

rc

�evaluation dans �

�

rc

, 224

!

v

�evaluation faible dans �

v

, 55

!

]

�evaluation faible dans �

]

, 66, 81

?

!

]

clôture re
exive et transitive de !

]

, 81

�

! transition �etiquet�ee dans �, 45

7! r�egle de r�eaction du �-calcul, 43

� m�ecanisme de saisie de ressources, 86

B r�eduction dans,

le �-calcul, 44

le �

c

r

-calcul, 191

3 saisie dans la r�eduction B sur �

rc

, 191

B

d

r�eduction dans �

d

, 129

? juxtaposition de listes, 96

(( )) application �elev�ee, 154

� union de multi-ensembles, 154

application,

dans le domaine C, 164

dans le domaine F , 179

produit d'environnements compacts, 157

. sous-types 
�eche d'un type produit, 185

� produit dans M

2

(D), 167

produit d'environnements, 171

=

�

�egalit�e �a �-conversion pr�es, 38

=

�

�egalit�e �a �-conversion pr�es, 38

=

L

�egalit�e alg�ebrique dans �, 41

=

s

�egalit�e dans �

j

, 63

'

�

�egalit�e observationnelle dans �, 40

'

�

�egalit�e observationnelle dans �, 44

�

�

bisimulation forte, 45

'

]

extension de la bisimulation applicative pour �

]

, 81



� regroupe les ordres �

\

, �

�

et �

[

, 102

ordre point par point sur les fonctions, 154

relation de cons�equence entre types,

pour E

1

, 158

pour E

2

, 172

�

L

pr�eordre alg�ebrique sur �, 41

�

�

L

pr�eordre alg�ebrique sur les �-termes, 142

�

L

r

pr�eordre alg�ebrique sur �

r

, 131

ordre sur les approximants , 130

l ordre sur les multi-ensembles, 154

l

?

ordre sur les multi-ensembles non-vides, 155

�

[

ordre plat, 102

�

�

ordre vertical, 102

�

\

ordre standard, 102

v relation d'ordre partiel, 151

v

�

pr�eordre observationnel dans �, 40

v

A

pr�eordre observationnel applicatif, 40

v

B

bisimulation applicative, 40

v

C

s�emantique engendr�ee par le mod�ele C, 183

v

F

s�emantique engendr�ee par F , 215

v

j

pr�eordre observationnel dans �

j

, 65

v

P

s�emantique engendr�ee par P , 196

v

P

^

pr�eordre associ�e �a P

^

, 215

v

R

pr�eordre engendr�e par � , 201

v

\

pr�eordre observationnel standard sur �

r

, 103

pr�eordre sur Fin(D), 153

v

�

rc

pr�eordre observationnel dans �

�
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, 225

v

�

v

pr�eordre observationnel dans �

�

v
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v

[

pr�eordre observationnel horizontal sur �

r

, 103

v

�

pr�eordre observationnel vertical sur �

r

, 103

v

�

pr�eordre observationnel dans �, 44


 r�egles structurelles de �, 43
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 clôture transitive de 
, 43

� clôture re
exive et transitive de 
, 43

congruence sur �

r

, 85

b ordre d'�elargissement sur les paquets, 113

� relation � [=

�

, 108

` compatibilit�e entre termes, 87

� �equivalence entre types pour E

1

, 159

� r�egles structurelles pour les syst�emes de types, 184

/ relation entre termes et termes �nis, 156

� pr�edicat de r�ealisabilit�e,

pour P , 200

pour P

^

, 220


 pr�edicat de r�ealisabilit�e pour les types associ�es aux paquets dans P

^

, 220



"a plus petit cône qui contient l'�el�ement a pour E

1

, 162

abs(M) nombre de variables abstraites de M , 87

arg(M) nombre d'arguments qui suivent la variable de tête de M , 87

bn(P ) ensemble des noms li�es de P , 43

bv(M

1

; : : : ;M

k

) ensemble des variables li�ees de M

1

: : :M

k

, 37

down fonction de des-�el�evation dans un espace, 154

fn(P ) ensemble des noms libres de P , 43

fv(M

1

; : : : ;M

k

) ensemble des variables libres de M

1

: : :M

k

, 37

f

��

fonction seuil, 164

i transformation, 167

j transformation,

pour E

1

, 150

pour E

2

, 167

mO

r

i

classe des �

r

-termes de degr�e maximum de fonctionnalit�e i, 121

mPO

r

i

classe des �

r

-termes de degr�e maximum de non-r�esolution i, 121

fjm

1

; : : : ; m

k

jg solution compos�ee de mol�ecules, 43

n(P ) ensemble des noms de P , 43

obs(M) fonction d'observation sur �

o

r

, 102

p

n

(�) partage de substitutions, 96

sPO

r

i

classe des �

r

-termes de strictement non-r�esolubles de degr�e maximal i, 121

tt(M) variable de tête, 87

up fonction d'�el�evation dans un espace, 154

var(M

1

; : : : ;M

k

) ensemble des variables libres et li�es de M

1

: : :M

k

, 37

!(M) approximant direct de M 2 �, 41

!(T ) approximant directe de T , terme ou paquet de �

r

, 130

A(M) interpr�etation alg�ebrique de M , 41

#A(M) cône inf�erieur engendr�e par les approximants de M 2 �

r

, 131

"A plus petit cône qui contient l'ensemble A pour E

1

, 162

plus petit �ltre qui contient l'ensemble A - pour E

2

, 174

Bag(D) ensemble des multi-ensembles �nis de D, 155

BD cat�egorie des b-domaines, 168

C domaine de cônes, 162

Com(P ) ensemble de canaux de communication de P , 46

D cat�egorie des treillis complets p-alg�ebriques, 168

D

?

espace �elev�e, 154

D

�

ensemble des multi-ensembles �nis de D, 154

D

�

ensembles des multi-ensembles �nis non-vides de D, 155

D ! E espace des fonctions continues de D dans E, 154

D !

?

E espace des fonctions continues strictes de D dans E, 154

F domaine des �ltres associ�e aux termes pour E

2

, 174

F

b

domaine des �ltres associ�e aux paquets pour E

2

, 174

fb ensemble des types associ�es aux paquets de termes,

pour E

1

, 158

pour E

2

, 172



Fin(D) ensemble des parties �nies de D, 153

ft ensemble des types associ�es aux termes,

pour E

1

, 158

pour E

2

, 172

~

ft ensemble de types premiers associ�es aux paquets pour E

2

, 172

I domaine de �ltres correspondant �a M

1

(C), 162

Id�eal(D;v) compl�etion par id�eaux de D, 152

K(D) ensemble d'�el�ements compacts de D, 152

KP(D) ensemble des �el�ements compacts et premiers de D, 152

KP

?

(D) ensemble KP(D)[ f?g, 152

L ensemble d'approximants de �, 41

L

r

ensemble d'approximants de �

r

, 129

M [N=x] substitution usuelle du �-calcul, 38

MdP=xe substitution dans �

d

, 89

(M)

v

c

codage de M 2 �

c

dans �

v

, 52

(M)

c

v

codage de M 2 �

v

dans �

c

, 54

[[M ]] codage de M 2 �

j

dans �, 68

f[M ]g transformation de M 2 �

r

dans �

d

, 91

M

1

(D) domaine des multi-ensembles, 155

M

2

(D) domaine des paquets sur D, 167

N ensemble d�enombrable de noms de canaux, 42

N ensemble des noms de canaux surlign�es, 43

O domaine des observations 
; �;?, 102

O

n

classe des �-termes r�esolubles de degr�e n, 40

O

d

i

classe des �

d

-termes de degr�e de fonctionnalit�e i, 124

O

r

i

classe des �

r

-termes de degr�e de fonctionnalit�e i, 120

P syst�eme de types associ�e �a C, 184

P

�

paquet caract�eristique de type � , 204

P

^

syst�eme de types associ�e �a F , 215

PO

n

classe des �-termes non-r�esolubles de degr�e n, 41

PO

d

i

classe des �

d

-termes de degr�e de non-r�esolution i, 124

PO

r

i

classe des �

r

-termes de degr�e de non-r�esolution i, 121

Q(D) ensemble ordonn�e des parties de D, 153

T

�

test d'appartenance au type � , 204

Var ensemble d�enombrable de variables, 37

V ar(�) domaine de la substitution �, 63

V [[M ]]

�

interpr�etation des �

r

-termes, 150

pour l'�equation E

1

, 157

pour l'�equation E

2

, 171

W [[P ]]

�

interpr�etation des paquets pour E

2

, 171



� substitution, 63

�(x) terme associ�e �a x dans �, 63

" substitution vide, 63

�=

V

environnement de domaine V , 156

�

�

environnement d�e�ni sur �

�

, 197

f�g toute permutation de �, 185

�

T

hypoth�eses sur les variables libres de T , 186

�=

y

hypoth�eses qui ne concernent pas y, 186

�(x) type associ�e �a x par �, 186

�

�

contexte produit, 186

~

� inverse de �

�

, 186

�

�

contexte d�e�ni selon �, 197


