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Chapitre 1

Introduction

Le lambda calcul avec ressources A,, défini par Boudol, est un raffinement
non-déterministe du lambda calcul faible qui permet de contréler la disponibilité
des arguments par la syntaxe. Les ressources ont été introduites afin de remédier
a certaines faiblesses du calcul pur, révélées par le codage du lambda calcul faible
dans le w-calcul de Milner. Nous abordons dans cette these la relation entre des
lambda calculs étendus et le w-calcul, I’étude syntaxique du calcul A,, et I’étude
de ses modeles.

1.1 Fonctionnalité, non-déterminisme et m-calcul

L’apparition de nouveaux paradigmes de calcul parallele, pour lesquels la com-
munication entre processus n’est pas une simple échange de signaux de synchro-
nisation - le w-calcul de Milner, Parrow et Walker [53], ou la communication de
noms de canaux implique une re-configuration dynamique des processus, CHOCS
de Thomsen [79, 80], ou I'on communique des processus - et la nécessité de com-
prendre leur expressivité, a ouvert des voies tres prometteuses pour ce qui est de
la relation entre langages paralleles ou distribués et les langages fonctionnels, et
de la facon dont ils peuvent étre combinés.

Un des premiers résultats sur la relation entre le w-calcul et le A-calcul faible
(base conceptuelle de la programmation fonctionnelle), établi par Milner a 'aide
d’une codification de A dans 7, est que ce dernier est strictement plus puis-
sant que le premier, en ce qui concerne les A-expressions (dans le sens ou les
m-contextes permettent de distinguer plus d’expressions que les A-contextes). Les
raisons sont multiples; le m-calcul permet de simuler le test de convergence, ajoute
le non-déterminisme. Plus important encore, la codification utilisée modélise le
processus de substitution du A-calcul par une consommation de ressources. Le
7-calcul incorpore donc la possibilité de bloquer ’évaluation par manque de res-
sources. En effet, la différence entre 7 et A provient du fait que la (3)-conversion
- c’est-a-dire, le processus de substitution du A-calcul - est simulée dans # par un



mécanisme non-atomique ou chaque remplacement d’une variable par un argu-
ment correspond a une synchronisation entre le processus qui contient la variable
et le processus qui contient I'argument. Ces synchronisations ont lieu, en gros,
chaque fois que le remplacement est nécessaire pour continuer 1’évaluation, i.e.
lorsque la variable a étre substituée apparait en téte. On peut donc voir la simu-
lation de la #-conversion comme la consommation de la ressource représentée par
I’argument. Sans entrer dans les détails du codage, le processus qui contient un
argument du A-calcul dispose de lui de facon illimitée. Ce qui correspond a l'idée
que les arguments du A-calcul sont des ressources inépuisables du processus de
substitution.

Mais, a différence du A-calcul, on peut construire dans = des processus qui se
comportent comme des arguments épuisables, ce qui amene a des situations de
blocage par manque de ressources. Ce phénomene est a l’origine de la définition
du lambda calcul avec ressources par Boudol, dont il est question dans une grande
partie de ce travail. Non seulement 7 est plus expressif que A mais a aussi un
pouvoir de séparation strictement plus grand. L’écart entre ces calculs est en
fait tres important et ne peut pas étre comblé par les extensions classiques du
lambda calcul faible, motivés par la théorie de domaines a la Scott - avec appel
strict, appel par valeur ou test de convergence (parallele), choix non-déterministe,
composition parallele - nécessaires et /ou suffisantes pour compléter les modeles.

En utilisant des fonctions de codage compositionnelles qui préservent la no-
tion d’observation, dans le cadre de la théorie de I'expressivité des langages de
programmation proposée par Mitchell [56], nous avons étudié le pouvoir de sépa-
ration de quelques extensions du lambda calcul faible et la facon dont on peut les
combiner afin de rapprocher le calcul A du calcul 7 (cf. sections 2.2.1 et 2.2.2).
Ajoutés au calcul faible, le test de convergence séquentiel, ’appel par valeur,
et aussi ’appel strict sont e’quivalents; le méme genre de résultat est vérifié si
I’on considere le choix non-déterministe et les fonctions paralleles. Néanmoins, la
combinaison de ces deux classes de langages n’est pas toujours admissible en ce
qui concerne 1’équivalence engendrée entre programmes.

En conclusion, le raffinement du lambda calcul faible avec test de convergence
et choix non-déterministe, appelé A; [14], constitue un calcul approprié pour étre
codé dans le w-calcul. Dans la section 2.2.5, nous présentons une classification
des extensions du lambda calcul par rapport aux fonctionnalités ajoutées?! afin
de mieux situer les calculs étudiés dans le chapitre 2.

Le codage de A; dans 7 est adéquat mais pas completement, principalement
a cause de la n-conversion. En effet, il permet de distinguer deux utilisations
successives de la variable x dans xx par exemple, et de rendre cette expression
différente de x(Ay.xy). La distinction entre ces deux termes est irréalisable dans
toutes les extensions du lambda calcul motivées par la théorie de domaines (cf.

1. Pour le lambda calcul faible cf. [2, 14, 61, 62, 15, 4, 29, 72, 30]; pour la lambda calcul
classique cf. [28, 49, 31]; pour PCF cf. [66, 6, 39, 13, 76, 77].



sections 2.2.4 et 2.3).

1.2 Ressources dans le lambda calcul

Le m-calcul n’ajoute au A-calcul pas seulement la possibilité de tester la conver-
gence d’un programme et le parallélisme, mais aussi la possibilité de bloquer
I’évaluation d’un terme qui n’est pas en forme normale de téte faible. Pour rendre
compte de cette facilité dans le lambda calcul, Boudol [17] a introduit les res-
sources. La syntaxe des termes du calcul A, est définie par:

M :i=zx|Xe. M| (MP)|M{P/x)
P:=1|M|(P]|P)| M

Le lambda calcul faible gere ses arguments comme des ressources permanentes:
la B-conversion de (Ax.M)N donne comme résultat M[N/z], ou 'argument N a
remplacé x autant de fois que la variable apparaissait libre dans M. Autrement
dit, elle transforme I’argument N en une ressource inépuisable du processus chargé
de réaliser la substitution [N/z]. Le lambda calcul avec ressources A, permet de
modéliser des vraies ressources, i.e. épuisables.

Dans A,, les arguments infiniment disponibles viennent accompagnés d’une
multiplicité infinie; 'application standard s’écrit M N*°. La disponibilité finie
ou limitée des arguments est conséquence de l'introduction de paquets finis de
termes comme arguments. Ces paquets se comportent comme des multi-ensembles
ou chaque élément (copie d'un terme) est utilisé une fois au plus. Le paquet 1
représente I'argument vide de ressources, et les paquets finis ont la forme (M; |
... | M,). La syntaxe des paquets rappelle la définition des processus dans les
calculs paralleles; en effet, 'opérateur | est commutatif, associatif et 1 est son
élément neutre.

Un radical (Ax. M) P se réduit vers le terme M (P/x) ou (P/x) est une substi-
tution explicite dans le sens de Abadi, Cardelli, Curien et Lévy [1]. La présence
explicite des substitutions sert a définir une stratégie normalisante d’évaluation
qui ne perd pas de ressources. La substitution effective de & par P obéit a deux
lois: (1) il y a au plus autant de remplacements que de ressources dans P et (2)
ces remplacements sont réalisés par “nécessité”, c’est-a-dire, lorsque x apparait
comme terme de téte. L’exemple suivant d’évaluation dans A, montre le role des
substitutions explicites du calcul dans la définition du mécanisme de substitution
retardée: si P est un paquet composé du terme N et du paquet (), alors

pourvu que les variables libres de N ne soient pas capturées. Remarquons que A,
est non-déterministe puisque N est une composante quelconque de P; ’opération



de saisie ne suit aucun critere dans la consommation de ressources. Le choix
non-déterministe est codé par M & N = (M | N/x).

Il faut souligner que le lambda calcul faible est un sous-calcul de A,. En effet,
les termes ne contenant que des paquets de la forme M™ représentent les termes
du lambda calcul faible (cf. [17]). Suivant la convention usuelle, on note I la
fonction identité et 2 le terme (Azx.xx™)(Az.xax™)*.

En outre, la version déterministe de A,, appelée lambda calcul avec multipli-
cités et notée \,,, s’est révélée tres appropriée dans I’étude du codage du A-calcul
dans le w-calcul [19, 20]. Dans le calcul avec multiplicités, les arguments sont de
la forme M™, ou n est soit oo soit un entier positif, et, dans ce cas, M"™ désigne
le paquet homogene (M | ... | M). La saisie de ressources dans A, s’écrit

—_———

2Ry .. R{(N™'/2)Riy1 ... R, —, NRy...R(N"™/2)Ris1... R,

Les formes normales de ),, les termes irréductibles clos, sont de deux types:
abstractions Ax.M ou termes bloqués comme xP; ... P,(1/x) ou il n’y pas de
ressource disponible pour la variable de téte = (ce qui empéche de continuer
avec ’évaluation). Néanmoins, les formes normales que nous retiendrons comme
valeurs, résultats observables par des agents externes, sont les abstractions. Ceci
suppose que les substitutions explicites appliquées a une abstraction puissent étre
déplacées a I'intérieur de I'abstraction; c’est-a-dire, (Ax. M) {(P/y)—, Ax.(M{P/y))
pourvu que = # y et que les variables libres de P ne soient pas capturées. La
notion de convergence - i.e. de réduction sur une valeur - que nous utiliserons,
définie sur les “programmes” du langage (ses termes clos), ne permet pas d’ob-
server les termes bloqués et les identifie donc aux termes divergents (ceux dont
on ne peut tirer aucune information). Etant donné le caractére non-déterministe
du calcul, il est important de souligner que notre prédicat de convergence M|},
est du type “may testing” :

M}, ssi M peut se réduire sur une valeur

Il en découle que, par exemple, x((I | )/x){}, méme en ayant une évaluation
divergente?, car le terme se réduit sur la valeur I. La notation M 1), est utilisée
pour =(MJ},). Le préordre observationnel entre termes de A, est défini selon le
schéma général de Morris par:

MC,N & YV A-contexte O C[M}, = C[N]{,

En plus du lambda calcul avec ressources, il est question dans ce travail de son
extension par un opérateur de test de convergence, noté A%, dont I'intérét sera mis

2. En général, les langages non-déterministes admettent une définition de convergence de
type “must testing” qui dit qu’un terme M converge ssi toutes les réductions de M terminent
sur une valeur. L’exemple, convergent dans le cas du “may testing”, ne I’est pas si ’on consideére
un “must testing”.



en évidence dans les sections suivantes de I'introduction. Le préordre observation-
nel correspondant sera noté C,.. Rappelons la définition du test de convergence
c:
cM—I1 si M réduit sur une valeur
{ cM diverge  sinon

1.2.1 Résultats syntaxiques

Dans quelle mesure le calcul avec ressources est-il différent du lambda calcul
faible étudié par Abramsky et Ong [2, 3] et de ses extensions classiques? Quelques
exemples serviront a illustrer les résultats syntaxiques de Boudol et Laneve [18]
sur le calcul avec multiplicités. Nous énoncerons ensuite nos contributions. Dans
les trois exemples suivants, M et N sont des termes du lambda calcul pur, égaux
dans la théorie observationnelle engendrée par la bisimulation applicative [2] mais
séparables par des contextes de A, (qui sont en fait des contextes du calcul avec
multiplicités), i.e. 7(NC, M) est vérifié.

Exemple 1.2.1 Soit M = 2z2*, N = z(Ay.xy>)™ et C = [|(I/x). Observons
que I ne peut étre utilisé qu'une fois au cours de I’évaluation. Alors, si I = Az.z,
on a

C[N]—=, I Ay.xy™=) (1) x) =, 2((Ay.xy>) /) (1)) S, Ay (xy™=(1/2)) U,
CIM]—= Ie(1/x)—,z(x>[2)(1/x)—,x(1]/x) 1,
ou la derniere évaluation diverge car x(1/x) est un terme bloqué. O

Cet exemple montre que le calcul avec multiplicités (donc le calcul avec res-
sources) est strictement plus discriminant que le lambda calcul faible. On ob-
servera que la capacité de bloquer 1’évaluation par manque de ressources suffit;
le non-déterminisme de A, n’est pas nécessaire. Ajoutons enfin que le type de
contexte utilisé pour distinguer M et N dans I'exemple 1.2.1 peut étre construit
dans le 7-calcul pour séparer les codages de M et de N (voir [17]?).

Le résultat de [18] qui nous intéresse a propos de la relation entre le calcul avec
multiplicités et les extensions du lambda calcul faible avec test de convergence
(parallele) - sur les termes du lambda calcul pur, est le suivant: les A-contextes
avec multiplicités séparent strictement plus de A\-termes que les A-contextes avec
test de convergence paralléle p, donc avec test de convergence séquentiel c. Rap-
pelons la définition de p:

pMN—I si M ou N se réduit sur une valeur
pMN diverge  sinon

3. Le m-contexte (va)([] | «(w).[Iw), ol le processus qui contient I'argument I n’est pas
précédé d’une réplication !, est analogue au A.-contexte C' défini dans 'exemple 1.2.1. Une
extension du codage mentionné est présentée dans le chapitre 2.



Remarquons que les termes de I'exemple 1.2.1 ne sont pas séparables méme
en ajoutant les combinateurs ¢ ou p au lambda calcul.

Les deux exemples suivants, que nous développerons dans la section 3.8.1,
montrent comment des arguments avec multiplicités finies permettent de simuler
le role du test de convergence (parallele) dans la séparation de A-termes.

Exemple 1.2.2 Supposons B = x(Ay.Q)Q, et soit
M = dz.a B(Ay.Q) et N = Ax.x(Az.Bz)(\y.Q)

Ces termes sont dus a Abramsky et Ong [3]. Ils ont été construits dans le cadre
du probleme d’adéquation complete pour le lambda calcul faible, et servent a
montrer que les contextes avec test de convergence permettent de séparer plus de
termes que les A-contextes purs. En effet, le contexte A = [|e fait la différence:
A[N] converge tandis que A[M] diverge. Par ailleurs, le \,-contexte C' = [|U, ou
U = Mw.v, sépare aussi M et N : c’est le fait que U ne peut étre utilisé qu’une
seule fois pendant I’évaluation qui garantit C'[M] 1),. O

Exemple 1.2.3 Supposons B = z{){), et soit
M = dz.a B(xBQ) et N = Az.aB(x(Az.B2z)Q)

Les termes M et N ont été construits par Boudol et Laneve [18] pour montrer
le pouvoir de discrimination des contextes avec p sur les A-termes. Ils montrent
que M et N ne sont pas séparables par des contextes avec le test de convergence
séquentiel c. Il est clair que le contexte A = [|p sépare M et N: on a que
A[N] converge tandis que A[M] diverge. Dans le cadre des ressources, le contexte
C suivant, construit en utilisant la technique de séparation de Bohm [8, 46],
distingue aussi M et N:

C=[(P|P)FK ou P=Arjzqrs.asvizy, K = Avqeaxy , F = Avjes.az

Remarquons que P a une multiplicité 2 (i.e. peut étre utilisé au plus deux fois
pendant ’évaluation) et que celle de K et de F' est 1. L’évaluation de C[N]
converge avec deux utilisations de P, alors que C'[M] en aurait besoin de trois. O

La disparité entre le pouvoir de séparation des multiplicités et celui de ¢ est
d’autant plus surprenante que ce combinateur n’est pas définissable dans le calcul
avec multiplicités. Ce qui entraine la non-définissabilité de p, car ¢ = Az.pzxz.

Nous résumons nos résultats de définissabilité et de pouvoir de séparation :

Le pouvoir de séparation des ressources, sur les A-termes, est exacte-
ment celui des multiplicités. Le non-déterminisme de A, n’est pas signifi-
catif. Comme le montre 'exemple 1.2.3, les multiplicités finies fournissent une
forme de non-déterminisme suffisante pour simuler le comportement de p sur
les A-termes. La preuve, donnée dans la section 5.7, est une extension du Crux
Lemma de [18] (voir aussi la section 3.8.1 ou la propriété est énoncée).



Simplification d’arguments. La propriété de simplification sur A, est motivée
par 'observation que les ressources non-résolubles d’un terme, de type AZ.Q),
ne sont utiles qu’au plus une fois dans les dérivations convergentes du terme.
Nous montrons que toutes sauf la ressource de plus haut degré de non-résolution
peuvent étre simplifiées (i.e. éliminées) sans changer le contenu calculatoire du
terme. Cette propriété, montrée dans la section 3.6, est utilisée pour prouver,
syntaxiquement, que A¢ est strictement plus discriminant que A, .

Le test de convergence c n’est pas définissable dans A,. Donc p non plus,
meéme si A, permet de coder le choix non-déterministe. Nous présentons dans la
section 3.8.2 une preuve syntaxique simple, dans le style de [3] pour le lambda
calcul, et aussi de [18] pour le calcul avec multiplicités. De plus, I'exemple 1.2.2
semble indiquer que le test de convergence ¢ n’est pas définissable dans A,, méme
si on ne cherche a simuler son effet que sur les A-termes: la multiplicité de Iar-
gument U = lvw.v dépend du nombre d’occurrences libres de la variables .

Le lambda calcul avec ressources et test de convergence )\’ est stricte-
ment plus discriminant que A,. La non-définissabilité de ¢ dans A, est consé-
quence directe de ce résultat®, qui, par ailleurs, (nous) était insoupconnable®. Les
exemples 1.2.2 et 1.2.3 mettent en évidence que les multiplicités finies remplissent
correctement le role du test de convergence (parallele) lorsqu’il s’agit de A-termes.
Mais qu’en est-il pour des termes de A, 7 Il faut chercher dans la présence de pa-
quets finis de termes (arguments épuisables) la source du pouvoir supplémentaire
du test de convergence explicite. En effet, le test de convergence permet, en gros,
de compter le nombre de termes non-divergents d’un paquet. Ce que A, n’est pas
toujours capable de faire, par exemple lorsqu’il s’agit de termes non-résolubles
(c’est la propriété que nous avons appelée de simplification d’arguments.) Nous
construisons un exemple, qui sera repris dans la section 3.7:

Exemple 1.2.4 Supposons B = Azz.xz*; soit
M = B(Ay.Q | \y.Q) et N = B(Ay.Q)

Les termes M et N ne sont pas séparables par des A,-contextes: au plus un terme
non-résoluble (comme A\y.Q) peut étre utilisé dans une évaluation convergente.
En effet, lorsque Ay.Q) devient le terme de téte, soit le terme obtenu converge
soit 1l y a encore des arguments a consommer et alors diverge. Par conséquent,
la seule différence entre M et N, qui est d’avoir un sous-terme avec un nombre
différent de ressources non-résolubles, n’est pas observable dans A.. Par contre,

4. 51 I'introduction d’un opérateur change la théorie, cet opérateur n’est pas définissable dans
le langage réduit (cf. [33]).
5. Nous avons trouvé ce résultat indépendamment de la preuve de non-définissabilité de ¢

dans A, [18].



le Al-contexte C' = [|(Av.(cv)(cv) donne C[M}, alors que C[N] 1}, par manque

de ressources. O

Le langage des multiplicités est déterministe. Le lambda calcul avec mul-
tiplicités est un calcul déterministe par définition de ses regles. Nous montrons
dans la section 3.8.2 que, méme en libéralisant les regles d’évaluation, le choix
non-déterministe n’est pas représentable dans le langage des multiplicités.

D’autre part, nous nous proposons de constituer un fondement algébrique de
A, tel qu’il existe pour le lambda calcul faible; la difficulté technique consiste a
surmonter la non-confluence et la notion de substitution partielle, intrinseque au
calcul. Les points développés sont les suivants :

Caractérisation de la théorie ~,. Dans la section 3.6 nous étudions la théo-
rie engendrée par la congruence observationnelle ~,.. Le but est de caractériser
la classe des termes non-résolubles que les contextes de A\, ne peuvent pas distin-
guer. Pour le lambda calcul pur, la théorie sensible [8] identifie tous les termes
non-résolubles, en particulier Ax.L = L, ce qui n’est pas vérifié dans la théo-
rie faible [3]. Dans le cadre de ), la non-confluence de la relation d’évaluation
empeéche une classification des termes en résolubles ou non-résolubles, comme il
existe par exemple pour le calcul pur et avec multiplicités [18], déterministes.
Nous introduisons les degrés de fonctionnalité et de non-résolution d’un terme M
de A,, qui mesurent les quantités maximales d’abstractions imbriquées, soit de
M, soit des termes auxquels M peut étre converti (cf. [3] pour ces notions dans
le lambda calcul faible). En raison du type de non-déterminisme du calcul avec
ressources, les termes peuvent avoir plusieurs dégrés de fonctionalité et de non-
résolution a la fois. Par exemple, si P = (Ay.y | Ayz.y | Ay.Q | Q), alors x(P/x)
a les degrés de fonctionnalité 1 et 2 et les degrés de non-résolution 0 et 1. Nous
montrons que la théorie ~, est “fully lazy” (dans la terminologie d’Abramsky
et Ong [3]). Sommairement, deux termes strictement non-résolubles sont égaux
dans la théorie ssi leur degré maximal de non-résolution est le méme. De plus,
nous montrons que la théorie est maximale, i.e. elle ne peut pas étre élargie sans
perdre la propriété de “full laziness” ou devenir incohérente. Ce type de résultat
a été prouvé par Boudol et Laneve [18] dans le cadre du calcul avec multiplicités.

Elimination des substitutions explicites - A-calcul avec paquets. La
formalisation de la notion d’évaluation dans le calcul avec ressources par le moyen
des substitutions explicites répond au souci de définir d’emblée une stratégie
normalisante, proche en réalité d’'une machine abstraite. Nous montrons que 'on
peut éliminer les substitutions explicites du langage de ressources sans changer
pour autant la théorie observationnelle.



Un nouveau calcul Ay, sans substitutions explicites, appelé lambda calcul avec
paquets, est défini dans la section 3.3. La -réduction est basée sur un processus
de substitution non-déterministe qui ne privilégie aucune stratégie de distribution
de ressources. Par exemple, si M = (Az.a(x | 2))(L | N), alors M—L(N | Q),
et aussi M—Q(L | N), ou encore M—L(Q | Q) (entre autres). C’est-a-dire,
réaliser une substitution (P/x) sur un terme M signifie engendrer I’ensemble
des termes obtenus par le processus suivant: diviser le paquet P en autant de
sous-paquets Fy, ..., P, qu’il y a d’occurrences libres uqg,...,u, de la variable
x, associer chaque P; a chaque u;, et, finalement, substituer a chaque u; un des
termes qui composent F;. Le résultat de la substitution est bien un ensemble:il y
a en général plusieurs manieres de partager la substitution d’origine, d’attribuer
les sous-paquets obtenus aux occurrences libres de la variable en question, et,
finalement, de choisir, pour chaque occurrence, le terme qui doit lui étre substitué.

Il est assez simple de transformer les termes de A, en termes de Ay : I'idée est
que les substitutions explicites sont calculées en utilisant le processus de substitu-
tion de Ay, défini auparavant. A partir d’un terme dans A, on obtient un ensemble
de termes dans A4. Le résultat principal est que la notion de convergence dans
A, peut étre simulée par la convergence du calcul avec paquets, et inversement.
Il s’ensuit que le sous-terme de téte M d’un terme convergent de A\, peut étre
remplacé par un des termes de Ay associés a M sans perturber la convergence.
Autrement dit, il est toujours possible de distribuer les substitutions avant de
procéder a I’évaluation.

Notre résultat est comparable dans I'esprit a celui d’Abadi et al. [1, 26] qui relie
le lambda calcul avec substitutions explicites Ao au lambda calcul pur. Les résul-
tats ne sont pourtant pas techniquement proches: les preuves de [1, 26] reposent
sur la normalisation forte et la confluence du calcul des substitutions explicites;
or, la substitution du calcul avec paquets est essentiellement non-confluente.

Nos motivations concretes pour 'introduction du calcul avec paquets sont de
deux ordres : premierement, ce calcul supporte la définition d’une notion de réduc-
tion forte classique, propriété essentielle pour la construction des approximants
des termes en général (cf. paragraphe suivant); deuxiemement, le traitement des
environnements dans les modeles de A, que nous construisons dans le chapitre 4
correspond a la notion de substitution du calcul avec paquets.

Interprétation algébrique de A, par approximants. Les formes normales
approchées, ou approximants, des expressions du A-calcul et leur utilité pour
I’étude des sémantiques dénotationnelle et opérationnelle remontent aux travaux
de Wadsworth [81, 82], Hyland [45] et Lévy [47], qui reposent sur la propriété
essentielle suivante: le comportement calculatoire des termes est déterminé par
leurs formes normales approchées.

Pour la construction des approximants, le langage du A-calcul est étendu avec
une constante L, forme normale (car irréductible) dont le contenu calculatoire



est nul. Les travaux mentionnés auparavant concernent deux types de théories,
sensible [8], qui correspond a linterprétation du A-calcul dans les modeles de
Scott, et faible [3], qui correspond au modele élevé® d’Abramsky :

1M =1} théorie faible

théorie senmble{ Vol — |

La procédure a suivre pour le calcul des approximants d’un terme M consiste a:

— réduire M (il s’agit de la réduction pleine, une stratégie particuliere n’est
pas suffisante en général)

— remplacer les radicaux restants par L

Prenons comme exemple
Y =M .(XX) ol X = A . f(ax)
Pour tout n = 0,1, ...
Y 5 AL fTHXX) — L

On obtient donc les approximants de Y en remplacant le radical (XX) par L,
d’ou I'ensemble infini d’approximants

ML AF(L) o AL

On remarquera que dans la théorie sensible A f. | est en réalité L. La notion d’ap-
proximant a servi a Wadsworth et Hyland pour montrer 'adéquation du modele
de Scott et du modele des graphes, respectivement, du point de vue calculatoire.
En effet, chaque expression est égale a la limite des ses approximants dans ces
modeles. L’approche de Lévy est différente, elle consiste a montrer que l'interpré-
tation des A-termes sur le domaine des approximants engendre une precongruence,
d’ou 'on obtient une sémantique algébrique du A-calcul. La particularité de son
interprétation est qu’elle distingue les termes Az.Q) et Q; c’est-a-dire, les termes
observables sont les formes normales de téte faibles [8]. Le résultat de continuité
syntaxique qui est a la base de la construction de Lévy est le suivant: étant
donnés un terme M et un contexte C', I'ensemble des approximants de C[M] est
égal a I'union, sur les approximants A de M, des ensembles d’approximants de
C[A]. Comme corollaire: pour tout terme M et contexte C' qui ferme M, C[M]
converge ssi il existe un approximant A de M tel que C[A] converge. Autre-
ment dit, un wunique approximant est nécessaire et suffisant pour reproduire le
contenu calculatoire d’un terme dans un contexte. L’unicité est conséquence de
la confluence du A-calcul car elle implique que I’ensemble des approximants d’un

6. lifted



terme peut étre complété de fagon a constituer un ensemble dirigé. Ainsi, lorsque
deux approximants A; et Ay sont nécessaires pour reproduire le comportement
de deux occurrences différentes de M dans une évaluation convergente de C'[M],
il est toujours possible de prendre la borne supérieure de A; et A,.

La non-confluence du calcul avec ressources rend intéressant le développement
d’une notion d’approximant, qui constitue le theme de la section 3.7, dans le but
d’obtenir une sémantique algébrique adéquate par rapport au préordre observa-
tionnel C,.. L’interprétation des termes coincide avec I’ensemble des ses approxi-
mants (que I'on doit encore définir) et la sémantique algébrique est I'inclusion des
interprétations. L’adéquation repose sur une propriété de continuité syntaxique
analogue a celle de Lévy. Or la non-confluence de A\, empéche la construction
d’ensembles dirigés d’approximants. La conséquence immédiate est la perte de
I'unicité. En effet, notre résultat principal, appelé “lemme d’approximation”, dit
quun nombre fini d’approximants peut étre nécessaire pour reproduire le com-
portement d’'un terme dans un contexte donné. Formellement,

VM e A, C[IM|{}, & JAq,..., A, approximants de M C[A;1 & ... D A,

En ce qui concerne des travaux dans ce domaine, nous pouvons mentionner
une forme limitée du lemme d’approximation, montrée dans [18], ou C' est un
contexte du calcul avec multiplicités et M est un A-terme pur pour laquelle la
notion d’approximant utilisée est celle de Lévy; et aussi la définition des arbres de
Bohm non-déterministes par de Liguoro et Piperno [49], pour ’étude des modeles
d’un lambda calcul classique non-déterministe avec un préordre observationnel
de type “must testing”, dont nous avons appris ’existence apres avoir rédigé
I’essentiel cette these.

Techniquement, le point de départ pour la construction des approximants de
A, est basé sur deux observations qui se chevauchent :

— la relation de réduction généralisée nécessaire doit permettre la distribution
de ressources non seulement sur la variable de téte mais sur toutes les
occurrences des variables; la stratégie faible n’est pas complete, comme elle
ne I’était dans le cas du A-calcul;

— les substitutions explicites doivent étre éliminées a un moment ou a un
autre dans la construction des approximants. En effet, les saisies potentielles
doivent disparaitre au méme titre que les B-radicaux.

Notre approche consiste a définir les approximants de A, sur le langage du
calcul avec paquets augmenté de la constante L. Ceci a 'avantage de permettre
une construction des approximants par récurrence, car il n’y a pas de substitutions
explicites. De plus, Ay admet une réduction pleine classique; il suffit d’autoriser
I’application de la 3-réduction non-déterministe a tout niveau du terme.

Un approximant de A\; est soit L, précédé d’un nombre fini d’abstractions;
soit une forme normale de téte ou les paquets sont des compositions paralleles



finies d’approximants. Etant donné un terme dans A4, son meilleur approximant
(ou approximant directe) se construit

— en remplacant les radicaux par L;

— en calculant ensuite les approximants directes des paquets présents dans le
terme, lorsque le sous-terme de téte est une variable;

— pour les paquets, on calcule un approximant pour chaque terme de la com-
position parallele; les termes avec multiplicité infinie sont remplacés par des
paquets finis.

Un approximant d’un terme dans A\; est I'approximant directe d’un deuxieme
terme sur lequel le premier se réduit. L'interprétation algébrique d’un terme M
dans A, comme l’ensemble des approximants de I'image de M dans A; (un en-
semble de termes, cf. paragraphe sur le calcul avec paquets). Par exemple, parmi
les approximants de x(xx)(K | F/x),on K = Azy.z et F'= Azy.y,ona L, Ay. L
et A\y.L

Le reste du chapitre 3 est consacré a des propriétés de la sémantique observation-
nelle du calcul avec ressources et test de convergence, nécessaires pour les preuves
d’adéquation (complete) des modeles que nous donnons dans les chapitres 5 et 6.
Parmi ces propriétés on trouve:

— le lemme des contextes pour A\, dans la section 3.5.2: le préordre observa-
tionnel sur A, a une caractérisation en fonction de contextes applicatifs (cf.
[17]); nous étendons ce résultat au calcul avec ressources augmenté avec
test de convergence;

— la validité de la n-expansion faible dans la section 3.5.3: le calcul avec res-
sources et test de convergence vérifie une forme faible de p-expansion, a
savoir: si M est un terme convergent de A, alors M et \y.My* sont égaux
dans la théorie engendrée par ~,... Une propriété similaire est prouvée dans
[17] pour le calcul A,.

1.2.2 Equations aux domaines. Modeles a environnements

Quel genre d’équation aux domaines peut-on associer au calcul avec res-
sources? Qu’est-ce qu'un modele de ce calcul? Ces deux questions délimitent
le sujet du chapitre 4 de la these.

Dans I’approche de Scott, les expressions du lambda calcul sont en méme
temps des objets et des fonctions sur ces objets, ce qui amene a considérer des
domaines isomorphes a (certains) espaces de fonctions continues. C’est ainsi pour



le AGK -calcul, pour le calcul faible, pour des raffinements de celui-ci - pas seule-
ment avec test de convergence, mais aussi avec appel par valeur, avec fonctions
paralleles, avec choix non-déterministe”. Les espaces des fonctions utilisés varient
d’un calcul mais les équations aux domaines sont essentiellement de la forme
D =D — D et les modeles a environnements engendrés vérifient des postulats
bien connus qui garantissent une représentation correcte du processus de substi-
tution du lambda calcul (cf. par exemple Scott [74, 75], Hindley et Longo [41],
Abramsky et Ong [2, 3, 59, 60], Boudol [14, 17], et, pour les modeles de PCF
Milner [51], Plotkin [66], et aussi Berry, Curien et Lévy [12]). Encore plus, les
solutions canoniques des équations aux domaines ont des présentations comme
modeles de filtres, sur des logiques définies autour de la fleche et de la conjone-
tion [22, 23, 9].

Pour ce qui est des calculs faibles, ’équation aux domaines devient D = (D —
D), afin de distinguer ’élément divergent L de 1’élément Ax. L (sémantique par
approximants de Lévy). La solution canonique sur les ordres partiels complets
est un modele adéquat, surabondant dans le sens ou il contient des fonctions -
possédant un certain degré de parallélisme - qui ne sont pas exprimables dans le
calcul : le test de convergence p complete le lambda calcul faible par rapport a ce
modele, comme le “parallel or” complete PCF. D’ou, en appliquant le résultat de
Boudol et Laneve, i.e. que le calcul de ressources est strictement plus discriminant
que le lambda calcul avec p (sur les lambda termes purs), on peut tirer une
premiere conclusion, a savoir, que le modele canonique du lambda calcul faible
ne peut pas définir un modele adéquat de A,. En effet, si C désigne le préordre
observationnel dans A 4+ p, et Cp est le préordre dans le domaine D sur les
interprétations des A-termes, on a,

MCN = MCN&MCp N
et implique M Cp N = MC,N
MEN <+ MCN

Ce raisonnement ne nous donne cependant pas d’information sur ce qu’est un
modele de ). Le lambda calcul avec ressources a une forme de parallélisme (ou
de non-déterminisme) plus “explicite” que celle exprimable par le combinateur
p - rappelons que M & N = a(M | N/x) - dont la contrepartie mathématique
est le “join” dans le treillis des dénotations selon I’approche de Boudol [14]%.
Les modeles de A, que nous construisons sont aussi des treillis complets (avec
des bornes supérieures arbitraires). Cependant, le “join”, en étant idempotent,
ne permet pas d’exprimer la différence entre ressources infiniment disponibles
et ressources épuisables. En termes logiques, la notion de conjonction dans les

7.0On fait référence ici a des calculs ou le non-déterminisme reste fonctionnel, et non pas
par exemple & celui de Hennessy et Plotkin [40], dont I’équation aux domaines associée fait
apparaitre un domaine des parties comme domaine des résultats.

8. La solution de I’équation aux domaines dans les treillis complets est un modéle adéquat
du lambda calcul faible et complétement adéquat de A + ¢ + P.



modeles de filtres usuels, ou dans les systemes de types avec intersection associés
[25, 70, 44], n’est pas appropriée pour définir une théorie de la fonctionnalité pour
A,. Boudol [17] propose une modification de la conjonction (qui perd le caractere
idempotent), et une notion correspondante d’affectation de types qui engendre
une sémantique adéquate par rapport au préordre observationnel dans A,.. L’opé-
ration de conjonction dans ce systeme est appelée “produit” et notée x. Nous
nous occuperons de ce systeme dans la section suivante de cette introduction.

L’équation D = (D — D) n’était pas assez expressive pour permettre 'in-
terprétation des arguments de A.; nous la remplacons par une autre équation,
de la forme D = (M(D) — D)., ot D est un treillis complet p-algébrique? et
M(D) est, en gros, un domaine de multi-ensembles de termes. Nous définissons
deux équations de ce type, qui se distinguent par la construction M (D) utilisée.

Pour les deux équations, on observera que la nécessité de travailler sur des
treillis complets ne provient pas seulement de l'interprétation du non-déterminis-
me, mais aussi de la modélisation du processus de substitution, qui correspond a
celui du calcul avec paquets. Pour calculer une dénotation, on partage les envi-
ronnements comme on partage les substitutions dans le calcul avec paquets, on
distribue les sous-environnements obtenus, et, finalement, pour chaque occurrence
de variable, on calcule sa valeur dans le sous-environnement correspondant. On
obtient ainsi un ensemble de dénotations, correspondant, chacune, a une approxi-
mation du terme d’origine dans I’environnement d’origine. Cet ensemble n’est pas
dirigé (cf. discussion sur les approximants); on prend donc la borne supérieure
de toutes ces dénotations (c’est ici que la nécessité de travailler sur les treillis
complets apparait).

Les paragraphes suivants décrivent sommairement les équations aux domaines
pour A, ainsi que leurs solutions comme domaines logiques, dans le style des
domaines de filtres [22, 23]. Pour chacun d’eux, la dénotation d’une expression
dans un environnement coincide avec I’ensemble des types qu’elle peut recevoir
dans un systeme d’affectation de types particulier, basé sur celui défini dans [17].
(C’est sur ces systemes que nous prouverons les résultats d’adéquation (complete)
des modeles pour A, (resp. AY); nous reviendrons sur ce point dans la section
suivante de cette introduction.

Premiere équation. Nous définissons un domaine M(D) qui est la complétion
par idéaux de l’ensemble ordonné de multi-ensembles d’éléments compacts et
premiers de D. La construction, qui donne un ordre partiel complet w-algébrique,
rappelle celle du domaine de parties de Hoare [38]. Puisque M(D) n’a pas des
bornes supérieures arbitraires, il n’est pas le domaine des arguments a proprement
parler, mais permet d’interpréter des approximations des paquets de termes. Le
choix non-déterministe est toujours dénoté par le “join” dans le domaine D.

9. Tout élément de D est égal & la borne supérieure des éléments a la fois compacts et
premiers qu’il domine.



Le domaine logique qui résout cette équation est construit sur la théorie de
types dont le langage est

(Ft) ¢ u= w|rm— ¢
(Fb) 7 = ¢|rmxw

La relation de conséquence entre types, 7 < 7', est définie, pour ce qui est
de la fleche, par les lois standards dans les théories faibles. Pour ce qui est du
produit X, les lois garantissent que ce constructeur est associatif, commutatif, a w
comme élément neutre, et qu’il est covariant en ses deux arguments. Cependant,
x n’est pas idempotent. On remarquera que ces propriétés sont celles des multi-
ensembles, et aussi celles de la composition parallele.

La solution canonique C de I’équation est ’ensemble des cones supérieures
non-vides'® sur la théorie (Ft , <). La preuve (a isomorphisme pres) de

C=(M(EC)—C)L

repose sur la caractérisation de M(C) comme I'ensemble des filtres sur la théorie
(Fb, <): les filtres compactes Tm sont en correspondance isomorphe avec les
idéaux engendrés par un unique multi-ensemble d’éléments de C.

L’intérét de cette premiere équation est qu’elle est la contrepartie, dans la
théorie des domaines, de la théorie de la fonctionnalité pour A, proposée par
Boudol [17] !, et que sa solution C constitue un modele complétement adéquat de
AS. Iéquation, 'interprétation des termes de A, et la construction de la solution
sont présentés dans la section 4.2.

Deuxieme équation. Le domaine M (D) de la deuxieme équation est construit
pour permettre I'interprétation des paquets de termes. L’ensemble de base est ce-
lui des multi-ensembles d’éléments de D (compacts et premiers, comme pour la
premiere équation). Mais nous faisons la complétion par idéaux sur I’ensemble
des parties finies de multi-ensembles, ce qui donne un treillis complet avec un
produit e - commutatif, associatif et avec le multi-ensemble vide comme élément
neutre - approprié pour interpréter la composition parallele. Dans le cadre de
cette équation, la dénotation de 'application et des paquets des termes est:

[P1Ql, = UlP],elQ],

[MPT, = UIMu(1P],0)

ou pg, p1 constituent un partage de I’environnement p.

10. On entend par cone supérieure un ensemble de types fermé par le haut par rapport a la
relation <.

11. Le langage de types est celui de [17] et larelation < traduit la manipulation des hypothéses
dans le systéme de types.



Nous raffinons le langage de types du domaine C par I’ajout d’une conjonction
idempotente A:

(Ft) ¢ u= wlr—¢|one

(Fb) 7 == ¢|7m xX7|aAx

La relation de conséquence entre types < est définie comme dans le cas du modele
C pour ce qui est de la fleche et du produit. Pour la conjonction on ajoute les
lois standards, et les constructeurs x et A sont reliés par la loi de distribution
suivante :

(mo X T)AN(my X 1) < (moATy) X 7

qui permet d’écrire les formules # comme des conjonctions de produits.

On définit F et Fj, comme les ensembles des filtres sur les théories (Ft , <
) et (Fb, <), respectivement. On montre que F est solution de I’équation, a
isomorphisme pres, i.e.

F=(M(F) > F),

La partie essentielle de la preuve est I'isomorphisme entre M (F) et Fy, , a travers
I’isomorphisme entre éléments compacts. C’est ici que la présence de la conjone-
tion est cruciale, car les éléments compacts de M(F) sont des unions finies. La
relation entre les opérations dans le domaine et les constructeurs des types dans la
logique est donc la suivante : les unions finies sont les conjonctions et les produits
e sont les produits x.

L’intérét de cette équation est que 'interprétation associée est définie de facon
compositionnelle tant au niveau des termes que des paquets et que la construction
M est montrée universelle dans la catégorie des treillis complets p-algébriques
(dans la section 4.3.2). L’équation, la fonction d’interprétation associée et la
construction de la solution sont présentés dans la section 4.3.

1.2.3 Modeles adéquats de \,. Complétude

La dénotation d’'une expression dans un environnement, dans les domaines C
et F, coincide avec ’ensemble des types que I'expression peut recevoir dans deux
systemes d’affectation de types basés sur celui défini dans [17], respectivement.
Nous donnons les preuves d’adéquation et de complétude dans ce formalisme; elles
sont basées sur la caractérisation de la convergence par les systemes de types: un
terme est convergent ssi il a un type différent de w.

On peut reformuler en termes de types avec intersection, 'idée énoncée plus
haut sur 'impossibilité d’exprimer la différence entre ressources infiniment dis-
ponibles et ressources épuisables dans le domaine usuel.

La propriété fondamentale de la discipline de types avec intersection [70, 21,
24, 25], en comparaison avec la théorie de base de la fonctionnalité pour le lambda
calcul due a Curry, est que les types sont préservés par expansion (et non seule-
ment par réduction). Lorsque le A\-terme M[N/xz] a un type ¢, on peut construire



un typage pour M en supposant que z a le type 1A ... Aoy, ou les o; sont les
types donnés a N (i.e. a chaque occurrence de N dans M[N/x]) pour obtenir ¢.
Par exemple, 'auto-application Ax.xzz a le type ((¢ — o)A¢) — o, tandis qu’elle
n’a pas de type significatif dans la théorie de base - ce qui permet a Curry d’éviter
certains paradoxes.

Supposons qu’'un terme M a un type oyA...Ao, — ¢. Pour déduire que
(MN) ale type ¢, il faut étre capable de prouver que, pour chaque o;, il existe
une dérivation qui donne ce type a N. Cette condition d’existence est étroitement
liée au caractere permanent ou inépuisable des arguments dans le lambda calcul
et implique I'idempotence de la conjonction, i.e. Ao = o. Du point de vue de
la notion de convergence dans le calcul avec ressources, cette facon de procéder
est évidemment correcte lorsque (tous) les arguments ont une multiplicité infinie.
Mais la caractérisation est impossible si ’on considere des termes avec multiplicité
finie, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 1.2.5 Soit M = Az.z(zI) un A-terme, et 6 = ¢ — ¢. Dans la théorie
de la fonctionnalité de Curry, on dérive le type (6 — 6) — 6 pour M :

z:0—=0Fx:6—=686 FI:6
z:0—=0Fx:6—=§ z:6—0Faxl:6
r:60—=0Fa(xl): 6

FAra(el): (6 —6) — 6

Cette dérivation est aussi une dérivation dans le systeme de types avec in-
tersection, constructeur qui n’est pas nécessaire car on donne le méme type aux
deux occurrences de x. En admettant que le systeme de types pour A, puisse étre
le systeme classique avec intersection, le terme M= Ax.x(xI*)> de A,, obtenu
en ajoutant la multiplicité infinie aux arguments présents dans M, aurait le type
(6 — &) — 6. De plus, MTI*™ aurait le type 0, ce qui est intuitivement correct du
point de vue de la convergence, car le terme se réduit sur la valeur I:

MI® — 2(2I®) (1 /z) —, T(aI®)>(I%/2) 5, 2I°(1%°/z) 5, 1

Mais, le terme M1 (ou I a multiplicité 1) aurait lui aussi le type 8, tout en étant
divergent, alors le blocage deviendrait observable (quand le seul type que 'on
peut accepter pour MT est w):

MI 5, I(2D)(1/2) — 2X(1/2) 1),

Par conséquent, les systemes de types avec intersection ne sont pas appropriés
pour caractériser la convergence dans A,. O

Boudol propose dans [17] une modification dans le traitement de la conjonc-
tion basée sur ’élimination de la contraction d’hypotheses (i.e. I’élimination de



I'idempotence dans la théorie des types), qui permet de caractériser la conver-
gence dans A,. Le langage du nouveau systeme, appelé P, est celui du modele C.
Les types ¢ € Ft sont les types des termes, tandis que les types # € Fb sont
ceux des paquets. Les regles manipulent les hypotheses de facon multiplicative;
dans ce systeme, le terme M de I’exemple 1.2.5 a le type suivant :

r:0—=0Fx:b6—=06 x:0—=0F (2I7)* 4

(6= 68)x (6= 08)F x(aI™)>®: ¢

FAr.a(aI®)>® (6§ = 6) x (6 = 6) =6

Nous avons utilisé ici, implicitement, le fait que parmi les types de N on a les
types de N, quelque soit N. Par ailleurs, le fait d’avoir deux facteurs dans le
produit (6 — 8) x (6 — ¢) du type de M indique que le nombre d’occurrences
“significatives” de la variable x dans le corps de M , en ce qui concerne la conver-
gence, est deux. Une application MP aun type différent de w si P peut étre typé
par (6 — 6) x (6 — ¢); c’est-a-dire, si P contient au moins deux ressources (pos-
siblement différentes) de type 6 — 6. Par exemple, = (I|I): (6 — 6) x (6 — 6).
Donc + M(I | I): 6. Mais MT ne peut pas avoir ce type.

Le systeme P sera utilisé pour décrire les dénotations des termes avec res-
sources dans le domaine C de cones. Quant au domaine de filtres F, le systeme
de types Pa qui lui est naturellement associé est ’extension de P par les regles
de typage de la conjonction, avec une manipulation standard des hypotheses.
C’est-a-dire,

I'etT: T :7y

I'eT:mAn
plus la regle d’élimination
I't1: A7
reT:x 1 =0,1

La sémantique abstraite sur les A.-termes engendrée par la notion de typage
dans P est prouvée adéquate dans [17]. Cependant, nous montrons qu’elle n’est
pas completement adéquate.

Exemple 1.2.6 Soit M = 2(Ayz.Q | Az.Q) et N = 2(\yz.Q). Le terme N est
clairement une simplification de M; donc M =~, N (voir aussi 'exemple 1.2.4).
Pourtant, M a des types que N n’a pas.

On définit vy =w —w et 7 =w — (w — w). Il est clair que

FAzQ:y et FAyz.Q:y



sont prouvables dans P. Alors,

Ty Xy o obF i xy — ¢ F(Ayz.Q | Az.Q) v x»

Ty X —obFM:¢

Mais, pour tout ¢ # w, on a =(x : 92 X 71 — ¢ b N : ¢), essentiellement parce
que l'argument (Ayz.Q) dans N ne peut pas avoir un type produit. O

Comme nous ’avons déja signalé, la raison de I'incomplétude est que le systeme
de types permet de compter le nombre de ressources non-résolubles d’un paquet,
mais pas A.. Des propriétés similaires sont vérifiées dans le cas de Pa; c’est-a-
dire, la sémantique abstraite engendrée par la notion de typage est adéquate; le
meéme exemple sert & montrer un résultat d’incomplétude.

Les points principaux que nous étudions sont :

Correspondance entre le domaine C et le systeme de types P, et entre F
et Pa. Les fonctions d’interprétation des A,-termes sont étendues a A : [eM],
est [I], si [M], # L, et L sinon. Nous étendons aussi les systemes de types, avec
deux regles, I'une pour typer les termes construits avec le test de convergence,
I"autre, appelée <-regle, pour garantir que I’ensemble de types qu’on peut affecter
a un terme est un cone supérieur dans le cas de P, et un filtre dans le cas de P :

En fait, w — w est le plus grand type des termes convergents et ¢ — ¢ celui
de l'identité. Par ailleurs, T' est soit un terme soit un paquet de termes. Ces
extensions sont définies dans les sections 5.1 et 5.2 pour le domaine C, et dans la
section 6.1 pour ce qui est de F.

Les systemes de types P et Pp vérifient quelques propriétés importantes,
comme la stabilité par expansion et une propriété d’extensionnalité qui sont mon-
trées dans les sections 5.3 et 6.1 respectivement.

La sémantique abstraite engendrée par le systeme de types P est:

MCp N E W'V THFM:6 = TFN:g)
et similairement pour P, dont le préordre est noté Cp, . Nous terminons par les
preuves de la caractérisation du préordre dans les domaines C et F par ceux dans

les systemes de types. Dans les section 5.4 et 6.1 nous montrons, respectivement,

VAs-termes MN (M Ce NeMCp N) & (MCr N&M Ep/\ N)



Adéquation des modeles C et F pour A’. En utilisant les caractérisations
du point précédent, les résultats d’adéquation sont montrés sur les systemes de
types, i.e.:

VAs-terme M,N (M Cp N = MC,.N) & (M Cpy N = MC,.N)

Les preuves sont conséquence de la caractérisation, dans le systeme de types, de
la notion d’observation :

VAs-terme M (M. & FM:w— w)

La partie = est conséquence de la stabilité du typage par expansion, car les
abstractions ont toutes le type w — w. La partie <= est prouvée par la technique
de réalisabilité: on interprete les types par des ensembles de termes, et on montre
que D'interprétation est close par rapport au préordre observationnel (ici, par
exemple, on utilise le lemme des contextes pour AS afin de simplifier les preuves),
et correcte par rapport au typage dans le systeme correspondant. Ceci est fait
dans la section 5.5 pour le systeme de types P; la preuve est une extension de
celle de [17] (qui est pour A, et dont le systeme ne contient pas <-regle, qui
n’est en fait nécessaire que si 'on s’intéresse a la complétude de la sémantique).
En ce qui concerne Pp, la preuve se trouve dans la section 6.1. La construction
de 'interprétation des types est assez délicate dans ce cas, car il faut éviter de
confondre un paquet unitaire, i.e. composé d’une unique ressource M, avec le
terme M proprement dit.

Complétude du modele C pour X\’. Conjecture sur F. Nous montrons
dans la section 5.6 que le modele de cones est completement adéquat pour le
calcul de ressources avec test de convergence, par la technique de définissabilité
des points compacts d’Abramsky [2, 3]. L’idée est de construire des termes ou
paquets caractéristiques pour chaque point compact du domaine (les analogues
des filtres principaux dans les théories usuelles), qui sont utilisés dans la preuve
de complétude de Uinterprétation des types par rapport a la notion de typage. Une
autre propriété importante utilisée est I’extensionnalité du typage.

Nous ne détaillerons pas ici la construction des termes caractéristiques (cf.
5.6.1), qui est assez délicate, mais il faut souligner que le test de convergence y
joue un role majeur. Rappelons cependant que les exemples 1.2.1 et 1.2.4 montrent
que les raisons de I'incomplétude dans le calcul avec ressources ne sont pas les
meémes que dans le lambda calcul faible.

En ce qui concerne le modele de filtres, la technique de définissabilité n’est
pas appropriée: le calcul de ressources n’a pas la capacité de tester si un pa-
quet d’arguments a un type intersection (conjonction) car il faudrait pouvoir
dupliquer les ressources du paquet. Nous discuterons d’une extension possible du
calcul qui incorpore un opérateur de duplication (appelé aussi produit synchrone).
Néanmoins, notre conjecture est que le modele de filtres est aussi completement



adéquat pour A¢. La raison essentielle serait que la manipulation des hypotheses
dans le systeme avec conjonction n’autorise pas de contractions.

Plan de la these

Le chapitre 2 introduit les calculs de base, A et 7, et des extensions standards
de A qui trouvent leur motivation dans la théorie des domaines: avec test de
convergence, choix non-déterministe, appel par valeur. On étudie les relations
entre ces calculs décrites dans la section 1.1. Le chapitre 3 est consacré a ’étude
syntaxique des calculs avec ressources. On définit A, A, le calcul avec paquets et
AS. Plusieurs propriétés de la sémantique observationnelle standard sont données
(pour A¢). On caractérise la théorie associée a A,, on construit sa sémantique
algébrique et on étudie son pouvoir de discrimination et son expressivité. Le
chapitre 4 aborde I’étude des modeles de A.. On introduit les définitions et
notations de base de la théorie des domaines utilisée. On définit deux équations
avec leurs fonctions d’interprétation et on construit leurs solutions canoniques C
et F. Le chapitre 5 est consacré a la preuve d’adéquation complete de C par
rapport a Af. On définit le systeme de types P. On montre aussi que les ressources
ne discriminent pas plus que les multiplicités si I'on considere les A-termes. Le
chapitre 6 concerne 'adéquation de F par rapport a AS. On définit le systeme
de types Pa. Le chapitre 7 contient quelques remarques finales et problemes
ouverts.
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Chapitre 2

Lambda calculs
non-déterministes et m-calcul

L’étude de la relation entre le lambda calcul faible d’Abramsky et le calcul
de processus 7 de Milner, Parrow et Walker [53] débute par le codage de A dans
7 proposé par Milner [54]. Dans le cadre de la bisimulation applicative pour le
lambda calcul et du préordre contextuel pour le w-calcul - que nous définirons
dans la section 2.1, Milner démontre que le codage est adéquat. Plus précisément,
le 7 calcul est strictement plus discriminant que le lambda calcul!. D’une part,
il existe des processus du w-calcul qui se comportent, sur le codage, comme les
combinateurs de test de convergence (parallele), qui ne sont pas définissables
dans le lambda calcul faible. D’autre part, comme le souligne Boudol [17], le type
de codage utilisé ne valide pas I'égalité za = x(Ay.xy), pourtant vérifiée dans
les modeles du lambda calcul faiblement extensionnels (ou M # Q = M =
Ax.(Mz), pourvu que & ne soit pas une variable libre de M). Ceci indique que
les extensions classiques du lambda calcul faible - avec fonctions paralleles, choix
non-déterministe, test de convergence (parallele), motivées principalement par le
probleme d’adéquation complete du modele obtenu a partir de ’équation aux
domaines D = (D — D), [2, 3, 14, 15], ne peuvent pas étre codées de facon
completement adéquate dans w. Cette affirmation peut sembler contradictoire
avec le résultat de Sangiorgi [72] sur la caractérisation de 1’égalité engendrée
par le codage de Milner: Sangiorgi montre que ce qui manque au lambda calcul
est une forme de non-déterminisme. Mais ce résultat est basé sur une notion
de bisimulation applicative étendue, suffisamment intensionnelle pour distinguer
Ay.zy de x. Nous reviendrons sur ce point dans les sections 2.4 et 3.8.1.

Le but de ce chapitre est d’identifier des extensions du lambda calcul faible
susceptibles d’étre codées de facon adéquate dans le w-calcul.

La section 2.1 est un récapitulatif des notions de base du A-calcul et du =-

1. Un résultat similaire est montré pour le calcul avec appel par valeur de Plotkin [65].
Thomsen [79, 80] définit des codages similaires dans son calcul de processus CHOCS, ou les
processus sont des objets de premiére classe qui peuvent étre passés comme arguments.



calcul ou I’on introduit notamment les conventions de notation qui seront utilisées
par la suite.

Dans la section 2.2 on fait une étude comparative de divers raffinements du
lambda calcul faible, selon I'approche de Boudol [14, 15] qui consiste a sépa-
rer le test de convergence (ou I'appel par valeur) des fonctions paralleles (ou
non-déterministes). Nous menons cette étude dans le cadre de la théorie de 1'ex-
pressivité des langages de programmation proposée par Mitchell [56]. On montre
en particulier que les fonctions paralleles et le choix non-déterministe sont mu-
tuellement transposables, ainsi que le test de convergence et ’appel par valeur,
considérés comme extensions du calcul faible. L’ajout de nouveaux constructeurs
a un langage de programmation peut modifier la théorie équationnelle engendrée
par la notion d’observation. C’est ce qui arrive lorsque 'on incorpore soit les
fonctions paralleles soit le choix non-déterministe au calcul faible avec test de
convergence ou avec appel par valeur. Malgré les simulations entre constructeurs
dont nous avons parlé, leurs combinaisons ne sont pas toutes transposables. En
effet, la combinaison de 'appel par valeur et du choix non-déterministe ne définit
pas un calcul intéressant (dans le cadre du lambda calcul faible, avec la séman-
tique contextuelle a la Morris); cependant, le calcul faible avec test de convergence
et choix non-déterministe (noté A;) a un modele completement adéquat [14]. Nous
concluons que ce calcul est bien adapté pour étre codé dans 7 (les calculs avec
fonctions paralleles sont écartés en raison des propriétés du codage utilisé). Il faut
souligner que la théorie de Mitchell, ou I’on peut composer des simulations, ne dit
rien sur la relation entre deux langages mutuellement transposables lorsque ces
langages sont augmentés par des nouveaux constructeurs. Il serait certainement
intéressant de chercher a développer une théorie de 'expressivité qui considere
I’extension des langages. Pour compléter le panorama du non-determinisme dans
le lambda calcul, nous présentons, a la fin de la section, et sous une forme sché-
matique, d’autres extensions, qui repose sur les versions classique, faible et typée
du calcul.

La section 2.3 est consacrée au codage du calcul \; dans le w-calcul, qui est
montré adéquat. En fait, le codage repose sur une présentation de \; avec des
substitutions semi-explicites; i.e. les abstractions et les variables sont des clotures.

Dans la section 2.4 on revient sur les raisons de I'incomplétude des codages
des lambda calculs.

2.1 Préliminaires

2.1.1 Le )\-calcul faible

Nous traiterons dans cette these plusieurs extensions du lambda calcul faible
défini par Abramsky [2], noté ici A. Nous commengcons par fixer les notions de
base et la notation utilisée.



Soit Var un ensemble infini dénombrable de variables x,y,z,.... Les termes
du A calcul sont de trois types, a savoir: variables, abstractions et applications.
La syntaxe des termes est donnée par

(A) M == az|(Ae.M)|(MN)

On note L, M, N,... les termes du langage et on utilise N pour désigner la sé-
quence Ny ... N, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la valeur de n; on note |N| la
taille n de la séquence. Nous suivons la convention usuelle concernant 1’écriture
des A-termes pour éviter 1'utilisation systématique de parentheses.

— L’application (M N) peut s’écrire M N quand il n’y a pas d’ambiguité. L’ex-
pression M Ny ... Ny est une abréviation de (...((MN1)Ny)... Ni). Clest

ce qu’on appelle une association vers la gauche.

— Pour les abstractions, nous adoptons 1’association vers la droite: 'expres-
sion Axy ... x,.M est une notation pour le terme (Aay(Aza(. .. Az, M) .. 0)).

Des termes (combinateurs) utilisés souvent sont
I=) e K =Xvyax F=Xvyy

A=Xrxx Q=AA
L’ensemble des variables libres d'un terme M, fv(M), est défini par

Fole) = {e} foeM) = fo(M) — {a} Fo(MN) = fo(M) U fo(N)
Les variables liées de M, bv( M), sont
bo(z)=0 bv(Ax.M)=bv(M)U{z} bo(MN)="bv(M)Ubv(N)

On étend la notation aux ensembles de termes: fv(My,..., M) dénote les
variables libres de 'ensemble { My, ..., My}, bo(My, ..., My) ses variables liées, et
var(My, ..., My) représente 'union fo(My, ..., My)Ubv(My,..., My). Un terme
M est clos si fo(M) = 0; M est ouvert sinon. On note A° ’ensemble des termes
clos de A.

Nous utiliserons la notion usuelle de contexte basée sur les constructeurs des
termes plus une constante [|. La syntaxe des A-contextes est donnée par

C o= ]|z (Aa.C) | (CO)

On note C[M] le terme qui résulte du remplacement des occurrences de [] dans C'
par M. Remarquons que dans le terme C[M], des variables libres de M peuvent
étre liées par C. Par exemple, si C = Az.[] et M = x. On dira que le contexte

C ferme le terme M si C'[M] est un terme clos. Les lettres A, B,C, D, E, ...



désigneront le plus souvent des contextes. Les contextes a plusieurs trous sont
construits avec des constantes [|.. On adopte la convention que pour tout contexte
C' a plusieurs trous il existe n tel que [];,...,[], sont exactement les constantes
de C. On note C[Mj, ..., M,] le terme obtenu par remplacement de [|, par M;
dans C.

La substitution de « par N dans M, notée M[N/z], est définie par:

y[N/2] = {;V iin‘lf;w
Ay.M siy=u
(My.M)[N/z] = {)\Z(M[Z/y])[N/l’] sin?{)n, ou z & fo(M,N)
(MM")[N/z] = (M[N/a])(M'[N/z])

On dit que deux termes M, N sont égaux a a-conversion pres si M=,N, ou
=, est la congruence engendrée par

Ae. M = Xz.M[z/x] avec z € var(M)
La (-conversion de termes s’écrit
(M. MYN—MI[N/z]

Un sous-terme de L de la forme (Az.M)N est un radical* de L. Par ailleurs, nous
supposons que les notions de forme normale (fn), forme normale de téte (fnt)
et forme normale de téte faible (fntf) et aussi de réduction normale (réduction
du radical le plus a gauche) sont connues du lecteur® (cf. [8]). Les fntf sont les
abstractions du langage. Sans entrer dans les détails des théories du lambda
calcul, on écrit M=sN si M et N sont [-convertibles. Nous rappelons qu'un

terme M est résoluble ssi AN MNZQI.

Fait 2.1.1 (Caractérisation de Wadsworth, voir [8])
Pour tout M € A, M est résoluble ssi M a une fnt.

Par contraposition, les termes sans fnt sont les termes non-résolubles. Dans les
théories raisonnables® du lambda calcul [8], tous les termes non-résolubles sont
identifiés et donc en particulier Az.2 = €. Du point de vue calculatoire, la théorie
raisonnable correspond a la stratégie de réduction normale, qui arréte une éva-
luation face a une fnt; ces termes constituent les valeurs ou termes observables du
calcul. Cependant, beaucoup des langages de programmation basés sur le lambda

2. redex
3. normal form, head normal form, weak normal form, leftmost-outermost reduction
4. sensible



calcul, n’utilisent pas cette notion de résultat: les termes Ax.Q2 et ) constituent
des programmes essentiellement différents. L’évaluation dans ces langages est
faible; c’est-a-dire, correspond a une stratégie de réduction normale qui s’arréte
face a une forme normale de téte faible. La relation d’évaluation correspondante,
—», est définie par les regles de la figure 2.1. Remarquons que ni les corps des
abstractions ni les arguments des applications ne sont évalués. On utilisera =,
pour la cloture reflexive et transitive de — et = pour sa cloture transitive. De
plus, on écrira M —) lorsqu’il n’existe pas N tel que M —, V.

N—\N" M=,N M— M

(B) Az M)N— \M[N/z] M— N’ MN— \M'N

FIG. 2.1 - Evaluation faible du A calcul

La description alternative de la stratégie d’évaluation dans le style de la déduc-
tion naturelle [65, 2], présentée dans la figure 2.2, définit le prédicat de convergence
I} sur les termes clos.

MU/\)\J}.M/ M/[N/J}]U/\L

Fia. 2.2 - Prédicat de convergence |}

Comme nous "avons souligné, les valeurs du calcul faible, notées V, W ... sont
Vy={ .M /M e A}

Soit M € A°, on dit que M converge, noté M|}, s’il existe V € V) t.q. M{,\V.
On dit que M diverge, noté M {1\, si =(M{},). Dans le cadre du lambda calcul
faible, pour tout terme M clos, M -\ ssi M = Ax.N; c’est-a-dire, I’ensemble
des termes irréductibles coincide avec ’ensemble des valeurs. Par conséquent, un
terme M clos est divergent si I’évaluation de M est infinie.

Le critere de convergence est trop superficiel pour engendrer a lui seul une
théorie contextuelle, autrement dit, ’égalité définie par M = N b (MUr\& Ny
n’est pas une congruence. Par exemple, K = F' mais KIQ) # FIQ.

Néanmoins, le prédicat |}, est en rapport direct avec la classe F de termes
observables, fermée par a- et B-conversion et définie par

F={MeA/IN M=sAz.N}



Fait 2.1.2 (Lemmes 2.1.1.2 et 2.1.2.6 [59])
Pour tout M € A°, AV M|,V < IV M3,V & M € F.

Le schéma de Morris [57] de préordre observationnel sur les A-termes, spécialisé
a F, est
MEAN E Y0 C[MI, = O[N]y

ot 'on sous-entend que les termes C'[M] et C[N] sont clos. Les résultats généraux
sur ce type de préordre sont directement applicables (cf. Chapitre 4 [59]): T,
est une pre-congruence donc 1’égalité observationnelle associée M~ N, définie
par MC\N & NC,\ M, est une congruence. Par conséquent, {M = N /M, N €
A & M=~)\N} est une A-théorie (qui est contextuelle par définition.)

Il n’est pas surprenant que le calcul faible vérifie un lemme des contextes dans
la ligne des résultats de Milner [51], Lévy [48] et Berry [10], qui exprime le fait
que le comportement d’un terme est caractérisé par son comportement comme
fonction. En effet, les contextes applicatifs définis par la grammaire

A=l . A|(AM)

sont assez puissants pour distinguer deux termes M, N t.q. ~(M=~,N). Le pré-
ordre C 4 est défini par

MC AN €V contexte applicatif A A[M]\ = A[N]{\

Sur les termes clos, le préordre applicatif coincide avec la bisimulation appli-
cative CP proposée par Abramsky, dont la dénomination évoque les travaux de
Milner et Park dans le domaine de la théorie de la concurrence. Soit M, N € A°,

MCBN “ wP e Ao MPY, = NP,

Lemme 2.1.3 (Lemme des contextes [3])
Pour tout M, N € A°, MC4N < MCPN & MC,\N.

La caractérisation de la A-théorie engendrée par ~ [59, 3] repose sur la clas-
sification des termes selon leur degré de fonctionnalité ou de non-résolution®

[50, 59, 3]:
Définition 2.1.4 Soit M € A.

— Le degré de fonctionnalité de M est 0, noté M € Oy, si ~(IN M=glx.N).

— Le degré de fonctionnalité de M est n, noté M € O,, sin est le plus grand
v tel que AN M=glxy ... 2, N.

5. (functionality) order, proper order



— Le degré de fonctionnalité de M est oo, noté M € O, si¥Yn e N M ¢ O,.

~ M est non-résoluble de degré [mazimum] 0, noté M € POy, si M € O
et =(J2 AN M = xN). Dans ce cas on dit que M est fortement non-
résoluble®.

~ M est non-résoluble de degré [mazimum]n, noté M € PO, sin est le plus

grand  tel que AN € POy M=gAzy ... 2;.N.

— M est non-résoluble de degré oo, noté M € PO, si M € O.

Par exemple N € Og et (Azy.zx)(Azy.zz) € Ou. L'ensemble F des termes
observables est donc {M /3n >0 M € O,}. Abramsky et Ong [59, 3] montrent
quun A-terme M est non-résoluble ssi dn M € PO,,. De plus, M € POy ssi
—(AV evy M 35 V). Dans le cas ou M est clos, M € POg ssi M {,. Par ailleurs,
la théorie engendrée par ~, est “fully lazy” maximale, c’est-a-dire, identifie les
termes non-résolubles de méme degré maximum: pour m,n € N U oo,

VM € PO, VN € PO,, (M~ \N&m =n)

Nous terminons la présentation du A calcul faible avec I'interprétation inten-
sionnelle de Lévy [47], basée sur une spécialisation de la notion d’approximant de
Wadsworth [81, 82] et Hyland [45], qui distingue Az.Q2 de Q. La définition a été
prise de [18]:

Définition 2.1.5 L’ensemble L d’approximants, désignés par A, B, ..., est le
plus petit sous-ensemble de A qui contient A\xy...x,.Q et A\xy...x,.0A1... Ay
lorsque A; € L. L’approximant direct de M € A est le terme (M) € L défini
par récurrence comme suit :

OAz.Ay. M)NM;...M,)) = Ai.Q
WAz yMy ... M,) = dtyw(My)...©(M,)

L’ interprétation algébrique de M € A, appelée aussi interprétation intension-
nelle, est A(M) = {@W(N)/ M=sN}. Le préordre engendré, noté M<,N, est
I'inclusion des ensembles des approximants A(M) C A(N). L’égalité M=,N est
A(M) = A(N). Lévy prouve un théoreme de continuité syntaxique: C[M] =
U{C[A]/ A € A(M)}. D’ou I'interprétation algébrique est adéquate: M<;N =
MC,\N. Cependant, 'implication inverse n’est pas vérifiée. Une présentation al-
ternative de <, en termes d’arbres de Bohm adaptés pour le calcul faible est
définie par Longo dans [50].

Notation 2.1.6 Les notations que nous avons introduites dans celte section se-
ront reprises dans les définitions des lambda calculs étendus que nous allons étu-

6. strongly unsolvable



dier, décorées convenablement. En récapitulant, dans le cadre d’un lambda calcul
hypothétique Ay, on aura:

symbole signification
An extension du A calcul faible
Ay ensemble des termes
Ay ensemble des termes clos
Vi ensemble des valeurs
— évaluation
- impossibilité d’évaluer
Un prédicat de convergence
M prédicat de divergence
C, préordre observationnel
~ cquivalence observationnelle

L’ensemble des variables sera toujours désigné par Var; les ensembles des
variables libres, des variables lies et de toutes les variables d’un terme seront
notés a ['aide des fonctions fv,bv,var : Ay, — Var comme pour le calcul X.
Nous donnerons rarement la définition de contexte pour chaque langage; on sous-
entend qu’ils sont construits selon la syntave des termes plus la constante [ (ou
les constantes [|,). Le préordre observationnel Ty, et la congruence ~) ne seront
pas explicités non plus. Par ailleurs, les notations C 4 et >~ 4 utilisées dans le cadre
d’un lambda calcul \j, désigneront toujours le préordre et ['équivalence applicatifs
associés a Ty, et ~ respectivement.

2.1.2 Le w-calcul

Le calcul 7= de Milner, Parrow et Walker [53] est une extension de CCS [52]
basée sur la communication de canaux et la création de canaux privés. Nous nous
limitons ici a présenter le mini w-calcul [54] (cf. [16] pour une version asynchrone
du calcul, ou 'on peut aussi coder le lambda calcul); les processus du langage
sont définis par la grammaire

(1I) P:=0|7z.P|x(y).P|(PIP)|'P|(vy)P

ot z,y,z € N, un ensemble dénombrable de noms de canaux. La définition
complete de 7 inclut en plus la somme P + (), ou choix non-déterministe, et

le “matching 7 [ = v]P. Il existe aussi des versions “polyadiques” du calcul
[55], ou les gardes d’entrée et de sortie sont de la forme x(y1,...y,) et Ty1 ...y,
respectivement.

La syntaxe des m-contextes est donnée par:

€ =107 |2(y).C | (CIC) | 1C] (vy)C



On note A I’ensemble de noms de canaux surlignés et on utilise n pour dénoter
des éléments de ' U N. L’opération de surlignement est idempotente, c’est-a-
dire, @ = n. On dit que = est le nom de sortie du processus Tz.P et que x(y)P
a x comme nom d’entrée. Dans ces cas P constitue le corps du processus et Tz
(resp. x(y)) est sa garde. Les constructions restantes, a savoir |, ! et (vy), sont la
composition parallele, la réplication et la restriction sur y. Le préfixe d’entrée x(y)
et la restriction (vy) lient y. On note bn(P) et fn(P) les ensembles des noms liées
et des noms libres de P respectivement, définis comme d’habitude. L’ensemble
de tous les noms qui apparaissent dans P est noté n(P). Dans la plupart des cas,
les processus 7z.0 et 2(y).0 sont notés Tz et x(y) respectivement. Désormais, on
emploie les mots “processus” et “terme” indistinctement.

Nous présentons le systeme de réduction du 7 calcul en suivant I’approche de la
machine chimique (CHAM) " [11], dans la figure 2.3. Les processus sont interprétés
par des solutions (multi-ensembles) qui contiennent des molécules (composantes
du processus). La notation pour les solutions est {|mq,...,my |}. La machine est
composée de quelques lois générales de calcul et de deux types de regles entre
solutions: irréversibles et structurelles. Il y a une unique regle irréversible, — -
appelée aussi régle de réaction - qui décrit la communication entre processus,
et des regles structurelles, notées =, qui servent a définir la signification des
opérateurs. Pour plus de clarté dans la définition, nous omettons les symboles
externes {| et |}.

w(y).P,72.Q —  Pl/yllQ | ((wvz)P|Q) = (wz)(P|Q) siz¢ fn(Q)
PlQ = PQ (ve)P = (vy)Ply/z] siy¢& fn(P)
'P = PP (ve)P = P sia & fn(P)

)P = WPl | waenP = (my)wo)P

FiGc. 2.3 - Réduction dans le w-calcul

Les lois générales autorisent des calculs dans les sous-solutions d’une solution
(sous les restrictions dans notre cas) ainsi que dans les solutions composantes
S; d’une solution S7 W .S;, ou W est I'union de multi-ensembles. Les notions d’a-
conversion et de substitution sont standards. La cloture reflexive et transitive de
=, &, sera notée =. La cloture transitive est ny

7. chemical abstract machine



Par exemple, soit P le processus x(2)zb|(va)(Ta | x(y)yr). Alors

{rh

1

Par ailleurs,

P =

{l2(2)zb, (va){|Ta, x(y)yr |} [}
{l2(2)zb, (va){[ar |} [}
{le(2)zb] (va)ar [}

I

I

{H(va){l«(2)zb,7a, (y)yr [} [}
{l(va){lad,z(y)yr |} [}
| (va)adb|z(y)yr |}

Remarquons que tout processus a une solution associée, ce qui justifie ’abus
de notation qui consiste a utiliser — et = sur des processus.

Définition 2.1.7 La relation de réduction entre processus, Pr>(Q), est définie par:
Px>Q Yprz Q

Le critere de convergence est la capacité de communiquer avec ’environne-
ment a travers une entrée ou une sortie, possiblement apres quelques étapes de
réduction.

Définition 2.1.8 La convergence immédiate | n oun € NUN est définie comme
suit :

(PlQ) | n
z(y).P | x
72P | T Pln = (Q|{2iz Pln&n#y = (vy)P | n

Nous écrivons PI(Q,n) lorsque P 5 Q& Q | n. Le prédicat de convergence
Il» et le préordre observationnel T, sont définis par:

PU, Y 3QIn e NUN . PUQ,n)

PC.Q @ Y w-contexte C.C[PH}, = C[Q}x

La congruence engendrée par £, est ~,.
En particulier on a P~.Q & Q. = Pl , et aussi P>Q & Q. = Pl .

Le systeme des transitions étiquetées du w-calcul est présenté ici comme une
relation entre solutions. Les étiquettes o du systeme sont les entrées x(y), les
sorties libres ou liées Tz et T(w), ou encore la transition muette 7. On utilise
n(a), fn(a) et bn(a), de méme que sur les processus.



si v ¢ i et y dans P seulement

siz,z g

siedi,zetdetw =u—=z

a=rT1s S5

Fia. 2.4 - Transitions étiquetées

Soit S, S’ deux solutions; nous écrivons S-S si et seulement si un des cas
définis dans la figure 2.4 est vérifié.

Définition 2.1.9 Une relation R entre solutions est une bisimulation forte® si

(S,T) € R implique
— 51 S5 et « est 7, Tz ouT(y), alors il existe T' t.q. TST" et (S, T") € R

~ si SQUE)S’, alors il existe T' t.q. 7Y et, (S'w/yl, T'w/y]) € R pour

tout w.

Deuz solutions S et T' sont fortement bisimilaires ou équivalentes par bisimula-
tion, noté S ~. T, lorsqu’il existe une bisimulation forte R qui vérifie (S,T) € R.

Nous utiliserons aussi la notion de bisimulation forte a ~, prés, suffisante pour
prouver l’équivalence de deux solutions, dont la définition demande seulement
(S',T") €~y R ~y. En effet, si (S,T) est dans une bisimulation forte a ~, pres
R, alors S ~, T'. Pour une description exhaustive de ces notions cf. [52].

La correspondance directe entre solutions et termes du calcul nous permet
de parler de transitions étiquetées d’un terme et d’équivalences par bisimulation
entre termes. La relation entre ~, et ~_ est la suivante:

Proposition 2.1.10 Pour toute paire de processus P, Q) € 11,

LAP} ~AlQ) = P~Q

8. strong bisimulation




2. PQ 2 ([P}~ {lQ ]}

Preuve.

L. Soit {| P |} ~» {|@|} et C[P]Vr. On montre C[Q]{} par récurrence sur C.

—~ C =]: Rappelons que P, & AP, n. P o o 1 n et aussi que P 5
P' & {|P|} & {|P'|}. Puisque {|P|} ~, {|Q]}, il existe Q' t.q.
{1Q1} & {1Q[} et {|P'[} ~x {|Q'[}. Dans le cas oit n € N, on a
P = (vi)(n(y)FPo|P1) (ou simplement P' = (vii)n(y).Fy) avec n ¢ 4.

Donc {|P’|}n£/>). Sin € N, alors P! = (vit)(my.P|Py) (ou P =

(vi)ny.Py). Par conséquent, on a soit {| P’ |}ﬁ£/>) soit {| P"|} ™ selon

que y € U ou pas.

— Le cas de récurrence s’ensuit directement de I’hypothese de récurrence
et de la propriété de congruence de ~,.

2. L’exemple suivant montre deux processus P et () qui different dans le
nombre de transitions muettes dont ils sont capables:

P = (va)(x(y).x(z).u(t).0] (vy)(vz)Ty.T2.0)

Q = (vz)(x(y).u(?).0] (vy)Ty.0)

On définit Com(P) comme ’ensemble de canaux a travers lesquels P peut
communiquer avec I’environnement. C’est-a-dire,

Com(P)={ne NUN /P | n}
Un processus P est stable ssi une des conditions suivantes est vérifiée:
- P=uz.Q ou P =u(x).Q, ou
- P = (vz)Q ou P =!Q avec ) stable, ou
— P =(Q|R) avec Q et R stables et Com(Q) N Com(R) = ()
Proposition 2.1.11 Soit P un processus stable.
1. =(In.{n,m} C Com(P))

2. ~(3P". PsP')



Preuve. Le premier énoncé est évident. On prouve le deuxieme par récurrence
sur P. Lorsque P est un processus avec une seule composante (d’entrée ou de
sortie) ou un processus gardé par une restriction, I’énoncé est immédiat. Dans le
cas ou P est une composition parallele (P; | Py), par définition les canaux visibles
de P, et P, ont une intersection vide, ce qui empéche toute communication. Pour
P =1Q) avec () stable, on suppose qu’il existe P’ t.q. P>P’. Cest-a-dire, il existe
Q' t.q.

- ou bien Q@' et 1Q=(Q|'Q)>(Q'|'Q)

- ou bien (Q|Q)>Q’, ou Q' est le résultat d’'une communication entre deux
copies de Q. et 1Q=(QIQ|'Q)x(Q1Q)

La premiere possibilité contredit 1’hypothese de récurrence puisque @) est
stable. La seconde suppose 'existence de n,7 dans Com(@)), en contradiction
avec le point (1) précédent. O

La proposition suivante établit des conditions syntaxiques suffisantes pour
une simplification? des solutions (des processus), que nous intégrons par la suite
dans I’équivalence structurelle =.

Proposition 2.1.12 Soit P stable et Com(P) = 0. Alors (P | Q) ~» Q pour
tout Q).

Preuve. La relation R définie ci-apres est une bisimulation forte:
R={(S,T7)/S=(PlQ)&T = Q& P est stable & Com(P) =0}

Soit (S, T) € R et S5, Par définition, S = (P|Q) et T = Q. Si la transition
a est Ty, T(y) ou 7, alors elle provient de ) puisque Com(P) est vide et que des
actions muettes ne sont pas possibles par la proposition 2.1.11(2). Par conséquent :

Q. QHQ &S = (PIQ) ET =

On a alors (87, 7") € R.
Lorsque o = x(y), Yw. (S[w/y], T"[w/y]) € R est vérifié grace a la condition
de bord des transitions de ce type, i.e. y & n(P). Donc S'[w/y] = (P|Q'[w/y]) et

1" = Q'lw/y]. O

2.2 Extensions du )\-calcul

Nous étudions ici diverses extensions du lambda calcul faible et leurs interrela-
tions sur la base de la théorie de I'expressivité développée par Mitchell [56], ot un

9. Cette procédure de simplification sera trés utile dans les preuves de préservation des régles
de réduction de A; par le codage dans .



langage de programmation £y n’est pas plus expressif qu'un langage £, s’il existe
une fonction  qui réduit chaque constructeur de £; en un constructeur de £, es-
sentiellement équivalent. Ces fonctions de traduction 8 - “abstraction-preserving
reductions” dans la terminologie de [56] - doivent vérifier:

0: A — Ay
(1) 6C[M] = (6C)[0M]

(2) Moy N & OM ~y 0N

C’est-a-dire, les traductions que 1’on veut considérer sont définies sur la syntaxe
des termes du langage (afin de vérifier ’équation 1), dans le but d’écarter des
traductions via des énumérations de Godel, qui existent dans la plupart des cas et
satisfont I’équation 2. La question de savoir si ’équation 1 permet effectivement
d’éliminer les traductions a la Godel est laissée comme probleme ouvert dans
[56] 1°.

On introduit d’abord les fonctions paralleles, par le moyen de I"opérateur de
composition parallele ||, et le choix non-déterministe . On montre qu’il existe une
traduction entre A|| et Ag qui vérifie 1 et 2. On présente ensuite les lambda calculs
faibles avec test de convergence, \., et avec appel par valeur A, pour lesquels
on prouve la simulation mutuelle des notions de convergence. Les traductions
présentées vérifient I’équation 1, et on indique pourquoi I’équation 2 devrait étre
vérifiée.

2.2.1 Fonctions paralleles

Nous examinons deux formes d’introduction des fonctions paralleles dans le
A-calcul, selon I’approche de Boudol [14, 17]. La premiere consiste a intégrer au
langage des termes un opérateur de composition parallele || asynchrone!! avec
une sémantique opérationnelle par entrelacement ', C’est-a-dire, I’évaluation de
(M || N) entame deux sous-évaluations en parallele, une pour chaque composante
et le terme converge lorsque au moins une de ces évaluations termine sur une
valeur.

Le lambda calcul étendu avec || est noté . La syntaxe des termes et des

valeurs est donnée par la grammaire

(A M = e[ e M| (MM)|(M ]| M)
)V oa= e M|V M)[(M]|V)

10. Dans son travail sur PCF, Riecke [68] propose des conditions sémantiques, basées sur
la structure des types, pour obtenir des traductions complétement adéquates (équation 2),
appelées “functional translations”.

11. On parlera de la distinction synchrone-asynchrone dans la section 2.2.5.

12. interleaving



Le prédicat de convergence sur Ay°, |}y, est défini en ajoutant les regles de la
figure 2.5 a‘ celles pour le A-calcul de la figure 2.2 (en supposant que |} remplace

).

MV NV
(M || N)Jy(V || N) (M || N)Uy(M || V)
MyV NyWw MUy(Mo || My) (MoN || MyN) v
(M| M)y (VW) MNQV

F1G. 2.5 - Prédicat de convergence |

La deuxieme facon d’introduire le parallélisme est par I'ajout de 'opérateur
non-déterministe @. Une évaluation de M @ N est soit une évaluation de M soit
une évaluation de N. On note Ay le lambda calcul étendu avec & dont les termes
et les valeurs sont définis par

(Ag) M = x| dae M|(MM)|(M & M)
(Vg) Vo= da M

Le prédicat de convergence sur Ag°, |}, est défini en ajoutant les regles de la
figure 2.6 a celles de la figure 2.2.

MgV NllgV

(M e N)eV (Ma N gV

FiG. 2.6 - Prédicat de convergence |}

L’introduction de || ou de & dans le A-calcul change radicalement la notion de
convergence. Dans le cadre de A, une valeur ne coincide pas nécessairement avec
une forme normale; si N}, alors (M || N){}j méme lorsque M a des évaluations
de longueur infinie. De plus, un terme peut avoir plusieurs valeurs différentes,
car la convergence n’arréte pas I'évaluation. Cependant, le calcul A est Church-
Rosser : il suffit de poursuivre I’évaluation de chacune des branches convergentes.
Le calcul Ag ne vérifie pas cette propriété, mais les valeurs y sont toujours des
formes normales. Il est clair qu’un terme peut avoir plusieurs résultats en raison
du caractere non-déterministe de @&: (M & N) a toutes les valeurs de M et de V.



Quel rapport peut-on établir entre A\ et Ag 7 Intuitivement, les évaluations
convergentes d’un terme dans Ag offrent des résultats partiels qui, mis ensemble,
constituent la sémantique du terme. C’est précisément cette réunion de résul-
tats que 'opérateur de composition parallele permet de décrire a un niveau
syntaxique!®. Supposons

(A) M = x| daM|(MM)|(M % N)

et définissons |} (resp. {J5) sur A, comme |} (resp. g ), en remplacant || (resp. @)
par x. C’est-a-dire, on considere la traduction identité, qui vérifie immédiatement
I’équation 1 de Mitchell.

Proposition 2.2.1 Pour tout M € A,, M Ue MU

Preuve. La preuve est par récurrence sur les dérivations de M Uﬁ et de M 7.
Pour I'implication =, il suffit de choisir une branche convergente comme éva-
luation de M. Dans le sens inverse, si M |5 Az.N, alors M Uﬁ (co.ox A Nx..o).
|

On montre facilement que 1’équation 2 est aussi vérifiée.
Corollaire 2.2.2 Pour tout M, N € A,, M ~i N & M~ N

Preuve. Soit M ~j N et C[M] 5. Par la proposition 2.2.1, C[M] - Donc
C[N] Uﬁ par hypothese. Une nouvelle application de la proposition 2.2.1 donne
C[N] ;. O

2.2.2 Test de convergence et appel par valeur: )\, et A\,

Nous présentons brievement les lambda calculs A. et A,, définis dans [3], avec
test de convergence c et test de convergence parallele p), respectivement, et étu-
dions deux mécanismes de controle étroitement liés a c, 'appel par valeur et
Iappel strict (rappelons que les combinateurs c, et p ont été introduits pour rap-
procher le lambda calcul faible des modeles adéquats sur 1’équation aux domaines
D = (D — D),.) Appliqués a des arguments, leur signification est la suivante:
cM L veut dire L a condition que M converge, tandis que pM N L veut dire L a
condition que M converge ou que N converge. Les ensembles des termes et des
valeurs de A. et de A, sont définis par les grammaires suivantes :

Ao Muo=z|daM|(MM)|c
v, V=X M|c

13. En effet, @ et || ont la méme interprétation dans le domaine complétement adéquat du
lambda calcul faible (treillis complet algébrique) (cf. [14, 17]): la dénotation de M & N et de
M || N est la borne supérieure des dénotations de M et N.



A, Mu=zx|daeM|(MM)|p
v, Vu=Xix.M|p

[’évaluation des termes clos dans A. (resp. A, ) est définie par les regles de la
figure 2.7 (resp. figure 2.8), qui s’ajoutent a celles pour A, dans la figure 2.2.

M{.c N,
cll.c -

FiG. 2.7 - Prédicat de convergence |},

Mi,p N, My,p L,
MNLW,T  (MNL),E

pl,p pMl,pM

Fic. 2.8 - Prédicat de convergence ),

Il est clair que A, contient le calcul A, : il suffit de poser ¢ = Ay.pyy. De plus,
la combinaison de A. et Ag (ou A) permet d’exprimer le test de convergence
parallele: on pose p = Azy.(cx) & (cy). En fait ces calculs ont le méme modele
completement adéquat [2, 14].

Quel type de mécanisme de contréle doit-on ajouter au A calcul pour per-
mettre une représentation de ¢? La réponse est basée sur 'observation que le
comportement de ¢ M est celui d’une application stricte (i.e. cM demande a ’ar-
gument d’étre convergent avant de rendre un résultat). Le lambda calcul avec
appel par valeur (sans appel par nom, cf. Plotkin [65]), peut étre simulé dans A.
comme le montre Ong [59]. Par ailleurs, dans ce cadre ¢ est simplement Aa.I, une
abstraction indépendante de son argument qui se comporte comme I’identité une
fois 'argument appliqué.

Or I’appel par valeur ne permet pas de simuler ’appel par nom (ou application
paresseuse), donc le calcul A., ce qui nous mene a considérer un calcul \,, avec
deux constructeurs d’abstraction: A et A\V. L’application paresseuse dans A, est
de la forme (Ax. M )N et I’évaluation de ce terme donne M[N/x] quelque soit V.
La forme d’une application par valeur est (A\Vx.M)N; I’évaluation de ce terme
donne M[V/z], pourvu que V soit une valeur de N (N doit étre convergent). On



définit A, et V, par les grammaires suivantes et le prédicat de convergence |},
dans la figure 2.9 (comme d’habitude, il faut y ajouter les regles de la figure 2.2):

(Ay) M = x| e M| XaM|(MM)
(Vy) V ou= X M| \aM

MU Nz M NN M'[N'/2]),V

Ao M, AN x. M MN,V

Fic. 2.9 - Prédicat de convergence |},

Les calculs A. et A, sont susceptibles d’étre codés 'un dans I'autre, tout en
préservant la convergence'?, Mais leur capacité d’incorporer des constructions
nouvelles differe. Nous examinons ici la traduction de A. dans A,; la traduction
opposée sera traitée dans la section 2.2.3, ou 'on indiquera pourquoi ces traduc-
tions devraient vérifier I’équation (2) de Mitchell.

Définition 2.2.3 La fonction de codage de \. dans A, ()?

C

A, — A, est définie

comme suit :

(Ax.z(\gé _ ix.(M)g
(MN)? = (M) (N)!
(e)! = Nad

Théoréme 2.2.4 (Simulation de \. dans \,)
Pour tout M € A, M}, & (M),

Preuve. On procede par récurrence sur la longueur des dérivations M. et

(M)¥l},, en sachant que (M[N/z])? = (M)?[(N)?/x]. Nous nous limitons & donner

C

un apercu de la preuve de I'implication (M)¥|}, = M. Plus particulierement,
nous montrons

(a) (M)2 U, Ae. M = M} e M" et (M")? = M’

(b) (M)? ), \ae. M = Ml.cet M'=1

14. Le calcul A, devrait s’appeler A? pour garder la notation originale [14] oti n indique I’appel
par nom et v ’appel par valeur. On préfére ne pas mentionner n car on a dit que tous les calculs
seraient des extensions du calcul faible ou avec appel par nom. Dezani-Ciancaglini, de Liguoro
et Piperno [29] emploient des variables différentes pour modéliser ’appel par nom et I’appel
par valeur dans le méme calcul.



Le cas de base est immédiat. Soit (M)? |,V en k > 0 étapes de dérivation. Alors il
existe des termes My et My t.q. (M)? = (M1 M,)?. Deux situations sont possibles:

(appel par nom) lci (My)?U, Ae.M] et M{[(M2)?/x]{,V, toutes deux déduc-

tions de longueur < k.

Par récurrence, Myl Az. Ny et (N])? = Mj. D’autre part,
(Ni[My/a])? = (ND)(M2)! /2] = My[(M2);/x]

Par conséquent, si V. = Az.M’, alors (a) est vérifié sur Nj[My/x] par
hypothese de récurrence. C’est-a-dire, Nj[My/x|{} Ax.M" et (M")? = M'.
Lorsque V = Xa.M', on a Ni[Ms/z] par (b). Donc M.

(appel par valeur) Ici (My)2U, AV e M, , (M), M} et M{[M/x]{},V. Par
récurrence, Mill.c , Myll. et M] = I. Puisque M{[M,/z] ne peut se réduire
que vers l'identité I, alors V = 1. De plus, M = M;M,l}.I. Ceci implique
(a), avec M' = M" = z.

Méme si le codage de A, dans A, préserve la convergence, les calculs A. et A\, ne
sont pas tout a fait transposables. D’apres le théoreme 2.2.4, a partir d’une preuve
de (Azx.(ca)M)N|., qui repose sur N\ et M[N/z]{, (en supposant M, N € A
par simplicité), on doit pouvoir construire une preuve de (Az.M)N |},. C’est-a-
dire, une preuve de M[N'/z]{}» ou N \N'. Pourquoi I'implication

M[N/z]lx et NU\N" = (M[N'/z])l}y

est-elle vérifiée? Parce que tout terme converge (dans le sens de {5, . et {},)
vers une unique valeur (i.e. les calculs sont Church-Rosser). Lorsque la preuve de
(M[N/x]){\ utilise la convergence de N, par exemplesi M = I, c’est N’ qui est
utilisé.

Il s’ensuit que si des nouveaux opérateurs sont incorporés a A, et a A., la simu-
lation n’est pas nécessairement préservée. En particulier, si ’on ajoute |'opérateur
non-déterministe & aux calculs. La fragilité de A\, pour ce qui regarde I'introduc-
tion de nouveaux constructeurs sera mise en évidence dans la section 2.2.4, ou
I’on montre que A, ne peut pas incorporer des éléments non-déterministes tout
en gardant une interprétation fonctionnelle!®,

D’autre part, on constate que pour simuler la preuve de ¢N |}., ou N € A, on
doit montrer (AY2.I)N{},. Or la prémisse N,V de la regle de I’appel par valeur

15. La solution apportée dans [29] consiste en 'incorporation des opérateurs || et & au calcul
Ay, ce qui permet de garder, en paralléle, toutes les évaluations possibles d’une application par
valeur. Il faut noter que le scénario observationnel considéré est de type “must testing” pour le
choix non-déterministe et de type “may testing” pour la composition paralléle.



est excessivement informative : la valeur de N n’est pas importante pourvu qu’il
en ait une, car pour tout N’ on a I[N'/z]{,. Ceci suggere la définition d’un
calcul A, avec application stricte, qui admet l'incorporation d’opérateurs non-
déterministes. Comme dans \,, les abstractions de A, seraient de deux types,
Ax.M correspondant a ’appel par nom et et Nx.M a ’appel strict défini par

Ml ez M N, M'[N/z]§,V

MN{,V

Tout comme pour les calculs A, et A., on peut définir des codages de A. dans A
et vice versa qui préservent la convergence ou le test de convergence ¢ correspond

a Mx.I dans Ag, et (M2.M) correspond a Ax.(cx)(M) dans A.

2.2.3 Simulation de )\, dans ),

La simulation de A, dans A. est en rapport directe avec la simulation de
Pappel par valeur dans A. proposée par Ong [60], qui code I'application par
MN = cN(MN). La modification que nous y avons apportée est justifiée par la
présence de ’appel par nom dans A,. Le résultat de Ong est donc corollaire du
théoreme 2.2.6 ci-dessous.

Définition 2.2.5 La fonction de codage de A\, dans A., ()¢ : A, — A, vérifie

<Ax.z(\§§j{ _ ix.(M)g
(MN); = (M), (N);

(Nae M), = dx.(ex)(M)S
Ce codage des abstractions par valeur A\Yz.M rappelle la premiere traduction de
“call-by-value PCF” (sans appel par nom) dans “lazy PCF ” (avec appel par nom
et test de convergence) de Riecke [68]. La version de PCF utilisée contient, en
plus, un opérateur parallele, nécessaire pour la adéquation complete du modele
standard [66]. Par un exemple tres simple, Riecke montre que le codage n’est pas
completement adéquat (il est adéquat; une seule direction de 1’équation (2) de
Mitchell est vérifiée) et propose une traduction basée sur les types pour laquelle il
prouve 'adéquation complete; mais cette traduction n’est pas compositionnelle.
[’exemple mentionné est le suivant : soit My = Aa.x et My = Aa.A"y.(2y); dans
le cadre du “call-by-value PCF” on a M; ~ M,. Mais leurs traductions dans
“lazy PCF” ne sont pas observationnellement équivalentes. Avec notre notation,
(Mp)¢ = da.(cx)r et (My)¢ = Ax.(cx)(Ay.cy(ay)). En effet, le contexte C' =

[J(Az.3)Q2 sépare ces deux traductions:

ClI(M7)S] —c(Az.3)Q2—(A2.3)Q2—3 converge

ClI(My)S] —c(Az.3)(Ay.cy((Az.3)y))0—
(My.cy((Az.3)y))2—(cQ)((12.3)2) diverge



La question qui se pose naturellement est si I’exemple peut étre reformulé
dans notre cadre, ou le calcul A, contient aussi 'appel par nom. La réponse est
non, car le contexte [J(Az.1)Q sépare M, et M. Le. C[M,;] =, T mais C[My] 1,
Le théoreme suivant 2.2.6 établit la simulation de la convergence dans A, par la
convergence dans A.. Il semble que les traductions (—)¢ et (—)Y
ment adéquates: A\ et Ay ont une traduction completement adéquate et, de plus,
les calculs A+ || et A, + & ont essentiellement le méme modele completement
adéquat [14, 15]. A premiere vue, une preuve syntaxique reposerait sur deux pro-
priétés de simplification des traductions: ((M)S)! ~. M et (M)?)S ~, M. 1l
est difficile d'imaginer comment une des traductions pourrait satisfaire 1’équa-
tion (2) mais pas l'autre. En fait, la théorie de I’expressivité énoncée par Mitchell
ne fournit aucune indication pour la preuve de I’équation 2. Dans le cas de la

traduction identité, comme celle qui relie A a Ag, nous avons vu que ’équation

sont complete-

est conséquence directe de la simulation mutuelle de la convergence. Dans un
cas plus général comme celui de A\, et A. il semble que deux traductions soient
nécessaires.

Théoréme 2.2.6 (Simulation de )\, dans )\.)
Pour tout M € A,, M|}, & (M)¢{)..

v

La preuve de ce théoreme est une adaptation de celle de Ong [60]. Nous introdui-
sons d’abord quelques notations et énoncons quelques résultats. Les preuves qui
ne sont pas données ici se trouvent dans [60]; on indiquera les références exactes.

On définit deux relations de réduction, —, sur A, et —. sur A., comme suit :

(3) (Az.M)N—,M[N/z]

(5Y) Si Ve v, alors (\a.M)V—,M[V/x]
(Arg)  Si N—,N’ alors (Aa.M)N—,(A'z.M)N'
(App)  Si M—, M’ alors (M N)—,(M'N)

=

(Ae.M)N—.M[N/z]

C1) cc— 1

C?2) cAe.M)— 1

C3) Si M— .M’ alors eM —.cM’
App)  Si M— .M’ alors (MN)—.(M'N)

Les énoncés suivants ont des preuves par récurrence évidentes :
*
Pour tout M € A,, M|,V & M=,V

Pour tout M € A., M|,V & M3,V



La troisieme relation de réduction dont nous avons besoin, —g. : A, — A,
est la réduction forte dans ., qui autorise I’application de (), (C'1) et (C2) dans
tout contexte, i.e. en position de fonction, en position d’argument et aussi sous
les abstractions. Pour toute séquence de réductions — g, il existe une réduction
standard composée d'une séquence de réductions —., suivie d’une séquence de
réductions — . qui réduit toujours le radical le plus a gauche (cf. théoreme 4.4.3.4
60},

L’étape suivante consiste a introduire une nouvelle relation de réduction sur
A., notée —,, pour simuler —,, pas a pas.

(1)  Si M # (cae)M’ alors (A\e.M)N—,M[N/z]

(2)  Si N eV, alors (Aa.(ce)M)N—,M[N/z]

(3)  Si N—,N" alors (Azx.(cx)M)N—,(Az.(cx)M )N’
(4) St M—,M'" alors (MN)—,(M'N)

Proposition 2.2.7 Pour tout M,N € A,, M—,N = M—5.N.

Preuve. L’énoncé est prouvé par récurrence sur la longueur [ de dérivation de
M—,N. Quand [ = 1, si la regle appliquée est (1), alors M— 3. N par la regle
(). Si c’est (2) qu’on utilise, alors

M = (Ax.(ct)M)N—g.(cN)M[N/z])—=pd(M[N/z])—p-M[N/x] = N

Dans le cas ou [ > 1, I’énoncé découle de I’hypothese de récurrence et du fait que
— g est la réduction forte. O

Par récurrence sur M on peut montrer

(M);[(N);/a] = (MIN/z]),

Proposition 2.2.8 Pour tout M, N € A,, M—,N & (M).—,(N).

v

Preuve. Par récurrence sur la preuve de M —, N, en utilisant I’énoncé précédent.
|

Le déterminisme de la relation —, est un corollaire de la proposition 2.2.8.

Preuve du théoréme 2.2.6, partie = : soit M un terme clos de A, et sup-
posons M|, V. Alors M 3, V et, par la proposition 2.2.8, on a (M)S =, (V<.

v

Dot (M)¢ =35, (V), en appliquant 2.2.7. Donc (M)¢l. par le théoreme de

v v

standardisation pour —g. [60]. O



La preuve de la seconde moitié du théoreme 2.2.6 nécessite quelques définitions
et propriétés supplémentaires.

Définition 2.2.9 On appelle contextes faibles les contextes définis par:
Q = (cQ)N[(QN)]

Définition 2.2.10 (4.4.3.13 dans [60])
Soit M € A.. Une —ge-réduction infinie

M = MOHQCMI_)ﬁc---_)ﬁCMi_)ﬁc---

est quast-fatble s’il existe une collection infinie d’indices ny,...,n;, ... t.q. n; <
niy1 et M, _1—.M,, pour tout ¢.

Remarque 2.2.11 Soit M € A.. St M a une réduction infinie quasi-faible, alors
Q[M] a une réduction quasi-faible infinie quelque soit le contexte faible Q).

Proposition 2.2.12 (/.4.5.18 dans [60])
Soit M € A.. M a une réduction infinie quasi-faible ssi M 1}..

Notation 2.2.13 On note A, Uensemble des termes de A. qui correspondent a
des traductions de termes dans A,. C’est-a-dire, L € A, sst IM € A, (M)¢ =
L e A.

Etant donné M € Ay, on éerit M |, lorsque M a une réduction —, finie qui

termine sur un terme irréductible. Sinon, on écrit MT,. La notation M —A>O M’
indique que le radical réduit est A.

Remarquons que M |, N implique que N est une abstraction; le combinateur
¢ de A, est uniquement utilisée appliquée a des arguments. Le lemme suivant est
fondamental dans la preuve du théoreme 2.2.6.

Lemme 2.2.14 Soit M € A,. 51 MT,, alors M a une réduction quasi-faible
infinie.

Preuve. Soit M € A, et MT,, i.e.
M= My &, My 22, M. 28, M, 25
Un des cas suivants est vérifié:
A. Un nombre non-borné de réductions A, utilise les regles (1) ou (2).
B. AN >1 Vi > N A, utilise (3) comme derniere regle.

C. IN >1 Vi > N A, utilise (4) comme derniere regle.



Supposons que le cas A n’est pas vérifié et que N est le plus petit n t.q.
Vi > n. A; utilise (3) ou (4) comme derniere regle.

— Si Ay utilise (3) alors My = (Ax.(cz)M')L ou L n’est pas une abstraction;
sinon Ayt utiliserait (2), en contradiction avec I’hypothese. Par consé-
quent, (3) est le seul candidat pour Anyq, avec prémisse L—,L'. Par la
méme raison, L' ne peut pas étre une abstraction. En réitérant cet argu-
ment on obtient le cas B (L. ne converge pas).

— Supposons que Ay utilise (4). Alors My = (MyMs). Si MqT,, il est clair
que le cas C est vérifié. Sinon, My |, Ae.M{ avec M{ = (cz)M;. On ne
peut pas avoir M, # (cx)M] puisque la regle (1) n’est pas applicable. De
plus, M, n’est pas une abstraction; alors le cas B est vérifié.

Si c’est le cas A qui est vérifié, alors M a une réduction quasi-faible infinie
par la proposition 2.2.12. Nous examinons ensuite les cas restants. On définit les
contextes D,y et Ep par:

Do = (Qa(e) )] Ep = (1)

et on suppose que F', GG, H sont de la forme D,y ou Er. On réunit les cas B et
C comme suit:

M2, F[Ro] = F[R]—o... = F[Ry]—. ...

Toute déduction F[R;|—,F[R;y1] consiste en un nombre fini d’applications
des regles (3) et (4) et en une application de (1) ou (2). C’est-a-dire, In; >
0 3G, ..., Gf” 35, ST t.q. S;—,5! par la regle (1) ou par la regle (2) et

R; = Gy [Gy[.[G, [S]-]
Rip = GL{GS[[G [S10)-]

On écrit G4[..[GL.[..]]..] comme GY..G% [..]. Puisque pour tout i on a R;T,, il
existe un plus grand k;, appelé le niveau dtmbrication de R;, avec 1 < k; < n,,

t.q. ' '
RZ' == G;G;ﬂ [XZ] ou XiTo

L’étape suivante consiste a prouver

(%) Si X,T, par A alors R;T, a une réduction quasi-faible infinie.

On procede par récurrence sur k;. Si k; = 0, alors R;T, par A; donc R;
a une réduction quasi-faible infinie. Dans le cas ou k; > 1, par récurrence,
G5..GE,[X;] a une réduction quasi-faible infinie Gy.. .G, [Xi]—5:Y1..—5:Y;—pc.
Si Gy = (Az.(cx)L)[], la réduction suivante est infinie et quasi-faible:



(Y1) (L][G2..GL[Xi])/x])... = (Y (L][Go..Gi [ Xi] [ 2]) — ge- -
Sinon, GGy = []L; donc

RZ' = (GQle [XZ])LHQC(EL)HQC(X/JL)HQC

est une réduction quasi-faible infinie.

La réduction de M peut avoir deux formes:

1. Si Vi k; = 0, alors on montre Vi R;T, par A. Soit par exemple ¢ = 0 et
supposons que RyT, par B ou C. Alors, il existe un N fini qui vérifie soit
Ry = D[] soit Ry = Ei[L'], ou L'T,. Par conséquent, ky > 1, ce qui
contredit 'hypothese. Par (%), F[Ro] a une réduction quasi-faible infinie.
Alors M en a une aussi.

2. Supposons Jt k; > 0. Considérons la séquence d’indices myg,...m;, .. t.q.:

— mg est le plus petit j t.q. k; >0

~ ViVz € [myymir — 1] by, < by, & ke =k,

it1
Par la suite, p; dénote k,,, et nous omettons les indices des contextes G. On

distingue deux cas:

(a) La séquence d’'indices associée a M est finie. C'est-a-dire, il existe un
plus grand N fini t.q. V5 > pny k; = py. Autrement dit, Vj > py B; =
Gh..G, [ X;]. Comme dans (1), il est clair que X,,,,, T, par A; sinon le niveau
d’imbrication de R,,, dépasserait py. En conclusion, F'G1..G [ X, ] a une
réduction quasi-faible infinie par la propriété (). Donc M en a une.

(b) La séquence d’indices associée a M est infinie. C’est-a-dire,
M=, F GG [ X 120 F[G .Gy Gg gt - G, [ X, )]
F[Gl"Gpo"GpiGpH—l"Gpi+1[Xmi+1]]_*>0"'

ot X, T, et X, =5, Gpit1--Gpiyr [Xomiy, ] pour tout .

Il faut remarquer que les réductions des X,,, sont de longueur > 0. Suppo-
sons qu'il existe j qui vérifie X, = G 41..Gp, [ X,y |- Alors

R, = GGy, Glyg1 Gl [ X ]

et le niveau d’imbrication de R, dépasse p; = k,,; car pj;1 > p;, ce qui
est absurde par hypothese.

Maintenant nous allons construire une réduction de M quasi-faible et infinie
de la forme

(IQL)  M-3,Qo[Xo]. .. —5:Qo.. Qi X~ se...



avec Qo, . .. (;... des contextes faibles. On définit [ = ki1 —k; et Hy = Gy, 41
. Hy =Gy,

i1
Par récurrence sur [ on a

() Hy...H[X] 3, Q[X]

Nous indiquons les étapes de la preuve du cas de récurrence. Soit [ > 1 et
()’ le contexte faible associé a Hy ... H;[X]

— ou bien

Hy ... H[X] = O\y.(cy) N[ Hs . .. H[X]—.
(c(Hy ... Hi{X]))(N[(Hz ... H[X])/y]),

auquel cas @ = (cQ')(N[(Hz ... H/[X])/y]) est un contexte faibles
— ou bien Hy...H[X] = (Hy... H[X])N. Alors ) = (Q'N) est un

contexte faible.

On procede par cas sur X,,, pour montrer qu’il existe un contexte faible
Qis1 t.q. Xmi—%cQH_l avec au moins une étape de réduction faible. Donc
(IQL) est une réduction quasi-faible infinie par la remarque 2.2.11.

(a) Si X, = (Aa.(ca)L)V avec V € V., le caractere déterministe de —,
implique
2)

X, (—>o L[V/x]_toGprl—l--GpiH R

Par la proposition 2.2.12 et la propriété (%), la réduction suivante fait
au moins trois étapes de réduction faible:

X, B ey (L) S 1 vya)) B v =

7

*
Gpi-l-l "Gpi+1 [Xmi+1] e Qi-l-l

(b) Si X, = (Ax.L)N with L # (cx)L’, par un argument similaire a celui
donné pour (a) on obtient une réduction de X,,, avec, dans ce cas, au
moins une étape faible.

(¢) Si X, = (Aa.(ca)L)N ou N € V., alors N,V implique:
sz‘j>0()‘x'(cx)[f)v =+, Glpit1-Gppyy [ Xy ]

C’est le cas (a) déja montré. Remarquons que N ne peut pas diverger
car on aurait X; = N.



(d) Si X, = (N1 Ny) avec Ny € V., alors Ny |, (sinon X,,, = Ny.) Soit V
t.q. Ny}.V;on a

Xmi _7§0(VN2) _-I;O Gpi-l-l "Gpi+1 [Xmi+1]

La forme de (VN) correspond au cas (a) ou au cas (b).

Preuve du théoréme 2.2.6, partie <: supposons M 1,. Donc MT,. Par
le lemme 2.2.14, M a une réduction quasi-faible infinie. On conclut M 1. par la
proposition 2.2.12. O

2.2.4 Le calcul );

Nous présentons ici une variante du lambda calcul faible A; pour les fonctions
paralleles défini par Boudol [14], obtenu par combinaison de Ag et A.. Le test de
convergence parallele y est définissable: il suffit de poser p = Azy.(cx & cy).

Comme nous ’avons signalé, la combinaison de A; et Ag serait aussi conve-
nable. Par contre, et malgré la simulation mutuelle des calculs A., A; et A,, appel
par valeur n’est pas compatible avec le choix non-déterministe. En effet, le calcul

qui résulte de 'incorporation de l'opérateur @ a A,, noté AP

¥, ne vérifie pas le

lemme des contextes, nécessaire pour donner une interprétation fonctionnelle au
calcul. Les tests applicatifs associés a A¥ sont de la forme

A n=[]| e Al A2 A (AM)
Lemme 2.2.15 [l existe M, N € A t.q. MC 4N et ~(M CY N)
Preuve. !¢ Soit M et N les termes suivants
M =)Xz2.(K, & F,) N =(Nz.K,) & (A'z.F,)
ou K, et F, sont les versions strictes de K et I i.e.
K, = \ay.x F, = Xay.y

On remarquera que M est une valeur mais pas N. Il est facile de voir que
M ~4 N puisque VEVN;...N,. MN; ... N, |2 < NN;... N, &, Pour k =0
la preuve est immédiate. Pour £ > 0 on montre par récurrence sur k la propriété
suivante :

MLI® Ve NL PV

16. L’exemple est de G. Boudol.



Or on peut construire un contexte non-applicatif tel que C[M] & mais C[N] (7.
On définit:

Qo=AA  ouA=Az.zzx

Qg1 = A2,

C = A2 ((2212201) (121 2:))) []

On a (2:0) I A2.Qg et aussi Qa(2204) I Q tandis que (Q1Q) 1 et
01(229) 1. Par conséquent :

CIMIP < (MQQ0)(MQ9:0:04) P
& (K, @ F) Q) (K, @ F)Q0:9:04) P

Le dernier terme converge en prenant K, pour la premiere occurrence de (K, & F),)
et F, pour la deuxieme: on obtient Q3(0:0) | apres quelques étapes d’éva-
luation. En ce qui concerne C[N], le premier pas consiste a calculer une valeur
pour N, c’est-a-dire, a choisir entre sa composante gauche et sa composante
droite. Mais ni C[A\Yz.K,] ni C[A\"z.F,] ne convergent : du premier terme on ob-

tient Q2(210) 17 et Q1(Q22) 1% du second. Alors C[N] 1%, O

Le contre-exemple construit dans la preuve précédente n’en est pas un si
I’appel par valeur est simulé par le test de convergence. Dans ce cas,

(C)e = Az (cax) (@220 (2212 920))) ]

et le probleme ne se présente pas car x est substitué par le terme N entier.

Finalement, observons que si || remplace & il n’y a pas non plus de difficulté
a montrer que M et N ne sont pas séparables; la raison est ici que (Az.K,) ||
(AYz.F,) est une valeur.

En conclusion, a exception de A\, et Ay, toute combinaison de A., A, et A,
avec A\g et )| est susceptible de vérifier un lemme de contextes. Plus loin dans
ce chapitre nous discuterons sur le choix de & au lieu de || dans la définition du
calcul A;, motivé par la structure du codage dans 7.

Syntaxe

La version de A; étudiée ici fait intervenir des substitutions semi-explicites;
les abstractions et les variables sont définies comme des clotures - i.e. paires
constituées d’une valeur fonctionnelle ou d’une variable et d’une substitution. La
présentation des variables comme clétures entraine une modification de la notion
d’évaluation par rapport a la définition originale, dont 'utilité se manifeste dans
la preuve d’adéquation du codage de A; dans =. Il s’agit de rendre explicite le
processus de substitution d’une variable par un terme afin de le rapprocher du
mécanisme employé par le codage.



Les termes et les valeurs de A; sont définis par les grammaires:

(A)) M:o=<Uoc> |(MM)|(M&M)|c

U:i=a|le. M
(X)) ou=c¢cl|[M/x]o
(V) K=< Xz.M,o> |c

ou o dénote une substitution, possiblement vide (¢). Remarquons que Mo n’est
pas un terme de A;. Les composantes [M/x] d’une substitution o sont des entrées
de substitution. On définit

Var(o) = {x /[M/z] est une entrée de substitution de o}
L’image de = dans o, notée o(x), est donnée par:
M siy=u=w
dwy=a Oiplee) = { 0
Désormais, le corps d’une cloture < U,o > est U et on appelle simplement
abstractions les clotures de la forme < Az.M,o >. On utilise toujours I pour
dénoter l'identité < Az.z, e >.
L’ensemble fv(M) des variables libres de M est défini comme suit:

fo(<z,e>) = {x}
fo(< [M/y]a >) = fuo(<ax,0>)
fo(<z, [M/z]lo>) = fo(M)
fo(< Aae.M,o >; = éy/flz. z€ fo(M)—{z} &y e folo(z))}
FoMN) = Fold 5 N) = Fo()U o)
L’ensemble bv(M) est défini par:

sinon

bo(e) = 0
bo([M/z]o) = {z}Ubv(M)U bv(o)
bv(<xz,0>) = bv(o)
bo(< Ae.M,o>) = {z}Ubv(M)Ubv(o)
bu(c) = 0

bo(MN) = bw(M & N)=>bv(M)Ubv(N)

L’application d’une substitution & un terme, opération sur laquelle se base la
[-conversion, est définie par 1’égalité =, :

<z, 0>p =, <xz,(0c0p)>
cp =5 ¢
<Ax.M,o>p =, <Iae.M,(cop)>
(MN)p = (MpNp)
(M@ N)p =, (Mp D Np)



Par abus de notation, on note o =, p 1’égalité de substitutions, définie par:

(eop) =5 p
([N/z]o)op =, [Np/z](cop)

L’extension de A; qui incorpore les termes Mo, notée A.;, est de’finie par:
(Aej) M =<U,o> |Mo|(MM)| (M & M)|c
et ’ensemble des substitutions ou la composition o fait partie de la syntaxe est:

(Xe;) ou=c¢l|[M/x]o]|(coo)

Les termes de A.; et les substitutions de 3.; ont des représentants uniques
dans A; et Yj. Cest-a-dire,

— Pour tout o € 3, il existe un unique 7 € ¥; t.q. o =, 7.

— Pour tout M € A,;, il existe un unique terme N € A; t.q. M =, N.

Evaluation

La relation d’évaluation faible —; du calcul est définie par le systeme de regles
de la figure 2.10. On remarquera que —; est elle-méme une relation transitive. La

(8) <Ae.M,o0c > N—;M[N/z]o (saisie) < ax,[M/x]oc>—;M
(chl) (M & N)—,M (chr) (M & N)—,;N
<z,0>—;N M—; M’
(pop) (app)
<, [M/ylo > —;N (MN)—;(M'N)
N—=.Vecv, M—.I. L—:N
(obs) A (trans) i i
cN—;1 M—;N

FIG. 2.10 - Evaluation dans Aj

regle (trans) est utile dans I’évaluation des termes de la forme cN : elle permet
de ne pas observer les étapes intermédiaires qui correspondent a ’évaluation de
N dans le systeme usuel, défini dans la section 2.2.3. C’est la regle N—;N' =



(cN)—;(cN’) qui poserait des problemes dans la preuve d’adéquation du codage
de X; dans 7. Nous reviendrons sur ce point plus loin. Par ailleurs, les regles
(saisie) et (pop) ainsi que 'égalité < x,0 > p =,< x,(0 0 p) > ne font pas
partie de la définition du calcul donnée dans [15]. Dans notre cadre, comme dans
[15], les substitutions se comportent comme des environnements: la valeur de
dans 0 = [M1/y1]...[Mn/y.]e est le premier terme M;, de gauche & droite, qui
vérifie © = y;. Mais cette définition est donnée dans [15] en posant xo =5 o(x).
Ce sont les regles (pop) et (saisie) qui permettent une simulation assez directe
de la substitution par le codage. Le prédicat de convergence |};, est I'union des
prédicats |}, et {g (cf. figures 2.7 et 2.6) plus les regles de la figure 2.11. On vérifie
M),V & M—;V.

MU]V <$,0‘>U]‘V

<a,[M/zlo > |;V <, [M/ylo > |;V

Fia. 2.11 - Prédicat de convergence |};

Nous considérons le préordre extensionnel C; défini sur des A;-contextes ou la
constante [] n’apparait pas dans la partie substitution des clotures. C’est-a-dire,
les contextes ont la forme suivante:

Cuo=[| <az,o0>| <Ae.C,o> |(CC)|(CHC)|c

Définition 2.2.16 Une substitution o = [Hy/y1]...[H,/yn]e est normalisée si
y; € fn(H;) quelque soit i,j.

Par la suite, nous travaillons sous I’hypothese que les substitutions qui com-
posent les clotures sont normalisées. Il faut noter que cette restriction ne modifie
pas l'expressivité du calcul; il s’agit d’une forme d’a-conversion. Etant donné
< V,o >, on peut toujours définir une nouvelle cloture < V', ¢’ > ou o’ est nor-
malisée. On obtient o’ en renommant les entrées de substitution de o avec des
variables neuves; V' est le résultat de I'application de ce méme renommage a V.
Le sens de la cloture de départ ne se voit pas changé puisque chaque variable libre
du corps d’une cloture utilise au plus une entrée de substitution. Cette restriction
est essentielle pour garantir que le codage de A; dans 7 effectue correctement les

substitutions 7.

2.2.5 Autres formes étendues du \-calcul

L’introduction du non-déterminisme dans le lambda calcul est un vieux theme
qui répond a deux motivations principales: 1’étude des fonctions multivaluées

17. 11 existe d’autres codages qui ne nécessitent pas de substitutions normalisées.



d’une part, qui correspondent aux domaines des parties, et la solution du pro-
bleme d’adéquation complete des modeles a la Scott. Le but de cette section
est de situer les calculs étudiés auparavent dans le cadre des A-calculs étendus.
Pour cela, nous présentons une classification de ces calculs - qui ne prétend pas
étre exhaustive - selon les fonctionnalités ajoutées: choix non-déterministe, com-
position parallele, test de convergence, etc. Nous avons dessiné trois tableaux,
qui concernent le lambda calcul faible (tableau 2.1), le lambda calcul classique
ou la réduction ne se limite pas a une stratégie particuliere (tableau 2.2), et le
lambda calcul typé (tableau 2.3). La plupart des opérateurs nouveaux ont déja
été introduits. Nous définirons brievement ceux qui ne 'ont pas été.

appel | appel type
calcul cf. par par | @ I c|p|W| sémantique
nom | valeur opérationnelle
Ap 2] 3 3 may testing
A [14] ) 3 3 may testing
Aw [72] 3 e | bisimulation
A1 [15] 3 ) asynch may testing
Ao [4] 3 . e | synch must testing
As | [61, 62] 3 . e | synch must testing
As | [29, 30] ) . e | synch must testing

TAB. 2.1 - A-calculs faibles non-déterministes

calcul cf. P I type sémantique opérationnelle
As [49] ) must testing
Ae | [28,31] | e | synch must testing

TAB. 2.2 - A-calculs classiques non-déterministes

Pour ce qui est du calcul Ay de Sangiorgi, 'opérateur unaire & remplace le
choix non-déterministe habituel. Il est défini par

WM—uM et WM—,0

Nous en reparlerons dans la section 2.4. On remarquera aussi qu’il y a deux
approches pour I'introduction de la composition parallele || : asynchrone, utilisée
par Boudol et étudiée dans la section 2.2.1, et synchrone. La version asynchrone
permet le calcul dans une seule branche de la composition, c’est-a-dire, M || NV
peut se réduire sur M’ || N si M se réduit sur M’. Dans le cadre d’un calcul avec
une sémantique de type must testing, comme Ay a Ag, ou on veut

(MoN)| & M| et N



le choix non-déterministe & et le || asynchrone constituent le méme opérateur.
La version synchrone de || est utilisée pour distinguer la composition parallele du
choix non-déterministe: si M et N se réduisent sur M’ et N’, respectivement,
alors le terme (M || N) se réduit sur (M’ || N’); I’évaluation dans une seule
branche n’est autorisée que si "autre branche correspond a un terme irréductible.

Le tableau suivant concerne les langages typés, tous variantes du PCF de
Plotkin, sauf le dernier du a Hennessy.

appel appel
langage cf. par par “if” “or” | up,
nom valeur | parallele
PCF [66] ) o
NDL 6] o o
PCF, [13] ° ° .
PCF, [76] o
PCF,, [77] o o o
définitions “run-time choice”
par récurrence | [39] et 3 .
non-déterministes “call-time choice”

TAB. 2.3 - Langages typés non-déterministes

L’opérateur up, est I’équivalent du test de convergence, pour chaque type 7.
Le “if” parallele permet ’évaluation de deux expressions en méme temps. Le “or”
remplace le choix non-déterministe des calculs non-typés.

Dans le dernier langage mentionné, le mécanisme d’appel par nom est divisé
en deux stratégies, appelées “call-time choice” et “run-time choice” par 'auteur.
Il s’agit de deux formes différentes de passage de parametres, qui concernent les
arguments de la forme M or N. En effet, la question se pose de comment évaluer

F(0 or 1) étant donné
F(z)= if + = 0 then x else 2
La stratégie “call-time-choice” d’appel par nom correspond a 1’évaluation de

(0 or 1) au moment de I'appel, i.e. avant de procéder a la substitution; les ré-
sultats possibles sont 0 et 2:

FOorl)— F(0)—...—0
et

FOorl)— F(l)—...—2



Quant a la stratégie “run-time choice” d’appel par nom, elle correspond a 1’éva-
luation de I'argument (0 or 1) apres substitution, ce qui donne trois résultats
possibles:

FOorl) — if(0or1)=0then (0or1)else2 —
0
if 0 =0 then (Oor 1) else 2 — (0or 1) — < et
1

et
FOorl) — if(0or1)=0then (0or1)else2 —

if 1 =0 then (Oor 1) else2... — 2

2.3 Codage de )\; dans 7

2.3.1 Deéfinition

Le codage de A; dans 7 est une fonction [—] : (A; x N )UX — II, définie selon
I’approche de Milner [54]. La construction de la fonction de traduction est guidée
par la simulation de ’évaluation des termes de A; dans le 7-calcul. Le role du canal
qui accompagne le terme est crucial: dans les lambda calculs, la regle 3 spécifie
la communication entre un argument et une abstraction par juxtaposition; dans
le w-calcul cette communication est réalisée a travers un canal qui lie la fonction
a son prochain argument.

Du fait que les substitutions de ¥ se comportent comme des environnements,
notre fonction [—] code les substitutions sous la forme de contextes dans lesquels
les termes seront plongés. En particulier, le contexte [| représente la substitution
vide ¢. La notation adoptée est la suivante: [o] dénote un w-contexte avec un seul
trou, et dans [¢](P), la constante [] est remplacée par le processus P.

La traduction d’une cloture revient a plonger le corps (abstraction ou variable)
dans le contexte qui traduit la substitution:

[<V,o>]u=[o]([V]u)

Le codage des entrées de substitution est en rapport avec le codage des va-
riables. L’entrée [H/x] (notée aussi x := H) est représentée dans = par la res-
source x(w)[H]w, tandis que [z]u = Tu émet la continuation u. La traduction
de < a,[H/x]e > est donc la composition parallele de z(w)[H]w et Tu, ce qui
permet de produire [H]u apres une étape de réduction dans =.

Mais il est clair que le codage de < x,[H/x][J/x]e > ne peut pas étre (Tu |
z(w)[H]w | x(w)[J]w), car ce processus donne [H Ju et aussi [J]u par réduction.
La solution de ce probleme consiste en la création des noms privés pour chaque



entrée de substitution, suivant I'imbrication de la substitution (i.e. 'ordre des
entrées de gauche a droite). Ainsi, o = [H1/y1]...[Hy/yn)e est transformé en

(vyn) (Y1) vy (D = HiD) - Yo = Hoal) |y i= Ha])

Avec cette représentation, 'acces a [J]u dans

(va)((ve)(Tu| e := H]) [ [z = J])

est bloqué parce que 'occurrence de = en Tu est liée par la restriction (va) la
plus proche (qui correspond a @ := H dans ce cas.) C’est-a-dire, le processus est
a-convertible en (va)((vy)(gu | [y := H]) | [« :=J]) avec y nouveau.

Il y a encore un point a considérer: la non-linéarité des lambda termes. Remar-
quons que, pour chaque occurrence libre de la variable x dans M, la traduction
de M[xz/H]e doit mettre a disposition une ressource [z := H]. En utilisant la
réplication, le codage des entrées de substitution devient

[x:= H] =la(w)[H]w

Nous examinons maintenant le codage des abstractions et des applications.
Les abstractions correspondent a des processus gardés par une entrée qui figent
les corps, préservant ainsi la notion de valeur puisque les gardes d’entrée bloquent
le calcul. La traduction de Ax.M est celle de Milner [54]: le processus [Aax. M Ju
recoit par u le nom du canal qui garde le processus correspondant au premier
argument de Az.M. Ensuite, le processus consomme le nom de canal a travers
lequel il peut communiquer avec un deuxieme argument potentiel.

[Ae.MJu = u(x).u(v)[M]v

De fagon complémentaire, pour simuler la -conversion (Ax.M)N—,; M[N/x],
I’argument envoie a la fonction, d’abord, un nom privé z qui garde N - et qui
substituera x, puis un nom w pour accéder a I'argument suivant de (Ax.M)N.
La substitution [/N/z] n’est pas réalisée; le corps de I’abstraction est plongé dans
Penvironnement (vz)([]|[z := N]). Ainsi, chaque instance de z peut consommer
une copie de I'argument (rappelons que [z := N] est la réplication !z(w)[N]w).

[MNJw = (vu)([M]u | push(N)uw) ou
push(N)uw = (vz)(uz.uw | [z := NJ])
Pour le test de convergence on prend la définition donnée dans [54]:
[c]u = u(x).u(v).(vw)zw.(vy)wy. [ ]v

Le terme [eN]u se comporte d’abord comme une application ordinaire (remar-
quons que [cJu commence comme une abstraction) puis réalise les trois pas sui-
vants:

— accéder a une copie de N a travers le nom privé qui remplace = (la garde
Tw est consommée); [N]w est alors en exécution (avec w un nom privé);



— attendre la convergence de N; c’est-a-dire, attendre un processus de la forme
w(y) ..

— si N est convergent, le processus obtenu consomme la garde de sortie wy,
ce qui donne comme résultat [/]ov.

La traduction du choix non-déterministe est tres simple; on oblige a effectuer le
choix entre M et N avant toute autre action:

[M & Nu = (o) (u | v(w)[M]w | o(w)[Nw)

La figure 2.12 contient la définition complete de la fonction de codage.

[<V,o>]u=[o]([V]u)

[l =1

[[M/z)o] = [ol( (va)([] | o := M]))

[x]u = Tu

e M]u = u(x)u(v)[M]o

[MN]w = (vu)([M]u | push(N)uw)
push(N)uw = (vz)(@z.7w | [z := N])

[z := M] ='z(w)[M]w

[M & NJu = (vo)(@u | v(w)[M]w | v(w)[N]w)

[c]u = u(x).u(v).(vw)Tw.(vy)wy.[]v

Fic. 2.12 - Codage de X\; dans ©

Proposition 2.3.1 Pour tout M terme clos de A;,
1. Mev, & [Mulu

2. [MJud P & a#7 = a=uv)



Preuve. La partie 1 est immédiate, par inspection de la définition de []. En ce

. . , * . .
qui concerne la partie 2, par récurrence sur M on montre que [M]u > P implique

fn(P)=A{u} U fn(M) et Com(P) C {u} U fn(M). D’ou 'on tire
VM, P clos [MJu’ P = fn(P)={u} & Com(P) C {u} (2.1)

Nous examinons le cas des clotures a titre d’exemple. Soit M =< Ax.M’, o >. Re-
marquons que si 0 = [Hy/y1]...[H,/ys] est normalisée (i.e. Vi, j . y; € fn(H;)),
alors F([o1(Q)) = ULy fn(H:) U (fn(@)/{y, - - yn}). Donc

In(lol(Ae.M'Tu)) = LjJ fn(H) U (fa([Ae MTu)/{ys, - - yn})

Par la définition de [Ax.M'Ju et I'h.r. sur M’, on a fn([Az.M'Ju) = {u} U
fn(Ax.M"). Alors,

In(lol(Ae.M'Tu)) = CJ fn(Hi) Uub U (fnQAe. M) [y, yn})

Com([M]u) = Com([Ax.MTu)/{y1,-- s Yn,T1s---Un}

= f{u} S {uj U (M)

Supposons [M]u & PS5, Par 1, il n'existe pas de nom r t.q. 7 € Com(P). Alors «
est une transition d’entrée sur un canal w, ou w € Com(P). Comme M est clos,
w=u. O

Il faut noter que la condition de normalisation sur les substitutions est essen-
tielle. En effet, le codage des substitutions utilise la réplication, une construction
pour représenter des éléments persistants, quand en réalité la substitution de A;
s’efface une fois qu’elle a été utilisée (autant de fois que nécessaire). Le codage
des substitutions normalisées reproduit ce comportement de la facon suivante:

Proposition 2.3.2 Soit [M/x]o une substitution normalisée.

[o1((va)([M]u | [ := M])) = [M]u

Preuve. Puisque o est normalisée, x ¢ fv(M). Donc la restriction (va) concerne
seulement [z := M] et on vérifie:

[ol((va)([M]u | [ := M])) = [o](IM]u | (v2)[z:= M])

Une application réitérée de la loi pour réduire la portée d’un nom privé permet
de conclure

[ol((va)([M]u | [ := M])) = (M | [o]l((v2)[z := M])) = [M]u



Dans la section 2.2.4, nous avons souligné que les regles usuelles d’évaluation
concernant ¢ posaient des problemes. En effet, notre définition de [ ] n’admet pas
la regle

Si N — N’ alors (¢cN) — (¢N')

car celle-ci ne correspond pas a une séquence de réductions . Le résultat de
correction 2.3.4 ne serait donc pas vérifié. Pour permettre une évaluation de
[N]w, le processus [cN]u doit consommer quelques gardes de ¢. Par conséquent,
[cN]u ne peut pas devenir [eN']u.

Les calculs avec composition parallele || ont été mis de co6té en raison des pro-
priétés des codages qu’ils auraient engendré. A priori, le codage de (M || N) pour-
rait étre ([M]u |[N]u). Or, une telle définition pose deux problemes. Observons
tout d’abord que la regle de distribution de I'argument (M || N)L— (ML || NL)
n’aurait pas une séquence de réductions associée dans le w-calcul, mais une équi-
valence par bisimulation forte (M || N)L ~. (ML || NL). Certainement, le
systeme de regles de réduction de A peut étre modifié pour accommoder le co-
dage, par l'ajout de regles du style (< Ae.M,o >|| N)L — M[L/x]o || (NL).
Une propriété plus importante de cet hypothétique codage, d’ou I’on tire des nou-
veaux contre-exemples a 1'adéquation complete, est la suivante: [Ax.(M || N)]u
peut étre distingué de [Az. M || Az.N]u; en effet, le calcul # permet de compter le
nombre de compositions paralleles d'un terme tandis que Az.(M || N)oy(Az. M ||
Azx.N).

Finalement, on remarquera que la notion de réduction > du w-calcul semble
plus généreuse que nécessaire. Nous entendons par la que la restriction de la
communication sur des noms privés n’affecterait pas nos preuves. La nouvelle
formulation de +— a considérer serait

(wo){|...,x(y). R, 7T, ... |} — (wO){|..., R[z/y],T,...]} avecx €T

2.3.2 Substitutions

Nous examinons maintenant le processus de substitution défini par les équa-
tions =;. Le premiere étape de la preuve de préservation des réductions par [],
consiste a montrer que les substitutions de A; sont correctement modélisées par
le codage. On étend le domaine de [] aux termes de A.; et aux substitutions de
Y.;. Les clauses ajoutées sont :

[Mo]u = [o](IM]u)
[0 p] = [p(Io])

Nous rappelons que Mo € A.; dénote le A;-terme, soit A, ou o a été distribué
aux composants de M, selon les lois =;. De plus, o € X.; dénote une substitution
¢ € ;. Dans le x caleul, ([Mo]u, [M(]u) et ([Mo]u, [A]u) sont des équivalences

par bisimulation quelque soit M € A;. Les propriétés (*) et (%) suivantes seront



utiles dans la preuve de cette propriété, ainsi que les équivalences par bisimulation
B1-B5 (prouvées a 'aide des équivalences Al et A2.)
(%) Si [H/x]C est normalisée alors (N[H/x]e)( = N([H/z]()

Ger)  [MO)plu = [M(C o p)u

Al P~ 'P|'P

B1 (va)(P|Qlx(w).F) ~, (va)(P|la(w). F)|(ve)(Q|lz(w)F) si « apparait dans
P, @), et F' seulement comme nom de sortie.

Prouvée dans [55], cet équivalence permet la distribution des substitutions.

A2 (va)(Plz(w)(@llx:= HD)|[xw := H]) ~=
(va)(Pllx := H)|(ve)lz(w)(Q|[x:= H]) si « apparait dans P et )

seulement comme nom de sortie.
La relation R ci-dessous est une bisimulation & ~, pres (en utilisant A1):
= () (Pllz(w)(Ql[x := H])|[x := H]) ,
(va)(Pl[x = H]|(va)lz(w)(Q|[z:= H]) ) € R, si P,Q vérifient les

conditions mentionnées.

- (A,B) € R1 = (A, B) € R, ou Ry est la bisimulation utilisée dans la
preuve de B1.

B (AvB) €R = ((Vy)Av (Vy)B) €ER.
- (A,B)e R = (U|A, U|B) € R pour tout U.
- (A,B)eRet(B,C)eR=(A,C)eR.
B2 (va)(v(z).Plla(w).F) ~; (va)v(2").(P[2'/z]|le(w).F) si v # x et 2" est un
nom nouveau.
Preuve immeédiate.
B3 (va)(lv(z).Plla(w).F) ~; (va)lo(2").(P[Z'/z]|lx(w).F) lorsque v # x et 2’
sont des noms nouveaux.

Preuve immeédiate .
B4 (va)r(z).P ~; r(2").(va)P[z'/z] sir # x et 2’ est un nom nouveau.
La relation R composée des paires
() (w(2)P 1) F), (ve)lo()(PL 2] | L) F)

)t
— ((vx)(S | e(w)F | o(z)P |lz(w)F),
() (S [t (w) F | o() (Pl /2] | 'a(w) F)))



ol v # x et 2’ est nom nouveau, est une bisimulation a ~, pres (en utilisant

Al).

B5 (va)lz(w).([N]w|[z := H]) ~: (va)z(w).([N]w|[x := H] lorsque z # x.

La relation R composée des paires de la forme

- (ra)!=(w)([NTwlle := HI), Yve)=(w)([NTw|[e := H])
QI () ([NTeo| [ == HT)) . (QIk(va)z(w)([N T == HT))

est une bisimulation & ~, pres (en utilisant A2).

Théoréme 2.3.3 Soit M € A.; et 0 € X;.
1. St Mo =5 A ou A €A, alors [Mo]u ~, [A]u.

2. 8io=sCou( €Y, alors VM € A.;. [Mo]u ~, [M(]u.

Preuve.

1. Nous montrons que la relation ~, constituée des paires suivantes, est une
bisimulation forte a ~, pres:

([(MN)o]u, [(Mo No)Ju)
([(M @ N)oJu, [(Mo® No)Ju)
([<Ae.M,n>o]u, [<rae.M,npoo >]u)
([eo]u, [c]u)

([[< xr,n > U]]uv [[< L,100 >]]u)

(a) Deux cas se présentent selon la forme o:

— Soit o une substitution simple, sans composition o. On procede par
récurrence sur o. Si o = ¢, ’énoncé est immédiat : [e](push(N)wu) ~
push(Ne)wu. Dans le cas ou o = [H/xz](, 'hypothese de récurrence
donne, pour tout M, N € A,

(IMN)CTu, [(IMCNQTu) et [(I(push(N)wu) ~r push(N()wu

Nous montrons d’abord [o](push(N)wu) ~, push(No)wu. Soit r et v



des noms nouveaux:

(va)( push(N)wu| [z := H])
=  (va)((vz)(Wzwul|[z := N]) | [z := H])
= (vz)(va)(wzwul|[z := N]|[x:= H])
par (B1) ~r (v2)( (ve) (vl = H]),
(wa)([z o= MLz = H]))
= (ve)(wemu | (va)([z = NIz = H]))
par (B3) ~r (v2)(wemu | (v )=(r) ([N ][+ == H]))
par (B5) ~r (v2)(weu | (v)o(r) ([Nl == H]))
par (B1) ~r (v2)(we-u | 12(0)-(ve ) [NTel i += H))
= (vz)(wzwul|lz(v).[N[H/z]e]v)
= push(N[H/z]e)wu

Par conséquent,
o push(Vyww) = [Ch(ve)( push(Nywu| [ = H])
= [Cl(push(N[H/x]e)wu)
push((N[H] 2]e)( )
(vz)(wz.wul'z(r).[(N[H/x]e)(]r)
(vz)(wz.wullz(r).[o]([N]r))

push(No)wu

par h.r.

3

par (%)

I T | P |

a) est alors:
[C((va)( (vw)([M]w|push(N)wu) | [z := H]))
[CN((vw)(va)([M]w|push(N)wul[z := H]))
par (B1)  ~: [C]((vw) W/‘))([[M]]WH[J? = HJ) |
)

La preuve de

[(MN)o]u

[~

((

(va)(push(N)wul[z := H])))
[CN((vw)([M[H/z]e]w |
(va)(push(N)wul[z := H])))

» [CI((vw)([M[H/z]e]w | push(N[H /z]e)wu))
[CU([M[H/z]e N[H/x]e]u)

» [(M[H/z]e)( (N[H/z]e)(]u
[Mo Nolu

e 12

par h.r.
par (%)

— Sio = (op, la preuve est par récurrence sur le nombre n d’occurrences
de o dans o. Le cas de base, n = 0, correspond a la partie (a) de
I’énoncé. 5in > 0, on a

[((MN)(Cop)Ju=[Copl(IMN]u) =
([PICIEH UM NTw) = [pI([CNIM N ]u))

En appliquant deux fois I’hypothese de récurrence, puis (%), on ob-
tient:

[PICICHIM N]w)) ~x [(MC)p (NC)plu ~7 [Mo NoJu



En ce qui concerne les équivalences restantes (b)-(e), nous nous limitons a
étudier le cas des substitutions [H/x]e. L’extension a [H/x]( et le traitement
des substitutions composées sont comme dans le cas (a).

(b) Ici,

[(M® NoJu = (va)((vv)(Oulv(w).[M]Jw|v(w).[N]w)|[z := H])
= (vo)(we)(Bulo(uw). [MJlo () [Neol [ := A1)
par (B1) ~e (v0)((ve)(ulle == H1) | (v)(w(w)-[M]ue |

)| (vz)(o(w)[N]wl|[z := H]))

[:= H]
= (vo)(vu] (ve)(v(w).[M]w[[z := H])|
(va)(v(w).[N]w|[z := H]))
par (B2)  ~: (vo)(vu|(ve)o(w).([M]w|[z = H])|
(va)o(w) ([N]w|[z := H]))
par (B4) ~- (vo)(vu|v(w).(va)([M]w|[z = H])|
v(w).(va)([N]w|[z := H]))

(v0)(Tu|v(w).[Mo]w[v(w).[No])
[(Mo& No)Ju

(¢) 11 découle de la définition de [5 o o] que:
[< Ae.M,n > olu = [o](In]([Ae.M]u) =
(Il (e M) = [< Ae.M.p o 0 >]u
(d) Puisque fv(c) =0, on a:
leoTu = (va)( [eJulle := H]) = [c]u

(e) Similaire au cas (c).

. L’énoncé est conséquence de

[M(eop)u=[Mplu et [M([H/ylnop)Ju~= [M[Hp/z](no p)lu

pourvu que [H/y]n et p soient des substitutions normalisées. La premiere
de ces équivalences est évidente; nous montrons la seconde par récurrence
sur M. Soit o =copet ( =[Hp/x](nop).

— 51 M =< z,¢ >, alors dans le cas ou x # y il est facile de voir:

[<a,[H]ylnop>Ju~r[<wmop>lu~r[<a,[L/ylnep) >]u

quelque soit le terme L t.q. fo(L) N Var(n,p) = 0; ceci est vrai en
particulier pour L = Hp, par I'’hypothese de normalisation sur les
substitutions. S5i x = y, alors

[<ax, [H/zlnpop>u~; [<x [Hp/zle >]u~; [<x, [Hp/z]0 >]u



pour toute substitution § normalisée t.q. fo(Hp) N Var(0) = 0§, en
particulier pour 6 = 5 o p, car [H/y]n et p sont normalisées.

— Nous donnons un apercu de la preuve pour M =< Ax.N,y >. Dans

les cas restants, la preuve utilise ’hypothese de récurrence et la partie
(1) de I’énoncé. On a,

[MoJu ~x [< Az.N,p oo >]u= [t oo](u(x).u(v).[N]v)

Par B2, B4, (*x*) et h.r., on vérifie:

[Molu ~r w(@’).u(v').[(N[2'/x])(s 0 o) o) ~=
(@) u().[(N'/2]))[Hp /] o p)Jo" ~=
u(@).u(@).[(N['/z]) (s o (0" ~=
[ o (T(u(a’).u(v”).[N[2'/x]]v’) = [CI(T< Ax.N, b >]u) = [M(Ju

2.3.3 Adéquation du codage

Le codage de \; dans 7 est adéquat, c’est-a-dire,
[MIpCr [Nlp= M C\ N

Ce résultat découle de I'adéquation de la convergence, i.e. M}; < [M]ul}.. Nous
montrons d’abord comment [ ] reproduit les réductions dans A;.

I faut remarquer a ce point que certaines réductions de A; ne correspondent
pas a des réductions dans 7, puisque la substitution indiquée par la regle (3) n’est
pas vraiment réalisée par le codage. Cependant, [Mo] et le terme ou la substi-
tution est réalisée sont fortement bisimilaires (i.e. sont capables exactement des
mémes actions) par le théoreme 2.3.3. On prouve donc un résultat de correction
qui implique la partie = de ’adéquation de la convergence.

Lemme 2.3.4 Si L1—; Ly, alors [L1]u B [L2]u pour tout canal w.

Preuve. Par cas sur la derniere regle appliquée dans la dérivation de Li—; L.
Toutes les substitutions sont normalisées.

(8) Ici, 1 =< da.M,0 > N—,;M[N/z]o =, L.
Soit ({z} U Var(c))N fo(N) = 0.



(vu)(lo]([Az. M]u)|push(N yuw)
(va)([ol([Ae. Mulpush(N juw))
(vu)(lo](u(z).u(v).[M]Jo|(vz)(wzmw|[z := N]))
(vu)(lo]((vz)(u(v).[M]o[z/z][ww|[z := N])))
([o]((wa)(u(v).[M]v | @[ := N])))
[[U]]((WC)(] Mw

[z := NT)
[M[N/z]o]w
T [[LZ]]w

[(< Ae.M,o0 >)N]w
Var(o)n fo(N)=10
2 fo(MN)

v & fo(N)

A | VAR [ VA | I |
<
=
=
Q
—

par le théoreme 2.3.3

(saisie) lIci, [4 =< x,[L2/x]o > —; L.

[<a [Lofz]o >]u = [o]((ve)(Tullz := L.]))
> [o]((va)([La]ulle := La]))
= [L.]Ju

par 2.3.2, puisque [L,/x]o est normalisée

(Chl) ICi, Ll = (L2 D N)—>]L2

(L& N = (w)(mu] o(w)[L]w | o(w).[N]w)
> (vo)([Lo]u | v(w).[N]w)
= [La]u | (vo)v(w).[N]w
par la proposition 2.1.12 ~, [Ls]u

(chr) Comme dans le cas précédent.

(pop) lci, Ly =< &, [M/ylo > —;Lqy avec < x,0 > —,; L.

[<@ [N/ylo>Ju = [o]((vy)([e]ully := NT))
x # y et proposition 2.1.12 ~, [o]([z]u)
par hor. > [Ls]u
(app) Ici, L1 = (MN)—,;(M'N) = Ly avec M—;M’.
[MN]Ju = (vw)([M]w | (vz)(wzwu | [z := NJ)
par h.r. D~y (vw)([M']w | (vz)(@Wzwu | [z := N]) = [M'N]u

(obs) Ici, L1 = ¢N—;I = Ly avec N—,;V.

[eNJe = (vw)(w(@)w(o) e (vy)me |
(@ [ = V)
S () E e | [ = V)
> eIV | (ry)rou | [ = V)
par hur. By () r)(IVIr | (v)rylu | T2 NT)
> [l 02) = N () (vg).e

par la proposition 2.1.12 ~,  [[]u

(trans) lci, Li—;Ly avec Ly—;L et L—;L,.

Par la transitivité de > et ~..



Théoréme 2.3.5 (Adéquation de la convergence)
Pour tout terme M € A%, M}; < [M]ul).

Preuve.

Cas =: Soit M};V; i.e. M—,;V. On a [M]u 5~, [V]u par application du
lemme 2.3.4. Comme nous "avons souligné dans 2.3.1, [V]u | u. Donc [M]u ).
Cas <: On prouve le raffinement suivant de 1’énoncé:

VM c A VP ell [M]u S P Uy implique un des point suivants
L. P~y <A Ajp>lu et M—j < da.Ayp >
2. Pryfc]u et M—je.
Par la suite, &> dénote une réduction de longueur n. Supposons [M]u & P )
la preuve est par récurrence sur n.

Le cas n = 0 est immédiat, comme nous I’avons remarqué dans 2.3.1(1). Dans
le cas ou n = k + 1, on analyse la structure de M :

—si M =< 2,0 >, alors [M]us[M']u 5 P, car la réduction de [M]u n’est
pas vide. Le terme M’ est t.q. [M'/z] est la premiere entrée de substitution
pour z dans o, de gauche a droite. Par ’hypothese de récurrence, on a:

L. soit P ~, [< A e A p>Juet M'—; < Az A, p>
2. soit P~ [c]u et M'—c.

D’ou I’énoncé, puisque M =< x,0 > —; M’ par application de (pop) et de
(saisie).

— si M = My M,, examinons la définition de [M]u, (vr)([Mi]r | push(Msy)ru):
Pour ramener u a la surface, push(M;)ru doit étre consommé; la réduction
de [M]u est divisée en:

(vr)([Mi]r | push(Ms)ru) S (vr)(R | push(Mz)ru) = S
P

ou n =ny+ny, ny >0et [M]r > R Tg). Par h.r. on a
— soit S ~, [< Ax.B,6 > Mslu et Mi—; < Az.B,p >
— soit S ~, [eMs]u et My—jc.

Dans le premier cas, il existe P’ug) t.q.

S~ [<Ae.B,6> MyJuis P~y P



De plus, la réduction de [< Az B, > Ms]u ne peut étre qu'une simulation
de la regle (8). Soit M' € A; t.q. M’ =, B[M;/xz]é; le lemme 2.3.4 nous
permet d’affirmer :
[< \v.B, & > MaJu S~y [M'Ju & P’

Remarquons que nz < n. Alors, ’hypothese de récurrence sur [M']u donne:

L. soit P ~; P~ [<AxAjp>Ju et M—; (< de.B,6 >)My —;

M —; < Ax.A,p >,
2. soit P~y P~  [cluet M—; (< Ae.B,6 >)M; —; M'—;c.

Dans le cas 2, il existe P’ Uy t.q.

S~y [eMy]u i P~y P
De plus, la réduction de [eM;]u doit étre:

[eMa]u & (v2)(wr)(T | (vy)ry. [ | [z := My]) & P

Pour permettre une transition d’entrée sur w, [M;]r ST " Alors P ~
P’ ~. [I]u par h.r. Par conséquent, M—;(cMz)— ;I puisque par h.r. on a

— soit T~y [< Ax.Lyp >]r et My—j < Ax.L,¢p >,

— soit 1"~ [c]r et My—jec.

— si M = (M; & M), alors le codage de M oblige a choisir une des branches,
ie.
[M]us[M]u & P
avec 1 = 1 ou ¢ = 2. L’énoncé découle de I’hypothese de récurrence sur M;
et du fait que M —; M, par (chl) ou (chr).
|

Proposition 2.3.6 Pourtout M, N € A; et \j-contexte C, si [MpC.[N]p alors
[CTIM]IPEAC[N]]p-

Preuve. La définition compositionnelle du codage garantit que pour tout Aj-
contexte C, il existe un 7w-contexte D et un canal u t.q. [C[M]]p = D[[M]u].
Soit E[[C[M]]p[r, ot F est un w-contexte. Alors E[D[[M]u]]{}. Par hypothese
E[D[[NTu]]Yx, done E[[C[N][p]Y~. O

Théoréme 2.3.7 (Adéquation du codage)
Pour tout M, N € A;, si [M]pC,[N]p alors MC;N.

Preuve. Supposons C[M]|};. Par le théoreme 2.3.5 on a [C[M]]pl, d’ou
[CIM]PE-[C[N]]p

par la proposition 2.3.6. Alors [C'[N]]pll, et une nouvelle application du théo-
reme 2.3.5 nous permet de conclure C[N}};. O



2.4 Le role des ressources dans le \-calcul

En ce qui concerne la question de 1’adéquation complete du codage, nous
avons mentionné dans l'introduction de ce chapitre I'impossibilité de briser la
n-conversion avec les contextes du (des) lambda calcul(s). Par contre, le 7-calcul
permet la construction de contextes qui réalisent des substitutions partielles dans
le terme codé. Prenons un exemple: soit M = x(Ay.xy) et N = xx; il est clair que
MC,;N. Cependant, en plongeant les traductions de ces termes dans le 7-contexte

C = (va)([J|z(w).[Iw), on vérifie
ClMlo (v ) ([elpush(zyow) & (vo) el s

C[[Nu]e(va)([w|push(Ay.zy)wu) & (ve)[Ay.aylu | u

C’est exactement ce type de contexte que le calcul avec ressources permet de
définir. Si 'on se souvient de la syntaxe de A, présentée dans l'introduction, le
A,-contexte qui joue le role de C' est tout simplement [[(I/x), ou I désigne une
ressource, qui ne peut étre utilisée qu’une seule fois pendant 1’évaluation.

I1 est peut-étre utile d’indiquer pourquoi 'approche de Sangiorgi [72] évite ce
genre de contre-exemple. Il considere le lambda calcul faible A, augmenté avec
I'opérateur non-déterministe W qui vérifie les réductions

WM—uM et WM—,0

L’extension de la bisimulation applicative définie par Sangiorgi, ~, est la sui-
vante: M ~, N ssi il existe une relation binaire symétrique R, sur les Ay-termes,
t.q. les deux clauses ci-dessous sont vérifiées :

-si M Sy Az M alors N 3y Ax. N et VL € AS. M'[L/2] R N'[L/x]
- si M S, M alors N 5, N’ et MR N’

Il faut souligner que la bisimulation applicative étendue ne coincide pas avec
I’équivalence observationnelle a la Morris. Le résultat est que, sur les A-termes
clos, Ay a le méme pouvoir de discrimination que 7, considéré avec une sémantique

par bisimulation®:

VM, N € A° [M]u~* [Nu < M ~y N

Revenons au contre-exemple; pourquoi Az.x(Ay.xy) %w Ax.zz? En posant
L = Wl dans la premiere clause de la définition de 2~ il faudrait prouver
Ay.(W1)y ~y WI; mais ceci n’est pas vérifié puisque W1 se réduit sur €.

18. Sur les lambda termes la sémantique par bisimulation et la sémantique contextuelle T,
coincident [73].
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Chapitre 3

Ressources dans le lambda calcul

Nous étudions dans ce chapitre divers lambda calculs avec ressources, du point
de vue de la sémantique opérationnelle (ou observationnelle).

Les deux premieres sections présentent le calcul avec ressources A,, non-
déterministe, et le calcul avec multiplicités A,,, sous-calcul déterministe de A,
définis par Boudol [17]. Ces calculs sont des extensions propres du lambda calcul
faible; ils introduisent la notion de blocage par le moyen d’arguments “épuisa-
bles”, constitués d’un nombre possiblement fini de ressources. L’évaluation est
présentée sous forme d’une machine abstraite qui retarde les substitutions; i.e.
la substitution d’une variable par un terme se fait seulement en position de téte.
Les substitutions explicites de A, et A, jouent un role essentiel dans la définition
de ce mécanisme.

Dans la section 3.3 nous définissons le calcul avec paquets Ay, dont le langage
de termes est comme dans A, mais sans substitutions explicites. L’évaluation re-
pose sur une substitution non-déterministe. Nous montrons que I’évaluation de A,
est une stratégie normalisante de 1’évaluation dans Ay : le pouvoir de discrimina-
tion ne differe pas d’un calcul a ’autre. La définition des équations sémantiques
que les modeles du calcul avec ressources doivent vérifier est motivée par la no-
tion de substitution dans A;. De plus, les approximants des termes de A,, étudiés
dans la section 3.8, sont définis sur \4.

La section 3.4 contient la définition du calcul A avec ressources et test de
convergence.

La section 3.5 contient la définition de la sémantique observationnelle des
calculs avec ressources. Nous montrons des lemmes des contextes pour AS et Ay,
et des propriétés de la sémantique observationnelle qui seront utilisées par la
suite.

La théorie faible ~, associée a A, est caractérisée dans la section 3.6. Nous
adaptons les définitions de degré de fonctionnalité et de non-résolution pour A,
et montrons que ~, est une théorie “fully-lazy” maximale. La section se termine
par une comparaison entre le pouvoir de discrimination de A, et celui de A%, On

¢, sur des termes de ., est strictement plus discriminant que A,.

prouve que A7,



Cette propriété est a la source du résultat de non complete adéquation du modele
de cones pour A, (nous traiterons ce point dans la section 5.6.3.)

Dans la section 3.7 on construit les approximants des termes avec ressources et
on montre que la sémantique algébrique engendrée, intensionnelle, est adéquate
(mais pas completement) par rapport a la sémantique observationnelle. Nous
montrons aussi qu’une notion d’approximant pour le calcul de multiplicités n’est
pas facilement concevable.

Dans la section 3.8 on énonce d’abord les résultats de [18, 19, 20] a propos
du pouvoir de discrimination des multiplicités sur les A-termes. Nous nous inté-
ressons ensuite a deux problemes de définissabilité: du test de convergence dans
Ar, et du choix non-déterministe dans A,,. Felleisen [33] développe une théorie
de la définissabilité qui a comme (méta)théoreme principal I'énoncé suivant : si
un constructeur altere 1’équivalence observationnelle du langage étendu, il est
impossible d’exprimer ce constructeur dans le sous-langage restreint. Cependant,
I’énoncé inverse n’est pas vérifié. La non-définissabilité du test de convergence
dans A, est un corollaire immédiat de ce théoreme et du contre-exemple men-
tionné auparavant. On donne aussi une preuve syntaxique simple de ce résultat.
En ce qui est du choix non-déterministe, on prouve que la syntaxe du calcul des
multiplicités ne permet pas de définir cet opérateur, méme en considérant des
stratégies d’évaluation non-déterministes. La question de savoir si le choix non-
déterministe permet de séparer davantage de termes de A,, que \,, méme reste
ouverte.

3.1 Lambda calcul avec ressources )\,

La syntaxe des termes de A, est définie par la grammaire suivante :
(A,) Mu=a|deM|(MP)|M({P/x)

Pu=1|M|(P|P)|M>

On adopte la convention de noter L, M, N, ... les termes du langage et P, (), ...
les arguments ou paquets. On désignera par T' termes ou arguments sans distinc-
tion. De plus, R, S, ... représentent indistinctement des arguments ou des entrées
de substitution (P/x); on utilise R comme abréviation de la séquence Ry ... R,
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la valeur de n, et on définit |fx’| comme le
nombre d’arguments de la séquence R, sans compter ses entrées de substitution.
Pour des séquences composées exclusivement d’entrées de substitution on écrit
souvent <]5/:Z'>, ou encore p,p' ... au lieu de (P /x1) ... (P, /xy).

A la caractérisation habituelle des variables libres et des variables lides d’un
terme dans le lambda calcul, on ajoute que les variables libres (liées) des argu-
ments P et des entrées de substitution (P/x) sont les variables libres (liées) de



P, et que les occurrences libres de x dans M sont liées dans M (P/x). Evidem-
ment, fo(1) = bv(1) = var(l) = 0 et aussi fo(P | Q) = fo(P)U fo(Q) et
bu(P | Q)= bv(P)Ubu(Q).

On considere les termes de A, a a-conversion pres. L’a-conversion M=, N est
la congruence engendrée par les clauses

Ae. M = Az.Mlz/x] ouz ¢ var(M)
M(P/z) = (M[z/«]){P/z) ou z & var(M)

ou le renommage de = par z dans M, noté M|z /x|, avec z ¢ var(M) est défini
comme suit :

SRR P
Ay.M siy=uw
(Ay.M)[z/z] = {/\ZM[Z/QC] singf)n
(MP)[z/x] = (M[z/z])(P[z/x])
_ } M(P[z/=]/y) siy=z
(M(P[y))z/z] = {(M[Z/xmp[z/x]/w sinon

1[z/z] = 1
(P1Q)z/z] = (Plz/2]] Q[z/x])
(M=)[z/z] = ((M[z/2])™)

Le caractere de multi-ensemble des paquets et la signification des ressources
infinies sont exprimés dans la congruence =C A, x A,, qui permet de permuter
les composantes des paquets et de développer les paquets infinis d’un terme.

(1| P)=P M> = (M| M>)

(PlQ)=@QIP)  (PIQIT)=P[Q)]T)

B MP=MQ
P=@= { M(P[z) = M(Q/2)

Fia. 3.1 - Equivalence structurelle =

La relation d’évaluation —, du calcul A, répond a la stratégie faible adoptée
par Abramsky et Ong pour le lambda calcul : ni les corps des abstractions, ni les



arguments dans les applications, ni les entrées de substitution ne sont évalués. Les
regles de évaluation se divisent en deux parties: la premiere, définie dans la figure
3.2, formalise la J-réduction faible dans un calcul avec substitutions explicites; la
seconde, définie dans la figure 3.3, établit un mécanisme de saisie de ressources,
noté -, qui sert a réaliser la substitution de facon différée.

(B) (Ne.M)P—,.M(P/x) (v) (Ae.M)(P/z)—=,Aa.(M(P/z)) = & fv(z, P)

N—,.N (M=,N ou M =N) M—, M M—,. M’

M—, N’ MP—,M'P  M(P/x)—, M'(P/x)

Fic. 3.2 - Evaluation dans A

M(N/z)-M" x & fo(N)
M{(N | Q)/z)—=M(Q/z)

(saisie)

(N oy TN M MNJnEAL (2 7 2 & 2 g Jo(Y)

(MP)(N/2)=M'P M(P/2)(N/z)=M"'(P/z)

FiG. 3.3 - Mécanisme de saisie

Les dérivations M>=M’', ou M = xRy ... R,(N/xz) et 'occurrence de téte de
la variable = dans M n’est pas liée par R, sont de la forme

2(N/z)=N

tRi(N/z)>NR,

$R1 .. Rn_1<N/$>>'NR1 .. -Rn—l

M =aR,...R,(N/a)=M' = NR,...R,

En raison des conditions sur les variables qui accompagnent certaines regles, une
telle dérivation n’est possible que si aucune variable libre de NV n’est capturée.



Remarquons que les arguments de A, se comportent effectivement comme des
multi-ensembles de termes: 'opération de saisie ne suit aucun critere dans la
consommation de ressources; le choix de la copie a utiliser est non-déterministe
grace a la regle N—=. N & M = N = M—,N' de la figure 3.2. Ce non-
déterminisme du processus d’évaluation est mis en évidence par le “codage” du
choix interne [17]:

(MaN) 2 w((M | N)/)

Par la commutativité de la composition parallele et la définition de saisie dans
le calcul, les réductions (M&N)—, M(N/x) et (MEBN)—,N{M/z) sont toutes
deux démontrables, pourvu que « € fo(M, N). Les résultats M(N/xz) et N(M/z)
sont essentiellement M et N, respectivement.

Nous avons souligné dans l'introduction que les termes irréductibles sont de
deux types, a savoir : termes bloqués - ou il n’y a pas de ressource disponible pour
la variable de téte, ou abstractions. Les valeurs du calcul constituent en général
un sous-ensemble des termes irréductibles. L’approche standard de la sémantique
observationnelle est basée sur une notion d’observation qui assimile les termes
bloqués aux termes divergents; les termes observables sont les abstractions:

vV, ={ .M /M €A}
Le prédicat de convergence |}, sur les termes clos est défini par:
MYV E (Vev, & M5,V

Avec an abus de notation, M|}, ssi 3V, M.V, et on écrit M | V ou simple-
ment M |7 lorsque I’évaluation convergente de M (vers V) est de longueur n a
utilisation de la regle (v) pres.

Définition 3.1.1 (Compatibilité entre termes)
Etant donné M € A, on définit les fonctions abs, tt et arg par:

abs(M)=m
tH(M)=1 sii<m

M=Azy...2p.2; R = tt(M):O sixiEfv(M)

arg(M) = | k|

abs(M)=m
M=Xxy...2,.0 = tH(M)=0

arg(M) =0

Deux termes N, N' € A, sont compatibles, noté N « N', ssi tt(N) = tt(N') # 0,
abs(N) = abs(N') et arg(N) = arg(N').



3.2 Lambda calcul avec multiplicités A\,
Le calcul avec multiplicités A, est défini sur I’ensemble des termes suivants :

(A,) M u=z|e.M|(MN?)| M(N*/z) o k € NU {oo}

L’évaluation faible —,, est définie par les regles des figures 3.2 et 3.3 a 'ex-
ception de la regle de saisie, qui doit étre remplacée par

M(N/[z)-M" (x & fo(N))

(saisie)

M(N*/2)—, M'(N*/z)

Par abus de notation, lorsque k& = oo, on suppose k = k + 1.

Le calcul avec multiplicités est un sous-calcul de A, si 'on établit la correspon-
dance suivante: 'argument M° de ),, correspond & 1, et pour une multiplicité
k supérieure a zéro, M* s'écrit (M | ... | M). Le paquet M désigne le méme

k copies
objet infini dans A,, que dans \,, inépuisable par évaluation.

Comme dans A,, une évaluation dans )\, termine sur un terme V irréductible
ssi V' est soit une abstraction soit un terme bloqué. La forme de ces derniers
est par exemple :1;]5<M0/:1;> Par contre, 1’évaluation —,, est déterministe a a-
conversion pres. Il suffit d’observer que 'opération de saisie est déterministe : tant
qu’il y a des copies de 'argument a consommer, la substitution est réalisée; et
c’est seulement lorsque 'argument a été épuisé qu'un blocage se produit.

Proposition 3.2.1 (Proposition 2.3 [18])
St M—,,N et M—,, N alors N=_,N'.

3.3 Lambda calcul avec paquets )\,

La présence des substitutions explicites dans le calcul de ressources permet
la définition d’un mécanisme de substitution retardée qui engendre la stratégie
d’évaluation normalisante —,.. Nous entendons par cela que, du point de vue
de la convergence, toute autre facon de réaliser la substitution est moins perfor-
mante. Pour formaliser cette affirmation, nous définissons un lambda calcul avec
paquets Ay, sans substitutions explicites, ou le processus de substitution est une
opération qui ne privilégie aucune stratégie de distribution des ressources (c’est
la #-conversion qui est non-déterministe). Une des motivations de la définition du
calcul avec paquets est que le traitement des environnements dans les équations
sémantiques vérifiées par les modeles de A, définies dans le chapitre 4, correspond
exactement a la notion de substitution dans Aj.



Nous montrons comment simuler la convergence de A\, dans \; et vice-versa.
Un résultat de ce type a été prouvé par Abadi et al. [1, 26] pour le calcul faible! Ao
et le lambda calcul faible pur, qui jouent les réles de A, et de Ay respectivement.
Ils montrent que I’évaluation d’un terme a dans Ao termine sur une fntf b ssi
I’évaluation de o(a) dans le calcul pur termine sur une fntf o’ vérifiant o' =
o(b), ou la fonction o(c) désigne le terme qui résulte du calcul des substitutions
explicites dans c.

Malgré la similitude des énoncés, on ne peut s’attendre a pouvoir transposer
les preuves car le résultat de [1, 26] repose sur la normalisation forte du calcul
des substitutions explicites. Or, notre substitution doit rendre compte de toutes
les distributions possibles des ressources. Autrement dit, le calcul \; est non-
déterministe tandis que le calcul faible pur est confluent.

3.3.1 Syntaxe et évaluation

L’ensemble des termes du calcul Ay est le sous-ensemble de A, sans substitu-
tions explicites, et les valeurs considérées par la sémantique standard sont toujours
les abstractions:

(Ag) M :=a| e M| (MP)
P:=1|M|(P]|P)| M

(Vq) Viao=Xda M

Pour ce qui est de la syntaxe, la seule modification apportée au lambda calcul
pur est I'introduction d’arguments composés de termes hétérogenes. Les fonctions
fv,bv,var ainsi que le renommage M|z /x| et ’a-conversion sont définis comme

d’habitude.

Définition 3.3.1 (Substitution dans \;)
Soit M, P € Ay. La substitution de x par P dans M, notée M[P/x] est la

1. Ici faible désigne I’évaluation qui s’arréte face & une forme normale de téte faible (i.e. une
abstraction), mais qui autorise le calcul dans les arguments. Voir théoréme 3.6 dans [26].



partie de Ayg définie par:
e[Ple] = {M/P=(M|Q)}u{Q}

y[p/a] = {y}
{Az2. M"Yz =z ¢ fo(Ay. M, P,z) &
(Ay.M)[P[z] = { M" e M[z/yl[P/x]} siy#a
{A\y.M} sinon

(MQ)[P/z] = {(M'Q)/P=(P|P)&
M' € M[P/2] & Q' € Q[P2/x]}

1[P/z] = {1}
(M [QP/z] = (M |Q)/P=(P|P)&
M e M[P/z] & Q' € Q[P:/x]}
M=[P/x] = {(M|...| My |N®)/P=(P]|...|B) &
M; e M[P;/z] & N e M[1/z]}

La substitution M[P/x] distribue les ressources de P aux sous-termes de M.
Une formulation équivalente de la premiere clause divise la définition en deux
cas, selon que le paquet a substituer soit vide ou pas:

] {} si P=1
z[P/z] —{ (M/P=(M|Q)} sinon

Par abus de notation on pose (Ay.M)[P/x| = Az.(M[z/y][P/x]) si y # .
Lemme 3.3.2 Soit z ¢ var(M|[P/y]); alors pour tout N

N e M[P/y] = Nl[z/x] E{ %Bﬁ{:}lgfﬁ/xvﬂ Zn:l;f "

Preuve. La preuve est immédiate, par inspection de la définition de M [P/y] et
du renommage. O

Les regles de réduction de A;, dans la figure 3.4, sont sont celles de A, avec
une (J-conversion non-déterministe.

(B) T
(Ae.M)P—4N MP—;M'P

FiG. 3.4 - Evaluation dans A

Le prédicat de convergence |}; sur Aj est défini dans la figure 3.5.
Lemme 3.3.3 Pour tout M € Ay, on a M4V ssi M=,V

Preuve. Directe, par récurrence sur les tailles des dérivations M4V et M3,V
|



! !
oMoy Mo MN € M[P/a] NV

MPUV

FiG. 3.5 - Prédicat de convergence )4

3.3.2 Transformation de termes de )\, en termes de )\,

Etant donné un terme M € A,, on peut calculer un sous-ensemble de A, par
distribution des substitutions explicites présentes dans M, selon 'opération de
substitution [P/x]:

Définition 3.3.4 La transformation {{—]} : A, — P(Ay) est définie par:

{=} = {a}
{Az. M} = {Aa.N/N e {{M}}} noté \e {{N]}
{MP = {NQ/Ne{M]}y & Qe {P}} noté {M}{F]
{M(P/x)} = UN[Q/x] od N e {M]} & Qe{P]
{1y = {1}
{(P1QL = {(P1Q)/ P e{P} & e{Q]}
sl = (N[ NE) /N e M & ke N}
Par abus de notation, lorsque P = (Q1 | ... | @n) et Q; est soit un terme M

soit un terme avec multiplicité infinie M, on note P(1/x) le paquet de termes
(Q1]...] Q) ou, pour tout ¢ on a

[ M{1s) sQi=M
Q“{«muww S Qi = M

On étend I’a-conversion de A\; aux ensembles {{M]} comme suit :
VM M€ A, (M=o M)}

(VN e {M]} AN e {M'} N=,N') & (VN' € {M'}} AN € {M]} N'=,N)

Il est clair que la transformation n’introduit pas de variables libres, i.e. N €
{M]} = fo(N)C fo(M). Parmi les propriétés de la transformation {[J} on a

Lemme 3.3.5 1. {(MP){1/a)]} = {(M{1/2))(P(1/x))]}
2wy = {(MP/y))(1/2)]} = {(M{1/z))({(P(1/z))/y)]}
3. AMP)N/x)f = {(M(N/x))(P(1/x))]} U{(M(1/2))(P{N/z))]}



S

6

7.

8

Pre

c#y&yd fo(N) =

TM PN/ = LM (N /x)((P/y)(1]/2)[} UM (1/2))((P/y)(N/x)]}
ML CINT & P} C QL = {MPL C{NQ] & {M(P/x)]} C{N(Q/x)]}
. N[P/a] = {N(P/x)]}
v g fo(M) = VP {M(P/x)}} = {M]}

P=(M|PY&Pe{Q) = INIQ (Q=(N|Q) & M e {N])

uve. Les preuves sont immédiates par inspection de la définition de la trans-

formation. O

Lemme 3.3.6 1. N e {{M]} = Nl[z/z] € {{M][z/z]}}

2

Pre

M= M = (M= M),

uve.

1. Par récurrence sur M. Si M est une variable, alors N = M. 51 M = \y.L

et @ # y, alors M[z/x] = A\y.L[z/z]. D’autre part, N = Ay.N' ou N’ €
{L]}. Donc N|z/z] = Ay.N'[z/x] et I"énoncé est vérifié par I’hypothese
de récurrence. Si @ = y, alors M[z/x] = M. Puisque N = Ay.N', avec
N € {L]}, on a N[z/z] = N. Pour M = M'P, on utilise 'hypothese
de récurrence directement. Le dernier cas est M = M'(P/y). Alors N €
N'[Q/y] ou N" € {M']} et @ € {[P]}. Par le lemme 3.3.2 et I’hypothese de

Nlz/z] € (N'[Q/y])[z/x] € {M'(P/y)[z/x]]}

On prouve ’énoncé pour les lois de alpha-conversion dans A.. Soit z &
fo(M):

M = da.Mo= ) z.My[z/z] = M’
Alors, {{M}} = { a.N /N € {{M]}} et {M]} = { 2. N/ N € {Molz/z]]}}.
Par la partie (1) de ce lemme, N € {{Mo]} implique N[z/xz] € {{Mo[z/x]]}.
Dans le cas ou M = My(P/x)=,M[z/x](P/z) = M', on a N € N'[Q/x]
avec N € {{Mo]} et @ € {[P]}. Par la partie (2) du lemme, N[z/x] €
N'[z/x][Q/z], donc N|[z/x] € {{M']}.



3.3.3 De I’évaluation —, a I’évaluation —,

Dans cette section on montre comment la convergence dans A, peut étre si-
mulée dans Ag.

Lemme 3.3.7
1. Si M(N/z)=L oix & fo(N), alors {{L{1/z)]} C {M(N/x)]}.
2. Si M S5 M, alors {M']y € {M]}.
3.8 M B, M, alors YN' € {M']} AN € {M]} N=3,N".
4. 8i M =, M, alors {M]} = {M"]}.

Preuve.

1. Par récurrence sur la taille de la dérivation de la saisie. Si M = z, alors
L = N. Par le lemme 3.3.5(7) et la définition de la transformation, on a

L /x)ly = {2} < {Lh U Q) = {=(L/=)}}

Dans le casou M = M'P,ona M'(N/x)~L"et L = L'P: par I’hypothese de
récurrence, {{L'(1/x)]} C {{M'(N/z)]}. Donc, par le lemme 3.3.5 (1),(5),(3)

{(LP)A /)]y = {{L"(Af2) P{1/2)]} € {{M"(N/x) P(1])]}

Le cas ou M = M'(Ply) et @ # y et y & fo(N), on a M'(N/x)=L'
et L = L'(P/y). L’énoncé découle de I'hypothese de récurrence plus des
propriétés 3.3.5(2),(5),(4).

saisie

2. Par récurrence sur M "—,” M'. Si la regle (saisie) est directement appliquée,
onaM = L{(P/x), P=(N|Q), L{N/x)-L"et M' = L'{(Q)/x). Par le point
(1) et la propriété 3.3.5(5),

1£1(Q/x)} = {IL' (1 [ Q/2)l} S {ILN [ Q/2)]; = {M]}

Dans le cas ou M serait une application ou un terme avec substitution expli-
cite, I’énoncé découle de I’hypothese de récurrence plus la propriété 3.3.5(5).

3. Par récurrence sur M —BM« M'. Le cas de base correspond a M = (Az.My)P
et M' = My(P/x). Alors, quelque soit N’ € {{M']}, il existe L € {{My]} et
Q € {P}t.q- N = L[Q/z]. Le terme N € {{M]} associé a N’ est (Ax.L)Q:
il suffit d’observer que (Ax.L)Q—4H pour tout H € L[Q/x], en particulier
pour H = N'.



On examine maintenant le cas de M = LP, M' = L'P et L —B>T L. Soit
N' € {[L'P]}; par définition, N’ = H'Q) ou H' € {{L']} et Q € {P]}. Par
I’hypothese de récurrence, il existe H € {[L]} t.q. H-54H'. Le terme N €
{{M]} recherché est donc H(@). Le méme raisonnement s’applique dans le cas

ou M = L{P/xz).

4. Si M =, M', alors M = ()\:z:.MO)<P/y>fx’ et M' = ()\:z:.M0<P/y>)fx’ avec
x & fo(P,y). D’autre part, pour tout L € {{Mg]} et tout @ € {{P]} on a
M. L)[Q/y] = Ax.L]Q/y]. On conclut {M]} = {M']}.

d

Théoréeme 3.3.8 Soit M, M' € A,. Alors,

M5, M = YN € {M'] 3N € {M]} NN’

Preuve. Par récurrence sur la longueur de la dérivation M2, M’. Dans le cas ot
c’est zéro, I’énoncé est immédiat car M = M’. Supposons que M—, My=s, M.
L’énoncé est conséquence directe des résultats suivants, obtenus par application
du lemme 3.3.7 et de ’hypothese de récurrence, respectivement :

YN" € {Mo]} AN € {M]} N-3,;N"
YN € (M) 3N € (M) NS,
|
Corollaire 3.3.9 1. Si M € A,, alors (M|}, = AN € {M]} Nia)

2. 85t M € Ay, alors (M), = M)

Preuve.

1. Soit M € A, et M5,V out V € V,. Par le théoreme 3.3.8, pour tout
W e {{V]} il existe N € {{M]} t.q. N-34W. Puisque V est une abstraction,
W aussi. Donc N|4.

2. Ce point est un cas particulier de (1). Il suffit de noter que M € Ay implique

M)} = {M}.



3.3.4 De I’évaluation —, a I’évaluation —,

Pour montrer comment passer d’une séquence convergente dans \; a une
séquence convergente dans A, il nous faut quelques résultats concernant la forme
des éléments des ensembles {{M]}.

Lemme 3.3.10 Soit Il € Ay, et P, R des paquets de Ay (donc sans entrées de
substitution.)

1. St (M. M) (Zp)(R/gﬂ alors z =y & R= (A M)Qo...Q; | R') &
Qz-l-l' (R//

2. Si (Ax. M)Q € ((A

].
v. H)P) [R/y], alors R=(R'| R") & « & fo(Av.H,R,y)
& M e Hlz/v][R]y]

[R/y]
& Qe PR y].
Preuve.

1. Par définition, R = (R | R") et (\z. M)Q e {l(y (R’/gﬂ)( p [R"/y])]}. Donc
R = (N | R”’) et (Az. M)Q € N(P[R"[y]); c’est-a-dire, (Az. M)() = NP’

ou P'e P[R"/y]. Dot N = (\&.M)Q' et P = Q'P".

2. Par récurrence sur la longueur n de (). Si n = 0, alors par définition P est
la séquence vide. On a soit v = y, et donc Ae.M = Iv.H (i.e. v = v et

M = H); soit v # y, et alors:
MM e {AzM/z¢ fo(lv.H,Ry) & M' € H[z/v][R/y]}

Cest-a-dire, x & fo(Av.H,R,y) et M € Hlx/v][R/y].

Dans le cas ot n = k + 1, les séquences Q) et P ont la méme longueur. Par

définition, R = (Ry | R1) et

Par I'hypothese de récurrence, Ry = (R’ | Ry) et

M e Hlz/v][R'[y] et Qo...Qr € (Po...P:)[Ra/y]

Donc Q € (Po...Po)[Re/y| Pesa[R1/y] C ]5((]%2 | R1)/y] par définition

de la substitution.

d

Lemme 3.3.11 Soit P, R des paquets du calcul Mg (donc sans entrées de substi-
tution.)

1. 8 2Q € (y NN)(R/yL alors il exviste i L. R = ((zQo...Q:) | R') &
Qiv1---Qn € PR [y].



2. SixQ € (xP)[R/y], otz #y, alors Q € P[R]y].

Preuve. Soit n,m les longueurs des séquences P et @, respectivement. On pro-
cede par récurrence sur n. Sin = 0, dans le cas (1), par définition, R = (2Q | R').
Dans le cas (2), Q € {z} implique m = 0.

Sin=k+ 1, par définition on a m = &' + 1.

L. Ici, R=(Ro | R1) et

2Qo...Qr € (yPo...Pr)[Ro/y] et Qn € P.[Ri/y]

De I’hypothese de récurrence on déduit

J Ro=(2Qo... Qi | B2) & Qipr ... Qu € (Fo... Pp)[Ra/y]
Par conséquent, R = (¢Qo...Q: | Rz | R1) et

Qit1---QuQm € ( Pk)“i)z/?ﬂ( (Rl/zﬂ ( -Pn)((Rz|R1)/y1

2. Par hypothese de récurrence, comme pour la partie (1).

Les deux lemmes qui suivent sont des généralisations des lemmes 3.3.11 et

3.3.10. D’abord une définition :

Définition 3.3.12 (Partage des substitutions)
FEtant donnée une séquence d’entrées de substitution p, un n-partage de p,
noté p,(p), est défini par:

p=0 = pip)=(0,....,0)

n fois

p=(Pl. [ Pfe)p’ = pulp) = ((Pf2),.... (Ba/x)) % palp))

ou lopération x est la concatenation de listes composante a composante, définie
comme suit :

(pov--'vpn) (Q) 7®) = (/)07---7/)71)
(o) * (Gor- o &) % 0ulp)) = (Pofis -+ pue) * Pulp)

Lemme 3.3.13 (Généralisation du lemme 3.3.11)
SixP e {T]}, alors

TLTJ}plepl . ann

ou Uoccurrence de téte de la variable x est libre et

VidP! P=,P & P € {{Qipr...Qupn]}



Preuve. Soit n la longueur de la séquence P. On procéde par récurrence sur
T. Si T est une variable, alors n = 0. Par définition de la transformation, T'
ne peut étre une abstraction. Dans le cas ou T est une application, 1’énoncé
découle directement de I'hypothese de récurrence. Il reste a examiner le cas ou

T =T"(Q/y). Par la définition de la transformation, P € J[R/y] avec J € {{T"]
et R € {{Q]}. Selon le lemme 3.3.11, les possibilités sont :

~ J=(yP"),R=((zP,...P) | R) et Pyy...P, € P'[R'[y].
Par hypothese de récurrence, T’QTyS;Q;»_I_lp;_I_l L Qpl et
Vj € [l + 17”] EIP]‘* ﬁ//:aﬁ* S {[Q2+1/’2+1 ce Q%P%]}

De plus, R = (N | R") ou (¢Py...P) € {N]} et R € {{R"]}. Alors, en
faisant les a-conversions nécessaires, et par ’hypothese de récurrence (N
est un sous-terme de T'), on a

TLTNS;/QHlPHl s ann<R”/v>i>T
250Q151 - Qip!"S!Qis1pivt - .- Qupn (R [v)

et Vj € [1,i]3P] Pi...P=,P/... P € AQ1S1...Q:p"]}. Par ailleurs,

{Qiprpigr - Quel (B [y)h=cdlQis1pipr - .- Qupn (B [0)]} = {{T"]}
implique 3P/,..., P/ Py...P=,P ... Pl e {T"]}.

- J = (:1;]5”) et P e P [R/y]. L’énoncé découle immédiatement de I’hypo-
these de récurrence sur J € {1"]}.

d

Lemme 3.3.14 (Généralisation du lemme 3.3.10)
Si (A M)Qq...Q, € {[T]}, alors

TLT()‘Z-M/)POQQM @ pnt
et pour tout j € [L,n + 1] il existe un 2-partage py(p;) = (p, pf) t.q.
Ae.M e {{(Az.M')pop} ... pL ]} &
VidP Qi=aFi & P e {Qip] ... Q]

Preuve. Par récurrence sur 1', qui n’est pas une variable par définition de la
transformation. Si T'= Az.L, alors z =2, n=0et M € {{L]}. Si T = T'R, alors
n > k+1. Par définition, (Aze. M) P, ... P, € {{1"]} et P, € {{R]}. L’énoncé découle

de ’hypothese de récurrence.



Finalement, dans le casou T' = T'(R/y), par la définition de la transformation,
(A\e. M)Q € J[R'/y] ouJ e {T & R € {{R]}

Le terme J est une application dont le terme de téte est une variable ou une
abstraction. D’apres le lemme 3.3.10, les possibilités sont :

~ J=(yP)[R/y], ot R = ((Ax.M)Qy...Q; | R") et
(1) Qisr---Qu € PR"/y]

Parlelemme3.3.13 (J € {[T"]}), TS,y poWig1 piga - - . W p ot occurrence
de tete de la variable z est libre et

(2)  Vjeli+Ln] 3P’ P=.P' & P" € {Wip1pis1 ... Wap,l}

D’autre part, il existe N t.q. R= (N | R*) et (A a.M)Q1...Q; € {N]}. Par

conséquent,

T (R/y) = ypoWes1pivt - - Wapn RIy) = NpoWi iy ply .. Wi pl (R* [v)

apres quelques a-conversions. Par hypothese de récurrence (N est un sous-
terme de 1), on a N2, (A2.M")po@Q'p1 . .. Qipis1, et, pour tout j € [1,i+1],
il existe un 2-partage pa(p;) = (0}, pf) t.q.

e M € {[(Az.M")Sopl, ... Piglt &
Vidb Qi=o P & P e{Qip] ... QLpl )}
Donc, T3 \(Az.M")po@ip1 - .- Qlpig1poWiapigpr - .. Wiph (R*[v). 1l reste &

1
montrer

APiy1. . Py Qiyr oo Qu=oPiyy ... Py € {W/ 1ty . W) pl (R [v)]}

De (1) et (2) on déduit P'[R”/y]=oP"[R"/y]. Donc, ¥j € [i + 1,n] 3U;

Qiv1-. - Qu=aUiy1...U, € p//(R///?ﬂ C {[(Wi+1Pi+1 e WnPn)<R”/?J>]}
De plus,

ypoWiripipr - .. Wapa (B [y)=avpo Wi pir - - - Wi (B /v) - implique

Wis1pist <o Wapa=a Wi plyy - Wil et Wip/ = Wp"[v/y]
C’est-a-dire,
Wisipizr - Wapa (R [y)=a W/ pliiq - Wipl (B [v)
Par conséquent, il existe P; t.q. U;=,P; et
P oo Py e {Wipigy - Wopn ) (B /0)]}

Par la transitivité de =,, on a Q11 ...Qw=0Pi11 ... Py.



~ J=((M.H)P)[R [y] oo R = (Ro | R1), x & fo(M.H, R, y) et \e.M €

(M. H)[Ro/y] & Q € P'[Ry/y]. Donc la taille de P’ est n.
Par hypothese de récurrence (J € {{T"]} et 17" sous-terme de T'),
T/QT()‘Z-M/)POQQM QP

ot (Av.H) € {{(Az.M")pop']} et P'=,P" € {{Qp}...Q" p"]}. Les séquences
p' et pf...p! définissent un partage de p;y...p,. On en déduit:

(Aa.M) € A= M) pop' (Rofy))
T = T'(Ry) 50Nz M) poQipr . Qlpn (R ) = T"

Par ailleurs, R = (R | R}) ot Ry € {{Ry} et Ry € {{R]]}. Donc, (Az.M) €
{(Az.M")pop'(Ry/y)]}- Puisque Q € P'[Ry/y|=oP"[R1/y], en utilisant le

lemme 3.3.5, on a
3P Q=P € {(Qip] ... Qpl) (R /v)}

Il est clair que p'(Ry/y) et py...p (R} /y) constituent un 2-partage de la
séquence py...p.(R/y).

a

Corollaire 3.3.15 Soit T' € A,. Si (Ae.M)Py ... P, € {{T]} avec n > 1, alors
I e A, AN €Ay TS, T & (M[Py)x|Py...P)=uN € {T"}

Preuve. On suppose (Ax.M)P; ... P, € {{T]}. Donc, par le lemme 3.3.14

TQT()\Z.L)/)OQNM e ann

ot (A\z.M) € {[(Az.L)poS)} et P=,P' € Qip...Q.p" (ici, 5" et p ... p! défi-
nissent un 2-partage de py...p,.) Par la définition de la traduction, on déduit

T ¢ fv()\z.L,go,p’). Donc,
15 (A L[z 2))poQips - - - Qupns,

(Az.L[z/z]po)Qip1 - - - Qupn—r
Llz/=)po(Q1/2)pr - Qupn = T"

D’autre part, il existe un 2-partage pf ... p", désigné par p

P =, Pl e{Qip"]}
Py P, =, Py P e{Qpy...Qu.p"]}

Il est clair que M[Py /x| Py... o=, M[P]/x]|P;... P, et que ce dernier terme
est contenn dans {[L[z/“Ipop (@192} Qs Quo] (1) 0

" " "

et pi"...p., t.q.



Théoréeme 3.3.16 Soit M, M' . N € Ay et T € A,. Alors,
M=M"c{T}h & M3;N = IN',N"T5,N' & N=,N" € {{N']}

Preuve. Par récurrence sur M—54N. Si la longueur de la dérivation est zéro, i.e.
M = N, on pose N' =T et N” = M'. Dans le cas de récurrence, M—4My—>,N
avec M = (Aa.L)PQ...Q, et My € L(P/:ﬂ@

Par le corollaire 3.3.15, 3T € A, AMY € Ay TS, T & Mo=,M} € {{T']}. Par
hypothese de récurrence (M=, N), on a AN’ N" T'5 N & N=,N" € {N']}.
Donc T=,N'. O

Corollaire 3.3.17 Si M € Ay, alors My = MJ,.

Preuve. Soit M,V € Ay t.q. M=3,V. On montre qu’il existe W € X, t.q. V €
{W1]} et MU,W. Par le théoreme 3.3.16, puisque M € {{M]}, on a

AN N" M5, N' & V=,N" € {N'}

Comme V = Az.N, le terme N est aussi une abstraction, soit Az.L. Une
application du lemme 3.3.14 permet de conclure N'5,(A\y.L')po |},. O

En résumant, pour M sans substitutions explicites, la convergence dans A,
équivaut a la convergence dans Ay, et pour M dans A., M converge ssi il y a
un représentant de M dans Ay qui converge. Ces résultats seront utilisés dans la
preuve du lemme d’approximation pour \,, donnée dans la section 3.7.

3.4 Lambda calcul avec ressources et test de
convergence \¢

Le langage A¢ est une extension du lambda calcul avec ressources qui incorpore
le test de convergence sous la forme d’un opérateur unaire c sur les paquets. Le
comportement de ¢ est étroitement lié a la notion de wvaleur dans le calcul, i.e.
forme normale significative obtenue par évaluation. Le fait que c soit un opérateur
unaire, et non pas 0-aire comme dans A, permet de conserver la notion de valeur
standard. Le combinateur ¢ de [3] est Ax.cx. Dans le cadre de la sémantique
standard, celle du lambda calcul faible [2], les seules valeurs sont les abstractions.
Le terme ¢ M rend la fonction identité lorsque le processus d’évaluation transforme
M en un terme observable. Nous introduisons cette construction en admettant
des paquets comme arguments de c. Les termes et les valeurs de A7 sont construits
selon la syntaxe suivante:

(Are) Mu=zx|XeM|(MP)|M(P/z)|cP
Pu=1|M|(P|P)| M=

(Vo) Vo=daM



Les variables libres (liées) d’un terme cP sont les variables libres (liées) de
P. On ajoute (cP)[z/x] = c¢(P[z/x]) au renommage de variables, ou z & var(P).
L’a-conversion reste inchangée et on incorpore la clause suivante a la définition

de =:
P=Q = cP=cQ

[’évaluation —,. est un raffinement de —, (cf. figure 3.2), capable de gérer
le nouvel opérateur c; les nouvelles regles sont écrites dans la figure 3.6.

(cl) c(Ax.M)—,.I (c2) P=(M|Q) M—,. M

cP—,.cM cM—,.cM'

M(N/z)=M'

(cM)(N/x)y=cM'

FIG. 3.6 - Evaluation dans AS

La premiere regle indique que le test de convergence réussit face a une abstrac-
tion; le terme entier devient 1'identité, ce qui permet de continuer I’évaluation,
par exemple dans des termes de la forme (c(Ax.M))R; ... R,. La seconde regle
sélectionne de fagon non-déterministe une composante M d’un paquet P, élimi-
nant en méme temps le reste du paquet. Le terme M devient ’argument de c.
On observera qu’une présentation alternative de cette regle est

(M | Q)—recM

puisque cP = c¢(M | Q) et que —,. a été défini a équivalence structurelle pres.
La troisieme regle est une regle structurelle qui permet d’évaluer I’argument de
c. La quatrieme concerne 'opération de saisie.

Remarquons que, méme si ¢ est un opérateur sur les paquets, le test de conver-
gence est effectué seulement lorsque ’argument de ¢ est devenu un terme simple.
Ce choix n’est pas essentiel; nous pourrions aussi bien travailler avec I’ensemble
de regles suivant :

M—, M’ M(N/z)=M'

QM | Py=pd (M | Pympec(M' | P)  (c(M | PY)(N/a)-c(M'| P)



3.5 Sémantique observationnelle des calculs avec
ressources

3.5.1 Définition

La sémantique standard des calculs avec ressources, basée sur la notion de
convergence, ne fournit pas de moyen de détecter le blocage d’un terme, seulement
les abstractions sont observables. Dans le but d’étudier la sémantique du A-calcul
engendré par le codage dans le calcul 7, Boudol et Laneve [19, 20] ont élargi
la notion de préordre observationnel en admettant deux sortes de valeurs, pour
représenter les abstractions et les termes bloqués. Ils définissent :

Définition 3.5.1 (Domaine des observations)

Soit O = {~,6, L}. Les objets de ce domaine représentent les évaluations
qui terminent en une abstraction (v), les évaluations qui terminent en un terme
blogué (6) et les évaluations infinies ou divergentes (1 ). L’ordre standard <!,
Uordre vertical <¥ et Uordre plat <" sur O partent tous de la base que la divergence
ne fournit aucune information; ce sont:

| — =

\/

<b

7‘

)

1 =46 1
< <

L’extension des préordres <, <" et < regroupés dans la notation < - aux
parties de O est:

d
0<d g‘v’aéofla'éo’aga’

Définition 3.5.2 (Fonction d’observation)
La fonction d’observation obs(—): A% — P(O) est définie par:

— v € obs(M) ssi M5, \x. M’
~ 6 € obs(M) ssi M=, N, et N # \z.N'

— L € obs(M) ssi pour tout n € N il existe N tel que M=, N est une évalua-
tion en n étapes.



Définition 3.5.3 (Préordre observationnel généralisé)
Les préordres observationnels sur \., désignés par C', T¥ et C°, suivent le
schéma de définition

M T N Ve obs(C[M]) < obs(C[N])

ot < est respectivement <!, < ou <", Il est sous-entendu ici que C[M] et C[N]
sont des termes clos.

Remarquons que obs(M) est un ensemble non-vide quelque soit M € Al.
Donc L < 1,6,y implique { L} < obs(M); comme on le verra, Q@ C M est vérifié
dans tous les cas de C. Il est clair que M|}, ssi v € obs(M); par conséquent, C
est équivalent a C,. Dans le cadre de A, le déterminisme de —,, fait de obs(M)
un ensemble réduit a un singleton. Les résultats de [19, 20] sur les préordres C¥,
Eb, et C% du calcul A, seront énoncés dans la section 3.8.1. Sur \,, nous nous
limitons a 1’étude du préordre standard.

3.5.2 Lemmes des contextes

Dans cette section on prouve un lemme des contextes pour la sémantique
standard du langage A°. Comme conséquence des résultats de la section 3.3, on
déduit un lemme des contextes pour le calcul Ay.

Une présentation alternative de C,. en fonction de contextes (pseudo)applica-
tifs est possible. La structure de ces contextes est bien moins généreuse que celle
des contextes définis sur la syntaxe des termes; en particulier, la constante [] n’y
apparait qu'une fois au plus, et seulement en position de téte. La grammaire des
contextes applicatifs est :

Au=]]| AP | A(P/x) | cA

Dans les preuves, nous considérons la description des contextes applicatifs
basée sur les ensembles A;, définis par récurrence comme suit :

Ao = {[IR pour tout R} i
Apy1 = {(cA)R pour tout A € A, et R }

Il est évident que A est un contexte applicatif ssi dn A € A,. La forme générale
des contextes applicatifs est c...c([|Ro)R1 ... R, avec m > 0. Afin de simpli-
fier la notation, nous écrivons souvent ¢ et R™ au lieu de c...c et ]{’1 ... RNm
N

respectivement, ce qui donne cm([]ﬂgo)fx’m

Nous utilisons le méme genre d’écriture raccourcie pour des termes et des
contextes arbitraires. Il suffit d’observer que pour tout terme M il existe m > 0
maximal tel que



ou T" est un terme simple ou un paquet de termes. C’est-a-dire, 7' ne commence
pas par c¢; plus précisément,

- soit T' = NB;O avec N une variable x ou une abstraction Az./N’
—soit T'=(P|Q)ouT = N>,

En suivant la convention adoptée pour les contextes applicatifs, M = ¢ T R™.
Selon le méme principe, tout contexte est de la forme ¢™W B™ ou W est un
contexte de termes x By, [|. By ou (Az.D)By, ou un contexte d’argument (5, | By)
ou D*.

Lemme 3.5.4 5i MC 4N et z € var(M,N), alors M[z/x]C 4aN|[z/z].

Preuve. Soit MC 4N et A un contexte applicatif clos qui ferme M[z/x], N[z/x]
et qui vérifie A[M[z/x][{},.. Si[] € A, ’énoncé est trivial. Sinon, nous examinons
deux cas:

— le premier a lieu quand z ¢ fo(M[z/x], N[z/x]) (i.e. © € fo(M,N)). Clai-
rement, M[z/x] = M et N[z/x] = N, alors A[N]{,. par hypothese.

~ le second suppose que z est libre dans au moins un des termes M|[z/x]

et N[z/z]. Si l'on écrit A = c™([JRo)R™, il existe un plus petit i tel que
R; = S1(Q/z)5; et Si n’a pas d’entrée de substitution pour z:

(%) BN’O, cen Ri—1§1 ne contient pas d’entrée de substitution pour z.

Par récurrence et en utilisant (%), on montre que
(' ([ Ro)w/ 2 i1 S1) = ¢ ([JRG) R i1 S
ot R = (Qu[x/2])...(Q/[x/2]) si B; = Q1...Q,. Appelons A’ le contexte
(MRO)R . S)(Q/x)SyRiyy ... Ry,
Comme A[M[z/z]]=,A'[M], on a A’[N]l},. par hypothése. D’autre part,

puisque A'[N]=,A[N[z/x]], le dernier terme converge par définition d’éva-
luation.

d

Lemme 3.5.5 (Lemme des contextes pour \°)

VMaNEATc METCN@MEAN



Preuve. La partie <= est triviale. La partie = est un cas particulier de la pro-
position suivante:

VM, ..., M, YNy, ... N, (Vi MiC4N;) = (VC C[M]lye = C[N]lye)

ou (' est un Aj-contexte a plusieurs trous.

Soit €' un contexte qui ferme M, N et tel qu’il existe une valeur V' vérifiant
C[M]%,.V en un nombre fini [ d’etapes d’évaluation. Nous montrons C[N]{,.
par récurrence sur ([, h) (selon l'ordre lexicographique), ou & est le nombre de
trous de C', appelé t(C') dorénavant.

I = 0: le terme C[M] est lui-méme une valeur. On a soit C' = Az.L, auquel
cas C'[N] est aussi une valeur, soit €' = []; et M; est une abstraction. Alors M; et
N, sont des termes clos et NV; = C[N]UTC est vérifié, car M;C 4 N;.

[ > 0:si ¢(C') = 0 alors ' converge et (' = C[N]. Supposons HC) > 1 et
C =c™WB!...B™; nous établissons la proposition par cas sur W :

1. W = CuB° ot ( est une variable z, ou [|,, ou Az.D. On décompose I'analyse
selon Cy:

(a) Cy = x: afin de simplifier la preuve, on écrit C' comme c¢"CyBy ... B,. Le
premier pas d’évaluation a partir de C[M] ne peut étre qu’une saisie sur x: il
existe un plus petit i tel que B; = ((D | B')/x) ot D est un contexte de termes
et C[M] consomme D[M]. En tenant compte des a-conversions éventuelles, la
structure du terme obtenu par saisie est:

CIM] =" DIM]B[M']... B, [M='[(B'[M]/2) Bipa[M]. .. Bo[M]U.

ou z ¢ var(C[M]) et B},Mj, pour 5 = 1,...,72 — 1, résultent de Bj,M par
renommage de variables (z en particulier) et par a-conversions. Sans perte de
généralité, on peut supposer que les variables utilisées dans ces a-conversions ne
figurent pas parmi celles de C'[N], en particulier = ¢ var(C[N]). La longueur de
MJ soit p;, peut dlfferer de p, celle de M.

Pour J=1,...,i—1,nous appelons B le contexte a trous multiples construit

comme B}, ot [], est remplacé par Hp-l—m-l—...-l—p]_l-l—k‘ Soit C* le contexte

¢"DB;... B (B'/z)Bi ...B,

I est évident que C*[M, M1, ... ,Mz_l]um en [ — 1 étapes d’évaluation.
Effectués sur N, les renommages et a-conversions qui ont donné lieu aux

séquences MJ produisent Z\Nfl, ..., N“. Avec un abus de notation, le lemme 3.5.4

implique MiC 4N, pour tout j = 1,...,i — 1. Sur C'[N], la saisie donne

C[N]—,.C*[N,N',... N



et ce dernier terme converge par hypothese de récurrence. Donc, ¢ [N e

(b) Co = Az.D: on examine deux situations possibles. La premiere correspond &
BY vide. Le fait d’avoir [ > 0 implique m > 1. L’évaluation de C[M] est

C[M]—nccm_l(I)BSl . B[M]l,. en I — 1 étapes

Clairement, Co[N] est aussi une valeur, alors C[N]—,.c™ Y (I)B! ... B"[N]l,.
par hypothese de récurrence.

Par contre, si B0 = By ...B, n'est pas vide, le premier pas d’évaluation
dépend de Bp, un contexte de substitution ou un contexte d’argument. Pour

By = (Bo/y) et B = By...B,, on a
C[M]—,ec™(Az.(D'[M')(Bo/y))B')B' ... B*"[M]{},. en [ — 1 étapes

oll, sans perte de généralité, z & var((CoBy)[M]) et z & var((CoBy)[N]). Le
contexte D' et les termes M’ s’obtiennent par renommage de z par z dans D et
M respectivement.

On note D* le contexte construit comme D’ mais ot []; est remplacé par []
pour j = 1,...,p. Soit

p+J

C* = ¢"™(A\z.(D*(Bo/y))B")B ... B

Le renommage de = par z effectué sur N donne N'; alors M'C 4N’ par applica-
tion du lemme 3.5.4. Puisque C*[M, M'){},. en [—1 pas d’évaluation, C*[N Ny
est conséquence de I'hypothese de récurrence. Done C[N ]—>TCC*[N, N] implique
C[N]UTC

Supposons maintenant que B; est un contexte d’argument. Soit
C' = c™(D(By/x)B")B' ... B™

alors C'[M ] —,..C'[M] et ce terme converge en [ — 1 pas. Par récurrence, on a

C'[Nlye. Ce qui implique C[N]l}ye, car C[N]—,.C'[N].

(c) Co =[], nous abrégeons la preuve en posant C' = ¢"Co By ... B,,. Soit C' =
<"M;By--- B, et A= c"[|By[N]--- B,[N]. D'une part, C[M] = C'[M]{,.V en
[ étapes. Mais, t(C") = t(C') — 1, alors A[M;] = C'[N]|},. par hypothese de

récurrence. D’autre part, A ferme N;, car A[N;] = C[N], et aussi M;: si I'on
suppose Ja € fu(M;) tel que © € fv(A[M,]), alors il n’y a pas de contexte
de substitution pour = parmi les By,...,B,, donc z est libre dans C[M], ce

qui contredit I'hypothese. Finalement, M;C,.N; et A[N;] = C[N] impliquent
A[N; .. Ce qui revient a dire C[N]{,..



2. W = (Wy | Wi): Dans ce cas, m > 1 et il existe D, un contexte de termes, et
W', un contexte d’argument, tel que W = (D | W) et

C[M]—M’C(CMDB1 . .Bn)[Z\Z/]UTC en [ — 1 pas d’évaluation

alors, par récurrence, C[N]—nc(CmDB1 cee Bn)[N]Urc-

3. W = D* : dans ce cas, la preuve de I’énoncé est completement similaire a celle

du point (2). Le terme choisi est D[M]. O

Les lemmes des contextes pour les sémantiques standards de A, et A, sont
corollaires du lemme 3.5.5. Des preuves directes ont été données dans [17, 18].
Par ailleurs, la sémantique C¥ sur A, (donc sur A,,) est aussi caractérisée par
des contextes applicatifs (cf. [19]). Il n’est pas difficile d’étendre le lemme des
contextes pour la sémantique standard de A aux sémantiques verticale et plate.

Comme conséquence du lemme des contextes, I’évaluation dans A{ est décrois-
sante par rapport au préordre applicatif:

Lemme 3.5.6
VM,NeA,. M—,.N = NC M

Preuve. Soit M, N € A,. et A un Aj-contexte applicatif t.q. A[N]{,.. La forme
de A est ¢""[|RoR,,, donc M—,.N implique A[M]—, A[N]{,.. O

Quant au calcul de paquets, le lemme des contextes est corollaire du lemme
des contextes pour A, et des résultats de la section 3.3. Les contextes applicatifs
associés a Ay sont:

Au=a|dx A|AP
Lemme 3.5.7 (Lemme des contextes pour \;)
VM, N e Ay MC;NeME4AN

Preuve. On note ici £ le préordre applicatif associé a A,. A chaque A,-contexte
C on associe Ag-contexte | M| défini par:

=1 lz] =
|Ae.C| = Ax.|C] 1CQ]

)= (A [C])]|] [1]

L(Q0|Q1)J = (LQO HQlJ) LCOOJ =

On montre d’abord VM, N € A; MC4N = M C’ N.
Soit A un contexte dans A, t.q. A[M{},. Il est clair que pour tout M €
Ag, AIM}, < | A][M],. Puisque |A][M] € Ay, par le corollaire 3.3.9(2), on a

| I
I
— - — R



| A|[M]{}4. Par hypothese, |A|[N]{4. Alors [A|[N]{, par le corollaire 3.3.17.
D’ou A[N]{,.

Ces corollaires permettent aussi de montrer MC,N = MLC, ;N pour tout
M, N € A;. Le lemme des contextes pour A, permet de conclure

VM,Ne Ay MEAN = MCYy N = MC,N = MC;N

Remarquons que pour des termes clos de Ay, le préordre applicatif coincide avec
la bisimulation applicative d’Abramsky [2]. O

3.5.3 Quelques propriétés de la sémantique standard

Dans cette section nous regroupons plusieurs résultats concernant la séman-
tique standard du calcul de ressources A% que nous utiliserons par la suite. Les
preuves sont en général des longues récurrences, que nous ne détaillerons pas
toujours.

Déplacements des entrées de substitution

Il est clair qu’un terme supporte certaines permutations d’entrées de substi-
tution ainsi que l'effacement des entrées qui ne lient aucune variable sans que soit
affectée pour autant sa sémantique observationnelle. Ce fait est formalisé par la
relation < | qui contient = U=, et satisfait :

M(R/x) =< M x & fo(M)
(MP)(R/z) =< (M(E/x))P x & fo(P)
(M(P/z))(R/x) =< (M(R/x))(P/z) z#Fx,x g fo(P),z ¢ fo(R)
(cM){R/z) = c(M(R/x))
Mx<xM = (MP)<(MP)
Mx<xM = (M(P/z))=< (M {P/z))
Mx<xM = (cM)x(cM)

La preuvede M < N = M=~ 4N nécessite la définition et les lemmes suivants.

Définition 3.5.8 Soit T une séquence dans 11 (composée de paquets et de sub-
stitutions). Soit z,vy,...,v, des variables t.q. v; & var(T,z) pour tout t. On dit
que T est zv-indépendant ssi ['un des cas suivants est vérifié:

~ T est vide,

~ T = PT" et T" est zv-indépendant,

['= (P/x)T", & # 2,0 et T est z, v-indépendant.



De plus, si T est zv-indépendant et w € b, alors Tw/z] désigne la séquence
définie par:

) vide . 52’1? est vide
Tw/z] = { (Plw/z])(T"[w/z]) st T'=PT"
(Plw/z])]x)(T"w/z]) siT = (Pla)T" et & # z,w

Lemme 3.5.9 Pour tout L, H, My, L,, L., € A,,, on a
1. (Llv/z){(Mofv)=L, & v &var(L,z)U fo(My) =
(Vw & var(L, z) U fo(Mo) YT séquence zvw-indépendante
3Ly (Llw/2){Mo/w) =Ly & Ly(TTw/2)(Q/w)=uLu(T0/2)(Q/v))
2. L(My/2)L. & L=< H & —~(L=o,H) = 3H, H(My/z)~H, & L. = H.

Preuve. On prouve (1) et (2) en méme temps, par récurrence sur les profon-
deurs de dérivation de (L[v/z])(My/v)>~L, et de L{My/z)L. respectivement.
Considérons w & var(L,z) U fo(My) et T une séquence zvw-indépendante. On
examine la derniere regle utilisée:

(a) si L =z alors L, = L, = My. D’un coté on a L, = My, de 'autre H est z.
D’ou I'on conclut (1) et (2) facilement.

(b) si L = LoFy alors L, = L (Fo[v/z]) et L. = L. Py, ou (Lo[v/z]){(My/v)= L' et

1. Par h.r., il existe L! vérifiant (Lo[w/z])(Mo/w)>L!,, donc on a L, =
L, (Po[w/z]). De plus, I’équation

Ly (Polo/)(T)[o/D(Q/v)=a L, (Polw/2))(T[w/2]){Q /w)
implique LUT<Q/v>:aLwT<Q/w>.

2. Par la définition de <, le terme H ne peut étre qu’une application (HoFp) ou
Lo < Hy. Par hor., il y a donc un terme H! < L’ qui vérifie Hy(My/z)=H!.
En utilisant la méme regle on prouve H(My/z)~H. P, = H,. Par consé-
quent, H, < L,.

(c¢) si L = Lo(Fo/x), alors L, = Ll (Fy[v/z]/x) et L, = L.(Fy/x), avec z # x,
Lo(Mo/z)=H. et (Lo[v/z]){My/v)=L.

1. La preuve est identique a celle du point (b.1) précédent.



2. Trois cas se présentent, selon la forme de H. Pour H = Hy(Fy/x) avec
Lo < Hy on procede comme pour le cas (b.2) précédent.

La deuxieme possibilité consiste a avoir H = Ho(FPo/x)(Qo/x") et Lo =
Ho(Qo/x'), avec & # a', 2’ & fo(Fy), * € fv(Qo). L'inférence de L’ est
donc telle que L. = L7(Qo/2") et Ho(Mo/z)>L".

On dérive facilement H, = L7{FPy/x){Qo/x'). A noter que les conditions sur
les variables sont satisfaites parce que =(L=,H) implique fo(H) = fv(L)
et bo(H) = bv(L). On en déduit H, < L., car x # «'.

Le dernier cas, celui de H = ¢(Ho(Fy/x)) et Lo = (cHy), est completement
similaire au précédent.

(d) si L = clLg, alors L, = cL et H = cHy, avec Hy < Lg. On procede comme
auparavant, en utilisant ’hypothese de récurrence et ensuite les regles utilisées
dans les dérivations des saisies et de H < L. O

Lemme 3.5.10 Pour tout M, N,M' € A,., on a
M=<N & M—, .M = dN' N—,..N & M < N’

Preuve. Dans la démonstration, on peut se restreindre a des termes M, N tels
que l'inférence de M =< N n’utilise qu'un axiome. Il suffit d’observer que si la
transitivité de la relation < intervient, le lemme résulte d’un nombre fini d’ap-
plications du lemme restreint.

La preuve est par récurrence sur la taille de la démonstration de M =< N. Si
M = N ou M=,N, la proposition est vraie par définition de —,.. C’est aussi
vrai pour les axiomes tant que I’évaluation ne concerne que la partie “inamovible”
du terme M; i.e. L dans le cas ot M et N sont respectivement: L{R/x) et L
ou (LP)(R/xz) et (L{R/x))P ou (L{(P/z))(R/x) et (L(R/x)){(P/z), ou encore
(cL)(R/x) et c(L{R/x)).

Dans tous les autres cas, on procede par récurrence sur la taille de la dérivation
de M—,.M'. La base (taille 0) suppose M’ = M; alors on a N’ = N. Pour le cas
de récurrence, nous examinons la derniere regle utilisée. Indépendamment de M
et NV, tant que ’évaluation est de la forme

* : !
M= M M=,M* ou M = M~

M-, .M

ona N < M*et, par h.r., AN’ N—,. N’ < M’. Nous nous limitons donc & étudier
I'utilisation des regles restantes.



-Si M = (LP)(R/x) < (L{(R/x))P = N et « & fv(P), 'évaluation est due soit

a une saisie soit a une réduction f3.

— Saisie: Supposons que L consomme une ressource My dans R = (M | Ro);
la dérivation, guidée par la syntaxe, donne:

M’ = (M"P){(Ro/x) ont L{Mo/x)>=M"

car @ € fu(My) est vérifié par hypothese. La méme regle, appliquée a N,
donne N' = (M"(Ro/x))P. Or, M’ < N’ est une instance d’axiome.

— B Alors L = y.L' et M' = L'(P/y)(R/x). Par ailleurs, si z € fo(L', R, x),

on déduit:
Nz Om (L) (R0 P (L= ) RN PY2) = N

N (ag (L) (P/z))(R]x) car w & fo(P)
Donc (L'[z/y])(P/z)=aL'(P/y) implique N’ < M’ par transitivité de la

relation.

-SiM = (cL){(R/x) < ¢(L{(R/x)) = N, ’évaluation saisit une ressource My dans

R. Le raisonnement est semblable a celui du point précédent.

CSiM = (L(P[=)(Rfe) = (L(R/e)(P|=) = N et = & fu(R,a),z & folP),
I’évaluation M—,. M’ correspond & une saisie, sur la variable z ou sur la variable
x.

— Sur la variable @ : soit R = (My | Ro). Si L{My/x)>L', on obtient M’ =
(L'(P/2)){Ro/x) car @ # z et z & fv(My) par hypothese. Donc,

L(R/z)—,.L'(Ro/z) = N—,.N = (L'(Ro/x)){(P/z) x M’
— Sur la variable z: 'inférence de M — ..M’ repose sur I’évaluation d’un cer-

tain terme K=,L(P/z). Cest-a-dire, K—,.M" et M' = M"(R/z). Or,
K = (LU'[v/z]))(P'/v) ou L=,L" et P=,P’. Le terme M" est ainsi:

(o] D) (M} /o)~ L,

Pr=(Mg | Q)
K—,.L,(Q [v) = M"

Soit w &€ var(L'(R/x),z) U fo(M]). D’apres le lemme 3.5.9(1),

AL, (L'[w/z])(M}/w) =L,



Par ailleurs, (L'(R/x))[w/z] = (L'[w/z]){R/x) car w # x,z ¢ fv(R). Notre

terme N’ est dérivé comme suit :

(L] <)) (M fr0) = L,

w#x,x & fo(Mg)
(L'w/z])(R/x)(Mg/w)~L,(R/x)

(L'w/2])(R[2) (P! [w) = e La(R]2) (Q'[w)
N=o L'(R[x)(P'[z) = Lu(B[x)(Q'[w) = N’

D’autre part, on sait aussi que L,(Q'/v)=4, L, (Q'/w). Par conséquent, M’ =
L@ /o) (R[x) =l (Q' Jw)(R[x) < N'.

Supposons maintenant que la longueur de dérivation de M =< N est supérieure a
un. Soit L =< L', Si I’évaluation de M repose sur une évaluation de L, on applique
I’hypothese de récurrence. Sinon,

-ou bien M = (LP) < (L'P) =N, L = Xx.Lg et M = Lo(P/x): par définition
de <, on sait que P=, P’ et que L'=, x.Lo; i.e. L' = Az.(Ly[z/x]) et Ly=4L0. La
B-réduction de N donne alors L'P—,.(Lj[z/z])(P'/z) = N' < M.

- ou bien M = (L{P/x)) < (L'(P/x)) = N et M est réduit par saisie d’une
ressource dans P. C'est-a-dire, P = (Mo | Q) et L{My/x)=L, & M' = L,(Q/x).

Dans le cas ou L=,L’, on procede comme dans le point précédent. Sinon, par le
lemme 3.5.9: AL L'(My/x)~L! & L, < L, et on déduit N—,. L' (Q/x) = N'.
Donc M’ =< N'.

(I

Lemme 3.5.11 Pour tout M,N € A,., M < N = M~,N.

Preuve. Soit M =< N et A un contexte applicatif. Etant donné la forme gé-
nérale de ces contextes, & savoir ¢*([]S0)S*, on a A[M] =< A[N]. Supposons que
A[M]Z%,.V, ot V est une valeur; par le lemme 3.5.10, il existe N’ t.q. A[N]=,.N’
et V < N'. De la définition de < on déduit N'=,V, donc A[N]—,.V. Cest-a-dire,
AN, O



Elargissement des paquets

On démontre que la capacité de convergence d’un terme n’est pas modifiée
par I’élargissement des paquets qui constituent ses sous-termes.

Définition 3.5.12 L'ordre T' € T’ - lisez T' est contenu dans 1", est défini par:
P e (PlQ)

(MP) e (MP')
PeP = M(P/x) e M(P'/z)
cP e cP'

(MR) e (NR)
MeN = M(R/z) e N(R/x)
Ax. M e Ax.N

Lemme 3.5.13 Pour tout M, N € A,., st M € N alors MC,.N.

Preuve. La preuve de I’énoncé est suffisamment similaire a celle du lemme 3.5.11
pour que nous puissions I'omettre. En effet, la démonstration s’articulerait comme
suit: on devrait montrer, d’abord, ’analogue du lemme 3.5.10 pour notre ordre
G, l.e.

VM, NM' e A,y MeN & M5, .M = IN' €A, . NS, N & M e N
ensuite, la propriété
YWev,.VLeAN . Vel = Lev,

qui est évidente car les valeurs sont des abstractions et € préserve la structure
globale du terme (i.e. le nombre d’abstractions, d’applications, d’entrées de sub-
stitution et de tests de convergence). Par conséquent, si A[M]2,.V, on déduit

A[N)e. O
Partage des entrées de substitution

Le préordre observationnel est décroissant par rapport a certains partages de
substitutions.

Lemme 3.5.14 Soit p,p',p1,...,pn des entrées de substitution (P/x) avec P
clos, portant sur la méme variable x. Si P = (N1 |...| N, | Q) alors

1. MP0§0P1§1EAM§0(P0 | pl)SNI

2. M((Nipy |- | Nupn | Q)/2)pTa(M(P/2))(p | pr |- | pn)



3. (Mp)(Nipy [ | Nopn | QEA(MP)(p | pr]... | pn)

Preuve. Dans le cadre de A., on pourrait montrer ces énoncés en utilisant la
relation qui existe entre Ay et A.. Puisqu’il s’agit ici du préordre applicatif as-
socié a C,., on donne des preuves directes. Remarquons que les trois énoncés a
démontrer ont la méme structure. Nous appelons C;, C! les contextes applicatifs
pour lesquels nous montrerons C;[M]E 4C/[M], avec ¢ = 1,2, 3 correspondant a
chacun des points ci-dessus. Dans des observations d’ordre général, I'indice sera
supprimé. Tout au long de la preuve, P’ désigne le paquet (N1py | ... | Nup, | @),

p=(R/z) et pi=(R/z)i=1,....n

On sous-entend que p’ et p! sont les entrées de substitution (R/z") et (R;/x'),
pour tout .

Soit un contexte applicatif A = c*([[Wo)W* tel que A[C[M]]{},. en I étapes
d’évaluation a (v)-réductions pres. La preuve de A[C'[M]]{},. est par récurrence
sur [.

Sil=0,alors k=0;ie A= []WO, olt Wy est vide ou composé de substitutions
exclusivement. C’est aussi le cas de 50 et gl dans la partie (1) de I’énoncé. Pour
(1) et (2), M5, Ay. M’ en utilisant Paxiome (v). Les dérivations suivantes, ot w
est une variable neuve, montrent C![M|Woll,e, i = 1,2:

CH[M] 2 A (M [w/y])So(po | p1)S1Wo)

C3[M] 5 Mo (M [w [y]){P/=)(p | pr | - | pa)Wo)

La partie (3) ne vérifie pas la prémisse.
Si [ > 0, supposons que M~,.M' par application de (v) et =(M’ SJZC) Il existe
des termes T}, ¢ = 1,2, 3, correspondant aux parties (1), (2) et (3), tel que

A[C[M]]LTCA[C[M/]] i>7°c Tiiﬁcv

ou p désigne I'axiome utilisé pour arriver a 7; (différent de (v) par hypothese).

Dans le cas ot p s’applique & M, i.e. M’ 5, M", on déduit T; = A[T(M")]
et A[C'[M]] 5,. A[C'[M"]]. L’hypothese de récurrence donne A[C'[M"]]{}.. Par
conséquent, A[C'[M]]{,..

Quand l'utilisation de u est partagée entre M’ et C' (ou A), on procede par cas
sur 'axiome donnant lieu a p. Celui-ci doit étre autre que (c2), car la définition
de contexte applicatif (donc de A) n’autorise pas de termes de téte de la forme
c(Q | Q). Remarquons que si p s’obtient par saisie d’une ressource alors M’ =
Cl(yZO)Zl tandis que si g s’obtient par () ou par (cl) alors M’ = Ay.N. On
prouve (1)-(3) séparément :



(1) Ici, C = []poSN()/hSNl et (' = HSNO(/)O | p1)§1

(saisie) Deux cas sont a considérer:

—siy € fo(M)ety = x,il existe L clos tel que Ry = (L | Q), M" = CI(LZNO)ZZ
et A[CIM]] -4, AIM"(Q/x)Sop1Si]e en [ — 1 étapes. La convergence de
A[C'[M]] découle du fait que I’évaluation ne modifie ni Z ni Z', car L est
clos, et

A[T'(M)] = sagse e AIM"So((Q/x) | p1)S1] e par hur.

—siy € fo(M) et y # x, 'évaluation saisie une ressource de SOSlVVO W
Supposons que S; = 52<(L | Q)/y>53 et que y est libre dans So5;. On a,

A[CIM]] e ALNLZ) 27 gy S5 (S5(Q)2)S5)] b en 1= 1 étapes
Par hypothese de récurrence, et parce que
A[C'IM) 55 ALNLZ) 2" Sh(ph | 0)(S5(Q/#)55)]
on conclut A[T'(M)[{}e.

Si y est lié par Sy ou par un des W;, le raisonnement est similaire.

(4) L’argument & consommer est pris dans 5051 WO Nous examinons le cas ou So
et S sont constitués d’entrées de substitution et Wy = <W’/v>PW” Alors,

A[CIM]] 5 e Allay (N)poSopr Si (W' /2)] 4
avec A’ = cF([|(P/w)W")W*. Puisque
ACTTM]} e =5y Al (N)So(po | 1) S2(W7/3)]

I’hypothese de récurrence donne A[C'[M][{},..

c1) Dans ce cas, So et S; ne contiennent que des substitutions. De plus, k > 0;
b q p b ?
ce qui implique

A[C MY, AP (a2 (N) poSopr S1)] Sk F1AW) W - Wil

(2) Iei, C = [[{(Nipr [+ [ Nupn [ @)/ 2)p et CT = ([[(P/2))(p | pr |- | pn)

(saisie) il faut considérer deux cas:

—siy € fu(M) et y = z, supposons que la ressource consommée est Nypy :

A[C(M)] e Al (Napr Z5) 27 ) (Po ') p) 550V



ou Py = (Napg | ... Nups | Q) et 2’ est une variable neuve. Si P, désigne
(Na|...| N | @), par hypothese de récurrence on a

AN ZZ NP ) (p o |- | o) e

La partie (1) implique ¢((Nyp1)Zg) Ea c((N1Z))p1). Par le lemme 3.5.11 on
a c((N120)p1)~2rc(c(N1Z§))p1. Apres itération,

~ N/l

(Nip1)Z6) 2" (P/2"Y(p I pa |- | pa) Ea
(= (M Z) 2 N ZUP ) p | p2 || pa) Eapar (1)
(N Z)Z P oy Lol pa | pn) Ea
NV ZY PN Lo L2 || )
Dautre part, A[C'[M]] 2o AN ZP) o | pr | pa |- | pa)] et

ce dernier terme converge par h.r., ce qui implique A[C'[M]}{},..

siy € fo(M) et y = x, I’évaluation saisit une ressource dans p. C’est-a-dire,

il existe L clos t.q. R= (L | Q') et M" = !(LZy)Z" ot
A[C(M)] e AIM"(P'[2)(Q" [ )] =2V

On remarquera que cette évaluation ne génere pas d’a-conversions, car L
est un terme clos. L’hypothese de récurrence donne A[M"(P/z)((Q'/x) |

o1 1+ | p)le. Done, A[CTM]e.

siy € fo(M), y # z et y # x, ’évaluation consomme une ressource dans
ZoZ'WoW*. Dans ce cas, Pargumentation est similaire a celle de la partie

(1)

et (cl) Essentiellement par hypothese de récurrence, comme dans la partie
(B) par hyp , p

(1). Dans le cas de (), la ressource doit étre prise dans W.

(3) Iei, € = ([p)(Nipy | -+ | Nupn | Q) et C" = ([P)(p [ pr |- | pn)

(saisie) Par hypothese de récurrence.

() Dans ce cas,

AJCTMY S, ALy N )Pl =, Al A= (02 (V)p)) P 25,

Allz/2)(N)p(P'[2)] =2V



Par le lemme 3.5.11, (N[z/x])p(P"/z) < (N[z/x])(P"/z)p implique

A[NTz/2]){P"[2) pll}re

avec le méme nombre de pas que A[(N[z/xz])p(P'/z)].
) Puisque A[(N[z/«))(P/z)(p | p1 | --- | pu)re, on conclut A[C[M]]{,. par

(cl) Par vacuité: ’évaluation ne peut pas utiliser cet axiome en premier parce
que I'argument P’ doit étre consommé. O

n-expansion

Le calcul avec ressources (dans toutes ses variantes), comme tout calcul faible,
vérifie une forme particuliere de 1’égalité 7, a savoir:

MY,. = M ~,.. Ay.My> pour tout y & fo(M)

Dans la proposition suivante on montre M P~, . My>~(P/y), ou y & fo(M) U
fv(P). La partie C,. est immédiate. Pour montrer la partie ,. 2 on utilise le fait

que My (P/y){,. suppose M,., car application My> doit disparaitre. Alors,
on utilise I’égalité n mentionnée auparavant.

Proposition 3.5.15 1. M(P/i)Q~,.MQ(P/#), si & & fo(Q).
2. M(P[x)~=, - M(y>[x)(P[y), oty & fo(M,P,z).
3. MP~, . My>~(P/y), ovy & fo(M)U fo(P).

Preuve. Par le lemme des contextes 3.5.5, il suffit de considérer des contextes
applicatifs. Soit A = c¢™([|Ro)R™ et M = c*W S* avec k maximal.

1. Cette partie de la proposition est conséquence du lemme 3.5.11, car
M(P[3)Q = MQ(P/%)
est vérifié des que & & fo(Q) lest.

2. Nous nous limitons a prouver la partie = de I’équivalence, la partie <
lui étant similaire. Soit A[M(P/x)[,. et y & fv(M,P); nous montrons
A[M (y>/x)(P/y)};. par récurrence sur le nombre [ de réductions (),
(feteh), (cl) et (c2) de I’évaluation normalisante de A[M (P/x)].

I = 0:ici, m = 0, Ry est vide ou constitué d’entrées de substitution et
M = (Az.M")(Q/w) (i.e. & = 0). Ceci implique, pour toute variable z

neuve,

(A2 MINQ @)y [2) (Ply) Bo =pe A (M'[ [ 21 Q@) {y™ [)(P [y} Fo) e



[ > 0: on montre I’énoncé par cas sur W (qui, par définition, ne commence
pas par c):

— s W = 25y et M ne lie pas cette occurrence de z, alors le premier pas
correspond & la saisie d’une ressource dans P; c’est-a-dire, P = (N | Q)
et

A[M(P/2)] = Al(F(NS)SNQ ) ye en [ — 1 étapes

ou z est une variable neuve et les 5’2’7 t=0,...,k, vérifient
(cH(w80) MY P )=l (2.80) [/ 7)) (P 2) =al(cH(284) 8 )P/ 2)

De l'autre coté
2

AP/ (PI3)] —we Al(CwSE)S™ ™ [a)(Ply)] —ve
AHVEG) S ) /2@ )

ouy ¢ bv(g”o, cee 5’%), S*g...5%, ne capture pas des variables libres
de N et

(Ck(xgo)gk)<P/$> =5 Ck(xSN(/)/)SN//k
(ST (2 PI) = (ST 2l )P ) =
)"

y
(cF(yS) S )y [2)(P[y)

s . 5 Gk S Ak BN ,
La différence essentielle entre S35 et S§S* est que la premiere sé-
quence lie possiblement y tandis que la seconde n’y est pas autorisée;
donc

(F(NSHS Yy =) (P ly) =alH (N S5) S )y /=) (Pfy)

Par hypothese de récurrence, A[(Ck(Ng(’))g’k)<y°°/z><P/y>]UTC. Ce qui
. . SN Sk
implique A[(cF(NS5)S= )y /2){(P/y) e

—si W o= 285, avec z # x (ou z = x, mais cette occurrence est liée
par M), la suite Sy... S, Ry . ¥ R, NcontientNune entrée de sNubstitgtiONH
(Q/z) pour z. En supposant S; = To(Q)/z)T1, la séquence Sy ... 5;_1T%
ne fournit pas de substitution pour z.
Dans le cas ou @ = (N | @), on a AIM(P/x)]|—, .A[M'(P/x)|{,. en
[ — 1 étapes d’évaluation, ou

M’ = F(NSHS, ... S (THQ [)T1)Sigr ... Sk

Par hypothese de récurrence,

AIM (y> [2)(P]y)] =AM (y> [2)(Py)] Yre



Considérons maintenant le cas de R, = T0<Q/Z>T1; c’est-a-dire, le
cas ou Sg...SyRo...R;_1Ty n'offre pas de substitution pour z. Si
Q@ = (N | Q") et v,w sont des variables neuves, le terme A[M(P/z)]

converge en [ — 1 étapes de la fagon suivante:
A[M(P[2)]= o™ (M'(P'Jw))RYy ... R THQ [O)Ty Rigy . .. Ry e

avec M’ = Ck(Ng(’))g’k. En conclusion, A[M(y*/x){P/y)] |}, par hy-

pothese de récurrence.

-s1 W = ()\Z.N)SNO, on analyse deux cas. Le premier correspond & Sg
sans composante d’argument; alors k& > 0 et on utilise la regle (cl)
comme suit:

AM(P/y)] 5 Al(F (A2 (N2 /2])S0) S*) (P )] = AIM (P )] Y
en [ — 1 étapes d’évaluation au plus, avec M’ = c#~'IS* Par h.r., on a

AM (y= [2)(P[y)] bre
Donc A[M (y*[z){P/y)] 4+, car

AM (y* [2)(P[y)] e AIM(y>/z)(P/y)]

Le second cas se présente quand Sy a des composantes d’argument.
[’évaluation de A[M(P/x)] commence par une /3 réduction, possible-
ment apres quelques applications de (v). Comme dans le cas précédent,
a partir de A[M (y*>°/x)(P/y)] on peut faire ces mémes pas de réduc-
tion; I’énoncé est vérifié par hypothese de récurrence.

—si W =(Q1]Q2) ou W =Q>, le premier pas de ’évaluation normali-
sante de A[M (P/x)] consiste a sélectionner un terme N dans le paquet
W. On peut toujours faire cette sélection dans A[M (y>/x)(P/y)], ce
qui implique, par h.r., que ce terme converge.

3. Soit A un contexte applicatif; nous montrons la partie = par récurrence
sur la longueur d’inférence de A[M P]{},.. La preuve de la direction < est
completement similaire.

[ = 0: Par vacuité.

[ > 0: Comme pour la partie (2) de "énoncé. Si W est 2So ou (Qo | Q1)
ou bien @)%, I’énoncé est vérifié essentiellement par h.r. On examine le cas

W = ()\Z.N)SN():
— sik=0et Sy = (Q/0) alors, pour x une variable neuve,
T

AIM P 5, Al(Ax (N[ /2])S0) Pl= e A[(N [/ 2]) So(P/ )] Y



en moins de [ étapes. De plus,
A[My (P g5 Al (N[ /) So)y™ (Pl =

A[(N[z/=])Soly> /) (P/y)]

Ce dernier terme converge par la partie (2) de 1’énoncé. Donc
AMy=(P[y)] Ve
— sik>0et Sy =(Q/0) alors, pour x une variable neuve,
A[M P)5, A[(cF (M. (N[2/2])S0)S%) P]— 1o A[(¢F"H(L51) Sy . . . Sp) Pllye
en moins de / étapes. Par h.r.,
A[My>=(P[y)] = A[(FH TS ... Sk)y™ (P/y)] e

— si Sp = (Q/0) P'S§, une argumentation similaire a celle des cas précé-
dents permet de prouver ’énoncé.

3.6 Théories ~, et ~,.

Le non-déterminisme de I’évaluation —, empéche une classification des termes
comme dans le lambda calcul faible pur, ou les termes sont soit résolubles, soit
non-résolubles. Néanmoins, on peut définir les degrés de fonctionnalité et de non-
résolution d’un terme et en tirer quelques conclusions, comme la “fully-laziness”
de la théorie engendrée par ~,, appelée 7.. Nous utiliserons la notation Th pour
Popération de cloture par rapport a la égalité dans A, (cf. Barendregt [8]).

Définition 3.6.1 (Degrés de fonctionnalité dans A\, )
1. Le degré de fonctionnalité de M est 0, noté M € O}, ssi
-(AN. M 3, Az.N)
2. Le degré de fonctionnalité de M est n + 1, notée M € O}, ssi

dFe O .M 3, . F

On écrit aussi, MO, v . F.



3. Le degré de fonctionnalité de M est oo, noté M € O, ssi

YneN.M ¢ O,

Définition 3.6.2 (Degrés de non-résolution dans \,)
1. M est non-résoluble de degré 0, noté M € POy, ssi
Me O, & =(3R.M =5, zR)
On écrit MPO,M' pour tout M’ t.q. M=, M'.
2. M est non-résoluble de degré n, noté¢ M € PO, ., ssi

AF € PO", .M =5, AT

On écrit MPO, Az F.

3. M est non-résoluble de degré oo, noté M € PO._, sst M € O_.

(ool

Il faut remarquer qu’un terme de A, peut avoir plusieurs degrés de fonction-
nalité et de non-résolution.

Définition 3.6.3 Un terme M € A, a un degré maximal de fonctionnalité n,
notation M € mQO,,, sst pour tout k tel que M € Oy, on an > k.

Un terme M € A, a un degré maximal de non-résolution n, notation M €
mPQO.,, ssi pour tout k tel que M € POy, on an > k.

Un terme M € A, est strictement non-résoluble de degré n, notation M €

sPO. ssi M € mPO;, et Vk M € O,/ PO}, = k = oc.
Remarque 3.6.4 Pour tout M € A,, on a M € POy & M € sPOj.

Toute évaluation des termes dans la classe mPQO] termine sur un terme non-
résoluble (i.e. dans PO}, pour k£ > 0.) Suivant la terminologie usuelle, on dit que
les termes de A, dans la classe sPO{ sont fortement non-résolubles.

Lemme 3.6.5 Soit M, N, P € A,.

1. M€ PO, = (M5,N = Nc PO
2. Me POy = (M=,N = N € PO}
3. M € PO, = (M(P/z) € PO} & MP € PO})

Lemme 3.6.6 Pour tout M € A, on a M € sPOy ssi M{),.



Preuve. Soit M un terme clos. Partie = : M € PO{ et M|}, est une contradic-
tion parce que M € Of ssi il n'y a pas d’évaluation de M qui termine sur une

abstraction. Partie <= : soit M{},; i.e. =(Jz, M’ M5, . M"). Donc M € mOy},.
Comme M est clos, M € POj. C'est-a-dire, M € sPOg. O

Théoréme 3.6.7 (7, est “fully lazy”)
La théorie T. identifie uniquement les termes strictement non-résolubles de
méme degré. Cest-a-dire,

VM € sPO, VN € sPO, MC,N&m<n

Preuve. Nous montrons d’abord la partie =. Soit

b (M N) = ([(Q/2) LT [ =1, 5} 2 fo(M.N))

¢ fois

Supposons M € sPO’ , N € sPO!, et m > n > 0. Nous montrons, par

n?
récurrence sur n,

VgVAEh (n<qg<m—1 = AM, & ANNK,)

Sin=0alors m=k+1,0<qg < ket M5, e M avec M € PO;. Par le
lemme 3.6.5, A[N] = N(Q/§> I...I{y,. On prouve A[M]|, par récurrence sur g.
Si ¢ = 0, alors A[M]QT()\:L'.M’)(:N[/§>1>T()\:1;.M’<Q/§>)UT. Si g > 1 alors m > 2;
c’est-a-dire, .
A5 M) 2) LT = A
¢—1 fois
De M’ € PO}, et ¢ < k + 1, par récurrence on déduit A'[M']l},. Donc A[M]{,.
Dans le cas ou n = k+ 1, on a m > k + 2. Par définition, M5 e . M et
M’ € sPO’ _,. On définit A’ = [[(I/2)(I/x) L .1, qui vérifie A[M] =, AM).
¢ fois
D’autre part, sans perte de généralité (voir lemme 3.6.5), N5, x. N’ on N’ €
sPO%, h < k. Donc, A,[N] =, A[N']. Il est clair que A’ € 4,4 (M’,N'). On
remarque que h < k < k+1 < ¢ <m—11impliqueh < ¢g—1 < m — 2. Par
hypothese de récurrence, A'[M'|}, et A'[N']{}, pour tout N’. Donc A[M]{, et
AN

La preuve de la partie <= est basée sur la proposition suivante:
M €sPOl, = VA(A=[R&|R|=q = A[M]€sPO;_)

(ici, 0 — ¢ désigne 0.) Par récurrence sur m:

— si m =0, par le lemme 3.6.5, A[M] € sPOg.



— sim =k +1, en supposant R = pPR’ et en négligeant les a-conversions,
on a

A[M]S,(Ax. M"YRS M p(P/2)R' = A'[M']

ott M5 x.M' et M’ € sPO} avec h < k. (Remarquons que c’est le seul
type de dérivation issue de A[M].) Par hypothese de récurrence, A'[M'] €
sPOj_(,-1)- Clest-a-dire, A'IM'] € sPO{;,)_,. Donc A[M] € PO,
pour tout A t.q. M € POj_; en particulier pour h = k. D’ou 'on conclut
A[M] € sPOf 1y,

Soit A[M]{,; alors 3t A[M] € sPO] & t > 0. Par ’énoncé précédent, t = m—gq
ou ¢ est le nombre d’arguments du contexte A. Donc ¢ < m. D’autre part, toujours
par cet énoncé, A[N] € sPO]_,. On an —q > 0 puisque ¢ < m < n. Le. A[N]{,.
(I

La “maximalité” de la théorie 7., énoncé dans le théoreme 3.6.9 ci-dessous,
repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.6.8 Soit M € A2. Pour tout k € N, si k >0 et M € O/ PO}, alors

3 contexte applicatif B I1C, B[M]

Théoréme 3.6.9 (Théorie maximale)
La théorie 7. est mazimale. C’est-a-dire,

VM,N € A, ~(MC,N) =
Th(T, U MC,N) n’est pas “fully lazy” ou est incohérente

Preuve. Soit =(MC,N); i.e. il existe un contexte applicatif A tel que A[M]{},
mais A[N]{},. Par le lemme 3.6.6, A[N] € sPO[. Nous examinons deux cas:

— si A[M] € sPO7, avec m > 0, on conclut Th(7, U MC,N) n’est pas “fully
lazy” par le théoreme 3.6.7;

- si A[M] € O, /PO; avec m € N et m > 0, par le lemme 3.6.8 on a
dB 1IC, B[A[M]]. En ce qui concerne A[N], par le lemme 3.6.5, C[A[N]] €
sPO} quelque soit C'. Donc B[A[N]]C, Q.

En conclusion, la théorie Th(7, U MC,N) nous permet de déduire IC, (),
d’ou IXC, QX pour tout terme X, c’est-a-dire, XC,8 est prouvable pour
tout X. Cette théorie est donc incohérente, car on a déja QC, Y pour tout
terme Y.



Nous entamons la preuve du lemme 3.6.8. Dans un calcul déterministe, si
M est un terme résoluble clos, alors il existe une seule suite de dérivations (a
a-conversion pres) de la forme

Mi>T)\$1.M1
M11>T)\$2.M2

M, iﬁ)\xm.zfx’

t.q. il existe 7 € [1,m] qui vérifie z = x;. C’est le cas par exemple du calcul
avec multiplicités A,,. Il est assez simple de constater que le contexte B suivant 2
transforme M en l'identité: soit p = | R|; on pose

B=[I..1I\z...5,0)I...1

7—1 m—j—1
En effet, B[M] ~,, I grace a la confluence du calcul. Ce n’est évidement pas le
cas dans A,, ou un terme résoluble clos appartient, en général, a plusieurs classes
O}, et POj. Par exemple M = (Az.z)(Az.a P | Azy.y | Az.Q) est & la fois dans OF,
O3 et POJ. Dans le cadre de \,, le contexte B pour le calcul A\, dépend du degré
de fonctionnalité (différent de 0); on ne peut donc montrer que B[M]{,I.

Preuve du lemme 3.6.8. Soit M € Ay et k> 0t.q. M € O}/POj, et supposons
que M € O} FE avec = Axy...ap.a;Ret p=| R |.

On définit By = [JI...I(Az;...2, I)I...I; ce terme a une seule évaluation
j—1 k—j—1

convergente. En effet, I’évaluation du terme By[FE] est déterministe:
Bi[E) S, (A .2, DR(P )5,

ou P, =1 pour tout ¢ # j et P; = 1. Par conséquent, B[M|{},I est vérifié. Donc

IC,B[M]. O

Des degrés de fonctionnalité et de non-résolution d’un terme dans A; peuvent
étre définis suivant les schémas des définitions 3.6.1 et 3.6.2; il suffit de remplacer
I’évaluation —, par —,. Nous utiliserons Of et PO¢ comme notation pour les
ensembles de termes résolubles et non-résolubles de degré k, respectivement.

Simplification d’arguments

Nous présentons ici une nouvelle classe de termes de A, qui sont dans la
relation C,, motivés par 1'observation que les sous-termes non-résolubles d’un

2. C’est le contexte utilisé par Boudol et Laneve [18] dans la preuve de maximalité de la
théorie ~,,.



terme ne sont “utiles” qu’une fois dans les dérivations convergentes du terme. Plus
précisément, quelque soit 1’évaluation convergente d’un terme celle-ci n’évalue pas
plus d’un terme non-résoluble (possiblement aucun). La conséquence est que des
sous-termes non-résolubles d’un terme donné peuvent étre effacés sans affecter la
convergence potentielle du terme.

Définition 3.6.10 (Ordre de simplification)
Lordre strict M < N - lisez M est une simplification de N, est:

Aeg..2,.0|Q) < Ay, Q| Ay 2,0 Q) sin>m

P<pP = {

M<N = M(P/x) < N(P/x)

Il est évident que M < N = MC, N, car M < N implique M e N, donc,
par le lemme 3.5.13, MC,N. Nous montrons ensuite que M < N = NC, M est
aussi vérifiée. La validité de cette implication s’explique par le lemme suivant

Lemme 3.6.11 Soit (\zy...2,.Q)Rl}, et |S|=|R|. Alors
n>m = (Axy... xnﬂ)gl%

Preuve. Soit & = zy...x,. On procede par récurrence sur le nombre k d’ar-
guments dans R. Si k = 0, pour toute séquence S = <Q/§> on a ()\:Z'Q)g =
(A2.Q) |, car (AZ.Q) est un terme clos. Alors ()\:Y;Q)gl% par le lemme 3.5.11.

Dans le cas ot k > 1,1.e. R = (Q/2) PR, soit S = (Q'/2)P'S’ compatible avec
R. 1 est clair que (Aaq ... :L'mﬂ)fx’ = (Mg .. .xm.Q)Pfx”. Donc le lemme 3.5.11 im-
plique (A ... xm.Q)Pf{’UT. Toute évaluation convergente de ce terme commence
par une application de (/3):

(Aaq ... xm.Q)Pf{’HT()\xz .. .xm.ﬂ)<P/x1>]%’UT

Puisque R’ a exactement k — 1 arguments, par hypotheése de récurrence on a

(Mg ... 2. Q) (P [21)S"]),. Or,
(AEQNQ' )2V P'S =< (A& Q)P'S"—,(Neg ... 2, Q) (P ]a1) 5
Ainsi, (AZ.Q)S1}, est vérifié. O
Le résultat qui nous intéresse est :

Lemme 3.6.12 (Lemme de simplification)
Si M,N € A,, alors M <N = NC, M.



Preuve. Premierement, nous allons montrer les points (i) et (i¢) suivants, sous

I’hypothese M < N :
(1) NePO, = 3 MePO; & h>k

(ii) NOj/POIN' = 3IM" MO;,/POLM"
Soit P=(Axq...2,.0 | Q) et PP=(Aay ... 2, Q| Ayq ..y Q| Q) oun > m.

On procede par récurrence sur la preuve de M < N, puis par récurrence sur k:

l. M = L{P/x) e¢ N = L{P'/x). On montre (i) par récurrence sur (), puis
par récurrence sur k. Supposons ) = 1. 51 N € PO{, on a L € PO{. Donc
M € PO{. 51 N € POj, avec k > 0, alors L € Oj. On doit considérer trois
cas:

— i NS, (A2 L) (P [x) =, v (L'[z/v](P'/x)) € PO}, avec L2, (2. L),
alors (L'[z/v](P'/x)) € POj_;. Par hypothese de récurrence, on a
(L'[z/v](P[x)) € PO}_;. Donc M € POj.

—si NSaR(P'[2)—, (A Q)R(Aj.Q | Q/x) € PO}, ott L5, xR, alors
k=n —|R|. Puisque M5, (A\&.Q)R(Q/x), on a M € POJ.

— si NS aR(P'[2)—,(A\1.Q)R(Ai.Q | Q/z) € PO}, alors k =m — | R|.
On déduit M € POj, avec h=n—|R| > k.

Dans le cas ou () est différent de 1, deux possibilités sont encore a examiner
(en plus de ce qui a été fait):

~ N €POjet L5, 2R: il existe H t.q. Q= (H | Q') et
NS HR(M:.Q | A\g.Q | Q'/x) € PO},

Par hypothése de récurrence, M=, HR'(A\#.Q || Q'/z) € PO,
- N$T$E<Pl/l'> et il existe H t.q. Q@ = (H | Q') et
NS, HR{(Ay.Q | \#.Q | Q'/z) = N’ € PO},
Par hypothese de récurrence M5, HR'(\i.Q | Q'/z) € PO} avec h >
k.

On montre (77), par récurrence sur @ et sur k. Supposons ) = 1. Quand
NOgG/POGN’, on vérifie L5, 2R, ou Poccurrence de tete de z est libre,
z# et N =zR(P'[x) il est clair que MOyzR(P/x). Si k > 0, un des cas

suivants est vérifié:

. * =~ . N . \
— si L=,xR, et si Voccurrence de téte de x est libre, on procede comme
dans le cas k = 0.



— si L5, Az L', alors N5, . L'[v/2](P'/z)0% /PO;Av. N implique
Lo/ )P ) O, "

Par récurrence, L'[v/z](P/x)O0}_;/PO;_;M" avec M" < N". Donc
MO} /PO v.M".

Dans le cas ou () est différent de 1, il faut encore considérer une possibilité :
L5, 2R, Toccurrence de téte de z est libre, et 3H Q = (H | Q') t.q.

NS HR(M\:.Q | Aj.Q | Q'/v)O;/POsN'
Par hypothese de récurrence (@) est plus petit que @),
M5 HR (A& || Q'/v)05/POLM’
ou M’ < N'.

2. M = LP et N = LP'. 51 N € PO[, une des possibilités est L € POJ.
Donc M € POg. Sinon, L € O, i.e. N5, (A\z.L')P'—,L'(P']z) € PO,
ot L5, Az.L'. Par le point précédent, L'(P/z) € PO} avec h > 0. Donc

M € PO;.

Dans tous les autres cas, N € O} avec k > 0, le raisonnement est similaire
(on utilise directement le résultat précédent.)

3. M=L{T'/z)et N =L'(T/x)ou L < L'. Comme précédemment, les preuves
sont par récurrence sur 1" puis sur k. A titre d’exemple, pour T' différent de

1,0n a:si N € POj et L € Of/POg, alors
N5, e R(T /2y —, HE(T'|v) € PO},

ol L’QT:I;];’N, T = (H | T'). Par hypothese de récurrence (sur L < L'),
LOy/POjzS < xR. De la définition de l'ordre <, on déduit HS'(T"/v) <
HR{T'/v). Par conséquent, M=, HS'(T'/v) € PO,

4. M = LT et N =L'T ou L < L'. On procede comme pour le cas (2), en
utilisant (3).

5. M = dz.L et N = dx.L/ ou L < L'. Directement par hypothese de récur-
rence (dans le cas (¢), on a k > 0).

Soit A un contexte applicatif. Par définition de l'ordre <, on vérifie M <
N = A[M] < A[N]. Si AN}, alors A[N] € O}, k > 0. Par (¢) et (i7), on
déduit A[M] € Oj, avec h > k i.e. A{M]{,. O



La propriété de simplification que nous avons énoncée pour A, n’est pas véri-
fice dans A¢, au moins dans toute sa généralité. La taille des paquets, plus préci-
sément le nombre d’éléments non-résolubles qui les composent n’est pas toujours
négligeable dans A¢.

Contre-exemple 3.6.13 Soit P = (Ay.Q)" et P' = (Ay.Q)", ot m < n > 1.
Done, P < P implique (Azx.xz®)P < (Azx.xz®)P'. Par le lemme 3.6.12, on a

(Azz.xz®)P'C,.(Azx.22)P

Cependant, ~((Azx.xz®)P'C,.(Azz.xz°)P). On définit A = [J(Qw.c"(w)), ou,
c(w) = (ew)...(cw) est une sorte de test de convergence d’arité i. Le contexte
— ———

i fois

A sépare les deux termes mentionnés auparavant; i.e.

(22%)(P'/z)(Aw.e* (v)) /)
re (Ao (w))z>(P'/z)(1/)
" (w){=> fw){P'[z)(1]x)
re (c(Ay.0))e"(w) (=% [w)((Ay. Q)" [z)(1]x)
re e (w) (2% fw)((Ay. )"/ 2)(1]x)

Al(Azx.xz)P]

Tz
v.

e B fw)(1/2)(1/2)
= Il,.

mais, puisque n—m > 1, Uévaluation de A[(Azx.xz>)P] est bloguée par le manque
de termes dans P; i.e.

AlAzz.2z®)P] D0 (w) (2> /w)(Ay. Q)™ /) (1]z)
Srre M) (2 fw) (1) 2)(1/x) D

Nous avons souligné dans l'introduction que les modeles que nous savons
construire pour A, ne sont pas completement adéquats. Ce résultat repose es-
sentiellement sur le contre-exemple 3.6.13, qui implique la non-définissabilité de
¢ dans A, (cf. [33].) Nous rediscuterons ce point dans le chapitre 5.

3.7 Approximants dans le calcul avec ressources

Le but de cette section est de définir une interprétation algébrique du calcul
avec ressources, basée sur la notion d’approximant d’un terme, tel que le préordre
engendré constitue une sémantique adéquate de \,. Nous montrons comment le
programme de Lévy [47] pour le lambda calcul faible peut étre adapté a A,. Au
départ, 1'idée était d’appliquer ce programme directement sur A,,, dont l'atout



principal serait d’avoir une évaluation déterministe. Nous verrons que la syntaxe
des termes dans A,, est trop contraignante.

En gros, un approximant de M € A, est un terme en forme normale par rap-
port & une notion de réduction forte, obtenu en éliminant les radicaux de chaque
sous-terme de M, soit par évaluation - en utilisant les regles (/3) et de saisie, soit
par remplacement des radicaux par L (appelée souvent L-réduction.) La premiere
étape consiste donc en la définition de la réduction forte, dont 1’évaluation —,
doit étre une sorte de stratégie faible. La différence avec le lambda calcul pur, ou
I'on peut prendre I’égalité =4, est que I’élimination stre des radicaux de la forme
(M P){(Q/]x) nécessite la distribution de la substitution (Q/x) aux sous-termes
M et P, une capacité que —, ne possede pas. La réduction forte, >4, sera donc
définie sur le calcul des paquets Ay.

Il semble que la relation >4 - quelque soit sa définition, échappe au cadre
des multiplicités. La raison est la suivante: supposons M = (z(Az.yz")2)(I'/y)
et essayons de déterminer, rapidement, ses approximants. Il est clair que L, z !
et aussi x(Az. L)% x(Az.L)! et x(Az.Iz')! sont des approximants de M. Pour
expliquer le dernier terme, on peut dire que M est meilleur que (z(Az.yz") (I' /y),
et que, intuitivement

(2(Az.y2 )N ) pa 2((Azy2 ) (T ) pa 2(Mey(T /y)2")! og z(A2 2!

Cependant, si C' = [[{(Av.vv'/z), aucun de ces approximants A ne vérifie C'[A]l},,
tandis que C[M]{},,. Le probleme est que la distribution de I’entrée de substitution
(I/y) a l'argument (Az.yz')? ne peut pas se faire correctement sans considérer
I’argument comme le paquet de ressources (Az.yz' | Az.yz'), de fagon a pouvoir
obtenir (Az.Iz! | Az. L) par réduction. Mais I’approximant B = x(Az.Iz" | Az. 1),
pour lequel on a C[BJ},,, n’est pas un terme du calcul avec multiplicités.

Définition 3.7.1 (Régles de réduction ;) La relation >4 C Ay x Ay est
définie par:

N e M[P/z] M M’ Mg M’
(A\e.M)PoyN  MPs,M'P Ae.MpAe. M
P gP' Mo M P=(M|P)
M P MP' P (M| P

La relation de réduction forte >4 sur le calcul avec paquets étend 1’évaluation
—4. 1l s’agit donc d’une relation non-déterministe. Le blocage est assimilé a la
divergence. La définition d’approximant pour A, s’appuie sur cette relation. En
fait, les réductions fortes de M € A,, seront les réductions fortes des éléments de

{{M]}.

Définition 3.7.2 (Approximants)



Lensemble L, des approzimants des termes du calcul avec ressources A\, est
le plus petit sous-ensemble de AqU{ L} qui contient Ay ...x,.L et )\:Z".:zjgl ... z‘fs
lorsque A = (Ar | ... | An) et A; € L,. I faut noter que les paquets des
approximants n’ont que des multiplicités finies.

Les approzimants directs de T € Ay sont les termes w(T) C L, définis par
récurrence comme suit :

w(\&.(AyM)PR) = {\#.1}
w\Ey P ... P) = {Diyo(P)...o(P)}

{L} st P=1
S(P) = UOH @) siP=(M|Q) et M'€Z(M) et Q' € 3(Q)
Uwo(M)™ si P=M> et meN

L’ensemble des approximants d’un terme M € A, est:

= U®(N) /3M" € M} M' 5, N}

Quel est le préordre < sur L,, engendré par ) < A? Nous devons préciser ce
qu’est le préordre sur les paquets d’approximants. La définition la plus restrictive
4 laquelle on peut penser est: A < Bsi A = (A1 ] ... |An), B=(B1]|...| Bn),
et A; < B; quelque soit ¢ € [1,m]. On observera que avec cette déﬁnition, on
vérifie

#(A] L) £x(A]B)

car on doit tenir compte des ressources {2 au méme titre que le reste. Pourtant,
(A | Q)C,2(A | B). Dans la définition que nous donnons ci-dessous, x(A | L) <
z(A| B).

Définition 3.7.3 (Ordre < sur L, )

Lordre < surles (paquets d’) approximants est la plus petite relation transitive
qui vérifie :

L < A pour tout A € L,
Az A < Az.B siA<B
xA1... A, < aBy...B, siA; < B; pour tout 1

—

ot A< B ssi Ay, ..., An # L 3By, ... By, B t.q.
A=Ay .. | An|L|...|L) & B=(B|...| Bn| B

et Vie[l,m] A; < B;



Nous verrons plus bas que < engendre un préordre sur A, qui est adéquat par
rapport a C,. Cependant, la définition de < est trop restrictive pour engendrer
un préordre completement adéquat. Par exemple, 'ordre < permet de compter
les composantes non-résolubles des paquets, ce qui est impossible dans le cadre
de la sémantique standard de A, (cf. lemme de simplification 3.6.12 et contre-
exemple 3.6.13.)

L’ensemble des approximants d’un terme de A, n’est pas dirigé par rapport
au préordre <, comme l'est A(M) dans le cadre du lambda calcul pur [47]. Par
exemple, si M = K @ F, alors {K, F'} C A(M) mais il n’existe pas A € A(M)
t.q. K < A et I < A. La cause est ici le non-déterminisme de la relation de
réduction 4. Un autre type d’exemple provient de la disponibilité limitée des
arguments. Par exemple, si M = (ayy)(K/y), alors A; = aK 1L et Ay = LK
sont deux approximants de M qui n’ont pas de borne supérieure dans A(M ).

Il est évident que le théoreme de continuité standard, C[M]{}, ssi A €
A(M) C[AJ},, n’est pas vérifié (th. 5.7 [47]): comme le calcul avec ressources
n’est pas confluent, il n’y a pas nécessairement un approximant qui peut étre pris
comme représentant d’un terme, dans un contexte ' donné. Néanmoins, pour re-
produire la convergence de C[M], on va utiliser un approximant de A(M) chaque
fois que le terme M (ou un terme obtenu a partir de M par renommages) apparait
en position de téte dans I’évaluation convergente. Puisque I’évaluation est finie,
le nombre d’approximants nécessaires est fini.

Pourtant, le préordre intensionnel <. défini par M<; N b= A(M) C A(N)
n’admet pas une caractérisation en fonction du préordre <. En effet, A(M) C
AN) = VA€ AM) 3B € A(N) A< B (on prend B = A), mais 'implication
inverse n’est pas vérifiée. Ceci est di au fait que A(M) n’est pas clos par le bas
par rapport au préordre <; en particulier, il existe M € A, t.q. L & A(M).
Par exemple, si M = I. La différence avec la définition de Lévy est que, dans le
lambda calcul pur, la propriété de Church-Rosser permet de conclure A(M) =
A(N) si M=gN. En particulier, IM=sM et L € A(IM) impliquent L € A(M)
pour tout M. Toutefois, il est possible construire un domaine algébrique pour
I'interprétation de A, sur la base du treillis des approximants £, et le préordre
<. Pour cela, il suffit de faire la complétion par cénes non-vides® de £,. On note
LA(M) le plus petit cone non-vide qui contient A(M ). On définit

M<e, N G JAM) € LAN)
et on démontre
M<;N & VAe A(M)3IBe A(N) A<LB
Le lemme d’approximation que nous allons prouver dit

VM e A, C[M)), & FAy,... A, € JAM) C[A & ... 5 A,

3. On entend par cone non-vide sur (£,, <), tout sous-ensemble X de £, t.q. L € X, et si
AeXet B< A alors Be X.



ou & désigne le choix interne dans le calcul de ressources; i.e. Ay ... 5 A, =

(A1 | ... ] An/z). Un corollaire de ce résultat est M<; N = MLC,N. La preuve
du lemme d’approximation nécessite quelques résultats que nous montrons main-
tenant.

Lemme 3.7.4 [. Ac®w(N) = AC,N

2. A< B = AC,B

Preuve.

d

1. 1 n’est pas difficile de voir que QC, N est vérifié pour tout N: c’est un

corollaire du théoreme 3.6.7 de caractérisation de la théorie 7,.. L’énoncé
découle donc du fait que C, est une precongruence et du lemme 3.5.13.

. La preuve de cette partie de I’énoncé est par récurrence sur la dérivation de

A< B.Si A=), alors AC,.B pour tout B comme nous |’avons souligné
dans la partie (1). Si A = Az . A" < Ae.B et A’ < B, par har. C[A'|C,C[B]

pour tout contexte C. En particulier pour C' = Az.[].

Supposons maintenant A = y%fl .. /fn < ygl .. ,B_;H avec %_1)2 < B: pour
tout ¢. On se restreint au cas n = 1, suffisant pour illustrer le raisonnement.
On note A et B les arguments de y et on suppose, sans perte de généralité,
que

A=(Ar|... | A |Q]...|Q) et B=(By|...|By|B)

ou A; < B; pour tout ¢ = 1,..., k. Par h.r., C[A;]C,.C[B;] quelque soit le
contexte C. Il existe des contextes (', ..., Criq t.q.

yff =4 [AI]ETCI [Bl] = () [AQ]ET - Erck—l[Bk—l] =

Ck[Ak]Eer-l—l[Bk] = y(Bl | PN | Bk | Q . | Q) ~ o y(Bl | . | Bk)ETyé

ou la derniere inégalité est conséquence du lemme 3.5.13 d’élargissement
des paquets.

Lemme 3.7.5 Soit L, M, M', N, N' € Ay et P,Q des paquets de A;. Alors,

1. MIP/21[Q/yl = U  M[z/2][Qo/y][P[Q1/y]/~],

Q=(QolQ1)
ot 2 € fU(M, Qovxvy)'

2. MegN & N' e N[Q/y] = IM' M'sqN' & M’ e M[Q/y]
3. M>gN & N' e LI(N | Q)/y] = 3IM' M's;N'" & € L[(M|Q)/y)



Preuve.

1. Par inspection de la définition de la substitution dans Ay. A titre d’exemple,

nous traitons le cas de M égal a une variable et celui de M égal a une
application. Soit L € M[P/x][Q/y] et H € M[P[Q/y]/x]. On montre
Le M[P[Q/y]/x] et He M[P/x][Q/y]. Si L ou H sont €, I"énoncé est
immeédiat.
e Supposons M = z. Dans les deux cas, * = y et © # y, on a L €
N[Q/y]l & P = (N | P'). Pour tout R € P'[1/y], on vérifie (L | R) €
P[Q/y]. Donc, L € M[P[Q/y]/x]. Quant a I'autre inclusion, observons
quiilexiste R=(H | R') et R € P[Q/y]. Cest-a-dire, il existe une division
de @, soit @ = (Qo | Q1), et une division de P, soit P = (N | P'), t.q.
H € N[Qo/y]. Par la définition de la substitution, H € N[Q/y]| aussi.
Donc H € M[P/x]][Q/y].

e Si M = MR, il existe L'’ et R t.q. L = L'R', L' € M'[Fy/x][Qo/y] et
R € R[Pi/x][Q1/y], avec P = (Fy | P1) et Q@ = (Qo | Q1). Par récurrence,
1 € M [Quy] 2] ot R € RIP[Qufy] /2], d'op

L'R' € (M'R)[Fo[Qo/y] | P [Q1/y]/x] S (M'R)[P[Q/y]/x]

Quant a H, il existe H et R t.q. H = H'R', H € M'[Sy/x| et R' €
R[S1/x],ou (5o | S1) € P[Q/y]. Par définition, P = (Fy | ) et Q = (Qo |
1) t.q. S; € P[Q;/y], ¢ = 0,1. Par récurrence, H' € M'[Py/x][Qo/y] et
R e R[P/x[[Q1/y]. Done, (H'R') € (M'R)[P/z][Q/y].

2. Par récurrence sur la taille de la dérivation de M4 M;. Seuls quelques cas
seront analysés; le reste peut étre traité de facon completement similaire.

e Si M = (Ax.My)P et N € My[P/xz], alors N' € My[P/x]Q/y. Par la
partie (1) de I’énoncé, N € My|z/x][Qo/y|[P[Q1/y]/z] ou @ = (Qo | Q1)-

Par la définition de la substitution,
3H,P'N' € HIP'/2] & H € Mo[=/al[Qufy] & P’ € P[Qu/y]

Alors, M' = (Az.H)P'>4N" et M' € M[Q/y].

o 5i M = MyP, My>gM) et N = M/P. Par hypothese, N = LR ou
L € M{[Qo/y] et R € P[Q1/y]. Par I'hypothese de récurrence, il existe
L' € My[Qo/y] t.q. L'>4L. D’autre part, L'R € M[Q/y] par la définition
de la substitution. On conclut L'R>q,LR = M.

o Si M = My(No | P), NosaNi et My = Mo(N, | P), alors N’ = L(H | P')
ou L € My[Qo/yl, H € Ni[Q1/y]| et P € P[Q2/y]. Par récurrence, il
existe H' € No[Q1/y] t.q. H'>qH. Alors L(H' | P') € M[Q/y] et L(H' |
PYsuL(H | P') = M.



3. On procede par récurrence sur L:

esi L =y, alors N = N,ou N' =Q,ouencore NN = H avec ) = (H | Q).
Le terme M’ recherché est soit M, soit §2, soit H, respectivement. Si I =
alors N' =z et M' = x.

esi L = (Ax.l'),alors N' = z.N"ou N" € L'[z/«][(N | Q)/y]. Par récur-
rence, il existe H € L'[z/z][(M | Q)/y]| t.q. H>4N". Donc A\z. H>gAz. N".
Par la définition de la substitution, il est clair que A\z.H € L[(M | @Q)/y].

esi L =(L'P),alors NN = N"P' ou (N |Q)=(Ro| R1), N € L'[Ro/y]
et P € P[Ry/y]. Si N est une composante du paquet Ry, on conclut par
I’hypothese de récurrence comme dans le cas précédent. Si N appartient a
Ry, par la définition de substitution sur les paquets, il existe H tel que P =
(H|P),Ri=(N|R |R'Yet PP=(H"|P"You H € H[(N | R")/y]. Par
récurrence, il existe H” € H[(M | R')/y| t.q. H">4H'. Le terme cherché
est donc M' = N"(H" | P").

d

Lemme 3.7.6 Pour tout M, N,V € Ay t.q. Mp>aN—43V | il existe W € Ay t.q.
le diagramme suivant commute :

=

>4 N

au
-~
au

=

g V

ou —4 est 'évaluation faible du calcul des paquets définie dans la figure 3.4.

Preuve. Par récurrence sur la taille de ’arbre de dérivation de M4 V.

- SiM = (Ax.L)Pet N € L[P/x], alors M—4N. De plus, N—;V implique
NDdV.

- Si M = LP, Lyl et N = L'P, alors L' = (Ae.H)P,...P, oun > 0.
On montre 1’énoncé par récurrence sur n. Si n = 0, alors V € H[P/z].
D’autre part, la réduction de L vers L' peut étre de deux types: supposons
L = Xe.H' et H'>qH; par le lemme 3.7.5(2), il existe W € H'[P/x] t.q.
WqV. Done, M = LP— W4V, Supposons maintenant L = (Ay.L")Q) et
L'e L"[Q/y]. Alors, M = LP—4L'P = (Aa.H)Pr4V.

Dans le casoun >0,V € H[P/x|P,... P,P. On a aussi
Lal'—gH[ Py /2] Ps... Py =V

donc, par hypothese de récurrence, il existe W' t.q. L—;W'>4V'. Le terme
W cherché est WP, car M = LP— ,W/'Pp,V'P = V.



-~ SiM =Xe.L, Lyl et N =Xz L/, alors V = N. Par conséquent, W = M.

- Si M = My(L | P), Lsgl' et N = My(L' | P), alors N—4V implique
My = (Ae.My)Py ... P,, avec n > 0. On procede par récurrence sur n. Si
n = 0, alors V€ M{[(L'| P)/x]. Par le lemme 3.7.5(3), il existe W €&
Mi[(L| P)/x] t.q.- W4V, Done M = (Ax.My)(L | P)—4¢W4V. Dans le

cas ou n > 0, on a, pour toute variable z neuve,

De plus, puisque My[z/x])Ps ... Po(L | P)>gMilz/x]Py ... P,(L' | P), par le
lemme 3.7.5(2) on a:

AW € My[z/x]|Ps... P,(L | P)[P1/z] WgV
On conclut W € My[Pi/x]|Ps... Po(L | P) et M—;Wp4V.
O

Lemme 3.7.7 (Stratégie normalisante de ;)
L évaluation —4 est une stratégie normalisante pour >4. Plus précisément :

VM e Ay MEJNS,V &V EVy = AW vy M3,WEV

Preuve. Par récurrence sur (I,1'), selon 'ordre lexicographique, ou [ est la lon-

gueur de la réduction ME4N et I la longueur de N3,V
- Sil=0, alors W =M.

~Sil > 0et !l =0, supposons MS;M'>4V = Ay.N'. Par hypothése de
récurrence, il existe W € v, qui vérifie MQTVngV.

— Sil>0et >0, alors
ME M'sgN—, N' 5.V

Par le lemme 3.7.6, il existe H tel que M'—,H>4N', ce qui implique
HgN'%, V. Par hypothese de récurrence (sur la longueur de I’évaluation),

AW ev, HS W'EV

Alors MgdHinW’, d’ou, par hypothese de récurrence (sur la longueur de
la véduction), IW € vy M5, WEW'E,V.

d

Proposition 3.7.8 1. Mng = NC,M



2. VM Y conteate applicatif A (A[M] ™ = 3L € {M]} 3 < m A[L] |}})

3. VM e A VL (Le{M]} = LC.M)
Preuve.

1. Observons d’abord que la réduction est décroissante par rapport au préordre
Ed, l.e.
ME,N = NC M

Soit A un Ag-contexte applicatif tel que A[N]{}4V. On a A[M]>qA[N]-24V,
car M>4N. Par le lemme 3.7.7, il existe W € v, t.q. A[M]{,W.

Rappelons enfin que nous avons montré NCyM = NLC, M dans la preuve
du lemme des contextes pour Ay 3.5.7.

2. Soit A t.q. A[M] 7 V. Par le théoreme 3.3.8,
YW e {[V]} AN € {A[M]} N-3,W

Par construction de {{A[M]]}, il existe L € {M]} qui vérifie N € {{A[L]]}.

Alors, en utilisant le théoreme 3.3.16,
W' e A, A[L)S W & W e {W]

Comme W est une abstraction, W' est aussi une abstraction, éventuellement
suivie des quelques entrées de substitution, ce qui implique A[L]{},.

3. La preuve de cette partie de 1’énoncé suit le schéma de celle de la partie

2; il suffit d’échanger M et L. Remarquons que le raisonnement est correct

parce que, quelque soit L € {M]}, N € {{A[L]]} implique N € {{A[M]]}.
a

Définition 3.7.9 Un contexte C est linéaire en [|; si cette constante n’apparait
qu’une fois dans C.

Lemme 3.7.10 (Lemme d’approximation)
Pour tout \.-contexte C' et tout M € A, t.q. C[M] € A%, on vérifie

CIMU, & FA,,... A, € LAM) ClA & ... & AL,

De plus, si C' est linéaire en [], alors on peut prendre n = 1.



Preuve. Tout au long de la preuve, on notera A les termes de la forme A; &... &
Ap; la notation A € [ A(M) indique A; € [ A(M) pour tout i.

On montre la partie < : soit C[A1&...B A,],, avec A; € | A(M). Rappelons
que pour chaque A; il existe B; € A(M) tel que A; < B;. Par ailleurs, pour tout
i, il existe M;, N; t.q. B; € W(N;), M; € {M]} et M.5,N;. Par le lemme 3.7.4(1)
et (2), on a A,C,B,C,.N; quelque soit ¢ = 1,...,n. Par la proposition 3.7.8(1),
N,E,. M; est vérifié; par la proposition 3.7.8(3) on a M,C, M. Par conséquent,
A;E.M pour tout ¢ = 1,...,n. Puisque C, est une precongruence, C[M & ... &
M]{,. Donc C[M],, car M ~. M & ...5 M.

La partie = est corollaire de 1’énoncé plus général suivant: soit C' un A,-
contexte a plusieurs trous et My,..., M, € A, tels que C[My,...,M,] € Al.
Alors,

CiMy,.... My, = Vee[l,p] a; € JAM) Claq, ..., A1,

De plus, pour tout ¢ tel que C' est linéaire en [|., on peut prendre 4; = A; €
LA(M;). La notation C'[M] est une abréviation de C'[My, ..., M,]. Avec an abus
de terminologie, on note A € lA(M) lorsque A; € | A(M;) pour chaque i. La
forme générale d’'un \,-contexte C' est CoCy ..., ou Cy est soit une constante
[];, soit une variable z, soit un contexte Az.D, et C;, j > 0, est ou bien un
paquet de contextes (D} | ... | D7*¢) ou bien une substitution explicite faite de
contextes (D" | ... | D7 /x).

Soit C[My, ..., M,[}.. Supposons, sans perte de généralité, que C' est linéaire
dans [|, pour ¢ = k,...,pavec 0 < k <p+1 (le cas k = p+ 1 correspond a C
non-linéaire en aucune constante [|..) On procede par récurrence sur [.

I = 0. Ici, C[M] se réduit vers une abstraction par application de la régle (v);
c’est-a-dire, (', ..., C, sont des contextes de substitution. On a, soit Cy = Az.D,
soit Cy = [|,. Dans le premier cas, C[JN_]UT (i.e. on peut prendre I’élément minimal
de | A(M;) pour tout ¢). Dans le deuxieme cas, M; doit étre une abstraction
Ax.Mj; alors, on prend A; = Ax.L € A(My) et A; = L pour tout 7 # 1. On

conclut A;Cy ... Cp[L] 2 e (LCy ... Co[L]) U

[> 0. On montre ’énoncé par cas sur Cj.

1. Co = Ax.D. Soit C; le premier contexte de paquets dans C...C,. L'éva-
luation convergente de C[M] commence par:

C[M] 5, (D[M][z/2]Cy ... Cio1(Ci)2)Cigq ... CL) MUY avec ' < 1

ou z une variable neuve. On définit D’ comme D avec les constantes [].

Iz
pour ¢ =1,...,k — 1, remplacées par Hp-l-i’ et

Cl == D/[Z/J?]Cl ce CZ'_1<CZ'/Z>CZ'+1 ce Cn



Remarquons que le contexte €' est non-linéaire en les constantes [; rempla-
cées. Quelque soit la suite N de longueur p qui vérifie fo(N) C fo(M), on
a

(¥) C[N]5,C'IN, N'[=/2]J)) !
ou Z\NfN’ = Ni,..., Ng_1. Par hypothese de récurrence, C'[A, B, ou A €
JA(M) et B € |A(M'[z/z]).
Il est facile de voir qu’il existe A’ € | A(M') t.q. B = A'[z/z]. On définit A"
comme suit :

A = Ai@A; sie=1,...k—1
! A; sie="k,...,p

Alors, par (%), on a
CIA") 5, C'[A" [z /2], ..., A% [z/)x]]
Par le lemme 3.5.13 d’élargissement des paquets,
C'IA,BIC, C'[A", Y[z /2], ..., AL [2/]]
Donc C'[A", AV[z/x],. .., &} _[z/z]], ce qui implique C[A"]{}...
2. Co=[];- Il y a trois cas a analyser, qui dépendent de la forme de M;.

(a) M; = Az.M'. Soit C; le premier paquet de la suite (', ..., ), et z une
variable neuve. I.’évaluation de C'[M] est alors

CIM]) S, M'[z/2]Cy ... Cioy(C;)2)Cigr ... CL[M] U on I < 1
On examine deux cas: si C' n’est pas linéaire en [], (i.e. ¢ < k), alors
on définit
C/: H 010]_1<C]/Z>C]+1Cn

qui est donc linéaire en [],,....[] ,[lp + 1. Pour tout N, de longueur
p, qui vérifie fv(N) C fv(M) et N; = x.N', on a

(ex) C[N]5C'[N, N'[=/ 2]} U5
Par I’hypothese de récurrence, C'[A, B]{}, o A € lA(M) et B €
VA(M'[z/x]). 1l existe B" € |A(M') qui vérifie B = B’[z/x]. Donc,
Az.B' e |A(M).
On définit A’ tel que

e SijAi

J A ® Ax. B sig=1

p+1

Alors,

CIA] 5O, B'lz /]
De plus, C’[A, B]C,C'[A, B] car on peut toujours élargir les paquets
et préserver la convergence®. On en déduit C[A'])l}, car C'[A, B]l.. On

4. Le caractére “may testing” de la sémantique est ici essentiel.



observera que le fait que C' ne soit pas linéaire en []; oblige a construire
un approximant A: pour M; & 'aide du choix non-déterministe.
pPp i P

Dans le cas ou C est linéaire en [|,, on définit
Cl == []201 ce C]_1<C]/Z>C]+1 ce Cn

On a alors C[N]5,C’[Ny,...,N'[z/z],...,N,JII¥. Par hypothese de
récurrence, C'[Aq, ..., B[z/x],..., A,]{},. On conclut

Clar, ..., e By Ay,

M; = zRy... R, et R ne lie pas Poccurrence de téte de z. Puisque
certains des R; sont possiblement des entrées de substitution, on ne
peut pas, comme dans le cas du lambda calcul pur, construire les
approximants M; par un raisonnement sur chacun des R;.

Soit ' = []p_HCl...Cn. Il est clair que C[M,MZ] = C[M] Par la
proposition 3.7.8,

IM! e (M)} CIM, MY onl' <1

La forme générale de M; est 2Py ... Py ou Piyy = (Ngjy1 | ... | N

N 5J+1)
avec 1 = 59 < $1... < 8¢ On note N la séquence Ny ,... N,

NG,
5197 st
Notre point de départ est donc 1’évaluation convergente de C[M, M!].

Soit C; le premier contexte de substitution de la forme ((D | D")/x)
dans C'7...C,, et soit z une variable neuve. On se restreint au cas ou
il n’y a pas d’a-conversion a faire. I.’évaluation convergente est donc

C[M, M5, DPCy...Cim(D']2)Cipr ... CL[MIY o 1" < 1

OH définit Cl == DD1 ce Dtcl ce C]‘_1<D//Z>C]‘+1 ce Cn ol

D]‘l‘l = (I:I,sj-|—p-|—1 | ttt | []5]+1+p) ] = 07‘ c 7t _1

En résumant, C[M, M!/]=,C'[M, N]§!". Remarquons que le contexte
(" est linéaire en H]‘v J=k+1,...,s8+p. Par hypothese de récurrence,
C'lA, By, ..., B, avec A € lA(M’) et B; € LA(N;). Soit

Bt = (By 1| ... | Boyyy)

Le terme x B ... B! est un approximant de M/; par la définition d’ap-
proximant,  B*... B' € | A(M;) puisque M! € {{M;]}. Donc

s

ClA, 2B ... B1%5,C'[A, By, ..., By,



ce qui implique C[A, «B'.. .gt]UT. On définit A’ par

,_{Aj sij#1

A, = — —

j (4, ®xB'...BY) sij=i
Onald e lA(M) et C[A]l), car
ClA,zB' ... B|C,C'[A1, ..., (As@aB" ... BY),... A, aB" ... B1C,C[A]

(c) Si M; n’est pas en forme normale, la premiere étape de I’évaluation
convergente de C'[M] correspond & une évaluation de M;, soit M; =5, N,
avec N en forme normale (comme dans les cas (a) et (b) précédents).

On a
CM]=M;Cy...C, 5, NC,...C, ) oul <1

Par conséquent, si " =[] ,,C1...C,, par 'hypothese de récurrence

il existe A’ € JA(M) et B € [ A(N) tel que C'[A’, B]|},. Donc
ClaL, .. (A O B), ..., A,

3. Cy = x. Lénoncé est vérifié comme cas particulier de (b).

Un corollaire du lemme d’approximation 3.7.10 est que l'interprétation de A,
sur le domaine algébrique des cones non-vides de L, est adéquate par rapport a la
sémantique observationnelle standard C,. C’est-a-dire, <, est une precongruence
(cf. th. 5.8 [47] dont la preuve repose sur la complétude des réductions “inside-
out” de Welch, démontré a ’aide d’un calcul étiqueté.)

Théoreme 3.7.11 Adéquation de la sémantique algébrique
YM,Ne A, M<; N = MLC,N

Preuve. Soit M, N € A, et ' un A,-contexte qui ferme M et N. Supposons
M<; N et C[M]{,. Par le lemme d’approximation 3.7.10, il existe Aq,..., A,
dans [A(M) tel que C[(A1 & ... A,)[},. Par définition du préordre <. , A; €
LA(N) pour tout ¢ = 1,...,n. On conclut C[N]{}, par le lemme d’approximation.
(I

Le préordre <. est trop restrictif pour étre completement adéquat par rap-
port a C,, c’est-a-dire
MC,N # M<gN

Trois types d’exemples montrent I'incomplétude :

— le premier fait intervenir la n-expasion (signalé par Lévy [47], voir aussi
[18]): on a
Ay ey ™



mais © € A(x) tandis que « € A(Ay.xy*>), donc
x L, Ay.axy™

— le deuxieme probleme posé par la définition de <, est que le domaine n’a
pas d’élément maximal : soit = = (Afa.ff)(Afx.ff)>; alors

IC,=

mais Az.x € A(Z), donc
I L =

— un troisieme type repose sur le fait que <, est sensible au nombre de
ressources d’un paquet, ce qui n’est pas toujours le cas pour C,, comme
nous l'avons démontré dans la section 3.6: on a

r(Ay. Q| Ay Q)T x(Ay.Q)
par la propriété de simplification, mais

z(Ay.Q | My.Q) Lz, x(Ay.Q)

3.8 Comparaison des calculs

3.8.1 Pouvoir discriminant

Afin de donner un apercu plus complet de la sémantique observationnelle du
calcul \,, nous énoncons ici quelques résultats sur le pouvoir de discrimination
des multiplicités et des ressources sur les A termes et les connections que I’on peut
établir avec les extensions standards du A calcul faible, étudiées dans le chapitre
2, et avec le calcul 7. Ces résultats, obtenus par Boudol et Laneve [18, 19, 20],
reposent sur la caractérisation intensionnelle des préordres C,, et C?  sur A et
font appel a des résultats précédents de Ong [59] sur le A calcul et de Sangiorgi
[72, 73] sur le codage de A dans 7.

Remarquons d’abord que le A-calcul est un sous-calcul de A,,. Plus précisé-
ment, le sous-calcul de A, qui n’a que la multiplicité infinie oo dans ses argu-
ments correspond exactement au A-calcul. La plupart des énoncés concernent les
A-termes purs que nous noterons ici £, F, ... sans faire référence explicite au co-
dage. Nous gardons la notation M, N pour des termes dans A,, ou A,. Le codage
[—1:A— Ay, étudié dans [17], est le suivant:

[l=2 DeBl=\elE] [EF)] =[BT
Les premiers résultats a signaler sont :

E<;F = FC,F = EC,\F



De plus, ces deux implications sont irréversibles. En ce qui concerne la seconde,
le fait que les contextes avec multiplicités discriminent plus que les contextes
usuels n’est pas surprenant. L’exemple typique montre que le contexte ' =
[(I'/x) distingue les termes z(\y.zy) et xx, inséparables par des A\-contextes
(cf. exemple 1.2.1 de 'introduction.) Pour ce qui est de la premiere implication,
la raison de l'irréversibilité est double. D’une part les termes dans O,, ne sont
pas des éléments maximaux du préordre <,. D’autre part, ce préordre ne valide
pas la n-expansion; i.e. =(z<;Ay.zy). Le préordre <7 de Ong [59]° incorpore ces
deux ingrédients:

Définition 3.8.1 (Définition 5.1 [18])
Le préordre E<]F sur les A-termes est :

E<'F Y Yeenw E<'F
ou <] est défini par:
1. E<JF pour tout F et F;
2. E<] | F ssi
(a) F' € POy ou
(b) E € PO, et F=glay... 2. F'" avec m >n, ou

(¢c) E=glay...xp.aby. . Es et F=glay...xny1 ...y FY1.. Y,
avec B et F t.q. B;<]F; et y; <LY; et y; & fv(:z;E)

Le sémantique observationnelle standard C,, sur les A-termes est équivalente au
préordre intentionnel <. et strictement plus discriminante que Ep et Ce

FC,.F & E<LF = ECpF = FEC.F = EL\F

L’équivalence entre C,, et <} est prouvée dans [18]. La implication qui suit
est montrée dans [59]. Une preuve indépendante de KT, F = EEPF a été
proposée dans des versions préliminaires de [18]. Il est clair que 'implication
FC,.F = FEC,F permet de transposer ces résultats au calcul avec ressources.
Nous montrons que les ressources ne discriminent pas plus que les multiplicités
lorsqu’il s’agit de A-termes, i.e.

EC,F = EC,F

Cette implication est corollaire de F<.F = FELC,.F. Notre preuve, sémantique,
est reportée au chapitre 5, ou I’on introduit quelques outils techniques nécessaires.

5. Ce préordre caractérise la structure locale du modéle de Plotkin-Scott-Engeler du A-calcul.



Nous développons ensuite les deux exemples 1.2.2 et 1.2.3 de 'introduction,
qui illustrent le pouvoir des multiplicités finies, par rapport a ¢ et a p. Rappelons
que les termes M et N des exemples ne peuvent pas étre séparés par des A-
contextes. Dans un souci de clarté, on néglige les substitutions explicites sur des
variables qui n’apparaissent pas libres (les substitutions (P/x) qui ne lient aucune
occurrence de la variable z.)

Exemple 1.2.2. Supposons B = x(Ay.Q) et
M = dx.aB(Ay.Q) et N =dx.x(Az.Bz)(Ay.Q)

Le contexte A = []c sépare M et N:
A[N]—=c(Az.c(Ay.Q)Q2)(Ay.Q)—=I(Ay.Q)—= A y.Q converge

AM]—=c(c(Ay. Q) (Ay.Q)—=c(IQ)(Ay.Q)—cQ(Ay.Q) diverge

Le \,-contexte C' = [JU, ou U = Avw.v, sépare aussi M et N :

CIN] —, z(Az.B2)(Ay.Q)(U/z) —,
(Avw.v)(Az.B2)(A\y.Q)(1/z) =5,
v(dz.Bz/v)(1/x) —,
(Az.Bz){(1/x) —, Az.(Bz){(1/x),
CIM] —, «BMy.Q)(U/z) —,
(Avw.v)B(Ay.Q)(1/z) =,
v(B/v)(1/x) —,
O 0)0(1/2) 4,
ou le dernier terme diverge car il n’y a pas de ressource disponible pour z
(Pargument U n’a que multiplicité 1). Comme nous avons souligné dans 'intro-
duction, les termes M et N ne sont pas exactement des termes du lambda calcul

faible; il faudrait ajouter la multiplicité infinie co & chaque sous-terme en position
d’argument, ce qui ne change en rien I'exemple.

Exemple 1.2.3. Supposons B = z{)) et
M = dx.aB(xBQ) et N = x.axB(x(Az.Bz)Q2)

Ces termes ne sont pas séparables dans A. [18].

I1 est clair que le contexte A = [|p sépare M et N:



AN]=p( p2 ) p(Ay.(pQ)y)

diverge converge
converge
converge

A[M]— p( pﬁﬂ )(p( PO Q)

——
diverge  diverge
diverge

diverge

Le contexte C' = [|(P | P)FK, ou P = Axjasxs.asriae, K = Avjag.xq et
F = dxqyx9.29, distingue aussi M et N.

C[N] =, zar1x2(B/e){(x(Ay. By)Q/xq)(Pla) (F/as) K —,

Fayxy(B/x) (x(My. By)Q/z)(Pla) K 5,
zo(r(Ay. By)Q/ag)(Pla)K —,
(M. By)QUP/x)K —, P(\y.By)Q(1/z)K 5,
Kayzog(Ay.By/x1)(Q)x2)(1/x) SN
Ay.(By(1/x)) ),

CIM] =5, xsri29(Bla (2B 2o )(P/a)(F/as) K —,
Fayxy(B/e) (xBQ 2 ) (Pla)K 5, ...
PBQ1/2)K 5,
Kayxq(B/a1) () xe)(1/2) SN B(1/z) = 2(Ay.Q)Q(1/x) 1),

Puisque E=;F & E<}F & F<LE, le résultat de Sangiorgi [72] sur le codage

du A-calcul dans # permet de conclure

E~y s E=F& b~ 'S E~ F

ou ~, est ’équivalence par bisimulation. Par ailleurs, le préordre <, est prouvé
[19] équivalent & la sémantique C’,, non-standard ot divergence et blocage sont
distingués :

E<;FeFEC' F& ECF

Au contraire de C,,, le préordre T, ne valide pas la n-expansion et les termes
de degré de fonctionnalité infini ne sont pas des éléments maximaux. D’une part
le contexte [|(I°/x) sépare les termes x et Ay.xy (comme le calcul Ay, cf. section

2.4). En effet,
§ € obs(z(I°/z)) mais & ¢ obs((Ay.ay)(I°/x))
D’autre part, I ££°,Z = (Afx.f ) Afa.ff®)> car

65,6 mais Z65,(A\0.2)65,Z 1),



Finalement, en utilisant des résultats de [73] et un codage adéquat de A,, dans
7, Boudol et Laneve [20] montrent

FC FeBEC, F

ou L est la sémantique contextuelle du w-calcul, en répondant ainsi a la question
soulevée par Milner dans le papier fondateur [54]. Le codage de A, dans 7 utilisé
a été concu pour permettre au m-calcul de déterminer si un terme est convergent,
ou s’il est bloqué.

3.8.2 Expressivité

Les énoncés de la section 3.8.1 illustrent le pouvoir de séparation des multi-
plicités (donc ressources) face aux A-termes. lls sont d’autant plus remarquables
que A, ne contient ni le test de convergence ni les fonctions paralleles. Plus pré-
cisément, les combinateurs ¢ et p ne sont définissables ni dans le calcul avec
multiplicités ni dans le calcul avec ressources®. En ce qui concerne le test de
convergence, ce résultat est conséquence immédiate du contre-exemple 3.6.137 et
du résultat de Felleisen [33]. Une preuve syntaxique directe pour le calcul A, a
été donnée dans [18]. Pour A, voici une preuve syntaxique:

Lemme 3.8.2

TMU,I si M,

e AL VM € A, { T M1, sinon

Preuve. Supposons qu’un tel T existe. Alors T'(Az.Q){.I et TQ1},. Or on prouve
facilement

VT € A2 T(Ae. Q)1 = TQl,

On montre d’abord T'(\z.Q/2)5,1 = T(Q/2)|,. Par récurrence sur la lon-
gueur de ’évaluation de T'(Ax.Q/z), a (v)-réductions pres: le cas de base est
trivial; lorsque T'(Az.Q/z)—,T"(Ax.0/2) 5,1, 'énoncé est vérifié par hypothese
de récurrence; si T' = zR alors

T 2) Qz—, Az Q)R(1/2) 5,1

Il est clair que cette évaluation n’est pas réalisable mémesi | 2| = 0. La conclusion
est donc vérifiée.

Revenons a notre preuve: soit 7'(Ax.Q){}, I, alors il existe M t.q. T, (Az. M)
et M(Ax.Q/z)||,I. On a T(Q2/2)}, puisque M(Q/z){,. O

6. De plus, ’exemple 1.2.2 semble indiquer que le test de convergence ¢ n’est pas définissable
dans A,, méme si on ne cherche a simuler son effet que sur les A-termes: la multiplicité de
I’argument U = Avw.v dépend du nombre d’occurrences libres de la variables z.

7.11 faut souligner que l'origine du contre-exemple 3.6.13 n’est pas la question de la défi-
nissabilité de ¢ mais le probléeme de adéquation compléte du modéle de cones, traité dans les
chapitres 4 et 5.



Comme corollaire, le combinateur de test de convergence parallele p n’est pas
définissable dans A, (donc dans A,,). Cependant, le choix non-déterministe est
définissable dans A, (cf. section 3.1): M & N = «(M | N/x). D’apres le lemme
3.5.13, ce terme est le “join” de M et N. En effet, M NC, L ssi MC,. L et NC, L.

Le calcul A,,, déterministe, ne contient pas les fonctions paralleles. On montre
ici que ce fait est indépendant du mécanisme d’évaluation utilisé. Méme en consi-
dérant des stratégies d’évaluation plus libérales (non-déterministes), on ne peut
simuler le parallélisme dans le langage des multiplicités.

On note A4 le calcul par distribution ou 1’on restreint Ay a des termes avec
multiplicités (An.q).

Définition 3.8.3 Soit M, N € A° ,. Le terme M & N est définissable dans A,.q
ssi A0 € A, O3,M & O-34N. Le choix non-déterministe @ est définissable

dans A\,.q ssi
AD € AY VM, N € A4 DMN=3,M & DMN-=,;N

Lemme 3.8.4 L’opérateur non-déterministe & est définissable dans A4 si et
seulement st K @ F est définissable.

Preuve. L'implication = est évidente. Rappelons que K = Azy.z et F' = Azy.y.
Supposons K & F définissable, i.e. 30 € A® , O-3,K & O-3,F. Donc

YM,Nc A, OMN-3,M & OMN-2,;N
C’est-a-dire, @ est définissable dans A,,4. O
Prouver la non-définissabilité de 'opérateur & revient donc a prouver la non-

définissabilité de K & F. Autrement dit, qu’il n’existe pas de terme O dans A? ,
dont 'arbre de dérivation est de la forme suivante:

0

|s



Lemme 3.8.5 Soit Lo, L1 € A,,, Mo, My € Ay. Si Lo=o11 & M; € {{L;]}, ¢ =

0,1, alors
Preuve. Par récurrence sur n > 0.

— Sin =0, par hypothese My—3,F = yN. Donc, Lo—,yR ot |N| = | R| par
application du lemme 3.3.13. Supposons ¢ > 0. C'est-a-dire, F' = A\z.F" et
My ghz.M" ot M’ Of_ /POI_| F'. Par le lemme 3.3.14, il y a une évalua-
tion —,, du terme M; qui termine sur une abstraction, soit Av.H. Comme
My et My sont a-convertibles, My, \v.H. La contradiction provient du
fait que —,, est déterministe, i.e. il faudrait vérifier yP=,Av.H, ce qui est
impossible. Donc ¢ = 0 et ' = y’N’. On arrive a L1—,,y'R o | N'| = | R'|
par le lemme 3.3.13. Donc, Lo=,L; implique yR=,y'R’, dott y = y' et
|R| = |R'|. Cest-a-dire, E < F.

— Dans le cas n = k+1, le raisonnement est completement similaire; on utilise
le lemme 3.3.14, le déterminisme de —,, plus I’hypothese de récurrence.

|
Corollaire 3.8.6 K @ F' n’est pas définissable dans 4.

Preuve. Soit H € A,° t.q. H3,4K et H54F. Alors HO, /PO K et HO,/POLE.
Par le lemme 3.8.5, K et I’ ont la méme variable de téte. Ce qui est contredit
leur définition. O

Le probleme de savoir si le choix non-déterministe sur A, permet de séparer
plus de termes que A, reste ouvert. Plus généralement, on voudrait déterminer
la relation entre A, et A, (ou les versions respectives avec test de convergence),
sur A,,.
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Chapitre 4

Deux équations aux domaines

Nous nous proposons de déterminer le type d’équation aux domaines a la
Scott [74, 75] permettant de définir des modeles a environnements du calcul de
ressources, dans le cadre de la sémantique observationnelle standard. Pour com-
mencer, rappelons que la théorie faible du A-calcul est caractérisée par ’équation
aux domaines D = (D — D), ou I’élévation permet de distinguer les éléments a
contenu fonctionnel significatif - abstractions dans le langage des termes, possible-
ment non-résolubles - des éléments divergents dont I'interprétation est 1’élément
1 ajouté. Cette distinction garde tout son sens dans le calcul de ressources; les
termes bloqués sont assimilés aux termes divergents. Cependant, DD ne remplit
pas le role de domaine des arguments parce qu’il est essentiel de rendre compte de
la multiplicité des composantes des paquets. En gros, il faut pouvoir distinguer
la dénotation de M (comme argument) de celle de (M | M). L’interprétation de
la composition parallele par le “join” dans le domaine, comme dans [17, 29] par
exemple, détruirait cette différence, car le “join” est idempotent. La construction
de I’équation aux domaines pour le calcul A, requiert donc

1. Un domaine D ou interpréter les termes clos.

2. Un domaine M (D) ou interpréter les arguments, des multi-ensembles de
termes.

A condition que 'on sache construire M(D) en partant de D, le modele
canonique ou interpréter les termes clos du calcul avec ressources sera la plus
petite solution de I’équation

D= (M(D)— D),

Nous construisons dans ce chapitre deux équations de cette forme, qui se
distinguent par le choix du domaine M(D):

(&) D=(M(D)—= D). i=1,2



Ces équations donnent lieu a deux fonctions d’interprétation des termes diffé-
rentes. Remarquons que les environnements a considérer sont des fonctions a do-
maine fini dans Env = [Var — M(D)]. La notation utilisée pour I'interprétation
ne change pas d’'un domaine a ’autre, elle est

V[-]-: A, x Env — D

Dans quelle catégorie faut-il chercher les solutions a I’équation aux domaines?
Quelles propriétés doit vérifier M(D)? Quelles équations sémantiques doivent
satisfaire les modeles du lambda calcul avec ressources? Il faut préciser d’abord
que nous entendons construire des structures applicatives, qui vérifient I’équation
V[Az.M],-d = V[M] jz:=q), et suffisamment riches pour constituer des modeles
de A, (cf. [41, 8, 5] pour le cas du lambda calcul pur). Voici une esquisse de
réponse aux questions soulevées. Partons de l'observation que notre définition
d’environnement ne permet pas de valider I’équation usuelle en sémantique déno-
tationnelle, V[z], = p(x), puisque les dénotations pour les variables sont prises
dans M(D) et non pas dans D. Aussi la premiere condition pour M(D), in-
dépendamment de I’équation, est I'existence d’une fonction de transformation j
pour définir la dénotation des variables dans un environnement, i.e.

j:M(D)—D et V[z], = j(p(z))

Pour simplifier ’analyse de "application, on suppose que ’on est en mesure
de définir une fonction d’interprétation W[P], des paquets P dans M(D). Cette
hypothese ne se rapporte en fait qu’a &, , mais les intuitions sont les mémes pour
&r. La loi usuelle concernant I'application, V[M P], = V[M],-W[P],, entraine
une duplication indésirable des ressources associées aux variables libres du terme
par ’environnement p. La manipulation de ’environnement doit en fait décrire le
processus de substitution dans le calcul, qui correspond, dans notre cas, a la sub-
stitution non-déterministe du calcul A;. Par analogie avec ce calcul, V[M P], doit
étre fonction de I’ensemble de dénotations V[M],,-W[P],, ot po,p1 constituent
un partage de p. Malgré le non-déterminisme inhérent a ., le caractere “may
testing” de la sémantique observationnelle nous oblige a prendre la meilleure de
ces dénotations approximées, c’est-a-dire, la borne supérieure de ’ensemble des
dénotations approximées. Nous avons souligné dans le chapitre 3 que I"ensemble
des approximants d’un terme de A, n’est pas dirigé donc la deuxieme condition
sur les équations aux domaines est que D soit un treillis complet; i.e. avec des
bornes arbitraires. Ainsi, dans le cadre de I’équation &, on aura:

V[[MP]]/) = I_I V[[M]]po'w[[P]]m

L’interprétation des termes accompagnés d’une substitution explicite, toujours
dans le cadre de &, peut étre déduite suivant un raisonnement similaire; on



aura:
VIM(PIL = U VIV, i,

La facon de définir le partage des environnements dépend de la structure du
domaine M(D).

Pour I’équation &, on construit un domaine My(D) ou interpréter les pa-
quets, c’est-a-dire, la composition parallele. Ce domaine est équipé d’un produit
e de multi-ensembles, commutatif, associatif et avec élément neutre. L’équation
sémantique pour la composition parallele est :

W[[(P | Q)]]p = I_I W[[P]]PO.W[[Q]]/H

P0,P1

Donc, My(D) doit étre un treillis complet. La derniere condition qu’il doit vérifier
est I'existence d’une fonction ¢ pour définir les paquets unitaires :

1: D — MQ(D) et W[[M]]p = Z(V[[M]]P)

Les deux équations qui nous intéressent ont des solutions du type des modeles
de filtres a la Coppo (cf. [22, 23, 24, 9] pour la théorie dans le cadre du lambda
calcul standard et [3, 14, 15, 29] pour des calculs faibles).

Dans la section 4.1 on définit les notions de base de la théorie des domaines,
utilisées dans la construction des équations.

La section 4.2 est consacrée a la définition de la premiere équation et a la
présentation de sa solution canonique. Le domaine M;(D) que I'on construit peut
étre vu comme la contrepartie du domaine des parties de Hoare pour les multi-
ensembles. Cette construction ne permet pas d’interpréter les paquets, car ellen’a
pas de bornes supérieures arbitraires. On interprete néanmoins les approximants
finis des paquets (i.e. avec un nombre fini de composantes). On montre ensuite
que la solution canonique de 1’équation & a une présentation logique comme
domaine de cones sur une théorie de types avec produit (sans intersection).

Dans la section 4.3, on présente la construction M, qui sert a définir la
deuxieme équation. Nous prouvons que My, comme opération sur les treillis com-
plets (p-algébriques) est universelle. On montre ensuite que la solution canonique
de & a une présentation logique comme domaine de filtres sur une théorie de
types avec intersection et produit.

4.1 Préliminaires

Nous rappelons quelques définitions de la théorie des domaines (cf. [67, 27] et
aussi [58]).

Un ensemble ordonné! est une paire (D,C) ot C est un ordre partiel sur
I’ensemble D, i.e. une relation reflexive, transitive et anti-symétrique.

1. poset



Un sous-ensemble non-vide X d’un ensemble ordonné (D, C) est dirigé si et
seulement si pour tout d,e € X il existe € X tel que d C x et e C . Un ordre
partiel complet (opc) est un ensemble ordonné (D, C) avec élément minimum L
ou tout sous-ensemble dirigé X de D a une borne supérieure | |X. Un élément
d d'un opc (D,C) est compact si et seulement si, pour tout X sous-ensemble
dirigé de D, d C || X implique d C x pour # € X. Par exemple, L est compact.
Nous désignons par K(D) ’ensemble des éléments compacts de D. Un opc D est
algébrique si et seulement si, pour tout x, 'ensemble {d € D /d € K(D) & d C x}
est dirigé et = est sa borne supérieure. Un opc D est w-algébrique s’il est algébrique
et K(D) est un ensemble dénombrable.

Un cone inférieur sur (D, ) est un sous-ensemble X de D fermé vers le bas,
c’est-a-dire, vérifiant

reX&yler = yelX

La complétion par cones inférieurs de (D,C) est 'ensemble des cones de D or-
donnés par inclusion. Un ¢déal est un cone inférieur dirigé. Etant donné (D,C),
on note Idéal(D,C) sa complétion par idéaux (I’ensemble des idéaux de (D,C)
ordonnés par inclusion), un opc w-algébrique. De plus, tout opc algébrique (D, C)
est isomorphe a Idéal(K(D),C).

Un treillis complet est un ensemble ordonné (D,C) dans lequel tout sous-
ensemble X a une borne supérieure | | X. Un treillis complet a un élément mini-
mum et un élément maximum, a savoir L = || et T = || D. Dans ce cadre, un
élément ¢ est compact ssi pour tout X C D, ¢cC [|X = ¢cC [JY ou Y est un
sous-ensemble fini de X. Un élément p d’un treillis est premier si et seulement si
pour tout sous-ensemble fini Y de D vérifiant p C ||V, il existe x € Y tel que
p C 2. On remarquera que L n’est pas premier. Nous utilisons XP(D) comme no-
tation pour I’ensemble des éléments a la fois compacts et premiers de D, et nous
écrivons KPL(D) = KP(D)U{L}. Un treillis complet (D,C) est p-algébrique si
tout élément ¢ de D est la borne supérieure des éléments a la fois compacts et
premiers qu’il domine:

e=||{c/c € KP(D) & cC e}

Un élément compact d’un treillis est donc la borne supérieure d’un nombre fini
d’éléments premiers, i.e. si ¢ est compact alors on peut écrire ¢ = p; U ... U p,
avec p; € KP(D). Il faut noter que la définition de treillis p-algébrique aurait
aussi bien pu étre formulée en remplacant KP(D) par KPL(D).

Proposition 4.1.1 ([58]) Tout treillis p-algébrique (D,C) est isomorphe a la
complétion par cones inférieurs de (K'P(D),C), ou encore, a la complétion par
cones inférieurs non-vides de (KPL(D),C).

Preuve. On définit les fonctions de transformation ¢ et p, d’éléments du treillis
en cones inférieurs et vice versa par

reD = cz)={y/ye KPD) &y}



d un cone de KP(D) = p(d) =Ux €d

Il est clair que ¢(x) est un cone inférieur et que p(d) est un élément de D (tout
ensemble a une borne supérieure). De plus, + = Ufe/e € KP(D) & e C z}
implique p(c(x)) = x. Il ne reste a prouver que ¢(p(d)) = d: en effet,

c(p(d)) ={y/y e KP(D) & y C U{x € d} }
En appliquant la définition d’élément compact et premier on obtient
c(p(d) ={y/y €KPD) & yCz & x €d}

Donc ¢(p(d)) = {y/y C = & « € d}, car les éléments de d appartiennent a
KP(D). Cest-a-dire, ¢(p(d)) = d. O

Pour tout ensemble E, on note Fin(E) ’ensemble des parties finies de E. Soit
(D,C) un ensemble ordonné; le préordre =’ (cf. [38]; ne pas confondre avec le
préordre observationnel plat défini dans le chapitre 3) sur Fin(F) est défini par

ugbvdg‘v’xEUHyvaEy

L’ensemble vide est le minimum de ce préordre. Etant donné (D,C), 'ensemble
ordonné des parties® Q(D) est Idéal(Fin(D),C"). Le domaine des parties de
Hoare? sur un opc w-algébrique (D,C) est Q(K(D)).

Proposition 4.1.2 La complétion par cones inférieurs de (D,C) est isomorphe

@ Q(D).

Preuve. Pour un cone X de D, on définit ¢(X) = Fin(X). Il est facile de voir
que cet ensemble est un idéal de Idéal(Fin(D),C"). Si v € Fin(X) et u € Fin(D)
alors uC’v & 2 € u = Jy € v 2 T y dot © € X par définition de céne. Donc
u € Fin(X), c’est-a-dire, Fin(X) est un cone inférieur. De plus, il est dirigé: si
u,v € Fin(X) alors uC u U v et vy U o,

Pour I € Idéal(Fin(D),C"), on pose ¢(I) = U{u/u € I}. Soit x € ¢(I) et
y C x; alors il existe u € I t.q. x € u. Or {y}C’u. Donc {y} € I par définition
d’idéal, d’ou y € ¢(I).

Nous montrons maintenant que la fonction 7 est inverse a droite de ¢ et que
¢ est inverse a gauche de ¢. En effet, i(¢(1)) = I: I'inclusion D est évidente; pour
prouver C on procede comme suit. Soit v € i1(c([)), c’est-a-dire v = {v1,...,v,}
ot Vidu; € I v; € u;. Puisque {v;}C%u;, on a {v;} € I par définition d’idéal. De
plus, I a une borne supérieure | |[I qui vérifie Vi {v;}C°1, i.e. ViTv! € LT v; C vl
Par conséquent, {vq,..., v, }E'|I, ce qui implique v € I par définition d’idéal.

[égalité ¢(i(X)) = X conclut notre preuve: 'inclusion 2 est évidente; soit
x € ¢(i(X)), alors il existe v € X fini t.q. @ € u. Donc x € X. O

2. lower powerposet ou Hoare’s powerposet
3. lower powerdomain ou Hoare’s powerdomain



Etant donnés deux opes D et E. l'espace des fonctions D — FE est 'opc de
toutes les fonctions continues de D dans F, avec 'ordre point par point :

f<g sii Yee D f(z) Cpg(z)

Pour décrire les fonctions de (D — E) nous utilisons une syntaxe qui évoque le
A-calcul; v € D.e dénote la fonction f tel que pour tout d € D, f(d) est ’élément
de F obtenu par remplacement de v par d dans e, ou ¢ est une expression mathé-
matique quelconque. L'espace D — | E est 'ensemble {f : D — E/ f(L)= 1}
des fonctions continues strictes de D dans £, avec 'ordre point par point hérité
de D — E. L’élévation® Dy d’un opc D est 'ensemble {< 0,d > /d € D}U{L}

pourvu de l'ordre suivant :
r<y ssi (xk=1) ou I, d e€DICd &rx=<0,d> &y=<0,d >

Deux fonctions continues, up et down, sont associées a la construction de 1’éléva-
tion. Leurs types et définitions sont les suivants:

up: D — D) up(d) =< 0,d >
down : Dy —1 D down(< 0,d>)=4d, down(L)=_1p

On appelle application élevée la fonction continue _((-)) qui vérifie

():(D—=E),xD—FE

[(d)) = down([)(d) ol fe(D— E)L et de D

Etant donné un ensemble E. E® dénote ’ensemble des multi-ensembles finis
d’éléments de F. L’union des multi-ensembles u et v s’écrit u-v et nous identifions
les éléments e € E aux singletons {e}. Tout multi-ensemble est donc un produit
U =er....¢, oun > 0; évidemment, les ¢; ne sont pas nécessairement distincts
deux & deux. Le produit vide est ’ensemble vide (). Dorénavant, ¢-...-g, dénote
le multi-ensemble vide quand n = 0. Afin de simplifier la notation (et dans
le souci de rapprocher les constructions du calcul et du domaine), ces multi-
ensembles s’écrivent comme des monomes u = e --- ;"% ou m; > 0. Soit (P,C
) un ensemble ordonné; I’ensemble ordonné des multi-ensembles finis de P est
(P®, <), ou ) est I’élément minimum et < est la plus petite précongruence qui
contient C et l'inclusion de multi-ensembles. C’est-a-dire, le plus petit préordre
sur P® qui satisfait :

pPE g = p<q
U<U-V
u<u' & v<v' = wo<u'v

Lemme 4.1.3

Pree.opp<u & g, .., Vip, C g &
(u:%‘---'% ou EIUU:Qr...-qk-v)

4. lifting



Lemme 4.1.4 Soit (P,C) un ensemble ordonné. La relation < est un ordre sur

pPe.

Preuve. Soit |u| la cardinalité du multi-ensemble u. Alors u<v implique |u| <
|v]. On montre u<v<u = u = v par récurrence sur |u|. Si ju|=1ona |v]| =1,
donc u C v C u = w = v. Sinon, soit p un élément maximal de u par rapport
a lordre C et u = p-u'. Il existe g et v' t.q. v = ¢g-v' ou p C ¢q et u'<v’. 1l existe
aussi pl,u” t.q. u = plu” avec ¢ C p et vV'<u”. Alors pC ¢ Cp' = p=p =¢
parce que p est maximal. D’ou v’ = v” = ' = v’ par I'hypothese de récurrence.
|

4.2 Equation &l

4.2.1 Le domaine des multi-ensembles M (D)

La construction M;(D) est fondée sur I'observation que ce domaine doit dé-
crire les multi-ensembles, tout comme les domaines des parties décrivent les en-
sembles. Sa définition repose sur I'opération ()®. Au lieu d’appliquer cette opé-
ration sur 'ordre partiel (K(D),C) - choix usuel pour les domaines des parties -
nous supposons que [ est un treillis complet p-algébrique et utilisons ’ensemble
des éléments compacts et premiers.

Définition 4.2.1 (Construction M;)
Soit D un treilis complet p-algébriqgue. On définit

M, (D) = Idéal(Bag(D),<) ou Bag(D)=KP(D)"”

Dans cette formulation, (Bag(D), <) est I'analogue de I’ensemble de parties
finies ordonnées par 'ordre bémol, (Fin(D), C°), qui sert & définir le domaine des
parties de Hoare.

Une présentation alternative de (Bag(D), <) résulte de ’association du multi-
ensemble vide & ’élément minimum L de D. Etant donné (P,C) avec minimum
1, on note P? I’ensemble des multi-ensembles finis non-vides de P et <, le
préordre défini comme <, ou L est 1’élément neutre, i.e.:

Lu< u
Ici L est le plus petit multi-ensemble non-vide; i.e. pour tout multi-ensemble u
non-vide, | <, u est vérifié puisque L T p quelque soit p € P.
Les ensembles ordonnés (P, <) et (PY, <) sont isomorphes: les deux injec-

tions b, &’ définies par

(P9, <) 5 (P2, <)% (PP, <)



b(0) = L b(p-u) = p-b(u)

HL=0 b= |
iz = ()= { 2P0 00

P sinon

oupé€ Petue PYouuec PP vérifient
u,v € PY & u<v = b(u)< b(v)

u,v € PP & u<iv = b(u)<b/(v)

Par cet isomorphisme, le domaine My (D) devient Idéal(KP,(D)?, <,). La
décision de mener la construction de My(D) sur la base des éléments de D
a la fois compacts et premiers, au lieu d’en prendre simplement les compacts,
est liée au besoin de 'existence de la fonction j qui doit transformer un idéal
de My(D) dans un élément de D. Puisque tout treillis complet p-algébrique D
est isomorphe a la complétion par cones non-vides de KP (D), la définition de j
apparait naturellement : étant donné un idéal de multi-ensembles, 5 forme ’union
des ensembles sous-jacents. Formellement, pour a € M;(D):

jla)=J{z e KPL(D)/Tu€a z<u}
Si l'on restreint le domaine de j a K(M;(D)), la fonction prend la forme suivante :
jla) = J{z e KPL(D)/Fi x C d;}

ou d; € KPL(D) et a est I'idéal principal |(dy-...-d,).

4.2.2 La fonction d’interprétation associée a &

Les environnements sont des fonctions dans Env = (Var — My(D)) avec
un domaine significatif fini; c’est-a-dire, pour tout environnement £, seulement
un nombre fini de variables ont une image distincte du plus petit élément. Nous
appelons environnements compacts les fonctions définies sur EnvC = (Var —
K(Mi(D))). Pour tout V ensemble fini de variables, p/y dénote I'environnement
tel que

p(y) siy @V
plviy) = { indéfini  sinon

La signification d’un terme avec ressources est le résultat de la composition
des significations des termes finis qui lui sont associés. Par terme fini on entend
les termes dont les paquets qui constituent les arguments et les substitutions ne

contiennent qu’un nombre fini de composantes. La relation binaire P oc () saisit
I’idée que toute multiplicité présente dans le paquet P devient finie dans le paquet



() : les multiplicités infinies de P sont remplacées par des multiplicités finies dans
() et les multiplicités finies de P peuvent voir leur valeur décroitre dans (). La
définition de o est:

1
M™x{ M™ pour tout m ENsin=oc
M™  pour tout m <nsin €N

PaPaQuQ = (P1Q)x(P|Q)
Le produit d’environnements compacts py,- ... -p, est défini par:
m<n&

(Vi p; € EnvC = (Vo pi(x) = [der = (pme o oopn)(@) = Wdpm- ... +den)))

La fonction d’interprétation des termes (ouverts) de A, dans D est définie par
les clauses ci-dessous:

VI].: A, x Env — D

V[z], = Jjp())
V[de. M], = up(lv € M{(D).V[M],z:=0))
VIMP], = W[M],(ldi-... d,)

ol p2poe.pn & Pox (M |- | M) &
d; € V[[Mi]]pi QIC’PJ_(D)

VIM({P[z)], = UV[[M]]pO[x::ldl‘...‘dn]

P20y -pn & py=pofe &
ou § Px (M| | M) &
d; € V[[Mi]]pi N IC,]DJ_(D)

Les deux premieres lignes de la définition sont évidentes. Dans la troisieme,
nous utilisons 'application élevée. Le trait distinctif de ces équations est 1'utili-
sation de la borne supérieure pour donner a ’application sa signification et pour
traiter les substitutions explicites. C’est la raison pour laquelle nous nous placons
dans le cadre des treillis complets. La définition de la sémantique d’un terme en
fonction des termes finis qui lui sont associés est motivée par le fait que les éva-
luations convergentes d’un terme ne font qu’un nombre fini de saisies. Nous avons



souligné dans I'introduction du chapitre que la raison pour partager ’environne-
ment p en autant de sous-environnements que nécessaire provient de ’observation
que toute valeur d’un terme (i.e. toute évaluation convergente) peut étre obte-
nue en distribuant d’abord les substitutions et en évaluant ensuite (c’est ce qui
est fait dans A\;). Remarquons que les environnements py, ..., p, utilisés dans la
définition de la sémantique de ’application et des termes avec substitutions ex-
plicites sont des environnements compacts (condition exigée par la définition du
produit). On pourrait certainement utiliser des environnements arbitraires, mais
ce choix alourdirait les preuves.

4.2.3 Domaine C de cones supérieurs

La solution canonique de I’équation aux domaines de la section précédente
admet une description concrete dans le style des modeles de filtres du lambda
calcul pur [9, 22, 29]. La logique sous-jacente, se compose d’un langage de types
et d’une relation de conséquence entre les types.

La syntaxe des types (formules) est donnée par la grammaire suivante :

(Ft) ¢ == w|r— ¢

(Fb ) 7 == ¢|(r xm)
Sauf indication contraire, ¢, 0,6 sont des types de Ft et 7, v, 60,7 sont des types
de Fb .

La constante w joue le role de la vérité logique; autrement dit, w est la plus
petite unité d’information. Les types fleches sont utilisées dans la construction
de la signification des fonctions. Le langage des types de Fb correspondant aux
arguments est construit autour de 'opérateur x, contrepartie logique de la com-
position parallele du calcul. La fonction de ce produit de types est analogue a celle
de la conjonction dans les théories de types avec intersection : il permet de regrou-
per les types des arguments d’une fonction. Par exemple, ((7 — ¢) x 7) — ¢ fera
partie de la dénotation de Ax.(zz). Cependant, a la différence de la conjonction,
le produit n’est pas idempotent, i.e. # X & n’est pas équivalent a = en général (le
produit est idempotent seulement pour w.) Nous revenons sur cette particularité
plus bas.

La relation de conséquence ¢ < o est un préordre sur les formules qui peut
s’'interpréter comme “¢ implique o”. C’est la plus petite relation reflexive et
transitive qui vérifie les lois usuelles pour la fleche dans la théorie faible du lambda
calcul, i.e.:



ainsi que les lois additionnelles suivantes :
Dwxr <7
B)r <wxrw
(6) 7 x ™ < T X 7o
(T) 7o X (71 X W) < (w9 X 1) X 72
B)mo < mp&m <7 = woxm < W)X

On remarquera que le produit n’est pas idempotent, a la différence de la
conjonction dans les théories de types avec intersection (modeles de filtres),

T <m&r<mr < (7Xn)

En particulier, on n’a 7 < 7 X © que pour # = w. Néanmoins, le produit vérifie
les autres propriétés usuelles de la conjonction :

To X 7w < mget mg X m < my

On écrit ¢ ~ o quand ¢ < o et 0 < ¢ sont démontrables. Par exemple,
Tow~w—w, wXT~T et (TgXm) X Ty~ 7 X (71 X 73). L associativité du
produit permet d’éviter 1'utilisation de parentheses dans les formules: la forme
des types produit est oy X -+ X 0, ou nm > 1 et 0, € Ft . La constante v sera
souvent utilisée comme abréviation du type w — w.

La théorie des types que nous considérons possede deux propriétés fondamen-
tales qui explicitent la forme des types liés par <.

Propriété du Produit - & : Soit 04,...,0, € Ft et J ={j/0o; # w}.

P1 X o X @y < 0y X -or X 0y & injection i 2 J — [1,n] Vi€ J ¢y < oy

De plus la taille de la preuve de ¢;;y < o; est au plus égale a celle de 7 < 2.

Preuve. On note Y =0y X ... X o, et # = @1 X ... X @p,.
m

La partie <= est simple. Si J est vide, alors 1) = w X ... X w; pour tout 7 on a
7 < ) par les clauses 1,4,8 de la définition de <. Sinon, soit J = {j1,...,Jr}; on
a Gi(j) X oo X Gijy < 0 X ... X 0j, par application de 8. De plus, 7 < ¢;(;,) ¥
-+ X @45,y par commutativité, 4 et 8. Finalement, o, X. .. X0, xw x ... X w < 9

m—k
par commutativité. Ainsi, # < o est vérifié par transitivité.



On démontre I'implication = par récurrence sur la longueur [ de la dérivation
de m# < 1, définie comme le nombre de regles utilisées.

[=1:517 < 1 est une instance de "axiome de réflexivité, de 1 ou de 2, ’énoncé
est immédiatement vérifié. Si "axiome 4 est appliqué, on a ¢ = w, m =n — 1
et 0; = @iq1. Soit J = {j/¢;41 # w} et Uinjection ¢ : J — {1,...,n} définie
par ¢(j) = j 4+ 1. Alors ¢;;) = o; implique ¢;;) < o; par reflexivité. Le méme
argument sert dans le cas ou c’est 'axiome 5 qui est utilisé: I'injection devient
i(y) =5 — 1. Si c’est 'axiome 6 qui prouve 7 < 1, alors m = n et il existe a t.q.
I<a<net = (dgp1 X -+ X ¢n) X (¢1 X -+ ¢,). L'injection est de la forme

i(j) = a—+j sijged{l,...,n—a}
J—(a+1) sije{n—a+1,...,n}

Il faut noter que ¢;;) = o; tant que o; est différent de w; dans ce cas, ¢;;) < o
aussi.

Nous omettons les détails pour une preuve de # < 1 par ’axiome d’associativité,
tout a fait similaire a celle donnée pour la commutativité.

[ > 1: Trois possibilités sont a étudier, selon que la dérivation de 7 < ¢ termine
par la regle 3, cas ou il n’y a rien a prouver, par la regle 8 ou par transitivité.
Dans le deuxieme cas,

dab 1 <a<n & 1<b<m& ¢ X+ X¢, < 0oy xX--Xo, enly étapes et

Gar1 X =+ X O < Opg X -+ X 0, €n [y étapes

ouly+54+1 =10 Enposant J; = JN{l,...;b}et Jo =JNn{b+1,...,m},
I’hypothese de récurrence fournit deux injections ky : J; — {1,...,a} et ky :
Jy—={a+1,....n} t.q. w# ¢p,;) < 0; en au plus [, étapes pour tout j € Jy,
avec h = 1,2. Si l'on définit ¢ : J — {1,...,n} par

. k(j) sijed
Z(]):{ kQ(j') sijE]z

on a w # ¢;;) < o; en moins de [ étapes, par h.r.

Le dernier cas est celui d’une preuve de # < 1 par transitivité. C’est-a-dire,
7 < 61 X -+ X6, en ly étapes, 61 X -+ X 6, < Y enly étapeset [1 +1,+1=1.
Soit J1 = {j/6; # w} et Jy = {j/o; # w}. Par h.r., il existe deux injections
ky o Ji = {1, .. n} ky o Jo — {1,...r} qui vérifient w # ¢y, ;) < o, pour tout
J € Ji, avec h = 1, 2. Il faut noter que J; est en réalité notre ensemble J. Du fait
que Oy,(;) # w pour tout j € J, on déduit ky(y) € Ji. Par conséquent, I'injection
i:J — {l,...,n} t.q. 1 = ky o ky est bien définie. L’hypothese de récurrence
donne ép, (k,(5)) < Oko(y) €0 Oky(j) < 0j en au plus [y et [y étapes respectivement.
Par transitivité, ¢, r,(;)) < o0; est prouvable en [ étapes au plus. O



Propriété de la Fleche - & :
To¢<Vvoocs(cftw =9 <a1&¢ <o)

Preuve. La partie <= est prouvée par cas selon . 51 ¢ = w, pour tout 7, ¢, 1,
on a
o< 1T—-owlw—owlPp—ow

Dans le cas ou o # w, I’énoncé est vérifié par la troisieme regle de <.

Nous montrons la partie = par récurrence sur la taille [ de l'inférence de
T—¢ < —o0. S0t ocFw Sil=1 alors 7 — ¢ < b — g, donc 7 = et
¢ =o0.

Sinon (I > 1), I'inférence est soit par application de la regle 3 de la définition
de <, soit par transitivité. Le premier cas suppose ¢ < 7wet ¢ < o directement.
Dans le second cas, il existe 8 t.q.

¢ <0 et < p—>o

Soit {4 et [y les longueurs respectives de ces morceaux de preuve. [’hypothese de
récurrence ne s’applique pas, car  peut étre un type produit. 5i 8 = 61y x -+ - X 4,
avec 6; € Ft , la propriété du produit implique 'existence d’un ¢ différent de w,
soit & = 7' — ¢, qui satisfait 6y < ¢ — o en [y étapes au plus. De autre coté,
par la propriété de la fleche, 7 — ¢ < 0 implique qu’il y a au plus un ¢; différent
dew. Donc, § = 7" — ¢’ et 1 — ¢ < 7’ — ¢ est prouvable en [; étapes au plus.
En résumant, la situation est la suivante:

To¢ <7 ¢ <o

Par récurrence on a ¢ # w, v < 7’ et ¢’ < 0. Une deuxieme application de

I’hypothese de récurrence indique que #/ < 7 et ¢ < ¢ sont vérifiés. Donc,
Y < meto < 0.0

Pour satisfaire I’équation aux domaines & qui gouverne A, le domaine concret
doit étre un treillis complet p-algébrique; c’est-a-dire, la complétion par cones
inférieurs non-vides d’un ensemble ordonné (P, C) avec L (cf. proposition 4.1.1.)
A cette fin, nous utilisons (Ft , <), ou les éléments de Ft sont dans ’ordre inverse
par rapport a la convention adoptée: ici, ¢ < 7 signifie que 7 est moins précis
que ¢. Par dualité, nous sommes amenés a fonder la définition du modele logique
sur la notion de cone supérieur non-vide, appelé aussi cone (supérieur) quand il
n’y a pas d’ambiguité.

Définition 4.2.2 (Céne supérieur)
Un ensemble f C Ft (f C Fb ) est un cone supérieur sur (Ft, <) ((Fb, <)
resp.) st et seulement si

ref&a<y = yef;



Soit C lensemble des cones supérieurs non-vides sur (Ft, <), ordonnés par in-
clusion. Etant donné un sous-ensemble non-vide A de Ft, on dénote par TA le
plus petit cone supérieur de C qui contient A. Pour les ensembles unitaires {a}
la notation se réduit a Ta.

Par construction, (C, C) est un treillis complet p-algébrique. Son minimum L
est Tw = {w}, son maximum T est Ft , et xly = Uy, 2My =z Ny. Etant donné
ACC, TA=1{ta/a € A} =U{Ta/a € A}.

Les éléments a la fois compacts et premiers de C sont ses cones principaux
Té, sauf L = Jw; ses éléments compacts s’expriment comme des unions finies
d’éléments de KPL(C).

Nous affirmons non seulement que le domaine C résout I’équation sémantique
D = (My(D) — D), a isomorphisme pres, mais qu’il constitue un modele adé-
quat du calcul. Ce dernier point sera étudié dans le chapitre 5. Nous consacrons
le reste de cette section au premier point; c’est-a-dire, a montrer I'isomorphisme
suivant :

La preuve est basée sur l'observation que le domaine M;(C) a une présenta-
tion logique concrete sur (Fb, <). Nous définissons ensuite la notion de filtre,
contrepartie logique de celle d’idéal :

Définition 4.2.3 (Filtre)
Un ensemble non-vide f C Fb est un filtre sur (Fb, <) si et seulement si f
est un cone supérieur co-dirigé sur (Fb , <). Un filtre [ vérifie donc :

Ve,ye f.dzef.z < a2 &z <y

Soit T Uensemble de filtres sur (Fb, <), ordonnés par inclusion. Etant donné
a € Fb, on dénote par Ta le plus petit filtre contenant a.

Pour toute paire de formules 7,1 dans Fb, on a 7 < ¢ ssi Ty C Tr. En
particulier, Tw — w = T7 — w pour tout m. Autrement dit, si ¢ # w alors T¢
contient tous les types 7 — w.

L’ensemble ordonné (Z, C) est w-algébrique: 1'opération de borne supérieure
sur des ensembles dirigés coincide avec 'union; ses éléments compacts sont les
filtres principaux w. Cet opc fournit une présentation concrete du domaine

M (C).
Lemme 4.2.4 T et My(C) sont isomorphes.

Preuve. Rappelons que My (C) = Idéal(KP_(C)¥, <y). Il suffit de montrer que
les ensembles d’éléments compacts de Z et de M;(C) sont isomorphes. Ces en-
sembles sont :

K(I)={ir /7 € b}



K(M(C)) = {ldy-...-dy [n>1 & di € KPL(C))

oit KPL(C) = {16/ 6 € b1 }
On définit % : Fb — KP(C)® par:

R(¢) = T¢ 81 ¢ € Ft
R(mx ) = m(m)&(Y)

On vérifie facilement que 7 € K(7I) & [k(x) € K(M1(C)). De plus, pour tout
7,10 € Fb on a
T < Y& r(Y)<ik(T)

= :Soitm = @1 X...XPpet p = o1 X... X0, Donc k(7)) =Ty ... Ton et k(20) =
Tor ... Tom. Soit J ={j /o; #w} = {j1,...,7k}; par la propriété du produit, il
existe une injection ¢ : J — {1,...,n} telle que ¢;;) < o; pour tout j € J. C'est-
a-dire, Vj € J Toj<iT¢i;). Si J n’est pas vide, Toj ... -To;, < Ty -+ T0i)

est vérifié. Il faut noter que
()< (1) 1oy oy,

et que T¢i(,): - .. Ti(j,)<Ls(7); par transitivité on a s(1))< s (7). Dans le cas ou

J=0,0n a k() =(Tw)"< Jw<k(m).

< : Par récurrence sur la preuve de r(y)<y k(7). Observons que k() = u-v
implique I'existence de 0y, 01 t.q. 0 = 0y x 01, k(0y) = u et k(0;) = v.

— Si k(¢)< k() est obtenu par reflexivité, alors ¢» = 7 et # < @ par reflexi-
vité de <.

— Si 7 et ? sont tous les deux dans Ft et Tep C Tw, alors 7 < .

— Si k() = k(7)-L<yk(m), alors ¥ = 7 X w implique 7 < .

— Si k(Y)<ik()k(x") = k(m), alors T = ¢ x 7" < p xw < @ est vérifié.

— Si k(¢) = k(o) X k(¥1)< k(7o) X K(71) = k(7)) découle de k(thg)< i k(7o)
et k(1)< k(m), on a mgp < 1 and 71 < @y par hypothese de récurrence.

Donc 7 = mg x 711 < g X Py = 1.
— Si Y =1 x 1Py et T =Py X g, alors 7 < ¢ par commutativité de x.

— Si k(¢)<1k(0)<ik(7), Phypothese de récurrence donne 6 < ¢ et 7 < 6.
Par transitivité de < on obtient # < .



La preuve de I'isomorphisme fondamental C ~ (Z — C), nécessite la caracté-
risation des fonctions continues de 7 dans C comme des fonctions représentables.
Nous introduisons ensuite les fonctions seuil, qui servent a déterminer les élé-
ments compacts du domaine Z — C, 'opération d’application dans le modele et
les fonctions F' et G qui réalisent I'isomorphisme.

Définition 4.2.5 (Fonctions seuil)
Les fonctions seuil de I dans C, notées fry, sont:

Fa = { 18 lree

Tw  sinon

Proposition 4.2.6 Les éléments compacts de (I — C) sont les bornes supé-
rieures finies de la forme |_|fm¢i.
T

Preuve. Soit f € (I — C), nous montrons les deux propriétés suivantes :
L frs C f&T0 C f(Im)
2. f=W/fre [ frs € [}

L’implication = de (1) est facile a prouver; il suffit de constater que f4 C
= frs(I7) C f(I7)=Te C f(T7). Quant a 'implication <= de (1), supposons
Téo € f(Tx). On peut se restreindre au cas ou Tr C ¢ puisque f(c¢) contient
toujours Tw. Par la monotonie de f, on obtient f,4s(c) = T¢ C f(T7) C f(e).

En utilisant (1), I’énoncé (2) équivaut a:

VeeI f(x)=U{frolx)/T0 C f(T7)}

Le membre droit de cette équation se récrit comme suit :

(x) U{Te/3In To C f(Tr) & T7 C a}

Du fait que f est continue et que z est la borne supérieure de ’ensemble dirigé
{T7 /Tm C «}, on déduit que () est en fait 'union U{T¢/T¢ C f(x)}, c’est-a-

dire, (%) n’est autre que f(x), car C est un treillis p-algébrique. O

Définition 4.2.7 (Application dans le domaine des cénes)
L’application - : C x I — C dans le domaine C est la fonction continue
définie par:

x-y:{ {cert /[Irey.(r—0o)€a} siz#Tw
{w} sinon

Corollaire 4.2.8 Soit x # Tw. Alors ¢ € -Tw ssim — ¢ € x.



Preuve. Partie = : il découle de la définition d’application qu’il existe ¢ € Tx
tel que v — ¢ € xyalorst < Y = v - ¢ < ™ — ¢ € x, car v est fermé vers
le haut par <. La partie <= est encore plus évidente. O

Définition 4.2.9 On note F' et G les fonctions qui vérifient C LR (I —-0C)y S
el
Fla) = { up(Ay € T.xy) six# w

1 sinon

Tw sinon

G(f):{T{Haﬁ/asEf«m)} sif# 1
Corollaire 4.2.10

Tw  sinon

Fa)(d) = { rd six#Tw } _
Lemme 4.2.11 (Lemme de représentation pour C)
Pour tout h € (T —C), et tout d € T on a h((d) = G(h)-d.
Preuve. Soit h € (Z - C), et d € Z.Si h = L, alors
G(h)-d=Twd=Tw = L((d)

Dans le cas ou h = up(g), en utilisant la continuité de h, de G et de ’application -,
plus "agébricité des domaines, on a:

Md) =g(Utm) = U Ulfus(lr)

ned fpe<g m€d
G(h)-d="|J Glup(fse))- Ut = U UG(up(fus)) 17
Fypg<yg med fpo<g med

Il est donc suffisant de prouver ’énoncé restreint a des fonctions seuil et a des
filtres principaux comme arguments; i.e. pour tout ¢ , ¥, 7

(%) Glup(fyp))Tm = fys(T7)

Par définition,

Glup(fue)) =0 — o /o € fu(10)} = U 10— 0)

7€ fye(T0)

On prouve G(up(fys)) = T(¥ — ¢). La partie D est évidente. Pour I'inclusion
C, prenons un d € G(up(fye)); si d = w alors d € (¢ — ¢) par définition de
cone. Dans le casou d =0 — o', onad € 0 — o donch — o < 0 — o'.Si

o' = w alors v — ¢ < d pour tout ¢, ¢, i.e. d € T(¢p — ¢). Si 0/ # w, de la



propriété de la fleche on tire 8/ < fet 0 < o' Dou o # w et ¢ < o et par
conséquent ¢ € T0. Donc 6" < 1) et aussi ¢ < o'. Une application de la regle 3
donne » — ¢ < 0§ — ¢’ = d; ce qui implique d € TY — ¢.

Revenons a la preuve de (*): par application de la propriété de la fleche on a

T —=oln={c/o=w ou (cFw&r < Y& ¢ < o)} = fus(Ir), dou (*).
O

Théoréme 4.2.12 (Solution de l’équation &; )
1. Gol'= IC
2. FoG=I71 ¢,

Preuve.

1. Soit @ € C. Si ¢ = Jw, alors G(F(Tw)) = G(L) = Tw. Sinon, G(F(x))
s’écrit
Hr—¢/ocairt={r—dcu}
L’inclusion @ C G(F(x)) en découle immédiatement. De I'autre coté, 7/ —
¢ € G(F(x)) signifie qu'il existe 1, ¢ t.q. 7 = ¢ < 7' = ¢ & 7 — ¢ € .
Ce qui implique 7" — ¢' € x, car x est fermé vers le haut par <.

2. Soit f € (Z — C)1; pour tout d € 7 on a

FGD) = G(f)-d = [(d)

par application du lemme de représentation des fonctions 4.2.11. Par consé-

quent, oG = I(I—>C)L‘

d

4.3 Equation &

4.3.1 Le domaine des paquets de termes My(D)

L’opération M, sur les treillis complets p-algébriques est définie pour per-
mettre 'interprétation de la composition parallele. Plus précisément, My(D) est
un treillis complet (donc avec des bornes supérieures arbitraires) avec un produit
et des fonctions de transformation j pour interpréter x(P/x) et ¢ pour interpréter
les paquets unitaires.

Définition 4.3.1 (Construction M,)
Le domaine des paquets est défini par:

My(D) = ldéal(Fin(KP(D)?, <),C")



Les fonctions de transformation ip et jp sont
DB My(D) 3 D
ip(z) = Fin(X) ou X ={e/e € KP(D) & ¢ C z}
Jp(@)=W{u/uea}NKP(D)
Soit u,v € Fin(KP(D)?); on note uev Uélément de Fin(KP(D)®) défini par
{ab/acul bev)
Le produit @ : My(D) x My(D) — My(D) est défini par
zoy = {w/wC uev , uca & vey}

En faisant appel a l'isomorphisme de la proposition 4.1.2, on peut dire que
M, (D) est la complétion par cones inférieurs de (KP (D)%, <). Ce résultat permet
de simplifier les définitions précédentes ainsi que les preuves qui viendront. On a,

ip(z) =X ou X ={e/eec KP(D) & eC z}
Jp(@)=anNKP(D)
zoy =axUyU{ab/a€cx&bey}

Les transformations ip et jp seront souvent notés z et j. Remarquons que
le produit est commutatif, associatif et que I’ensemble vide fonctionne comme
élément neutre.

Proposition 4.3.2 1. La fonction j est inverse a gauche de 1. C’est-a-dire,
pour tout x € D on a (joi)(x) = x.

2. Pour tout x,y € My(D) on a j(xey) = j(x)U j(y).

3. Le produit distribue sur la borne supérieure (union); i.e. pour tout x,y,z €
Mso(D) ona (xUy)ez = (zez) U (yez).

Preuve. On montre les énoncés pour la représentation de My comme domaine
de cones.

1. Par définition, ¢(x) est un ensemble d’éléments premiers quelque soit x € D.

Donc j(i(x)) = o(x) NKP(D) = i(x).

2. Soit z,y € My(D). On a (zey) NKP(D) = (zUy)NKP(D), car les multi-
ensembles de xey ne sont pas dans D. Donc j(xey) = (e NKP(D)) U (yN

KP(D)) = j(x)Uj(y).

3. Soit x,y,z € My(D);ona(zUylez=cxUyUzU{ab/acaz&bez} U
{ab/acy &bez} = (vez)U (yoz).



4.3.2 TUniversalité de la construction M,

Définition 4.3.3 (Domaines et b-domaines)
On note D la catégorie des treillis complets p-algébriques, désormais appelés

domaines.
Un b-domaine est une paire (E, %) telle que

— F est un domaine avec élément minimum L.
— % est une fonction binaire continue de £ X F dans E qui satisfait :

(assoc) (rxs )t = r*(sxt)
(commut) rs = s*r

(neutre) — sxL =s

On note BD la catégorie des b-domaines et des homomorphismes continus.
Proposition 4.3.4 Soit D € D. La construction (Ms(D), ) est un b-domaine.
Lemme 4.3.5 L’opération My définit un foncteur de D dans BD.

Preuve. L’opération M, transforme les objets de D en des treillis de cones. Son
effet sur les fleches f: A — B dans D, i.e. Ms(f) : Ma(A) — Ms(B), est défini
de la facon suivante:
s€ My(A) = Mo(f)s)= | is(f(er))e...0ip(f(en))
e1*...'ep€s

L’énoncé découle des deux propriétés suivantes:

— Pour tout A € D, on a My(14) = IMQ(A) : soit s € My(A); alors

Mo(Ia)(s) = {d/d€isler)e...004(e,) & eg-...€, € s}
= {d/d<ey-...-e, & e1-...¢, € s}

L'inclusion s € My(I4)(s) est évidente. D’autre part, d € My(14)(s) im-
plique d € s car s est un ensemble clos vers le bas.

— Pourtout g : A — B, f: B— C €D, ona My(fog) = Ms(f)oMas(g):

9)

soit s € My(A); alors Va = aq-...-a; Jey ... e, Idy ... dy
(

)

a € (Ma(f)oMa(g))(s) & a€ic(f(di))e... eic(f(dk))
&dy-...-d, € iB(g(el )0
& eq...-e, €s

*ip(g(cn))

Autrement dit, a € (My(f)oMaz(g))(s) ssi |l < k, k < n et il existe deux
injections h : [1,1] — [1,k] et A" : [1, k] — [1,n] qui vérifient :

- V1< <l a; & f(dh(])) & a; < ICP(C) et



-~ VI<p<k d, Egleny)) & d, € KP(B)
On remarquera que Ve € KP(C) Ye € KP(A) on a

CC f(gle)) & cCULA(d)/deKP(B) & dT g(e))
& Ad e KP(B) cC f(d) & dC g(e)

D’ou
ay...-a; € (Mz(f)OMz(g))(S) ~

V1<) <1l a;C flglennyy)) & a € Ma(fog)(s)

d

Lemme 4.3.6 Soit U : BD — D le foncteur d’oubli. La fonction continue @
définit une transformation naturelle entre Ity et Uo M.

Preuve. Il faut montrer que VA, B € DVf : A — B le diagramme suivant
commute:

14 B

vory(4) M) )

Ce qui revient a prouver My(f)(ia(x)) = ip(f(x)) pour tout © € A. Nous
observons que €q-...e, € ia(x) ssin = 1. Alors

Ma(f)(ia(x)) ={d/d € ip(f(e)) & e € ia(x)}
On a donc ig(f(e))
Mo(f)ea(z)) ={d e KP(B)/dC fle) & e e KP(A) & e C x}

De plus d C f(x) sside € KP(A) e C x & dC f(e), car A et B sont des treillis

p-algébriques. Par conséquent,

in(f(2) = {d € KP(B)[d C f(a)} = Mo(f)(ia(x))



Théoréme 4.3.7 (Universalité de la construction M,)

La construction My est adjointe a gauche du foncteur d’oubli de BD dans D,
avec © comme unité. Cest-a-dire, étant donnés un domaine D et un b-domaine F,
pour toute fonction continue f: D — U(E) il existe un unique homomorphisme
f" dans BD tel que le diagramme suivant commute :

D My (D) S E

D /

Preuve. I suffit de trouver une fonction monotone de K(Mz(D)) dans E. Rap-
pelons que les éléments compacts et premiers de Mo( D) sont les cones principaux
L poupe KP(D), pour ordre <. Les éléments compacts de My(D) sont les
unions finies de la forme |J | p; avec p; € KP(D).

Soit u = {p1,...,p.} ot p; € KPL(D)®. Lunion [J]p; est un élément compact
de My(D). Sip = e1-...e, ou ¢; € KP(D), il est facile de voir que |p =
ip(er)e...ouip(e,).

Puisque la fonction f’ doit étre un homomorphisme, sa restriction aux élé-
ments compacts de My(D) doit valider I’équation suivante :

F(ULp) = (pe) = U Gpled))x .o+ f'(ip(er,)) = LUf(e))x . .. f(eh.)

Si la fonction f’ ainsi définie est monotone, son unique extension a tout le
b-domaine My (D) est la fonction recherchée. 1l faut donc prouver

Vu,0 CKP(D)? LuC Lo = f(lu) Cp f/(lv)

On procede par récurrence sur la taille de u. Lorsque u est I’ensemble vide,
I’énoncé est évident. Pour le cas de récurrence, soit v = {p,p1,...,p,} et v =
{q1,...,qs} ou r;s > 0. L’hypothese |u C |v est équivalente a Ulp; € Ulg;.
Alors, 1p C Lo et [{pi,....p,} C Lo.

L’hypothese de récurrence donne f'(|{p1,...,p.}) Cg f'(lv).

Soit p = e1-...-ey; la preuve de f'([p) T f'(lv), dou f'(lu) Cg f'(lv) par
les propriétés des treillis, est par récurrence sur n, le nombre d’éléments de p. 1l
faut noter que |p C |v ssi il existe ¢ dans v tel que p<q. Supposons que ce ¢ soit
de la forme dy-...-d,,:

— sin =1, alors 3d; p C di, implique f(p) Cg f(dx) par la monotonie de f.
Comme

p< J_E' J_Ep J_EJ_E et J_E EE f(d]) \V/] € [l,m]

k-1 fois m—k—1 fois




on( ob)tient fp) Eg f(di)*... f(dg)...xf(dn), ce qui implique f(p) Cg
f(lv).

— dans le cas ou n > 1, supposons sans perte de généralité que

elgdl et 62'...'€n<d2'...'dm

Par hypothese de récurrence f(ex)*...xf(e,) Cg f(dy)*...xf(dy). De
plus, f(e1) Cg f(dy) par la monotonie de f. Donc

fler)x...xf(e,) Eg f(di)*...xf(dn) = f'(lv)

Remarquons que dans la preuve du théoreme 4.3.7, 'existence de 1’élément
neutre | est essentielle. Son role est similaire a celui de I'iddempotence du produit
dans les domaines des parties classiques [37].

4.3.3 La fonction d’interprétation associée a &

Nous gardons la notation utilisée dans la section précédente pour la fonction
d’interprétation sur les termes, V[M],, et introduisons la notation W[P], pour
I'interprétation des paquets. Les environnements sont ici des fonctions dans Env =
[Var — My(D)]. Par ailleurs, le produit e du domaine My(D) est étendu aux
environnements (arbitraires) comme suit :

Vpo, p1 € Env (poep1)(x) = po(x)epi(z)

Dans la définition de l'interprétation nous avons considéré une syntaxe ou
les substitutions explicites peuvent étre associées a des paquets de termes, i.e.
Q(P/x) appartient au langage des paquets. Cette modification est motivée par le
modele de I’équation & que nous allons construire. Nous conservons la relation
d’évaluation et la sémantique opérationnelle inchangées.

V], = J(p(x))

Ve M], = up(lv € My(D).V[M],f:m0)

vimrl, = L VIMLL(WVIPL)

W[1], _—

wiM], = i(V[M],)

WIQ{P/z)], = |_/| W[[Q]]po[xzzw[[p]]m] po = polr == fl&a & pj
WIPIRQL = LI WIPL.eWQl,

WM, = [JW[M],

meN



L’interprétation des A.-termes, définie de fagon compositionnelle, est une ex-
tension de l'interprétation habituelle du le A-calcul. En effet, dans le A-calcul
tous les arguments ont des multiplicités infinies, ce qui implique p = pep et aussi
WI[P], = W[P],®W[P], . Par conséquent, les bornes supérieures utilisées, LIf,
sont simplement f.

4.3.4 Domaine F de filtres

La syntaxe des types incorpore la conjonction standard aux types de la théorie
du modele C. Nous conservons le nom Ft pour les types des termes, et Fb pour
les types des paquets. La théorie est définie par:

(Ft) ¢ == w|[7m—9¢ | (¢79)

(Fb) 7 == ¢ | (7Ax) | (7 X 7)

La relation de conséquence entre types < est la plus petite relation reflexive
et transitive qui satisfait les regles (1)-(8) de la théorie pour C, définies dans la
section 4.2.3, plus les lois usuelles de la conjonction et la distributivité du produit
par rapport a la conjonction:

(9) (¢no) < 6

Définition 4.3.8 (Formules premaiéres)
Les formules premieres de la théorie (Ft , <) (resp. (Fb, <)) sont les formules
¢ € Ft (resp. m € Fb ) ol Ft et Fb sont définis par:

N Ny

vIT—=¢
C I (7 x7)
ou vy signifie w — w.

Proposition 4.3.9 (Description normalisée des types)

Vr € Fb Tby.. b, EFb T ~ Aty



Preuve. Par récurrence sur la taille du type =. L’énoncé est vérifié grace aux
regles (12) et (13) de distribution des constructeurs. O

Nous montrons maintenant une propriété de la fleche pour la nouvelle théorie.
Soit C? le contexte de types & plusieurs trous, et ¢, la séquence de types définis
comme suit:

i
C,=w

7

o = L; iy =7—9

CZ/\w:C;T/\CZ;—m t7‘r/\’¢:t7r7tw Sit¢:t17---7tm

jrxw :qur X Cﬁ—m lrsy = Uy ty s ty =11,...,1,
On appelle C, le contexte C1. Tl est clair que o = C,[t,].

Lemme 4.3.10 Soitt, = (a; — by),...,(a, = b,) ettg=(c1 = di),..., (¢ —
dm ).

a<pf= (m>0=>n>0&VIe{l,....om}d; »w =
HJl:{i/Cl S a&%@&/\bz S dl)

Ji

Preuve. Par récurrence sur la dérivation de o« < 3, on examine la derniere regle
utilisée.

(1) Iei @ < w = F. Donc m = 0.
2)Ilda=7—w < w—w. Doncm >0etn>0.
B)lda=a; —=b < ¢ —dy=p0avece < ayet by < di. L’énoncé est donc

(4) Iei @ = wAB < 3. Alors, pour tout [ t.q. d; = w, il existe ¢ vérifiant (¢; —
) = (a; — b;).

(5)-(7),(9)-(10), (13) Méme raisonnement que pour la regle numéro 4.

(8) Iei @ = ap x a1 < fo X By ou ag < o et oy < Py. Par conséquent,
A k1 <3<n&l1<k<m

tog = (a1 = b1)y ... (a; — b)) et tg = (e = dy),...,(ck — di)

tal = (Cl]‘_|_1 - bj+1)7 R (Cln - bn) et tﬁ1 — (ck-l-l - dk-|—1)7 ey (Cm — dm)

L’énoncé est vérifié directement par hypothese de récurrence.

(11) Comme pour la regle (8).

(12) Iei @ = (a — b)A(a — b)) < a — (liAby) = B, 'énoncé découle de
BiNBy » w = (1 »w ou [y »w et de aha < a.



(transitivité) Dans le cas ou o < 6 < f avec 6 = Csl(er — fi),...,(ex — fi)]
et m > 0 on a, par h.r., £ > 0 et

VlE[l,m] dy »w = ElKl:{j/cl < Q}%@&/\f] < q

K
Soit K] ={j/j € K; & f; »w}. Cet ensemble est non-vide parce que

/\f]‘ < djrw = E'jE[X’lf]‘oéw

K

De I’hypothese de récurrence appliquée sur a < 6 on déduit n > 0 et aussi

Vie K/ 3L ={i/e; < a;} #1 /\bi < f;
IJ

Par conséquent, VI € [1,m] /\]{l/(/\jj b;) < d; est vérifié. Donc J; = U]J + 0 et
K]

/\Kl’(/\ljbi) = /\Jlbi. O

La propriété usuelle de la fleche dans les théories de types avec intersection
pour des calculs faibles est une conséquence immédiate du lemme 4.3.10. Pour une
discussion sur 'importance de ce genre de loi dans la construction des modeles
des filtres pour le lambda calcul fort cf. [22].

Corollaire 4.3.11 (Propriété de la fléche - &)
Soit I un ensemble fini.

/\(ai—>bi) §c—>d:>]7é@&(doow:>E|J:{i/c§ai}7é®&/\bi§d)

Définition 4.3.12 Un ensemble f C Ft (resp. f C Fb ) est un filtre de (Ft , <)
(resp. (Fb, <)) si et seulement si f satisfait les trois clauses suivantes:

~wef
—o,7€f = (oAT)Ef
-7 <oc&kref=>0€f

Soit F lensemble de filtres de ¥t et Fy [Uensemble de filtres de Fb . Etant
donné A un sous-ensemble non-vide de ¥t ou de Fb , on dénote par TA le plus
petit filtre de ¥t ou de ¥b qui contient A. Pour les singletons {a} la notation
devient Ta .

Fait 4.3.13 Les ensembles ordonnés (F,C) et (Fy , Q) sont des treillis complets
p-algébriques ou Tw est le plus petit €lément, Uy = T(xUy) et 2Ny = xNy. Leurs
plus grand élément sont Ft et Fb respectivement.



Lemme 4.3.14 1. Si A C F (A C F} ) est un ensemble co-dirigé, alors
LA = UA.

2. Le filtre T(¢N0) est la borne supérieure de T¢ et To; i.e. ToUTo = T(oA0).

Preuve. Les énoncés qui composent la proposition sont standards. Nous mon-
trons (2) a titre d’exemple. Il est clair que T(¢A0) est une borne supérieure de
To et de To. Supposons qu’il existe un filtre d t.q.

ToCd ToCd dCT(oAo)

On vérifie T(pAo) C d: soit 6 € T(¢pAo); alors pAo < 6. D’autre part, ¢ € d et
o € d impliquent ¢Ac € d par définition de filtre, d’ou 6 € d. O

Proposition 4.3.15 1. Les éléments compacts de F sont ses filtres princi-
paux T¢ sur Ft. Les éléments compacts de Fj, sont ses filtres principaux
Tm sur Fb .

2. Pour tout X C F, st To CUX alors

1

3. Les éléments a la fois compacts et premiers de F (resp. Fy, ) sont ses filtres
principaux sur Ft (resp. Fb ).

Preuve.

1. 11 est facile de voir que pour tout ensemble X de filtres, T¢ C || X =
dxr € X T¢ C x. Nous montrons ensuite I'implication inverse: ¢ compact

= d¢ c=To.

Soit X = {fo /o € ¢}. Puisque ¢ C |JX, par hypothese il existe Y =
{To1,...,To,} € X t.q. ¢ C Y. Clest-a-dire, ¢ C TAjo;. D’autre part, si
¢ € TAro; alors Ajo; < ¢, d’ou ¢ € ¢, car Vi o; € ¢ = Ajo; € ¢ par la
définition de filtre.

2. Chaque élément x de X s’écrit @ = [[{c/ ¢ est compact & ¢ C z}. Donc

To C UZ ou Z = {c/cest compact & o € X ¢ C z}. Puisque T¢ est
compact, par le lemme 4.3.14(2) on a 3Y = {¢1,...,¢,} C 7 t.q.

¢ =1¢i = 16 C T\
I

D'ou A1¢; < ¢.



3. Soit T¢p € KP(Fb ). Supposons 1 ~ Apb; avec ¢; € Fb . Alors T¢p C LT

Puisque Tt est premier, il existe ¢ € [ t.q. T¢v C Tep;. Done ¢; < ¢ ~
Arbi < by implique ¥ ~ ;. On conclut 1) € Fb .
Supposons maintenant 1) € Fb et Tvp & KP(Fy, ). Puisque de Tt est com-
pact, TYp = UTe; ou ¢ € cPFy, et le nombre d’éléments de Idépasse 1.
Alors Tep = TAp;. Clest-a-dire, b ~ Aj;, ce qui contredit 'hypothese
Y € Fh.

d

Proposition 4.3.16 (Propriété du produit - &)
Soit Y, w7, ..., Ty EFb et ¢1,...bm € Ft. Alors

I

2 a~op X X0, &< g XX @y =

3 injection g : [1,m] — [1,p] Ve € [1,m] 0,4 < ¢

Preuve. La partie (1) de 1"énoncé est conséquence de la proposition 4.3.15(3),
car Tty € KP(Fy, ). La preuve de la partie (2) est conséquence de la propriété de
la fleche 4.3.11 et de I'observation suivante: si 0 x 7/ < ¢ x ' et ¢ < ¢, alors
o <O

On procede comme pour 1’équation &, lemme 4.2.4, pour prouver l'isomor-
phisme

F oo (Mo(F) = F)o
Lemme 4.3.17 Fp et My(F) sont des treillis algébriques isomorphes.

Preuve. On se limite a montrer qu’il y a un isomorphisme entre les éléments
compacts de ces treillis. Par définition, My(F) = Q(KP(F)?, <). Nous utilisons
ici sa présentation comme domaine de cones sur ’ensemble ordonné (/CP(}—)G, <).
Les ensembles qui nous intéressent sont

K(F,) = {in/xeFb}
K(My(F)) = {Ulu/ T est fini et u € KP(F)”}

ol IC%D(J-") ={1¢/¢ €Ft}

On définit x : Fb — Fin(ICP(}")G) et ¥ : Fh — Fin(/CP(}—)G) comme suit:



r(¢) = {10} si ¢ € Fl

K'(w)=10

K/(W—>¢):UT7T—>¢Z' siqﬁw/\qﬁi et Vid; € Ft
1 I

k(7w x 7)) = &'(7)ex'(7')

k(mAT") = k(7)) U K'(7)

Nous montrons quatre énoncés, a savoir :

L Vb iy, .y hn € Fb b ~ Ntbi = #/(00) = k()

2. Vr,h €Fb w()Cok(7) = 7 < @
3. Tm e K(F, )er(r) € K(Mo(F))

4. 1 < e ()T (7)
L’énoncé du théoreme découle des points (3) et (4).

1. On procede par récurrence sur . Si ¢» = w, alors £'(¢) est une union vide.
Sitvp =7 — ¢ et dArd; ot ¢; € Ft , I’énoncé est vérifié par définition de
k. Si 1p = wA7n" alors on utilise '’hypothese de récurrence. Finalement, si
Y = 7 x 7’ alors par récurrence

k(1) = U/f(m%LJJ/f(W;)

L

avec m ~ /\7‘(’1 et 7' ~ /\7‘(’; On définit I comme le produit cartésien de L

L J
et J,ie. [ =L xJ, ety =m x ) pour i = (I, 7). Alors 1 ~ App; et aussi
K (¢) = Urdi.

2. La démonstration de ce point est basée sur 'observation suivante: soit
T =¢1X...Xb, € Fb (c’est-a-dire, les ¢; n’ont pas des conjonctions & droite
de la fleche) et d, = T¢é1-...-T¢n; alors une récurrence sur n permet de
montrer d. € k(7) et aussi e<d, quelque soit e € k(7). Cest-a-dire, d, est
le multi-ensemble maximal de # (7). Par conséquent, &(1))C°k (1) = dy<d,.
D'ou, 7 < 9.

3. Il est facile de montrer 1’énoncé restreint a des formules premieres, i.e.

Tr € KP(F, )er(r) € KP(My(F)), en sachant que T¢re... 070, =

1. Tdn, si ¢; € Ft.



La partie = de 1’énoncé général est comme suit : soit # € Fb ; alors 7 ~
A1) et, par le point (1), on a &'(7) = Uk(t);). Puisque x(1);) est un filtre
premier de My(F), leur union () est un élément compact.

La partie <= est immédiate.

. La partie = est prouvée par récurrence sur la dérivation de # < : dans
les cas de base, I’énoncé est vérifié immédiatement. On analyse le cas de
récurrence pour quelques regles:

— Supposons que 7 < 1 est montré par la regle 3, i.e. # = 79 — @9 <
T — ¢poum < moet gg < @1. Soit g ~ Aoy et ¢ ~ Ajb; avec
0;,6; des formules premieres. Par définition,

= L:]JT(TH — 5]) et /i%@/}) = UT(T‘—O — 0'2»)

1

On doit montrer Vy € J Jv € I 7g — o < m — 6;. Or Njoy ~
do < @1 < §; et §; € Ft impliquent 3i o; < §; par la propriété de la
fleche 4.3.11.

— Dans le cas ou 7 = (8 — @)\ (0 — ¢1) < 6 — (poN¢1) = ¢, on a
k(7)) = k'(0 — )U "(0 — ¢1). Supposons ¢y ~ Ao; et ¢ ~ Noj;
alors

K(r) =10 — o U J10— 6
i J
Cest-a-dire, en posant L = (I x J) (le produit cartésien) et (i, ) =
oiNbj, on a K'(m) = Urpr = K ().
— Dans le cas ou 7 = (79 x O)A(71 X 0) < (woAmy) X § = 1), on obtient
k'(7) = £'(¢), puisque le produit e est distribué par la conjonction.

Les cas restants sont conséquence directe de I’hypothese de récurrence.

Nous prouvons maintenant I'implication < de I’énoncé. Soit &'(1))C°&'(7).
En utilisant la partie (1), si 7 ~ Ay et ¢ ~ Aph; avec m; € Fb et ¢p; € Fb ,
alors Ujm(;bi)gb Uy k(7;). On montre

Viel3jedr()a(n;)

Par construction, Vi € I dy, € /i(;/) ). Donc de € Ujk(m;) dy_;<e est vérifié
en utilisant la propriété (1). C’est-a-dire, il y a un j dans J tel que e € k(7;).
Donc dy,<d,, aussi. En conclusion, ¥d € () 35 € J d<dy,<d,,. Par le
point (2), Ve € [ 35 € Jr; < 4. Done Ayrj < Apid,.



Définition 4.3.18 (Application dans le domaine des filtres F)
L application dans le domaine des filtres est la fonction continue _-_ : F X

Fy — F définie par
x_y:{ Moert /Iney.(r—¢)ea} siz#lw

Tw sinon

Il faut noter que la seule différence avec Uapplication du domaine de cones est
la nécessité de forcer la construction d’un filtre ici, par "opération T.

Les fonctions F' et (¢ qui réalisent I'isomorphisme sont celles de la définition
4.2.9, pourvu que l’on entende le symbole T comme la construction d’un filtre.
De méme pour la définition des fonctions seuil. Le domaine qui nous occupe
vérifie une proposition analogue a 4.2.6 ou les éléments compacts de (F, —
F) sont caractérisés comme des bornes finies de fonctions seuil. Le résultat de
représentation des fonctions continues en découle.

Lemme 4.3.19 (Lemme de représentation pour F)

Vhe (Fy, = F)LVdeF, h(d)=G(h)d
Preuve. Comme dans le cas du lemme 4.2.11, ’énoncé découle de I'implication

Gup(fug)) = T = ¢) = Glup(fys))Tm = fug(T7)

Nous montrons I'inclusion C de la prémisse comme suit (la partie D est trivial):
soit A={0 —o0/0 € fus(10)} et 7 € G(up(fye)), i.e. 7 € UaTe. 1l existe donc
01,000, toq. A7O; < T et Ve dp, € A g < 6. Puisque v — ¢ < pour tout
peAomap—¢ < Ah; < 7.Dourt €Tp— ¢.0

Théoréme 4.3.20 (Solution de l’équation &;)

1. GOF:I}-

2 Fol = I(]_-b _F).
Preuve.

L. Soit € F;si ¢ = Tw alors G(F(Tw)) = G(L) = Tw. Si 2 D Tw, G(F(z))
dénote le filtre T{m — ¢/ ¢ € z-Tr}, ou encore T{r — ¢ € x}. L'inclusion
r C G(F(x)) en découle. D’autre part, si 7 € G(F(x)), alors Ajr; < 7
pour des types 7; dans x. Ce qui implique 7 € & par définition de filtre.

2. En utilisant le résultat de représentation des fonctions, comme dans la
preuve du lemme 4.2.11(2).
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Chapitre 5

Modele de cones

Le modele C que nous avons construit pour A, s’avere adéquat par rapport a
la sémantique observationnelle standard du calcul. Cependant, ce n’est pas une
adéquation complete; le modele discrimine strictement plus de termes que les
contextes de A, (cf. [81, 45] pour le probleme d’adéquation complete du modele
D, de Scott, [51, 66, 12] pour PCF, [2, 3, 15, 29] pour des résultats similaires dans
le cas du lambda calcul faible, et aussi [78].) Plus exactement, nous montrons dans
ce chapitre que le modele discrimine autant que le calcul de ressources avec test
de convergence (opérateur qui manque au calcul A,, comme 'indique le contre-
exemple 3.6.13.) La preuve de I'adéquation complete de C pour le langage S
repose sur la description des dénotations de termes dans C a travers un systeme
d’affectation de types P défini sur la théorie (Ft , <). L’ordre sur A,. engendré
par 'interprétation des termes dans P coincide avec le préordre observationnel
C,.. Nous utilisons une technique de preuve par réalisabilité et définissabilité des
points compacts (cf. [3, 15, 29]) pour montrer cette correspondance.

Dans la section 5.1 nous donnons une formulation plus explicite de la fonction
d’interprétation des termes dans le modele de cones. Dans la section 5.2 nous
définissons le systeme d’affectation de types P, raffinement des systemes de types
avec intersection a la Coppo qu’on utilise pour construire des modeles de filtres
[9, 17, 29]. La conjonction usuelle est remplacée par un produit x non-idempotent
et la contraction d’hypotheses n’est pas autorisée. La définition du systeme P
repose sur le systeme d’affectation de types présenté dans [17]. Les nouvelles
regles permettent de typer le test de convergence et incorporent la relation de
conséquence < entre types®.

La section 5.3 est consacrée a la preuve de la stabilité par expansion du typage
dans P: on introduit une relation de réduction > dans AS dont la stratégie nor-
malisante est I’évaluation —,. et on montre que si M>N et si N a un type ¢ dans

1. La théorie de types étudiée dans [17] fait intervenir uniquement 1’équivalence ~ entre
types; la relation de conséquence n’est pas nécessaire lorsqu’il s’agit de montrer ’adéquation.
Le role de < dans la preuve de la complétude de 'adéquation est mis en évidence dans la
preuve du lemme de convergence 5.6.3.



un contexte I', alors M a aussi ce type, dans le méme contexte. La définition de >
rappelle la réduction du calcul Ay. On montre aussi un résultat d’extensionnalité
du systeme de typage, nécessaire dans la preuve de complétude du systeme de
types.

L’interprétation des termes dans P est définie dans la section 5.4, ou 'on
montre que celle-ci coincide avec 'interprétation dans le modele de cones. Les
sections suivantes sont consacrées a la preuve d’adéquation complete de 'ordre
engendré par l'interprétation dans P, par rapport a C,.. Dans la section 5.5 on
montre la caractérisation de la convergence dans le systeme de types par la tech-
nique de réalisabilité dans le style de [2]: on donne une interprétation des types
par des ensembles de termes et on montre sa correction par rapport a la notion
d’affectation de types. La section 5.6 contient la preuve de "adéquation complete
qui découle de la complétude de I'interprétation des types, et de 'existence de
termes caractéristiques pour chaque type. Comme dans les lambda calculs avec
fonctions paralleles standards, ces termes ne pourraient pas étre définis sans le
test de convergence.

Dans la section 5.7 nous montrons que les contextes de A¢ (donc de A, ), sur
le A-calcul, sont aussi puissants que les contextes avec multiplicités. Ce résultat
avait été annoncé dans la section 3.8.1.

5.1 Interprétation de \¢ dans C

Nous sommes concernés ici par le calcul A, avec test de convergence. L’ex-
tension de la fonction d’interprétation associée a I’équation aux domaines &; est
basée sur I'observation que I’équation a été congue pour que, suivant la conception
de Scott, les fonctions divergentes ne pourvoient aucune information, c’est-a-dire,
alent | comme dénotation. Ainsi,

V[eP], = { ’imp sidM P=(M|Q) & V[M], # L

sinon

L’ensemble des équations sémantiques présentées ci-dessous correspond a 'in-
terprétation du calcul dans le modele logique C. Dans ce cadre, un environnement
¢ est compact si et seulement si pour toute variable @ € D(§) il existe 7 € Fb tel
que {(x) = Tx. Par ailleurs, le produit d’environnements compacts devient

Vip,=1Tm = piooo.opn :T(ﬂ'l X ... ><7rn)
comme corollaire de I'isomorphisme entre Z et M;(C) (cf. lemme 4.2.4.) Puisque

C est une solution de ’équation aux domaines a isomorphisme pres, les fonctions
F' et (G sont utilisées de la facon usuelle pour définir la sémantique du calcul.



V[z], = U{s€Ft /o€ p(x))
VdeM], = Mz —6/¢€VIM],, 1.}

VIMP], = U ({e/3r€1¢1 x - X ¢, (m = ) € V[M],,} U {w})
p=pPo P
Poc (M|« | M,)
¢: € V[Mi],,

V[[M<P/x>]]/) = U VﬂM]]pg[l’::T(lemX(bn]
P2 Py Pu
po = po/x
Poc (My|---| M,)
¢i S V[[Mi]]pi

V[cP],

_ VI, sidM P=(M|Q)&~yeV[M],
N 1 sinon
Lemme 5.1.1 Soit M € A, et p,p’ € Env;

(Monotonie) pCp' = V[M],EV[M],

(Continuité) 1€ V[M], < I € EnvC £ Cpr1e V[M]:

Preuve. Par récurrence sur la définition de la fonction sémantique. C’est ici que
I’on a besoin de p D po-...-p, ala place de p = po- ... p,. Standard. O

Définition 5.1.2 (Sémantique engendrée par le modéle C)
Pour tout M, N € A,.,

MCeN € vp e Buo V[M], C V[N],

Nous consacrons une grande partie de ce chapitre a montrer 1’adéquation

complete du modele C par rapport au calcul S

> NI
¢, c’est-a-dire,

VMvNEATc MECN@METCN

5.2 Systeme de types P associé a C

Les jugements prouvables dans le systeme de types P ont la forme I' =T : 7
ou I' est un multi-ensemble fini d’hypotheses a1 : 71,... 2, : 7,, T" est un terme
(resp. paquet de termes) et 7 est un type dans Ft (resp. dans Fb .) On utilise la



notation z € I' pour 7 2 : 7 € I'. Les regles structurelles usuelles sont regroupées
dans une seule regle qui autorise un nombre fini d’échanges, affaiblissements, et
de produits d’hypotheses. Cette manipulation des hypotheses est formalisée par
la relation >.

Définition 5.2.1 On définit > comme la plus petite relation reflexive et transi-
tive qui contient les paires

(échange) Fz:my:0,A > y:,z:7, A
(affaiblissement) ' > z:7,T
(produit) Fz:ma:0,A > Ta:7x¢, A

La figure 5.1 contient les régles du systéeme P.

' (M|M*):x
Ll: z:9pFa:¢ L6:
I'FM*:7
7, 'F N
L2 T ¢ (zgl) L7: TFT:w
I'FXaN:m— ¢
' M: AFP: .
L3: ¢ T g 2F T As
INAF(MP):¢ 'eT:7
I'+P: T, AR M .
L4: T (b(acQA) L9:F'_T'T(T§U)
I'NAFM(P/z): ¢ I'T:0o
I'FP:m AFQ: .
La: T Q1 (10 LFPiw—w
INAF(P|Q):7m X7 IT'FcP:¢p— o

FiG. 5.1 - Systeme de types P

Remarquons que les regles d’affectation de types different essentiellement des
regles des systemes de types avec intersection classiques [21, 70]. Dans le systeme
P, la manipulation des hypotheses est “multiplicative”; les contractions usuelles
ne sont pas autorisées. Ceci permet de traiter chaque occurrence de variable de
facon indépendante du reste et d’associer une ressource a chacune. Les types
produit sont de la forme oy X -+ x 0, ou n > 1 et o; € Ft . La non-idempotence
du produit est fondamentale; ici un argument n’a un type produit oy x --- X o,
que s’il contient au moins autant de ressources que de types o; différents de w.

Lemme 5.2.2 (Régle dérivée)



La regle suivante est démontrable dans le systéme P :

x:m, I'FT 7
(¥ < )
x:p, I'ET 7

Preuve. [’énoncé est conséquence directe de la généralisation de 'axiome (L1):
v < ¢ = x: Y F x: ¢. On prouve cette implication comme suit: soit
V=01 X...x0, < ¢;par la propriété du produit il existe 2 t.q. 0; < ¢. Donc

r:o; 2o

(L9)
xiobx o (L8)
T:101,...,x:0,Fx:¢ (L8)
R N el )

d

Convention 5.2.3 Le lemme 5.2.2 autorise des affaiblissements additionnels
pendant les preuves. Par la suite, on considére la relation >> enrichie avec le
nouvel axiome d’affaiblissement

v < 7w = x:n, ">z,
La régle dérivée est ainsi incorporée au systeme P comme cas particulier de la
régle (L8).
Nous introduisons maintenant quelques définitions.

Définition 5.2.4 — La notation w>¢q,...,¢,, rend compte des facteurs si-
gnificatifs ¢; dans w, i.e. ceux différents de w. La relation est définie par:

— wee (la séquence vide)
— = ) — 6
— TP,y O & TP 0L = TX AL, P, DY, )
~ On note {I'} tout contexte obtenu a partir de I' par permutation d’une

partie de ses hypotheses. Cest-a-dire, {I'} représente les A t.q. I' > A est
prouvable en utilisant seulement "axiome d’échange.

— Soit T un terme ou un paquet de termes et y une variable; on définit I'r et
I'/, par récurrence sur I’ comme suit :

) [ T vide
I' vide = _ T/, vide
i { v:m,Ar  siz € fo(T)
I'r = )
Ar sinon

F'=az:7,A =




- Sil, =a:7 (il ny a quune seule occurrence de x dans ') alors on dit

que I'(z) =

— On définit ' comme le contexte vérifiant: st 'y = x @ 7q,..., 2 : 7, alors
[*(2) ~ X oo X 7y,

— On note I Uensemble d’hypothéses t.q. pour tout  : 7 € I, si # = dq X
X @ 0u &; EFt, alorsx: ¢1,...,x: ¢, €1

Proposition 5.2.5
I.TFT:7 = TFT:71.
21" FT:7 = I'ET:7.
30T 7 & yd follT) = U/, FT: 7, done Up =T : 7.

Jo Ty T Ty ST, Ty =y X e X Dy, < X X T,
Preuve.

1. Nous montrons VI T'+ 7 : 7 = T' F T : 7 par récurrence sur la taille
de la dérivation de I' = T : 7, en examinant la derniere regle utilisée. La
taille 1 correspond a l'application de (L1) ou (L7); dans ces cas, I’énoncé
est immédiatement vérifié. Supposons que la taille est au moins 2:

(L.2) SOiLET:)\J}.M,T_TF—)Uth’iTF ' M:oavecx ¢ I'. Par h.r., on
az:m, ' M:o. Par (L8) qui permet de recomposer ’hypothese z : 7,
on arrive & prouver x : 7, I' F M : . Alors T F Az.M : 7 — o par (L2).

(L3)Soit T=MP,I"FM:xm—71etl'sF P:7mavecl =11, Les deux
séquents T F M : 7 — 7 et Fg = P : m sont prouvables par hypothese de
récurrence. Comme I' = T'y, Ty, une application de (L3) donne I'FMP: T

(L4) et (L5) Comme pour les regles (L.2) et (L3), respectivement.

(L6), (L9) et (L10) Par hypothese de récurrence.

(L8) Soit AT :7ou A>T Il est facile de voir que A > T. Par ailleurs,
I’hypothese de récurrence donne A+ T : 7. Donc, I' = T : 7 par (L8).

2. Soit ' = M : ¢. De la partie (1), on déduit [*FM:¢.Or, [>T >T.
On obtient I' = M : ¢ par application de (L8) .

3. Par récurrence sur la dérivation de I' - T : 7. Evident.



4. Cette partie de la proposition est corollaire de I’énoncé suivant : Soit I' > A;
sil, =a:m,...,e:m, et Ay =x:0q,...,0 ), alors Py X ... x Y, <
71 X ... X w,. La preuve est par récurrence sur la longueur de I'inférence de
I' > A. Nous examinons chacune des regles de la définition de >.

FEchange: I' = T'y,y1 1 01,92 : 02,1 > Ty yp 1 Og,y1 : 01,12 Siyp =y =2
alors my X ...0; x0y... x 7w, < 7y X...0; x0... X7, par commutativité
de <. Sinon, ¥; = m; pour tout .

Affaiblissement: I' >y : ,1' = A. Si y # « alors Vi ¢; = 7;. Si y = x alors
Pr=0et O xm... X7, CwX7... X7, < T X...X T,

Dans le cas ou I' = I'y,y : 0,1y > I'j,y : 0.5 avec ' < 0,y = x et
f=my,ona(mX...xm)x0 < (mgx...x7m)x0et (Fg2x...x7,) <
(Fig2 X ... X m,) impliquent 79 X ... x 0 . .7, < 7 X ... X0 X ..o X T,

Produit: I' =T,y : 01,y : 05,1y > T,y : 6y x 05,y = A . Siy £ ziln’y
a rien a prouver. Sinon, 3¢ m; = 0 & 741 = 6,; donc, par associativité et

commutativité de < :

T X oo Timg X (01 X 02) X Wigg oo o X T < g X mimg X 0 X Oy XL X W,

Transitivité: Par transitivité de <.

L’affectation de types dans le systeme P est dirigée par la syntaxe, a utilisation

de (L8) et (L9) pres.
Proposition 5.2.6
L.THFP:m & wo¢1,...,¢0, = (n>1= IMy,....M,,Q Il'y,...T,
P=(M|...|M,|Q) et TI'y,....T,>T e VI<i<nI;FM,:¢)
2. M(Plz):¢ = o, I, T
WEP:yp et z:p,I9FM:¢ ou ¢y et I',Ia>T
3. TEMP:¢ = dr, 11,
NMEM:m—¢ e I'yoFP:m ou I't,Iy>T
4. 'EXaM:¢ = (64w = Ir,0,A

v, AFM:0c ou ¢=m7—0,2¢A et A>T)



Preuve.

1. Par récurrence sur la taille de la dérivation de I' - P : «.
(L1) a (L4) et (.10) Immédiat car P est nécessairement un terme (7 € Ft ).

(I5)Ieci P= (P | P), m=m xmet AjF Pim,e=120ul =A, Ay
Par hypothese, il existe 1 < < n tel que my > ¢1,...,0; et o> in1,..., Op.
Quand ces deux séquences de facteurs significatifs ne sont pas vides, par

hoe., dMy,.... M,,Q,Q, AI'1,..., ', qui vérifient
Po=(Mi|.. [ Mi| Q1) & Po=(Miga | ... [ My | Q2)

ol le_Mngz, Fl,...,Fi>>A1 et Fi+1,...,Fn>>A2.
Par conséquent, P = (My | ... | M, | Q1| Q2) et I'1,.... T > Ay, Ay > T

Si m (resp. w2) n’avait pas de facteur significatif, le terme @) serait Py
(resp. Py) et le reste de I’énoncé découlerait de 1’hypothese de récurrence

sur Ay B Py :wa (resp. Ay F Ppocomy).

(L6) Dans ce cas P = M>® et I' b (M | M*) : x. Par h.r., il existe
Miso i My, Q et Tyyo s Ty > Tt (M| M) = (My | .. | My | Q)
avec I'; = M; : ¢;. En effet, P = M (M | M*>). On en conclut
P=(M|...| M, | Q) par transitivité de

(L7) L’application de (1.7) est impossible sous nos hypotheses, qui imposent
n > 1.

(L8) Immédiat par hypothese de récurrence.

(L9) IeiI'F P:ypoutp < m. Soit p =09 X ... X0 €t > by,...,06,. Par
hoey P=(Ny| oo [ Np | Q), T M; 26 et aussi I'y, ..., [y > T

Or, 61 x ... x 6, < 7 résulte de 'application de la propriété du produit.
Il existe donc une injection b : [1,n] — [1,7] t.q. &y < ¢; pour tout
J=1,...,n. Alors, n < ret Iy B Nyy = 95,7 = 1,...,n. Clest une

Y

évidence que (Ny | ... [ No) = (Nyy | oo+ | Moy | Ny | ... | NJ_,) ou
chaque N est en fait N; t.q. [ # b(j) pour tout j =1,...,n.
Sil'on pose Q@ = (N7 | ... [ N/_, | @), on conclut P = (Nyqy | ... | Ny |

@); nos termes M; sont alors les termes Ny;).

2. Par récurrence sur la taille de la dérivation de I' = M(P/x) : ¢:

(I Icdae:xm 1 FM:petl'yF P:imavece gy et I' =14,T5. On a
I'1, Ty > T par reflexivité de la relation >>.

(L7) Ici ¢ = w. Soit ¢ = w et I'1,I'y des contextes vides. Par application
de (L7T),onat P:¢ and 2 : ¢ M : w. Nous passons de I'y, 'y a I' par

affaiblissement.



4.

d

(L8) Ici ¥+ M(P/xz) : ¢ ou ¥ > I'. Par h.r., 3¢ 384, ¥s, pour lesquels
Y, > N x €Yy, ¥ F Pietaussi x:p, YNy M ¢, Par transitivité,
Y1, Y0 > I est vérifié.

(L9) Par hypothese de récurrence et la méme regle (1.9).

. Par récurrence sur l'inférence de I' = M P : ¢. Deux cas sont significatifs:

Si la dérivation termine par une application de (L3), I’énoncé est immédia-
tement vérifié. Si celle-ci termine par (L9), alors ' M P : 0 avec 0 < ¢.

Par h.r.,
NMEM:7m—0 et Ih'EFP:x ou I'',I3>T

Dufait queoc < ¢ = 7 -0 < 7 — ¢, on déduit I'y H M : 7 —: ¢ par
regle (L9).

Par récurrence, comme dans les cas précédents.

Proposition 5.2.7

L.TFa:¢0 = (04w = Je:xvelnm < ¢)

2IFI:in—¢ = 7 < ¢

3. TFex:ip—0o = Jz:reln <~y &y <o

4ok ir = (rrw=3n>0dz:,...;0: ¢, €T py x ... xep, <
)

Preuve.

1. Par récurrence sur la taille de la dérivation de I' F « : ¢. Soit ¢ # w. Dans le
cas de base (taille 1), le séquent est une instance de 'axiome (L1), et 7 = ¢.
Si la taille est au moins 2, la preuve du séquent termine soit par (L8) soit
par (L9). Dans le premier cas, nous avons A F @ : ¢ ou A > I'. Par h.r.,
il existe ¥ qui vérifie x : » € A et v < ¢. On observe que les regles pour
transformer A en I' sont conservatrices: I' contient des hypotheses x : 7 tel
que 7 < # (on ne peut que renforcer les hypotheses). Ceci implique 7 < ¢
par transitivité. Dans le second cas, soit I' F x : 0 ou 0 < ¢; par h.r. il
existe r t.q.z: 7 €et 7 < 0. On obtient # < ¢ par transitivité.

2. Sous I’hypothese ¢ # w (¢ = w = 7 < ¢ pour tout 7), on prouve la

proposition par récurrence sur la taille de I'inférence de I' F T : 7 — ¢.
Le cas de base est immédiat. Supposons que la derniere regle utilisée est
(L2). Alors, on a « : m,I' b @ : ¢ avec & ¢ I'. La partie (1) de cette



proposition implique # < ¢. Si la dérivation termine par (L8), par h.r. on
aAFI:m— ¢getn < ¢,0u A>T Le dernier cas concerne la regle (1.9);
cest-a-dire, ' F 1 : 6 avec 6 < ® — ¢. Le type 6, dans Ft , doit étre de
la forme 7/ — ¢'. La propriété de la fleche plus ¢ # w impliquent ¢’ # w,
7 < 7' et ¢ < ¢. L’hypothese de récurrence donne ' < ¢', alors 7 < ¢
par transitivité.

. Par récurrence sur la dérivation de I' F cx : ¢» — o. Si celle-ci termine par
application de (L10), i.e. ¢p = o (donc ¢ < o) et I' F 2 : 4, la partie (1)
garantit l'existence de  : 7 dans I' t.q. # < ~. Si la dérivation termine par
(L8), en utilisant ’hypothese de récurrence,

AFcP:tp oo & x:0eA &<~y & <o

ou A > I'. D’apres la définition de >, I'hypothese = : # de A a du se
transformer en z : 7 dans I', vérifiant # < 6. Par transitivité, 7 < ~.
Finalement, quand la dérivation termine par (L9), nous avons I' - ca : 6
ou 6 < ¢ — 0. Remarquons que § € Ft implique 6 = ¢' — o'. Par h.r.,
dr:reln < v&¢ < 0. Sio=w,alors v < o immédiatement.
Sinon, ¥ < ' et ¢/ < o par la propriété de la fleche; alors v < o par
transitivité.

. Cette propriété est corollaire de la propriété suivante: Vp > 0,¥Vm > 0 VP

m

—~
(P=(@|a*]-|a®) & p+tm>21 & THFP:7 =

T~w ou Jrithy,..o,xcip, €0 Y x o XY, < 7)
que 'on montre par récurrence sur la dérivation de I' = P : .

Le cas de base correspond a une application de (L7),i.e. 7 = w, ou de (L1),
auquel casonap =1, m =0, 7 € Ft et ' = = : # donc # < 7 par
reflexivité.

Pour le cas de récurrence, nous examinons quatre situations, selon la der-
niere regle appliquée:
(L5) Soit P = (FPy | o), # = mogx mp et I' = T, 'y avec 'y = Py @ mg et

I'y F P :7wqp. 1l est facile de prouver que dpg, mo, p1,my p=po+p1 & m =
mg + mq et aussi

Po=(af |a®| - |a>) et Pp=(aP 2> ]| -] a™)
—_— —_—
mo mi1

avec pg+mo > 1l et pr +mq > 1. Par hor., si mp ~ w et 711 ~ w alors 7 ~ w.
Dans le cas ol mg » wet 71 = walors dx : ¢y, ..., x : ¢, € I'y oy x... X <
o AT ¢ gy, T Ppyy € Uy Yy X oo Xy, < mp. Par conséquent,



tous ces 1; sont dans I' et ¢y X ... X ¢y, < 7o X 1 = 7. Si, par exemple,
To ~ w mais Ty = w, on vérifie ppq X ... X Py < W X Py X oo X Pppy <
g X T4 = 7.

(L6) Dans ce cas,on ap=0,m=1et I' F (x| 2*) : n. L’énoncé s’ensuit
par hypothese de récurrence.

(L8) It AF P:mavec A> I'. Par har., Jx )y, .o ,x 0 th, € A hyp XL X

Y, < w. L’énoncé est vérifié car les regles définissant > sont conservatrices.

ci : 1) avec < 7. L’énoncé est vérifié par othese de
L) Ia '+ P < [.7é 5 est vérifié par hypothese d
récurrence et transitivité de <.

5.3 Stabilité du typage par expansion. Exten-
sionnalité

L’affectation de types dans le systeme P est stable par expansion: les types des
termes trouvés par évaluation de M € A,. sont aussi des types de M. Dans le but
de montrer cette propriété, on définit une relation de réduction > dont la stratégie
faible coincide avec I’évaluation —,.. La réduction opere a tous les niveaux d’un
terme: (3), (saisie), (cl), (c2) et (v) sont réalisables sous les abstractions aussi
bien que dans les arguments et substitutions explicites. De plus, la réduction
d’un terme permet de distribuer arbitrairement les entrées de substitution aux
sous-termes. L’ensemble de regles qui définissent > comprend les regles pour — .,
définies dans la figure 3.6, dans lesquelles le symbole — .. est remplacé par > et
le symbole de la saisie > par =, plus les regles structurelles de la figure 5.2.

Proposition 5.3.1 Soit I' = M : ¢.
1. M=M = T'EM:¢

2 M=M = TFM:¢

Preuve. Nous nous limitons a prouver la partie (1); I'énoncé (2) découle essen-
tiellement de la proposition 5.2.6(1). Soit I'[z/z] = '/, U{z :x /a7 € T'}. 1l
est facile de montrer que I' H N : ¢ implique I'[z/z] F N[z/x] : ¢ pourvu que
z & var(N) et z € T'. Supposons ¢ # w et z € var(z, N). On examine deux
situations:

— dans le cas ou Aa. N=,Az.N[z/z] et [' = Ax. N : ¢, les propositions 5.2.5 et
5.2.6(4) impliquent ¢ = 7 — o et

r:m, AFN:oc ounazdA et A>Ty



MM MM PP
Ax. M > Az M’ (M| P)>(M'|P) (MP)>(MP)

PP PP PP Q=P
M(P/z)> M(P'/x) cPch Q>
M(N/z)sM' M(N/z)sM'

(LM | P))(Na)=L(M" [ P) - (L{((M | P)/2))(Na)=L{(M" | P)/z)

Fic. 5.2 - Réduction dans XS

Comme z ¢ AU fo(N), la remarque précédente entraine z : 7, A F N[z/x] :
o. Dot A F Az.N[z/z] : # — 0. On a aussi A > I'y > I, donc I' F
Az.Nz/z]: 7 — o est démontrable par la regle (1.8).

— si N(P/x)y=,N[z/x](P/z) et T' = N(PJ/x) : ¢, on applique les proposi-

tions 5.2.5 et 5.2.6(2) et on procede comme dans le cas précédent.
(I
Lemme 5.3.2 1. Si M(N/z)sM' et I' - M': ¢ alors I' = M(N/z) : ¢.
2. 85 MM et T'E M : ¢ alors ' M : ¢.
Preuve.

1. Par récurrence sur la preuve de M (N/x)=M’, puis sur la taille de la dériva-
tion de I' = M’ : ¢. Nous nous limitons aux cas o ¢ # w; sinon, I' = M’ : w
peut étre dérivé directement par (LT7).

(a) Si M =z et M' = N, alors on prouve I' - #(N/x) par (L4) a partir
dex:¢oF a:¢et del’hypothese ' N : .
(b) Si M = LP et M' = L'P avec L{N/x)=L', alors on sait, par la pro-
position 5.2.6(3),
' L:im—¢ et ThybEP:7m avecl'|,Iy>T

Par h.r., on a I'y F L{N/z) : # — ¢; c’est-a-dire, par la proposition
5.2.6(2),
r:,AMfFL:m— ¢ et AyFN:



ou x & Ay et Ay, Ay > Ty, Done, @ @ 0, A1,y = LP : ¢ par (L3)
et ensuite Ay, 'y, Ay B (LP)(N/z) : ¢ par (L4) (on observe que x ¢
Ay, T'y). Comme > est une relation transitive, on a Ay, 'y, Ay > T
le lemme en découle par (L8).

Si M = L(P/z) et M' = L'(P/z) avec L{(N/x)sL" et =z ¢ fo(N,z),
alors

zop Ty L ¢ et ToFPiyp ou 2Ty et T,y >T
par la proposition 5.2.6(2). De I'h.r. on obtient z : ¢, I'y F L{(N/x) : ¢.
par la proposition 5.2.6(2), ce séquent peut étre décomposé en

r:m,NFL:¢d et AFN:7m ou 2% et N A>z: Iy
Par ailleurs, Ay = N : 7 et Ay > A impliquent X, Ay > z : ¢, 1.
Puisque z € Ay, on a X > z: ¢, %/, et ¥/, Ay > I'y; donc
riomyzo N E L ¢
En appliquant (1.4) deux fois on arrive a
N/ Doy An B (L{P/2))(N/z) : ¢
d'ou I' = (L{P/z))(N/x) : ¢ par (L8).
Si M = (cL)(N/x) et M = (cL’), ou L{N/x)=L', on examine I'infé-
rence de I' = ¢’ : ¢. Dans le cas ou celle-ci termine par (L8) ou (19), le
lemme est vérifié par h.r. et la méme regle. Sinon, le séquent est dérivé

par (L10);ie.TF L' :yet ¢ = ¢ — ¢'. Par har.,onal F L(N/z) : 7.
C’est-a-dire, par la proposition 5.2.6(2), il existe I'y, 'y, 0 t.q.

z:olWFL:y et T9oFN:o avec o &1y and I'1,I'y > T

En utilisant la méme regle (L10), on obtient @ : o, 'y F cL : ¢ et alors,
par (L4) puis (L8), on a I' F (cL)(N/z) : ¢.

Si M = Lo(Ly | P)et M' = Lo(L} | P) avec L1(N/x)=L}, alors par la
proposition 5.2.6(1)(3),

F()'_L/l:O' F1|_P§7T/ F2|_L0§7T—>¢
ounw ~ o x7w et '1,I'y,I's > T. Par ha.,, I'g b Li(N/z) : 0. Une

nouvelle application de la proposition 5.2.6 donne:
0, A Liio et AybE Ny avec o & AA, Ay > T
Donc, x : ¢, Ay, I'1 F (L1 | P): o x #" par (L5) et
zip, A, T, To b Lo(Ly | P) 2 ¢

par (L9) puis (L3). Finalement, Ay, 'y, Ty, Ag F (Lo(Ly | P))(N/x) : ¢
par (L4). On en conclut I' H M : ¢ par (L8) car Ay, I'1, I, Ay >
FOv Flv FZ > I



(f) Si M = Lo(L1 | P/z) et M' = Lo(L} | P/z) avec L1(N/x)SLY, le

raisonnement est similaire au précédent.

2. Cette partie de la proposition est conséquence immédiate de 1’énoncé sui-
vant ou 1" est un terme simple ou un paquet de termes:

ToT' & THT ¢ = T'HT: 6

La preuve est par récurrence sur les dérivations de T>T" et de I' = T7 : ¢.
Tout au long de la démonstration nous appellerons R la derniere regle
utilisée dans la dérivation de ce séquent. Il faut observer que si R est (L7),
(L8) ou (L9) alors on montre I' = M : ¢ par hypothese de récurrence et
la méme regle, indépendamment de la réduction. Si T>T" est dérivé par
application d’un axiome les cas a étudier sont:

(B) I T = (Aa.M)P>M(P/x) = T'. Supposons que R est (L4); c’est-a-
dire, " FP:veta:p, Iy M:pouly,I'y > et xdly En utilisant
(L2) et (L3), dans l'ordre, on déduit I' = (Aa. M )P : ¢.

(cl) Iei T'= cVI = T". Par la proposition 5.2.7(2), ¢ =7 —w o et 7 < 0.
Or, pour toute valeur V,onal'F cV :0 — 0. Donc I' F T : ¢ est dérivé
par (L9), puisque 0 — o < 6.

(c2) Dans ce cas T'=cP>cM =T et P = (M | Q). Si R est (L10), alors
I'FM:w—w=¢. Onendéduit I' - P: (w — w) X w par application de
(L7) et (L5), dou I' T : ¢ par (L10).

(0) Icd T'= (M. M)(P/y)sAx.(M(P/y)), avec ¢ fv(P,y). Dans ce cas, R
est (L.2), i.e.

p=r—oc & z:n,I'EM(Ply):0 & 2¢T
Par application de la proposition 5.2.6(2),
YEP:p &y, AFM:o & Y, A>T

D’une part, Xp = P : 4 et alors Xp, 'y > I', par affaiblissement et transiti-
vité. D’autre part, soit A’ = A—A,; on en déduit facilement A > x : =, A'.
En utilisant (1.8) deux fois on prouve

zimx P, NEM:¢

Donc, par (L2) d’abord et (L4) ensuite, on a y : Y, A'F Aae. M : 7 — o et
Yp, A'F (Aa.M)(Ply) : 7 — o, car y ¢ I implique y ¢ A’. Finalement, en
appliquant (1.8), on obtient I' - T; ¢.



Pour

le cas ou la longueur de T>T" est au moins 2, la propriété est vérifiée

essentiellement par hypothese de récurrence et la méme regle R. Nous examinons

en détail deux regles:

d

Soit T = M(P/x)pM'(Q[/x) =T, ou P = (N | Q), M(N/x)SM' et
x ¢ fo(N). On peut supposer que R est (L.4), c’est-a-dire:

IiEQ:ip et z:p, Iy M6

avec ¥ € I'y et I' = I'1,I'y. Donc, par la partie (1) du lemme 5.3.2, @ :
Y, Ly = M(N/z) : ¢. D’apres la proposition 5.2.6, il existe 7,3, ¥ t.q.

YEN:im et z:a, X' FM:¢ avec Y, X" > a1,

Soit ¥* = X" —=¥" alors x : 7, X" > a7, 0, ¥ En utilisant (L8) deux
fois on prouve

xiT XY, X FM:o
Par ailleurs, ¥\ F N : w et ¥, ¥* > I'y. Donc,
Z;VvI‘l'_(N|Q):7T><¢ et Z§V7F17Z*|_M<P/ >¢

par les regles (L5) et (L4) appliquées successivement, d’ou on dérive I'

T : ¢ par (L8).

Soit T'=T" et T">T'. Par hae. ' T" : ¢, d’ou I' = T : ¢ par la proposi-
tion 5.3.1.

Théoréme 5.3.3 (Stabilité du typage par expansion) Pourtout M € A,.,

M—, M &TEHFM:¢ = TFHM:¢

Preuve. Le théoreme est conséquence directe du lemme 5.3.2, car M—, .M’
implique M>M'. O

Nous démontrons ensuite une propriété d’extensionnalité (cf. Hindley [42, 43])
pour le systeme de types P, qui correspond a la regle I' - MoA(w — w) & = &
fo(M) = T'F (Ax.(Max)) nécessaire pour la complétude (cf. [32]).

Lemme 5.3.4 (Lemme d’extensionnalilé)

Soit v & fo(M), x € I'. Alors,

''-M:7m—oel'FM:y & z:m,'FMz>:0



Preuve. L’implication = est simple a démontrer: si ' - M : 7 — o, par (1L9)
onallFM:~y carm— o0 < 7—w < w— w=~ est prouvable en appliquant
la troisieme et la deuxieme clause de la définition de < (dans cet ordre). Or,
x: 7 F 2™ 7, en particulier pour tout x € I'. On déduit = : 7, ' M2z : 0 en
utilisant (L3).

En ce qui concerne 'implication <, supposons ' F M : yet {z : 7, '} F Ma™ : o,
ou x € I'. Dans le cas ou 0 = w, on sait que w - w < 7 - w < 7 — o, alors
I'M: 7 — o par (L9). Soit 0 # w. On prouve I' - M : 7 — o par récurrence
sur la taille [ de la dérivation {z : m,I'} F Ma* : o, sans compter les applications
de (L.8). On examine deux cas possibles selon la derniere regle différente de (1.8)
utilisée :

(L3) Dans ce cas, ¥ F M :¢p — o et AF a™ ¢, 0ou ;A > {z: 7, ['}. Méme

si ¥ contient éventuellement des hypotheses sur x, du fait que « ¢ fo(M), on

déduit ¥y F M 1 ¢p — 0. Comme Yy > T, onal' b M : ¢ — o par (L8). Si

Y ~ w, alors ©» — o0 < 7™ — o pour tout w; done, ' = M : 7 — o par (L9).
Sinon, i.e. ¥ » w, la proposition 5.2.7(4) garantit

da iy, i, EA Py X Xy, < O
D’autre part, A, > x : 7 implique 7 < 1 X ... ¢,,. Donc 7 < ¢ et p — o0 <
7 —o,dou ' M:x— o par (L9).

(L9) On a {a: 7, I'} F Ma™ : 0’ avec 0/ < o. Par ha., ' - M : 7 — o’; donc,
't M : 7 — o par application de (1.9). O

5.4 Interprétation de )\ dans P

L’interprétation logique d’un terme, dans le modele C, coincide avec I’ensemble
des types que le systeme P permet d’affecter a ce terme. Plus précisément, la
sémantique de AS engendrée par le modele C, C¢, coincide avec la sémantique de
Al dans le systeme de types P.

Définition 5.4.1 (Sémantique de XS dans P)
Pour tout M, N € A,.,

MCpN E VIV THFM:¢ = TFN:g)
L équivalence associée est ~p.

Le préordre Cp est compatible avec les constructions du calcul et clos par =,
et =.

Lemme 5.4.2 - MCpN = VC C[M]CpC[N].



~ (M=uN ou M =N) = M ~p N.

Preuve. Le premier point est vérifié par récurrence sur le contexte €', en utilisant
la proposition 5.2.6. Le deuxieme est immédiat par définition du systeme P (voir

figure 5.1). O

Notation 5.4.3 On note & Uenvironnement compact qui vérifie £p(x) = T ()

pour toute variable x dans I
Soit £ € EnvC; on note I'y le contexte I'e = {a: 7 /&(x) = Tx}.

Lemme 5.4.4 Pour tout A,I' ensembles d’hypothéses, on vérifie
I.A>TD = A Cér
2. éar =Eaér

Preuve.

1. On considere séparément les regles définissant >>: I’énoncé est immédiate-
ment vérifié pour les regles du produit, de I’affaiblissement et de ’échange
lorsque les variables échangées sont différentes - dans les cas ou elles sont
la méme variable, on utilise la commutativité de x. En ce qui concerne
I’affaiblissement qui transforme les hypotheses « : 7 en x : ¢ avec v < =«
(qu’on a prouvé dans le systeme P, cf. lemme 5.2.2), on a ['* () < A*(z).
Donc TA*(z) C T (x).

2. Par définition, &ar(z) = T(A, T) () = T(AX(2) x T (2)) = £a-Cr

O

Lemme 5.4.5 Soil £ € EnvC: Uégalité suivante est vérifice:
V[N]e={7/T¢F N:7}

Preuve. L’inclusion de droite a gauche D, est conséquence de 1’énoncé plus gé-
néral suivant:

() TEN:7 = 7€ V[N]e

En effet, I'e = N : 7 et &p, = { impliquent 7 € V[N]¢. en utilisant (*). On prouve
(*) par récurrence sur la taille de la dérivation de I' = N : 7.

(L1) Dans ce cas, I' =z : 7 et N = 2. Comme V[z]e¢ = j(ér(x)) = 7, on a
7 € V[a]ep-

(L2) Dans ce cas, N = Aa.M et 7 =7 — ¢. Soit A =z : 7, ['; par récurrence on
a ¢ € V[M]e,. De plus, éa = &pla := T7); alors 7 — ¢ € V[N]¢. par définition

de la fonction sémantique.



(L3) Iei N = (MP). Supposons A F P :7m, X+ M:x — ¢et ' = X A.
Par récurrence, 7 — ¢ € V[M]e,. Considérons le cas o # = ¢4 X --- X ¢, et
7 b w. Il existe My, ..., M,, R et Ay,..., A, vérifiant P = (M | --- | M, | R),
Ay B Mg et Aqy.oo A, > AL Par application de I’hypothese de récurrence,
éi € V[M;]e, pour tout ¢. On remarquera que &€x,€a,,...,Ea, sont des environ-
nements COHIi)ELCtS; alors ¥, Ay, ..., A, > I'implique & D Exéa, ... €a, par le
lemme 5.4.4. On vérifie donc ¢ € V[M PJ¢. puisque P o< (My | -+ | M,,).

Le cas ou m ~ w est immédiat.

(L4) Dans ce cas N = M(P/xz). Supposons ' =X Aje g Y et a7, X M7,

AFP:7m.OnareV][M]; | par récurrence. Soit T = @1 X - - - X ¢,; il existe
Slz:= | 7]

My, -, M, et Aq,---, A, tels que P oc (My |-+ | M) et A; = M; : ¢;. Alors

o; € V[[Mi]]fAi par récurrence. On a 7 € V[M(P/x)]¢., car & D €x-€a,- ... €a

par le lemme 5.4.4.

n

(L8) Ici, A > T' et 7 € V[M]¢,. Donc €a C &p par le lemme 5.4.4, d'ou le
théoreme découle par monotonie.

(L10) Ici, N = cP, 7 = ¢ — ¢ et I' F P : 5. Par la proposition 5.2.6 , il
existe M,Q,I" t.q. P= (M | Q) et ' F M : v, ou I' > I'. Par récurrence
(la dérivation du type de M est au plus de la taille de la dérivation du type
de P), v € V[M]g,,. Par le lemme 5.4.4 et par monotonie, v € V[M].. Donc,
6— 6 € V[ = V[Pl

(L7) et (19) ont des preuves évidentes puisque, par définition, I'interprétation est
un cone supérieur.

Nous démontrons ensuite I'inclusion V[N]¢ C {7 /¢ £ N : 7} par récurrence
sur N. Pour w I’énoncé est vérifié par (L7). Soit 7 o w et 7 € V[N]e.

N = x: soit £(x) = Tw; par hypothese 7 appartient a j(Tx) = U{To /o €
Ft & To C Tr}; ceci implique 7 < 7. Comme x : 7 = 2 : 7 est une instance de
laxiome (L1) et comme x: 7> x: 7> e, on a I'e F 2 : 7 par la regle (1.8).

N =Xe.M:soit 7 =7 — ¢ € V[Az.M],. Cest-a-dire,
) — o UEV[[M]]S[Z’:=T¢] & p—o<m—0
De la propriété de la fleche, on déduit, soit ¢ = w, auquel cas ¢ € V[[M]]g[x::T¢]

car les dénotations sont non-vides, soit 0 £ w & ¢ Zw &7 < v & o < ¢
dans le dernier cas, ¢ € V[[M]]g[x::m]' Par monotonie, T¢p C Tx implique ¢ €

V[[M]]f[l’::TdJ]‘ Do Fg[x::%] F M : ¢ par récurrence.



On constate que Ff[x::T?T] = I'¢/p,x : m; par conséquent I'y/, = Az M : 7 — ¢

est démontrable par application de (L2). De plus, I'c/, > I'¢ par affaiblissements
successifs; ’énoncé s’ensuit par application de (L8).

N = (MP): 7 € V[M P]; signifie qu’il existe m,¢1,...,¢,, My, -+, M, et des

environnements compacts &g, &y, -+, &, t.q.
_ PO((M1||MH)
~ &8
- Vit € V[Mi,
_ W€T¢1X"'X¢n
-7 = 1€ V[M]e,.

L’hypothese de récurrence donne I'e, = M; @ ¢ et I'ey W M : 7 — 7. En
utilisant la regle (L5) n fois on a

Ffm"'vrfn'_(Ml|"'|Mn):ﬂ—

On prouve I'g,, - -, I's, = P : 7 en affectant le type w a chaque composante de
P qui ne figure pas parmi les M;. Par application de (1.3) on obtient I'¢,, ¢,
MP : 7. Finalement, £ D o-...:§, implique Iy, -+, Ty, > T'e. On conclut
I'e E MP: ¢ par (L8).

N = M(P/xz): en faisant les mémes hypotheses que pour I'application, sauf que
ici & D &L €n ou &) = &o/s, on obtient 7 € V[[M]]ﬁo[xzzT¢1X~~X¢n]' Soit m =
1%+ X ¢,; 'hypothese de récurrence donne Fgo[x::%] FAM:7r.Doull = M : o,
par h.r. sur I’hypothese ¢; € V[M,]¢,. On a vu que le séquent I'g,, -+, e P 7
est alors prouvable. Remarquer que Fgo[x::%] = T'g;, @ : m; par application de (14)
Leryooo Ug, = M(P/x) @ 7 est vérifié. Puisque I'gs , T, , -+ T, > T'¢, la regle (L8)
nous permet de déduire I's = N : 7. la preuve est completement similare dans le

cas ou N = Q(P/x).

N = cP: par définition, 7 € V[I] et v € V[M]e, ou P = (M | Q). Puisque
T=7—>o0,et o€ V[[:l:]][x:%], onanm < o.D%autre part, par hor. I'e = M v, En

donnant le type w a @, on a ' F P :~. Donc, I'e F ¢P : 0 — o par (L10), d’ou
I'eFcP:nm— opar (19). O

Ce lemme nous permet de relier la signification des termes dans des environ-
nements arbitraires au systeme de types:

Théoréeme 5.4.6 V[M],={c /' T'F M:0 & & C p}



Preuve. Soit ' F M : o et &0 C p. Alors 0 € V[M]e. par le lemme 5.4.5
précédent. Grace a la monotonie de 'interprétation, nous avons o € V[M],.
Supposons maintenant que o € V[M],. C’est-a-dire, par continuité, o €&
V[M]¢ pour un certain environnement compact ¢ tel que & C p. Une applica-
tion du lemme 5.4.5 donne I's = M : o. En conclusion, {r, C p par transitivité

parce que {r, = €. O

Théoréeme 5.4.7
\V/M,N e A, MCEN& MEPN

Preuve. Soit M et N deux termes de A,. tel que MCN. Supposons qu’il existe
['et ¢ t.q. ' B M : ¢. Par application du théoreme 5.4.6, ¢ € V[M]c.. De
plus, I'ep B N : ¢ est conséquence du lemme 5.4.5. Par la proposition 5.2.5(1),
ffr FN:¢;doul' kN : ¢, car on vérifie ffr =I'>T.

L’autre implication est vérifiée par un raisonnement similaire. O

5.5 Adéquation de la convergence

La sémantique abstraite de XS engendrée par le systeme de types P est adé-
quate par rapport a la convergence: il est possible de caractériser le prédicat |},
dans P. Dans le cadre de la sémantique standard, il y a une seule forme de valeur :
les abstractions, toutes confondues. Ce qui caractérise les abstractions du point
de vue de l'affectation de types est qu’elles partagent le type v, le plus grand
type fleche de la théorie (il est clair que 7 — 0 < w — w = 74 quelque soit 7 et
0.) Nous consacrons la section a montrer

YMeAN. M, &FM:~

Cette propriété d’adéquation étend le résultat obtenu pour A, (cf. [17]). La tech-
nique de preuve consiste a montrer la correction de la notion de typage dans P
par rapport a un prédicat de réalisabilité?* , ' T : 7, clos par C,..

5.5.1 Réalisabilité dans P

Définition 5.5.1 Pour des termes clos de A,., la définition de F est:

EM:w dg vraL
de
PM:W—>¢§MUTC&VP(|:P:7T:> EMP :¢)

EP:7 2 o1, ..., 0, & n>0&

2. Le prédicat F dont nous nous servons apparait déja dans la formulation de ’adéquation
donnée dans [17].



Son extension a des termes ouverts de A,. est définie comme suit :
TeM:¢ & vp,. . P, (Vi EPim = EM(P/ai) - (Po)a,) : 6)

ou I' = {ay : m1,...,2, : 7} est un ensemble fini d’hypothéses sans variables
répétées t.q. fo(M) C{xq,..., 2.}

Dorénavant, étant donné I'e M : ¢, nous posons I'(x) = « lorsque  : 7 € T,
et I'(y) = w pour toute variable y absente de I'. Le préordre engendré par E est
défini par:

Définition 5.5.2 Pour tout M, N € A,.,
de
MCRN Y W, ¢ (TEM:6 = TEN: ¢)
Proposition 5.5.3 Pour tout M,N € A,., MC4,N = MCxrN.

Preuve. Soit I' = {ay : 7y,...,2, : 7} et [EM : ¢. On prouve 't N : ¢
par récurrence structurelle sur ¢. Si ¢ = w, I’"énoncé découle de la définition de
F. Dans le cas ou ¢ = 7 — o:s0it EP;, : x; pour 2 = 1,...,net EQ : 7.
Puisque MC 4N, on vérifie M(P/§;>QEAN<]5/§;>Q par la proposition 3.5.15. De
M(P/:Z‘H}TC on déduit N(P/:Z'H)m. Par ailleurs, IZN(]S/@Q : o est vérifié par

récurrence. Donc I'EN : 7 — ¢. O
Corollaire 5.5.4 Pour tout M,N € A,., M <x N = MCgrN.
Preuve. Par le lemme 3.5.11 et la proposition 5.5.3. O

Proposition 5.5.5 Soit M,P,Q € A,.. Siy & fo(M) et @ € fo(Q) alors
M(P/[&)Q ~r (My=)(Q/y)(P/T)

Preuve. Par les propositions 3.5.15(1) et 3.5.15(3), puis par la proposition 5.5.3.
(I

5.5.2 Correction de la réalisabilité

La preuve de la correction de l'interprétation des types £ par rapport aux
systeme de types nécessite le lemme suivant :

Lemme 5.5.6 (I'eM:0 & ¢ <o) = I'eEM:o



Preuve. Par récurrence sur o, on prouve d’abord 1’énoncé pour des termes clos,
i.e. avec I' vide. Si 0 = w, pour tout M on a EM : 0. Si 0 = — o', le type ¢
est m — ¢, pour certains 7, ¢’. Par hypothese, on a M|},.; ceci prouve 1’énoncé
pour ¢’ = w. Sinon, étant donné £ P : 1, on montre F M P : ¢’. D’une part, en
supposant ¥>¢q, ..., ¢,, on constate que

P=(M;|---|M,|R) et EM,;:¢; pour tout ¢

D’autre part, en appliquant la propriété de la fleche, on a ¢v < 7 et ¢ < o'
Alors, par la propriété du produit, si 7 ~ 61 X ... X 6, et J = {j /6; # w} est
de taille k, il existe une injection ¢ : J — {l,...,n} t.q. Vj € J ¢iy; < 6.
Par h.r., on a E M) : ;. Puisque les types différents des ¢; qui composent =
sont nécessairement w et que tout terme satisfait cette formule, F (M, | --- |
M) 65, x ... x 6;, implique £ P : 7. Par hypothese, E M P : ¢'. L’hypothese
de récurrence donne F M P : o’.

Ceci termine la preuve de I’énoncé restreint a des termes clos. Pour des termes
ouverts, si 'on pose I' = 1 : my,...,2 : 7, hypothese s’éerit £ M(P/i) : ¢,
pour tout P t.q. EP; : m. Alors EM(P/%) : o, dout l'on tire TE M : ¢ par
définition de . O

Théoréme 5.5.7 (Correction de F )
'tM:¢ = T"EM: ¢

Preuve. Par récurrence sur la longueur de l'inférence de I' = M : ¢. On suppose
' =w:m,...,2p : 7 pour k> 0.

(L1) On prouve @ : ¢Fx : ¢, en montrant que Ea(P/x) : ¢ est vrai pour tout P
qui satisfait P = (N | Q) et EN : ¢.

Du fait que N est clos, on déduit x(P/z)—,.N(Q/x) < N. Alors NC 4x(P/z)
et, aussi, Fax(P/x) : ¢ par la proposition 5.5.3.

(L2) L’hypothese de récurrence donne = : #,'*EN : o (donc ¢ = 7 — o et
M = dx.N), avec & ¢ I'*. Soit Py,..., Py, P des paquets de termes clos t.q.
E P, : 7w pour tout 7 et E P :xw. D'un c6té on a EN(P/ax)(P/x1)...(Pi/ay) : o,
de I"autre on a

(Az. NP /&) PS,.(Ae.(N(P/#)))P —ém N(P/#)(P/x) = N(P/x)(P/%)
car P, P sont clos et @ # w; pour tout i. Le lemme 3.5.6 et la proposition 5.5.3
donnent £ N(P/&)(P/z) : o et N(P/x){P/¥)Cr(Ax.N){P/z)P. Par conséquent,
E(Ax. N)(P/2)P : 0. Cest-a-dire, 'E (Az.N) : 7 — 0.

(L3) Soit *EN:7m— ¢pet AF P:x (donc M = (NP)) avec 7061, ..., ¢n.



D’apres la proposition 5.2.6(1), IMy,..., M,, R 3Ay,.... A, t.q. P = (M |
| My | @)y Adyeo o A > Aet Ay B M, ot les preuves de ces séquents sont
plus courtes que celle de A F P : 7. Ceci implique A EM; : ¢;, 1 =1,...,n, par
hypothese de récurrence.

Soit Py, ..., P des paquets clos vérifiant £ P, : m;. Du fait que

b, 7wy~ X () X A% (ay) ~ XX (@) X Af () X oo X AN (@) X 6;
on peut trouver des paquets @, Ré et S;t.q. P =(Q; | RS |-+ | R | Si), avec
FQi X (x;) et FR;: A% (z;). Il est clair que
EN(Q/#):m — det EN;: ¢ on N; = M;(R; /i)
et aussi que E(Ny | ... | N,|@) : 7 par définition de k. Donc,

CN@QSNN ] | NIQ) o
Essentiellement par le lemme 3.5.14(3),

(N(Q/&))(Ni | ... | Na|@EAN(My | ... | M,|Q)(P/%)

En utilisant la proposition 5.5.3, on arrive a I'* £ (NP) : ¢.

1.4) Comme dans les cas précédents.
( p
(L7) Immédiat.

(L8) Soit A*EM : ¢ avec A > I' et EP, : 7 pour 1 = 1,..., k. La proposi-
tion 5.2.6 donne m; < A*(x;) pour chaque z;. Le prédicat £ est clos par < (cf.
lemme 5.5.6); aussi & P; : A*(x;) est-il vérifié. On en déduit E M (P /%) : ¢.

(L9) Par le lemme 5.5.6.

(L10) Soit ' F P : w — w, M = cP et ¢ = 0 — o. Par la proposition 5.2.6, il
existe N;Q,At.q P=(N|Q),A>T et AL N:w— w,ou l'inférence de ce
séquent est plus courte que celle de I' = P : w — w. L’hypothese de récurrence
donne A*EN :w — w. Comme A* > ' on a '"EN : w — w en appliquant
le lemme 5.5.6.

Pour EQ; : m; et ER : o, on doit montrer (cP)(Q/@UTC et IZ(CP)(Q/:Z'>R :
o. On remarque que IZN(Q/@ Dy, le. N(Q/@UTC. De plus, C(N(Q/:Y;>) =
(cN)(Q/@ implique (CN)(Q/@)UTC par le lemme 3.5.11. On constate que ce

terme converge vers I'identité et que (cP)(Q/#){} .. Par ailleurs,
(cP)Q/3)) RS, IR, R

On conclut E(cP)(Q/)R : ¢ par la proposition 5.5.3. O



Le théoreme suivant décrit la convergence en fonction de la notion d’affecta-
tion de types dans le systeme P (c’est la derniere piece nécessaire a la démons-
tration de I'adéquation du modele C, présentée dans la section 5.6.2.)

Théoréme 5.5.8 (Adéquation de la convergence)
Pour tout M terme clos de A.., M|},.&F M : ~.

Preuve. Soit M=,V comme pour toute abstraction, F V : 4. Alors = M : ~
par le théoreme 5.3.3. Ceci prouve I'implication = . Supposons maintenant que
F M :~. Par le théoreme de correction, E M : ~. C’est-a-dire, M},.. O

Une des conséquences du théoreme 5.5.8 est que w est le seul type du terme
Q. Supposons = Q : ¢ ou ¢ # w. Alors, ¢ = 7 — ¢ < w — w implique
F Q5 par (L9). Une application du théoreme 5.5.8 donne },.. Puisque toute
évaluation finie de () est susceptible de continuation, n’atteignant jamais une
valeur, I’hypothese amene a contradiction.

5.6 Adéquation complete du modele C sur A¢

Dans cette section nous montrons I’équivalence :
\VIM?N € ATC MEPN e METCN

d’ou découle 'adéquation complete du modele C par rapport au langage AS. La
partie = est prouvée essentiellement par le théoreme 5.5.8. Pour la partie <,
nous montrons la complétude de la réalisabilité: I'e M : ¢ = I' - M : ¢, dont
la preuve repose sur 'existence de termes et paquets caractéristiques pour chaque

type.

5.6.1 Termes caractéristiques

On définit des paquets caractéristiques P, qui vérifient = P, : 7 pour chaque
type 7. Lorsque 7 € Ft , on écrit M. En méme temps que le paquet caractéristique
P, on construit une abstraction T, supposée tester si un terme appartient a
I'interprétation de 7, i.e.

EP:7 = (T,P).1

ceci implique - P : 7 = (T.P)|},.I par le théoreme de correction 5.5.7.
La définition est par récurrence mutuelle sur 7. Pour 7 = w, le choix est clair:

M,=Q et T,=2Xzl

Le terme caractéristique de type fleche 7 — o est la fonction (I’abstraction) qui
prend un argument de type 7 et rend le terme caractéristique de type o. Dans un



calcul typé, M,_., serait Ax:7.M,. Nous nous servons du terme T}, pour controler
que 'argument appliqué a ’abstraction ait le type #. C’est-a-dire,

Mo = dx.(Tra>)M,

Remarquons que M, _., est essentiellement Az.Q) quelque soit #. Aucun controle
n’est effectué sur 'argument parce que 7 — w ~ w — w. La définition de T,_,
mérite une explication. Rappelons que N : # — o signifie N|,. et ENQ : o
pour tout () t.q. EQ : 7. En particulier, £ NP, : ¢ est vérifié par récurrence.
L’abstraction T}_., est supposée tester la convergence de ’argument, puis vérifier
si I’application de cet argument a P, réussit le test associé a o. Dans les calculs
faibles standards étendus avec test de convergence, T, est Aa.(ca)(T,(xPy)).
Cette définition ne convient pas au paradigme des ressources, car elle repose sur
I’hypothese que 'argument N peut étre utilisé deux fois pendant 1’évaluation.
Pour résoudre ce probleme, nous divisons la définition de T, _, en deux cas,
comme suit :

" ) Az(cx) sioc=uw
=7 | M.T,(xP;) sinon

Il faut souligner que cette définition est appropriée car

MQy...Qulle = (MU, &Vie[l,n] MQy...Q:..)

Autrement dit, on pourrait définir EM : 7 — o par

EM:7m —w dg M,

EM:r o Y oc#tw= (VP EP:7 = EMP :0)

Les paquets caractéristiques pour les types produit sont construits en utilisant
la composition parallele:

Pryy = (Pr | Py)

Intuitivement, le test pour = x> doit vérifier, successivement, que I’argument a les
deux types m et ;5 ie. Trxy = Ax.(Tra™)(Tyax™). Or ce terme peut mener a une
conclusion erronée; par exemple lorsque 7 = w et 'argument est Py. Dans ce cas,
T, xy Py diverge. Le terme approprié n’effectue pas de test sur les composantes w
du type:

T~ X .. X, &Vig £ w = T, =t (Ty,a™)...(Ty,x>)

Pour terminer, nous examinons 1’utilisation des multiplicités dans la construc-
tion des termes caractéristiques. Des multiplicités infinies ont été employées sys-
tématiquement lorsque, en réalité, des exposants finis sont suffisants. La premiere
observation a faire est que le test associé aux types dans Ft n’utilise son argu-
ment qu’une fois; le terme T,_, est linéaire et la variable abstraite apparait en



position fonctionnelle. La deuxieme remarque est que le test associé aux types
produit est composé d’un nombre fini de tests “simples” (tests des types fleche).
Donc, les multiplicités infinies peuvent étre remplacées par la multiplicité 1 dans
T.. Par conséquent, le terme caractéristique M,_, n’a besoin que de permettre
autant d’acces a son argument que de types différents de w dans 7. On pourrait

définit M, = da.(Tra")M, si 7>¢1, ..., on.
Proposition 5.6.1

1.FP .7

2.FT,:7— (0 — o) pourtoul o €Ft
Preuve. Immédiate, par construction des termes. O
Lemme 5.6.2 (Lemme de caractérisation)

I.THEP 77 < 7’et

2TFHT. 7> ({—o)er <17& <o

Preuve. Les parties <= des points (1) et (2) sont des corollaires de la proposition
précédente et de la regle (19) du systeme de typage.

Les démonstrations des parties = sont par récurrence sur le type 7 et sur les
tailles des dérivations associées a P, pour 1’énoncé (1) et a T, pour I'énoncé (2).
Nous détaillons les cas les plus significatifs et décorons souvent les références aux
énoncés (1), (2) du type 7 correspondant.

Pour tout 7, si I' b P, : 7/ est dérivé par (L7), 7/ = w implique 7 < 7',
Quand les dérivations associées a P, et a T, terminent par application d’'une des
regles (L8) ou (L9), on vérifie les énoncés (1) et (2) par hypothese de récurrence
et transitivité de <.

Toute inférence de types pour M,_., et T, entraine le typage de leurs sous-
termes 12> et Tyax™. La proposition suivante simplifiera notre preuve:

BT FTa>*: -0 = (< o&

(Tow = Fx:th,.. e, €0 py x oo xp, < 7)

On montre facilement que (27) = (37) pour tout 7: Si 'inférence du type de
T;x* termine par (I3), on a I'y F T, 1 v — (£ — o) et 'y F 2> : 4 avec
I' = Ty, 2. En utilisant (27), on vérifie v < 7 et £ < 0. Deux cas sont a
examiner : pour ¢ ~ w, on a 7 ~ w directement. Sinon, par la proposition 5.2.7(4),

dx oy, xip, €0y oy x oo X, < 9

Donc, ¥ X ... x ¢, < 7 par transitivité.



Dans le cas ou 'inférence de I' F T2 : ¢ — ¢ terminerait par une application
de (L8), c’est-a-dire, ou

AFTa>:¢6—0 avec A>T,
I’hypothese de récurrence donnerait ¢ < o ainsi que

Toew= Jo:, ... 00 € A x...oxp <7

Puisque ’ensemble de regles définissant > n’autorise qu’a affaiblir les hypo-
theses,on a Jx ¢y, ...,z Y, € hy x ..o xap, <y x ..o xp! < 7.

Pour une dérivation terminant par application de (1.9), i.e. I' F T 2> : ¢ ou
6 < & — o, on déduit 6 = ¢ — ¢ car 6 est dans Ft . Par h.r. £ < o' et

Toww = dx:t,..x:p, €l Py x...x, <7

Par la propriété de la fleche, si 0 = w alors £ < o est corroboré immédiatement.
Sinon, 0’ # w et aussi ¢ < et o’ < 0.1l en découle que ¢ < o, par transitivité.

7 =w: (1) Le seul type du terme  est w alors 7 < 7/ = w par reflexivité.
(2) Si I'inférencede I' - Ax.I: 7/ — (£ — o) terminepar (L2),2 : 7', 'F1:¢ -0
implique ¢ < o; 7" < w est vérifié immédiatement.

T =7 — w: (1) Si la dérivation termine par une application de (L2), i.e. 7/ =
p—oetax:p, I'FQ:0 ondéduit 7 > w < v < 9 — w du fait que w est le
seul type de €.

(2) Quand la derniere regle utilisée dans la preuve de I' - Az.(ca) : 7/ — (£ — o)
est (L2), apartirde z: 7/, 'Fcx:{ s oetax g onar <+, puisé < o par
la proposition 5.2.7(3).

T=7n—0eto#w (1) Soit I' - Aa.(Trx*)M, : 7" dont la dérivation termine
par (L2); donc, on a 7/ = 7" — o' et @ : 7', b (Tr2*)M, : o', avec v ¢ T
Si la derniere regle est (L3), alors I'y £ Tha™ 1 ¢ — o' et 'y H M, : &, ou
7, I' = I'y, 'y, Puisque (2 7) est vérifié par h.r., la proposition (37) donne
& < o' et < 7w Deplus, 0 < ¢ est vrai par h.r. , ce qui implique o < o'
par transitivité. En conjonction avec 7’ < 7, la propriété de la fleche donne
T—o0 <7 =7

(2) Sous I'hypothese o # w, nous montrons 7/ < 7 — o et ¢ < o pour une
dérivation typique de I' F Aa.T,(xP;) : 7" — (£ — o), 'est-a-dire, a utilisation

de (L8) et (L9) pres:



(D2) (D3)

(D1) (Lg)wlT/FJ?l@%@/) FQFPﬂ-:G

Iy b T, — (6> o) 7. Ty b aPy i

(L3)

(12) w7 T, Do b Ty(aPr): & — 0

=T,y FAeT,(aPr) 7" — (£ — o)

On remarque que:

- < oet & < o, par ha. sur (D1). Alors il suffit de prouver 7' < 7.

-7 < 0 — 9 a partir de (D2) et en appliquant la propriété 5.2.7(1); ainsi,
il existe 7/, 0’ tel que 7/ = 7' — o'. La propriété de la fleche donne ¢ # w, car
o # w. Par conséquent, § < 7’ et o' < o).

-7 < 6, par h.r. sur (D3).
Ces résultats réunis impliquent 7 < 7’ et aussi (¢/ < 0 = 7/ =7 — o' <
T—o=7T).

T =7 X t: (1) D’apres la proposition 5.2.6, les composantes de P, ont les types
suivants :

IyEPo:r et Tob Py

ou 7' ~ 7' x " and I'1,I'y > I'. Le résultat découle de I’hypothese de récurrence
sur ces séquents, dont les dérivations sont plus courtes que celle de I' F: P, : 7/.
(2) Comme pour le cas de la fleche, nous omettons les détails de la récurrence
nécessaire a la preuve, et montrons le résultat sur une dérivation typique de
I'F Tyosg, : 7 — (£ = 0),0u ¢ »w:

(D1) (D2)

" _(i&xﬁ) xiy, Iy F Tsex™ 10 — (£ = 0) @by, 1y - Ty, x> 0
= 2

(12) 7 T, Ty b (Tha™®)(Ty,2™) : 7" — (€ — o)

I'=T1, Ty F da(Ty,a)(Tp,2®): 7" — (€ — o)

Quelques conséquences de cette dérivation sont :

- a partir de (D1) et (3¢p), on a oy < ¢get § < & — 0. Donc, il existe &', o
vérifiant § = ¢ — o',

- a partir de (D2) et (3¢1), on a vy < ¢p et & < oL Alors, 7/ = thy X by <
b0 X ¢1 ~ 7. D’autre part, 0 = w implique ¢ < o. Dans le cas ou o # w, par
la propriété de la fleche, o’ est aussi différent aussi de w; de plus, ¢ < ¢ and
o' < o. En utilisant le fait que ¢ < ¢’, on conclut ¢ < o par transitivité. O



5.6.2 Complétude de la réalisabilité

Le lemme suivant est une instance importante du théoreme de complétude:

Lemme 5.6.3 (Lemme de Convergence)
'eM:v = I'EM:~

Preuve. Soit 'EM : v ou fo(M) C {ay,...,x,} et I'(a;) = 7; pour tout
1 <@ < n. Alors M(Py, /x1) - (Pr, [2n)re par définition puisque F Py, : 7. Le
théoreme d’adéquation de la convergence 5.5.8 donne

F M(Pr, far) - (Pry f2a) £

Par la proposition 5.2.6, il existe ¢,...,%, t.q. & Py, : ¢; pour tout ¢ et z; :
Uiy, 2, 2 Y, B M @y, On obtient, par le lemme de caractérisation 5.6.2,
7 < p, done wy : Yy, T, Yy S>> Xy T, ..., X, 2 T, > I On oconclut
' M : ~ par application de (L8). O

Théoréme 5.6.4 (Complétude de F )
I'eM:¢p=TFM:¢

Preuve. Etant donné ['E M : ¢, on montre I' = M : ¢ par récurrence sur ¢. Si
¢ =walors ' = M : w par (L7). Si ¢ = 7 — w, alors 'e M : v et ’énoncé est
vérifié par le lemme de la convergence 5.6.3. Soit ¢ = 7 — o avec 0 # w et
I'=ay:7,...,2,: m,. L’hypothese 'k M : ¢ implique, pour tout P,..., P,,Q
t.q. EP cmiet EQ i,

(*)  M{P/&)},. et

(%) EM(P/3)Q: 0o

La conclusion I' = M : ¢ est vérifié par le lemme d’extensionnalité 5.3.4, car ()
implique I' : M : 5, et (x%) implique y : #, ' - My> :o0,ouy €', y & fo(M).
La séquence suivante d’implications est vérifiée par les théoremes 5.5.8 et 5.5.7,
la définition de F et le lemme 5.6.3 dans cet ordre:

M(P/&))e =F M{P/&):y = EM(PJi):v = TEM:v = TI'FM:~
D’autre part, par la proposition 5.5.5,
M{P[3)Q~r(My=){(Q/y)(P/#)

Cette équivalence, plus (**) impliquent £ (My>)(Q/y)(P /&) : o. Par définition,
y: 7w, ' My> : 0. L’hypothese de récurrence donne y : 7, I' = My™ : 0. O

Théoréme 5.6.5 (Adéquation)
Pour tout M, N € A,.,

MEPN = METCN



Preuve. Soit M, N € A,. et C' un Ai-contexte. Alors,
MEPN & C[M]Urc

J lemme 5.4.2 \ th. 5.5.8

CIMIC»CIN] - O]y

NS

d

Théoréme 5.6.6 (Adéquation Compléte)
Pour tout M, N € A,.,

METCN = MEPN

Preuve. Soit M, N € A,., I' un ensemble d’hypotheses et ¢ € ¥t . Alors,

MC,.N & 'eM:¢
Jp. 5.5.3 +1.3.5.5 \th. 5.5.7
A[M]ERA[N] I'EM:¢
I'“EN:¢
lth. 5.6.4
I'“FN:o¢
lp. 5.2.5
'EN:o

Le modele C est completement adéquat pour AS: on a

th,5.4.7 th.5.6.6 4+ th. 5.6.5

MCE,N """ MCpN MC,.N



5.6.3 Adéquation et incomplétude du modele C sur ),

L’adéquation du modele C par rapport au calcul de ressources A, est consé-
quence directe du théoreme 5.6.5, appliqué sur des termes de A, :

VM,N € Lr MC¢N & MC,.N = MC,N

Comme conséquence de =(MC, N = MLC,.N) (voir contre-exemple 3.6.13), le
modele C n’est pas completement adéquat pour \,. Ce contre-exemple peut étre
formulé facilement en termes du systeme de types. Soit P = Azy...2,.Q et
P =Axy. . 0, Q | Ay .o, Q). Puisque @ P < @ P' on a xP'C,xP. Par contre,
—(xP'CpaP): set ¢ # w et 4, le type fleche d’arité ¢ défini par

w—=(w—...(w—ow)

i fleches

Il est clair que F Azq...2;..0Q : ~; est vérifié quelque soit ¢; alors F P’ @ v, X v,
implique x : 4, X ¥ — 6 F aP' 1 ¢. Mais © 1 v, X v, = ¢/ 2P : ¢ car P n’a
pas de types de la forme ¢ ~ v, X v, (il suffit de remarquer que P est un terme,
donc ne peut avoir des types produit.)

5.7 Le calcul avec ressources sur les \-termes

Le pouvoir de séparation des contextes avec multiplicités sur les termes du
lambda calcul pur a été étudié par Boudol et Laneve dans [18]. Le résultat fon-
damental est une caractérisation intensionnelle de la sémantique observationnelle
du calcul avec multiplicités sur des A-termes basée sur ’analogue des arbres de
Bohm pour le calcul faible, appelés arbres de Lévy-Longo. I’extension de ce ré-
sultat au calcul avec ressources (avec test de convergence) s’ensuit. C’est ce que
nous allons montrer ici. La situation est donc la suivante: pour tout M, N € A,

MC,.N = MC, N & M<IN = MC,.N

La preuve de 'implication décorée avec le signe? utilise les lemmes auxiliaires
suivants:

Lemme 5.7.1 La (-conversion préserve les types: pour tout M, N € A,
M =3 N=M~p N

Preuve. L’énoncé est une extension (triviale) du lemme A.1 [18], montré pour
le systeme d’affectation de types associé a A, (donc sans test de convergence),
sans relation de conséquence <. En fait, seulement ’adéquation du modele C est
nécessaire. O



Lemme 5.7.2 (Proposition 5.4 [18])

y<UY = { iﬁi:egj\DZOlzknyoZ,‘jo ouViy #£ <17

Lemme 5.7.3 SiI'F M : ¢ alors I' = Ay.My™ : ¢ pour tout y € var(M).

Preuve. Par récurrence sur le type ¢. Si ¢ = w, ’énoncé est immédiat par (LT7).
Si¢g=n—ocalorsy:rky:7methky™:wimpliquenty:xF y> : 7 par (L5)
et (L9). Donc, par (L3) on a

y:m, ' My> o
d'ou I'  Ay.My> : ¢ par (L2). O
Lemme 5.7.4 Pour tout ¢, st M € PO, alorst= M : ¢.

Preuve. Si ¢ = w, I’énoncé est vérifié par application de (L7). Soit ¢ = 7 —
...T, — wou n > 1. Par définition de PO, quelque soit m il existe M’ t.q.
M=pAzy...2,.M', o0 x; # x; pour v # j. Ceci est vrai en particulier pour
m = n. Comme x,, : Ty,..., 21 : 71 = M’ : w vaut par la regle (L7), nous avons
FAxy...x,. M 2 ¢ en appliquant (1.2) n fois. Il en découle que F M : ¢ par le
lemme 5.7.1. O

Lemme 5.7.5

1) 'Fy:7=TFY: 7

y<pY = VIvr { EZ; Fl—ggjoo:T = T'FY>:7

Preuve. Soit y<}Y. Nous montrons (1) et (2) simultanément par récurrence sur
7. 51 7 = w, ’énoncé est trivial; sinon, 7 est, soit un type fleche, soit un type
produit, et on a Y=gAz1 ... zp.yZ° ... Z°, ou Vi 2,<}Z;, ou Y € PO, par le
lemme 5.7.2. Si Y € PO, "énoncé est vérifié par application du lemme 5.7.4.
Sinon, puisque les types sont préservés par [3-conversion, on se limite a montrer
que les termes Azy ... 25y Z7° . 20 et (Azy oo 25y 270 . Z2°)™° possedent le type
7 sous le contexte I'.

Sit=(m — (...(7h = w)...)), pour montrer (1) on examine deux cas:
— h < k: Par application de (L7) on a
D' Azpgr oo 2py 270 200w

alors T'F A2y oozpy 270 . Z7° (71— (.. (7, — w)...)) est prouvable en
utilisant % fois (L8) et & fois (L2).



— h > k: On montre facilement que z; : m; = 22 : 7; pour tout z; donc
ziimEZX T

par hypothese de récurrence (2), car 7; est un sous-type propre de 7. A
partir de I' -y : 7, on déduit

Zh i Thy ey 21 T, Ly Z 0 (R — (o (= w) L)

en utilisant k fois la regle (L3). Pour obtenir I' F Azq ... 2.y 2% ... Z°%
on termine par k applications de (1.2).

Quant & (2), I' F y> : 7 implique I' F 4> : 7; donc

Fy b,y €L d1x...x, <7

Comme 7 € Ft est différent de w, la propriété du produit garantit I'existence d’un
indice j tel que ¢; < 7. Alors, F Fy:¢; impliquel' Fy:r par application de
la regle (L9). D’une part, I’ hypothese de récurrence (1) donne T'FY :7. Dautre
part, comme = Y : w par application de (L7), on dérive I+ Y]YV*®):7xw
par (L5), puis I' Y : 7 par (1.9) et (L8), car 7 x w < 7 et I'>T.

Si T =19 x 71, la partie (1) est vérifiée par vacuité. Soit I' F y* : 7; on obtient
facilement

FoFy>®:m et I'TFy>®:7m avec 'g,I'y > T
L’hypothese de récurrence (2) donne I'o = Y™ : 75 et Iy F Y : 7, d’ou 'on
dérive I' = (Y™ | Y*°) : 75 x 7 par (L5) et (L8). Or, Y™ = (Y | Y™). La

proposition 5.3.1 nous permet donc de conclure I' = Y : 7. O

Lemme 5.7.6
A<M = AC, .M

Preuve. Par le résultat d’adéquation qui lie la sémantique opérationnelle au
systeme de types P, il suffit de montrer I’énoncé suivant :

A<IM & THA:¢ = T M: ¢

On procede par cas sur A.

- Si A=y 2.0 alors M=gAzy...2,. M avec n > m. Par la propo-
sition 5.2.6 et du fait que w est le seul type de 2, tout type de A est
de la forme my — ... — 7, — w avec k < m, en particulier ¢. On déduit
T P Ty ooy @171 F Appgr - 2. M s wpar (L7), dou F Ay .o, M2 ¢
en appliquant (L2) m fois. Comme conséquence du lemme 5.7.1, F M : ¢

est vérifié. Donc I' F M : ¢ par (L8).



- SiA=Axy...x.2A1... A, on a, soit M € PO, soit
M=sAy1 ...y dey . xp.aMy . MY Y™

avec A;<TM; et y;<LY; pour tout 7. Dans le premier cas, I' = M : 7 pour
tout 7, par le lemme 5.7.4. Dans le second cas, par le lemme 5.7.3 on a

I'EAyrccoypday oAy D Ays oy 9
En appliquant m fois I’hypothese de récurrence, on obtient
D dyy ooy Ay ocoape My oo My ooy 0 o

De plus, tout typage de y7° dans cette preuve peut-étre remplacé par un
typage de Y, (cf. lemme 5.7.5(2)). Donc, I' F M : ¢ est conséquence du
lemme de préservation du typage 5.7.1.

Nous avons maintenant les outils pour prouver
VYM,N M<]N = MC,.N

Soit M et N deux termes du lambda calcul et C' un contexte de A¢ t.q. M<} N
et C[M},.. Le lemme d’approximation, restreint a des lambda termes purs, dit
qu’il existe un approximant A de M vérifiant C'[A]{},.. Il est clair que A<LN,
par conséquent C[N]{},. par application du lemme 5.7.6.

Un corollaire immédiat de ce résultat est que les multiplicités séparent autant
que les ressources quand il s’agit de lambda termes. Autrement dit:

VM,NcA MC, N & MC,.N
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Chapitre 6

Modele de filtres

6.1 Adéquation du modele F sur A¢

L’adéquation du modele de filtres F par rapport au calcul AS découle par un
raisonnement similaire a celui utilisé dans la preuve d’adéquation du modele C.
Certaines preuves du chapitre 5 étant adaptables au nouveau modele, nous serons
ici beaucoup plus brefs.

Remarquons que l'interprétation de (cP) dans F admet une écriture plus
concise que dans le modele C, qui est:

_ v, siwlrP], £ L
V[Pl _{ L sinon
Remarque 6.1.1 La fonction d’interprétation V[—].A,e X Env — F est conti-
nue.

Définition 6.1.2 (Sémantique engendrée par le modéle F )
Pour tout M, N € A,.,

MCsN € Yp e Env V[M], € V[N],

Dans le reste de la section on introduit un systeme de types Pa sur la théorie
(Fb, <)! et le préordre Cp, sur A,., engendré par l'interprétation des termes
dans Pa. On montre ensuite que Cx coincide avec Cp, et on termine par un
schéma de la preuve d’adéquation MCp, N = MLC,.N.

Le systeme d’affectation de types P est défini par les regles du systeme P
(figure 5.1) plus les regles dans la figure 6.1, qui manipulent la conjonction.

Il faut souligner que I'introduction de la conjonction n’a pas modifié le traite-
ment “multiplicatif” des hypotheses. En effet, ni dans P ni dans P on ne peut

1. Pour le modéle de filtres cette théorie inclut un opérateur de conjonction A en plus du
produit x.
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FiG. 6.1 - Systeme de types P

montrer, par exemple, que (Az.zz)I' a un type différent de w. Pourtant, nous ne
pouvons pas affirmer que P et Pa ont le méme pouvoir discriminant.

Proposition 6.1.3 Si 7 € W[M*>],, alorsIme N 7€ W[M™],.

Preuve. Soit 7 € UW[M'],. Par la proposition 4.3.15, il existe 7,...,7, t.q.
Ve Im; 7 € WM™ ],. 1l est clair que 7, € W[M"™], pour tout j t.q. m; <
m;. Soit k = max{m;}. Donc Vi r; € W[M*],. Par la définition de filtre, 7 €
W[M*],. O

Lemme 6.1.4 (Comparable au lemme 5.4.5, partie <)

'EM:7 = 71eV[M]e,
'EP:7 = 17eW[P]e

Preuve. Par récurrence sur la dérivation du séquent I' F T : 7 (ou T désigne soit
un terme soit un paquet).
(L1) Ici, ' = 2 : 7 et T'= 2. Comme V][z]e = j(ér(x)) = T7, 7 € V]a]e est

vérifié.

(L2) Dans ce cas T'= Ax.M et 7 = 7 — ¢. Soit A =z : 7, ['; par récurrence on a

¢ € V[M]e,. De plus éa = éplax := Tr); alors ¢ € V[T].Tr. D'ou 7w — ¢ € V[T e,

(L3) Dans ce cas I' = ¥, A et T' = (MP). Supposons 7 — 7 € V[M]g, et
7 € W[P]e,. Alors & = Ex-én et 7 € V[M P]e¢. par la définition d’application
dans le domaine des filtres (cf. 4.3.18).

(L) Ieil' =X, Aet T =M < P/x >. Supposons @ € A, A" =z : 7, A et aussi

7 € V[M]e,, et 7 € W[P]g,. Par monotonie de la fonction d’interprétation,

T € V[M]: .Dou 7 € V[M < P/a >]¢p., car & = €a-és.
ALT::W[I:P]]fz]

(L5) I ' =3, A, 7 =7 x¢ and T = (P|Q). L’hypothese de récurrence est: = €
W[P]es, et 0 € W[Q]en. Alors & = Ex-éa. l est clair que le type 7 x ¢ appartient
au produit (dans le sens de I'opération dans le modele) W[P]e- W[Q]¢,. Donc
T e WIP | Q..



(L6) Iei T'= M*™ et 7 = x. Soit # € W[M|M*>]¢.; par la proposition 4.3.15,
Arp; < m, pour des tp; dans W[MJe, -WI[M=]¢, et &r 2 & &,

Pour chaque ¢ € I on prouve t»; € W[M*]¢.. Il y a trois cas a considérer:
si i € W[M]g, alors ¢ € W[M>]¢, par définition. Donc ¢; € WM™, par
monotonie, car §;, C {r. Si ¥y € WM™, 'énoncé est vérifié directement par
monotonie. Finalement, lorsque ; = vy, x ¢, avec ¥y, € W[MJe, et by, €
WIM=], , par la propriété 6.1.3, il existe m € N t.q. v, € W[M™], . Par
conséquent, v, x 1, € W[M"™ )¢, est vérifié par monotonie, ce qui implique
i € WIM™]ee. Dot App; € WM™ et aussi # € W[M*]¢., par définition
de filtre.

(L8) Par le lemme 5.4.4 et la monotonie de I'interprétation.

(L7), (L9), (L11) et (L12) sont des cas immédiats parce que les interpréta-
tions sont des filtres. La preuve pour (L10) est similaire a celle donnée pour
le lemme 5.4.5. O

Lemme 6.1.5 (Comparable au lemme 5.4.5, partie =)
Soit M, P € A", et £ € EnvC.

V[M]e € {¢/Te k- M: ¢}
W[P]e C {x/TekF P:x}

Preuve. Par récurrence sur 7', un terme ou un paquet. Pour w I’énoncé est vérifié

par (L7).

T = x: soit {(x) = Tm; par la définition de j, # < ¢. Done, I'e = 2 : ¢ par
Paxiome (L1) et la regle (L8), car = : ¢ > T'.

Dans tous les autres cas de termes, ¢ € V[T], implique ¢ ~ Ad; ot &; € Ft
par la proposition 4.3.9 et ¢; € V[T],. Il suffit donc de montrer I’énoncé pour ces
¢; premiers, i.e. montrer I'c = M : ¢;. On conclut I'e = M : ¢ par application des
regles (L11) et (L9).

T = Ax.M:soit ¢ =7 — o €Ft, alors o € V[[M]]g[x;:%]- Par h.r.
Ff[x::T?T] FM:o

Cest-a-dire, I'¢/x, 2 : T = M : 0. Donc I'e F Aa.M : 7 — ¢ est vérifié par (1.2)
et (L8) puisque I'¢/ax > T'.

T = (MP): soit ¢ € Ft ; alors ¢ € V[M]¢,-W[P]e, pour des &, &1 t.q. £ D &o-éy.
C’est-a-dire, il existe 7 € W[P]e, qui vérifie 7 — ¢ € V[M]¢,. Sans perte de



généralité, on peut supposer que &y et & sont des environnements compacts par
la continuité de 'interprétation?. Par hypothése de récurrence,

ey FM:im— ¢ et g FP:m
De plus, I'g,, e, > T'¢; done T'e B (M P) @ ¢ par (1.8) et (L3).

T = M(P/x): considérons ¢ € Ft ; alors ¢ € V[[M]]go[x::W[[P]]gl] pour des envi-
ronnements &g, &1 t.q. £ O &o/aéy.

Par continuité, ¢ € U{V[[M]]go[x::%] /7 € W[P]e, }, donc il existe 7 € W[P],
t.q. ¢ € V[[M]]go[x::%] parce que ’ensemble est co-dirigé. De I'hypothese de ré-
currence on obtient 'y, = P : 7 et Fgo[l,::%] F M : ¢. De plus, Fgo[l,::%] =
Leosarzim. D'ou gy, Uey = M(P/x) ¢ par (L4). On conclut par (L8) puisque
Deoar Tey > Te.

T = cP: puisque ¢ » w,on a ¢ =7 — o € V[I]: et v € W[P]e. On montre
facilement que # < o. par hor,, I'e F P : v donc I'e F ¢P : 0 — o par (L10) ,
d'ou I'e F cP : 7w — o par (L9).

Dans les cas des paquets on peut aussi se limiter a étudier le cas de 7 € Fb .
T=1:7€W[T]essi T~ w;énoncé est vérifié par (L7).
T = (Q|P):soit # € W[T]¢ t.q. # € W[Q]e, W[ P]e, avec &, & with € D &p-éy.
Deux situations sont a analyser: ou bien # € W[Q]¢, (ou 7 € W[P]e,) ou bien

7 € {mo x m [ 1o € W[Q]e, &1 € W[P]e, }. Dans le premier cas,

(L5) (hr) T, FQ:m T, B Prw (LT)

(L9) F507F51 + (Q|P) T X W

(LS) F507F£1 - (Q|P) -

e H(Q|P): 7w

Quant a la deuxieme possibilité, 7 = 7o x 7y implique I'e, F Q) : mo et I'g, = P27y
On obtient le résultat par (L5) et (L8).

T = M : supposons © € W[M>]; alors il existe m € Wt.q. # € W[M™]¢ par la
propriété 6.1.3. On prouve ’énoncé par récurrence sur m. 5Si m = 0, alors 7 ~ w

et on utilise (L9). Si m > 0, alors 7 € [ {W[M]e(, WM™ ¢, avec & D &o-é1}.

2. Par continuité, il existe &, &) compacts t.q. & C & et 7 € W[P]e tandis que 7 — ¢ €
V[[M]]sg~ On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence et conclure par monotonie.



On analyse trois cas: si # € W[M]g,, on dérive

(ha)Te, E Mo FM*:w (L7)

(L5)
(L9) ey b (MIM™) s 7 % w
(L6) e, b (M|M*): 7
L5) e, b M 7
Te b M> 7

Dans le cas ot # € WM™ ¢, par h.r. T, B M : 7. Donc T'e F M* : 7 est
vérifié par (L8). Si 7 = my x my avec mg € W[M]¢, et 11 € W[M>]¢,, on dérive

(ha) Tgg B M :mg Ty B M 7y (hor.)

(L5)
(L6) Peyo Dy B (M|M™) 2 7w X 74

Te Te, B M X
(LS) Eor L & o X 71

Feb M™ i mg X my
O

Théoréeme 6.1.6 Pour tout M, N € A,., ME;N@MEP/\N.

Preuve. L’énoncé est corollaire des lemmes 6.1.4 et 6.1.5; la preuve est similaire
a celle du théoreme 5.4.7. O

Tout comme P, le nouveau systeme Pa est stable par expansion, i.e.
MS. M &TFM :¢p = TFM:¢

La preuve de cette propriété ne differe pas beaucoup de celle du théoreme 5.3.3;
les regles (L11) et (1.12) ne posent pas de probleme. Il suffit de constater que I’on
peut reformuler les propriétés structurelles énoncées dans la proposition 5.2.6:
par exemple, pour "application on a

I'FMP:¢ < In>0Vic[l,n] IA, S, 75, ¢

AZFMFZHQZ&ZZ'_PFZ&A“ZZ>>F&¢1/\/\quLqu

En ce qui concerne le prédicat de réalisabilité I'e T : 7 pour le systeme Px,
la définition est basée sur la description normalisée de 7 :



Définition 6.1.7 On définit deux prédicats de réalisabilité, ["'un pour des types
de termes, I'e M : ¢, Uautre pour des types de paquets, I'vP : w. Pour des termes
et des paquets clos de A,., et des formules premieres, ils sont définis par:

d )
EM:w g Vrat

EM:7m— ¢ P2 (r—oe¥rt = M, & (VPIFP:7 = EMP : ¢))

FPir Y (r €¥b & 70¢1,..., b, =
P=(My|...| M, | R) & Vi EM,; ¢;)

L’extension aux formules non-premiéres est:
de ~ .
EM: ¢ é d~No; & o ert &(Viel EM:oy)
de ~ .
kP 7 gﬂ"\’/\[ﬂ'i&ﬂ'iEFb & VeelIFP:xw;)
L’extension aux termes et paquets ouverts de A, est:
de . ~
TeEM:¢ & (VivP WP m = EM(P[i): ¢)

mr:r (Ve VP vP; i = II-P<]5/:Y;> ;)

ouI'=ay 7w, 2, 7, et fo(P), fo(M) C{ay,...,2,}.
Le préordre sur A,. engendré par Uinterprétation est comme pour le modéle
de cones:

MCeN E VI ¢ TEM : ¢ = TEN: ¢

On suppose que P(P/@ est équivalent a un ensemble de paquets, ou les
substitutions explicites ont été affectées aux termes composantes, comme on fait
dans le calcul A,.

Proposition 6.1.8 Pour tout M, N € A,., st ME4N alors MCx N.

Preuve. Supposons EM : ¢ et ¢ ~ Ard; ot ¢; € Ft . On montre 1’énoncé par
récurrence sur I; le cas de base ( ¢ € Ft ) est vérifié par une preuve complétement
similaire & celle de la proposition 5.5.3. Dans le cas de récurrence, on a EM : ¢;
pour tout 2. Donc EN : ¢; par h.r. Donc EN : ¢. O



Lemme 6.1.9
reM: 7 & 7< 7 = TI'eM:7

'eP:7 &7 <7 = I'vtP: 7

Preuve. Il suffit de montrer ’énoncé pour I' vide. Soit 7 ~ Ay, et ET : 7. On
procede par inspection de la définition de <.

(1) Ici, 7" = w. Donc EM : 7" et IFP : 7/ pour tout T par définition.

(2) Iei, 7 =7 5 w < w — w = 7. Par hypothese M{},.. Il est clair que pour
tout P, on a EMP :w. D’autre part, IFP : 7 implique P = (N | Q) et EN : 7.
Donc EN : 7/, ce qui implique IFP : /.

(3) Dans ce cas, 7 = 79 — ¢ < m1 — ¢ = 7, 0u 7 < moet gg < Py. Soit
G0 ~ Njoi et g1 ~ Ajp;.

— dupposons EM : 7. Alors M{,.. On doit montrer FM : Aym — ¢,
ie. FM : m — ;. Soit P t.q. IFP : m. Par hypothese de récurrence
P : mo; alors E M P : o; pour tout ¢ € I. Donc E M P : ¢o. Par hypothese
de récurrence FMP : ¢1; c’est-a-dire, EMP : p; pour tout y € J. Par
définition, FM : 7y — ¢;, car M{,..

— Supposons IFP : 7. Alors IFP : 7g — o; pour tout ¢ € [. L.e.
\V/ZEIHNZ,QZ PE(NZ | Qz) & |:NZ'27T0—>O'Z'

Remarquons que pour tout j € J il existe i; € I t.q. 7o — 03, < ™ — ;.
Par hypothese de récurrence, EN;, : 71 — ;. Donc IFP @ Aym — ;
implique IFP : 7/

(4)-(7) Dans ces cas, 7 ~ 7'. L’énoncé est vérifié par définition.
(8)Ici, 7 =mg x 7 < wyx7wy=71"oum < xl,i=0,1. Soit
To ~ Apthi T~ Ayl To ~ Aty T~ Al

Par hypothese on a IFP : 1); x 0, pour tous ¢ € I et j € J. Supposons ¥;>ay, ..., a,
et O;>an41,...,0a, Alors, P=(My|...| M, | R) et EM, : a,.

On doit montrer IFP : Agxpm (e, X 0},); c'est-a-dire, I[FP : 1) x 6}, pour tous
k,h. Supposons ¥;>by, ..., b, et 8, obyyq, ..., b,. Par hypothese, Aryp; < o ~
by X ... X by et Ayl < 0) ~ byyq X ... X by En appliquant la proposition 4.3.16,
il existe 2,7 t.q. ¢y < by X ... X by et 0; < by X ... x by. Clest-a-dire,

ag X oo X a, < by X oo X by et anpr X oo X a, < by XX b,



Rappelons que ces a;, b; sont des fleches premieres; par la proposition 4.3.16 on
peut construire deux injections, g : [Ll,m] — [L,n] et ¢’ : [m+ 1,¢] — [n + 1,p],
t.q.

(\V/Z € [l,m] ag(i) S bz) & (\V/Z € [m—l— 1,q] ag/(i) S bz)

Par hypothese de récurrence, Vi € [1,m] E My : by et Vo € [m+1,q] E My : b
C’est-a-dire,

H‘(Mg(l) | R | Mg(m) | Mg’(m-l—l) | R | Mg’(q)) : @Z); X 02

Donc IFP : 4} x 0. Les indices k, h étant arbitraires, on conclut IFT" : A i (1), ¥
65.). Donc IFP : 7' par définition.

(9)-(10) Ici 7 = x#AYp < 7 = 7', Puisque la normalisation de 7 est la conjonction
des normalisations de 7 et de ¢, on a soit F M : 7’ soit [FP : 7 par hypothese.

(11) -(13) Dans ces cas 7 ~ 7'; I’énoncé est vérifié par définition.
(I

On remarquera que le prédicat IF, sur des termes et des types de Ft est
équivalent au prédicat F.

Théoréme 6.1.10 (Correction de F pour Pp )

'e7T:7 = I'FP: 7

Preuve. La preuve est par récurrence sur la dérivation de I' = 7" : 7. On analyse
la derniere regle de typage utilisée: pour (L1) et (L2) la preuve est similaire a
celle du théoreme 5.5.7. Pour (L3) on a A*EM : 7 — 7 et ¥XIFP : 7. Alors,
il existe deux séquences p et p’ de substitutions explicite t.q. EMp : # — 7 et
IFPp' : ®. Donc E(Mp)(Pp') : 7. Soit £ la séquence de substituions qui résulte
de la réunion de p et p’ (ces séquences constituent un partage de ¢). Puisque
(Mp)(Pp" )EA(MP)E, par la proposition 6.1.8 on a E(MP)¢ : 7. Cest-a-dire,
I'eMP : 7. Dans le cas de (L.4) on utilise I’hypothese de récurrence sur les
deux branches de la dérivation. Dans le cas de (L5), on suppose ¥*EP : 7 et
AXEQ : . alors (8,A)*F(P | @) : ® x ¢ par un raisonnement similaire a
celui utilisé dans la preuve du lemme 6.1.9, cas (8). Si la derniere regle est (L6),
I’hypothese de récurrence donne I'* (M | M*) : 7. Le paquet M a assez de
termes pour permettre 'interprétation de 7, puisqu’il est inépuisable. Le cas de
(L7) est évident et celui de (L8) est comme dans la preuve du théoreme 5.5.7.
Si la derniere regle utilisée est (L9), 1’énoncé est vérifié par le lemme 6.1.9. Les
cas de (L11) et (L12) découlent facilement de I’hypothese de récurrence et de la
définition de . O



La stabilité du typage par expansion et la correction de la nouvelle interpréta-
tion F dans le systeme Pa impliquent un résultat d’adéquation de la convergence
similaire a celui pour le systeme P, énoncé dans le théoreme 5.5.8. I.’adéquation
du préordre Cp, par rapport a la sémantique opérationnelle en est un corollaire :

YM,N € A,. (MCp, N = MC,.N)

Finalement, la correspondance entre 'interprétation des termes dans P et dans
le modele de filtres F, énoncée dans les lemmes 6.1.4 et 6.1.5, permet de conclure
I’adéquation du modele:

YM,N € A, (MEFN & MEp, N = MC,.N)

6.2 A propos de la complétude du modele

Le but de cette section est d’apporter quelques éléments de réponse au pro-
bleme de complete adéquation du modele F. Le point de départ dans I'analyse
du probleme est 'impossibilité de prouver la complétude par la technique de dé-
finissabilité des points compacts du domaine, pourtant appropriée dans le cas
du modele C. La condition d’application d’une telle approche est I'existence de
termes caractéristiques pour chaque type. Mais le calcul de ressources ne fournit
pas de moyens pour décrire la conjonction de la théorie Px.

La conjonction des formules de Ft (types des termes du langage) ne pose
pas de problemes. Le terme caractéristique de ¢Ac est: Myp, = My © M, ou
@ est I'opérateur de choix non-déterministe définissable dans A,; les types de
My, forment le filtre principal T(¢Ac). Pourtant, on ne sait pas définir de test
pour les formules avec conjonctions. En ce qui concerne la théorie de types sur
Ft , la conjonction peut étre éliminée: on peut restreindre le systeme de types
a des formules premieres. Dans ces formules, la conjonction apparait toutefois a
gauche de la fleche. Soit # — & € Ft ; nous avons vu que le terme caractéristique
de ce type est de la forme M,_, = dx.(T,2*)M,, ce qui suppose 'existence
d’un test pour 7. Sur la représentation normalisée de 7, Aji);, T doit étre une
abstraction qui contréle que son argument a tous les types ;. Ceci implique que
I’argument doit étre disponible, en son entier, autant de fois que des types ;.
Dans le calcul non-déterministe ) [17] (avec sémantique observationnelle “may
testing”), la définition du test consiste en une séquentialisation des controles:

Type = A (Tyx)(T,x)

ce qui ne pose aucun probleme car les arguments appliqués au test sont inépui-
sables. Ce n’est pas le cas de A,. Si, par exemple, = M : ¢Ac, alors Typ, M
se réduit vers le terme bloqué T,x(1/x), puisque I'argument n’a que multipli-
cité 1. Cette difficulté semble insurmontable; le calcul A, n’a pas la capacité de
“multiplier” les occurrences des ressources.



Pourtant, notre conjecture est que le modele de filtres est completement adé-
quat par rapport a AS. Autrement dit, que les types avec conjonction et produit
discriminent autant que les types avec produit seulement. Notre argument est que
la manipulation des hypotheses est toujours multiplicative. Les conjonctions qui
apparaissent dans les hypotheses ont été introduites par le moyen de 1’axiome;
elles ne correspondent pas a un besoin de typer de facon différente deux oc-
currences de la méme variable (comme c’est le cas dans les théories de types
avec intersection usuelles). Comment le démontrer? Nous n’avons pas réussi a
construire une preuve directe, sur les dérivations dans les systemes de types P et
PA. Une approche différente consisterait a démontrer un lemme d’approximation
pour le systeme de types avec conjonction, dans le style de [69], et de prouver
ensuite que les contextes de AS permettent de séparer deux approximants qui ne
sont pas compatibles. Notre conjecture a ce propos est que les outils développés
dans le chapitre 3 pour A, devraient étre adaptables a A¢.

Nous ouvrons maintenant une parenthese, pour discuter sommairement com-
ment étendre le calcul XS, afin de lui donner les moyens de définir le test pour la
conjonction. Nous introduisons un produit synchrone ou opérateur de duplication
entre termes, MoN, dont la propriété essentielle est de faire partager ses argu-

ments & M et & N. Cest-a-dire, (MoN)P—S (M PoN P) Le nouveau calcul est
noté \%. Evidemment, il ne s’agit pas de construire les fonctions paralleles, que
I'on décrit par exemple avec ||, puisqu’elles sont déja dans A, (rappelons que &y
est définissable). Bien au contraire, ¢ serait le "meet” dans le domaine.

Un tel opérateur permet la définition du test pour la conjonction : il suffit de
poser

Mo = Xx.((Tr,0. .. 0Ty )™ )M,

sim o~ mA. L AT,
Les termes de )\?C sont :

(AS) M z=x | e.M|(MP)|M{P/z)|cP|(MoM)
P:=1|M|(P]|P)|M>

La relation d’évaluation —>7f>c de ce calcul est un raffinement de —,. (cf. figure
3.6), dont les nouvelles regles sont écrites dans la figure 6.2.

Remarquons que la regle de saisie n’a pas été modifiée. En effet, la distribution

des arguments et des entrées de substitution a M et a IV dans le produit synchrone

(MoN) garantit la disponibilité des ressources sur les variables de téte de M et
de N. Par exemple, si P = (L | P'), alors

(2oN)Q1 ... Qu(P ) =2 (2 QP [a)oNQ(P )= LO(P [2)oNQ(P/a))

3. Le produit synchrone rappelle 'opérateur + de [29], équipé d’une sémantique “must
testing”, utilisé dans la définition du test associé aux types conjonction: dans ce papier,
T¢/\U = /\x.(T¢ 4+ TU).




(MoN)P—C(MPoNP) (MoN)(P/x)— . (M(P/x)oN(P/z))

M—S M N—S N
MoN—C M'oN MoN—S MoN'
c(MoN)—=C (cM)o(cN)

FIG. 6.2 - Evaluation dans 2

Les termes irréductibles du calcul sont de trois types, a savoir : termes bloqués,
abstractions Az. M, et produits synchrones de termes irréductibles (Myo...oM,).
Les valeurs du calcul sont un sous-ensemble des termes irréductibles. Dans 1’ap-
proche standard, les abstractions sont des valeurs de A%, tandis que les termes
bloqués sont identifiés aux termes divergents. En ce qui concerne les produits syn-
chrones, seuls les produits d’abstractions sont observables. La syntaxe des valeurs

est donc:

(Ve) V= da.M|(VoV)

Ce calcul, comme les autres versions du calcul de ressources, vérifie un lemme
des contextes, ce qui indique qu’il n’est pas completement arbitraire. Rappelons
que le préordre C° identifie termes bloqués, divergence et produits synchrones

dont les composantes ne sont pas toutes des abstractions.
Soit A I'ensemble des contextes applicatifs définis par

Au=]]| AP | A(P/x) | cA

ot P est un paquet de \°.. Remarquer que 'opérateur de duplication n’apparait
pas en téte dans la définition de A. Cependant, les paquets P peuvent avoir des
produits synchrones comme sous-termes.

Lemme 6.2.1 (Lemme des contextes pour )\°.)
VYM,N € AS, MCON & M 4N

Preuve. La structure des contextes applicatifs pour A%, étant la méme que ceux
de A7, la démonstration de I’énoncé est une extension de la preuve du lemme 3.5.5.
Nous indiquons les modifications a apporter. La partie <= est triviale. La partie
= est un cas particulier de la proposition suivante:

VM, ..., M, ¥YNy,....N, (Vi MiC4N;) = (YC CIMJS. = C[NJIC)

TC

ot ' est un contexte de XS & plusieurs trous. Soit C' t.q. C[M] et C[N] sont
des termes clos et il existe une valeur V vérifiant C[M]=,.V en un nombre



fini de pas 1. Nous montrons C'[N]}S, par récurrence sur (I,t,d) (selon 1'ordre
lexicographique), ou t est le nombre de trous de C et d est le nombre de produits
synchrones dans C'. (Pour A{ la récurrence sur (/,1) était suffisante. )

Le cas intéressant est [ > 0,¢ > 0. Soit ' = ¢™W B! ... B™; nous établissons
la proposition par cas sur W,

1. W = CyB° ou

(a) Cp=a ou

(b) Co = Az.D ou

(c) Co =], ou encore
(d) Co = DoD'

Pas de modifications a faire pour (la)-(1c), (2) et (3). Dans ces cas la preuve
se fait essentiellement par récurrence sur [ (la premiere étape d’évaluation peut
étre reproduite a partir de C'[N]), et en plus, dans le cas (1c) sur t.

Il reste & examiner Pévaluation de C[M] pour Co = DoD’ (cas (1d)): les
premieres étapes sont de distribution des arguments, des substitutions et des
tests de convergence

o *

CIM]—=S(c" DB ... B™")[M]o(c"D'B ... B™)[M]
Alors C[M]S, implique (¢"DB' ... B™)[M]C, et aussi (¢"D'B'... B™[M]

rc
en au plus [ étapes d’évaluation. Comme chacun de ces deux derniers termes a

TC

un produit synchrone de moins que ¢ [M |, Phypothese de récurrence donne

(¢"DB'...B™)[NJIC et (<"D'B'...B"[N]|2

Alors C[N]|IS. O

Pour ce qui est du modele, I’équation sémantique associée a < est donnée par
le “meet” dans le domaine des filtres, i.e. 'intersection. C’est-a-dire,

V[MoN], = V[M], N V[N],

ou 'environnement est dupliqué. La description dans le systeme de types utilise
un type union V [7]: le type de MoN est o V @, lorsque o est le type de M et ¢
est celui de N. La propriété essentielle de la théorie de types avec union est que

(61— )V (g2 — a) ~ (91Ad2) — 0

permettant ainsi d’éliminer la conjonction a gauche de la fleche (notre souci ma-
jeur pour la définition des termes caractéristiques).



227

Chapitre 7

Conclusion

Pour conclure, nous présentons une synthese des problemes ouverts en in-
diquant parfois des pistes qu’il conviendrait, a notre avis, explorer, ainsi que
quelques lignes de recherche que nous jugeons intéressantes.

Plusieurs problemes restent ouverts en ce qui concerne I’étude du pouvoir de
discrimination de A, et aussi de AZ, que nous avons entamé. Pour les termes du
lambda calcul pur, il a été montré que le calcul avec ressources (non-déterministe)
a le méme pouvoir de séparation que A, (déterministe). Reste a savoir si A, (ou
A?) peut discriminer plus de A,,-termes que A, (ou A, plus test de convergence)
lui-méme. Autrement dit, si les termes avec multiplicités sont sensibles ou pas
au non-déterminisme. Pour montrer que A, et A, different sur A,, il suffirait de
construire un exemple, ce qui n’est pas, a priori, une tache simple. De autre
coté, puisque 'on dispose du lemme d’approximation, on pourrait imaginer une
preuve classique de VM, N € A,, (MC,N = MLC,N), c’est-a-dire, par un
résultat de séparation du genre AIZ, N = AZ, N, ou A est un approximant
qui provient d’un terme dans A,,, et N € A,,. Or, les approximants des A,,-
termes ne sont pas nécessairement des termes de A,,, ce qui empéche de parler
de A IZ,, N. Une approche qui semble plus adaptée pour résoudre cette question
consisterait a construire un préordre algébrique <« sur A, et montrer qu’il définit
une sémantique adéquate pour C,.. S’il s’avere que < est plus fin que C,, sur
A, on aura prouvé que A, et A, ne different pas sur A,,, c’est-a-dire,

VM,NeA, M« N = MC.N = MC,N = M«N

Si, au contraire, MC,, N # M <« N, on devrait pouvoir se servir de I'informa-
tion recueillie pendant la tentative de preuve pour construire un exemple.

Le préordre algébrique dont on parle doit étre plus fin que <. . En particulier,
il devrait rendre compte de I'p-conversion. Tel préordre <« jouerait le role de <.
pour le A-calcul, et on pourrait se demander s’il ne constitue pas une sémantique
algébrique completement adéquate pour A,. En étendant convenablement la no-

¢, ce qui implique que < doit étre sensible au nombre de

tion d’approximant a AZ,



ressources des paquets, un résultat de complete adéquation pour C,. implique-
rait une deuxieme caractérisation de la structure locale (dans la terminologie de

Barendregt [8]) du modele C.

La question se pose aussi sur la caractérisation de la sémantique observation-
nelle engendrée par le codage du calcul avec ressources dans le w-calcul. En effet,
A, a été défini par Boudol a partir d’une analyse fine du codage du A-calcul faible
dans 7. Boudol et Laneve [20] montrent que A, peut étre codé de facon adéquate
dans 7. Le fait que A, (et A,) manque du test de convergence met en évidence
qu’il n’est pas aussi discriminant que 7. On s’attend a pouvoir étendre le codage
et le résultat d’adéquation a A, et AS. Qu’en est-t-il de la complétude pour AZ7

Dans la section 2.2.3, nous avons posé le probleme de I"adéquation complete
des traductions (=) : A, — Ao et (=) 1 A — A, Clest-a-dire, de la vérifica-
tion de I’équation (2) de Mitchell (cf. section 2.2). Les traductions considérées
permettent la simulation de la convergence du calcul source dans le calcul cible.
Notre conjecture est que ces propriétés passent aux contextes. Pour le montrer il
faudrait prouver que le terme obtenu par 'application successive des deux tra-

v~ M et

ductions (dans le bon ordre) est équivalent au terme d’origine: ((M))Y

(M)~ M.

Comme nous 'avons dit dans le chapitre 2, aucune indication n’est donnée
dans [56] sur la facon de prouver I'adéquation complete d’une traduction com-
positionnelle. Il serait intéressant de chercher des conditions nécessaires et suf-
fisantes générales. Autre question de sur ce sujet concerne la modularité des
extensions du A-calcul. Nous avons vu que le choix non-déterministe ne peut pas
étre ajouté au lambda calcul faible avec appel par valeur A,, mais si a A., malgré
I'inter-simulation de A, et A.. La question qui se pose naturellement est: sous
quelles conditions I'ajout d’opérateurs préserve une traduction (completement)
adéquate?

L’étude des modeles du calcul avec ressources n’est certainement pas clos. En
particulier, la question se pose a propos du genre de modele qu’on peut associer
au sous-calcul déterministe de A,, le calcul avec multiplicités A,,. Du point de
vue des systemes de types, dans 1’état actuel des travaux, il ne semble pas que
I’on puisse restreindre P pour rendre compte de ’homogéneité des ressources
dans A,,. Remarquons qu’une condition nécessaire pour que le systeme de types
associé a A, soit correct est que sa restriction aux A-termes soit équivalente au
systeme de types avec intersection standard. C’est-a-dire, les types 7 dans 7 — o,
ne peuvent étre, a priori, que des produits quelconques de types (associés tous a
la méme ressource).

La comparaison entre le pouvoir de discrimination du systeme de types P et
du systeme P, évoqué dans le chapitre 6, reste un probleme ouvert.



On devrait aussi étudier la possibilité de modifier le systeme de types actuel
pour construire une sémantique completement adéquate de A, (le résultat de
complete adéquation de la these est sur A7). Il s’agit de reproduire I'effet du test
de convergence dans la théorie de types, c’est-a-dire, de reproduire la capacité
de compter le nombre de ressources d’un argument. Avec cette modification,
le résultat de continuité syntaxique pour A, devrait pouvoir aider a montrer la
conjecture sur 'adéquation complete du modele de filtres (associé au systeme de
types Pa avec a la fois le produit et Iintersection).

Les résultats syntaxiques de Boudol et Laneve sur des sémantiques obser-
vationnelles non-standards du calcul avec ressources (ou blocage et divergence
sont différents), énoncés dans la section 3.8.1, constituent une forte motivation
pour I’étude de la contrepartie algébrique et dénotationnelle de ces scénarios ob-
servationnels. Motivés par le résultat concernant le A-calcul et A, on peut se
demander si, par exemple, I'interprétation algébrique de A, n’engendre pas une
sémantique completement adéquate de A, par rapport au préordre plat C”,.

Nous avons montré comment donner une sémantique dénotationnelle a un
langage qui ne satisfait pas les postulats classiques des modeles & environne-
ments pour le lambda calcul, a savoir, la distribution de ’environnements aux
sous-termes. Dans cette these, I’étude des modeles porte exclusivement sur la sé-
mantique standard du calcul de ressources. Peut-on développer des modeles pour
les sémantiques non-standards, verticale et plate, suivant cette approche? Est-il
possible de caractériser le blocage, comme on caractérise la convergence, dans un
systeme raffiné de types avec intersection?

Il serait intéressant de chercher des liens entre le calcul avec ressources et le
fragment multiplicatif de la logique linéaire. En effet, une relation entre ces calculs
n’est pas a exclure; rappelons que le systeme de types P distingue les occurrences
des variables et manipule les hypotheses de facon multiplicative. Toujours en ce
qui concerne P, il faut souligner que il est essentiellement le méme systeme de
types utilisé par Gardner dans [34], ou elle aborde des questions d’optimalité de
la réduction de A-termes.

Pour conclure, le domaine d’application du calcul avec ressources se trouve
entre la programmation fonctionnelle, avec des langages a la ML, et la program-
mation distribué, avec des langages comme FACILE [35, 36] (basé sur SML,
incorporant des primitives de communication) et PICT [64, 63] (typé, basé sur
un fragment du w-calcul). Il est assez raisonnable de penser, par exemple, que
les propriétés du systeme de types associé au calcul avec ressources peuvent étre
utiles en compilation.
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Dans le cadre d’un lambda calcul hypothétique Ay, les conventions de notation sont
les suivantes :

EPH=>>7T 06

CHF©

symbole signification
Ap extension du A calcul faible
Ay ensemble des termes
Ag ensemble des termes clos
Vs ensemble des valeurs
— évaluation
-4 impossibilité d’évaluer
Un prédicat de convergence
T prédicat de divergence
Cp préordre observationnel
~ équivalence observationnelle

test de convergence unaire, 100

combinateur de test de convergence, 50
combinateur de test de convergence parallele, 50
constructeur des abstractions strictes, 54
constructeur des abstractions par valeur, 51
opérateur de composition parallele, 48
opérateur de choix non-déterministe, 49
opérateur unaire non-déterministe dans le lambda calcul, 81
union multi-ensembliste de solutions, 43

produit synchrone, 224

élément minimum d’un domaine, 152

élément maximum d’un domaine, 152

borne supérieure, 152



lambda calcul faible, 36

lambda calcul faible avec test de convergence ¢, 50
lambda calcul faible avec paquets, 89

lambda calcul faible avec & et ¢, 61,62

lambda calcul faible avec multiplicités, 88

lambda calcul faible avec test de convergence parallele p, 50
lambda calcul faible avec ressources, 84

lambda calcul avec ressources et test de convergence ¢, 100
lambda calcul avec ressources, ¢ et ¢, 224

lambda calcul faible avec appel strict, 54

lambda calcul faible avec appel par valeur, 51

lambda calcul faible avec & et appel par valeur, 61
lambda calcul faible avec composition parallele, 48

lambda calcul faible avec choix non-déterministe, 48
lambda calcul faible avec ¥, 81

calcul de processus, 42

ensemble des termes clos de A, 37

ensemble des termes clos de A, 37

ensemble des termes de A,, 51

ensemble des termes de A4, 89

ensemble des termes clos de Ay, 90

extension de A; avec des termes Mo, 64
ensemble des termes de A;, 63

ensemble des termes de A,,, 88

ensemble des termes de A. qui proviennent de termes de A,, 57
ensemble des termes de A,, 51

ensemble des termes de A, 84

ensemble des termes de A7, 101

ensemble des termes de A%, 224

ensemble des termes de A,, 52

ensemble des termes de A, 49

ensemble des termes clos de A, 49

ensemble des termes de Ag, 49

ensemble des termes clos de Ag, 49

ensemble des termes clos de Ay, 81

ensemble des termes de 7, 42

extension de X; avec des compositions oo, 64
ensemble des substitutions explicites de A;, 63
extension de X; avec des compositions oo, 64



V, ensemble des valeurs de A, 39
V. ensemble des valeurs de A., 51
V4 ensemble des valeurs de Az, 89
V;  ensemble des valeurs de A;, 63
V,  ensemble des valeurs de A,, 51
V, ensemble des valeurs de A,., 87
V,. ensemble des valeurs de AZ, 100
V¢ ensemble des valeurs de A, 225
V, ensemble des valeurs de A,, 52
V)  ensemble des valeurs de A, 48
Vg  ensemble des valeurs de Ag, 49

lo prédicat de convergence A, par rapport a —,, 57
Ua prédicat de convergence dans A, 39
. prédicat de convergence dans A,, 51
g prédicat de convergence dans A4, 90
I prédicat de convergence dans A;, 65
Iy prédicat de convergence dans A,, 51
| prédicat de convergence dans A,., 87
" prédicat de convergence de longueur n, 87
U, prédicat de convergence dans A, 54
| prédicat de convergence dans A,, 52
& prédicat de convergence dans A?, 61
U prédicat de convergence dans w, 44
Y prédicat de convergence dans A, 49
o prédicat de convergence dans As, 49
Pln convergence immédiate du processus P vers le nom n, 44

Py(Q,n) convergence de P vers le processus ) et le nom n, 44

1, prédicat de divergence sur A, par rapport a —,, 57
fta  prédicat de divergence dans A, 39
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évaluation faible dans le A-calcul, 39
cloture reflexive et transitive de —,, 39

cléture transitive de —,, 39

impossibilité d’évaluer, 39

réduction forte dans A., 56

évaluation faible dans A., 55

évaluation dans A4, 90

évaluation faible dans A;, 64

évaluation dans J,,, 88

réduction dans A. qui simule —, pas a pas, 56

réduction —, avec A le radical réduit, 57
évaluation dans A,., 86
évaluation dans A7, 101
évaluation dans A%, 224
évaluation faible dans A,, 55
évaluation faible dans Ay, 66, 81
cloture reflexive et transitive de —, 81
transition étiquetée dans 7, 45
regle de réaction du 7w-calcul, 43
mécanisme de saisie de ressources, 86
réduction dans,

le w-calcul, 44

le Af-calcul, 191
saisie dans la réduction > sur A,., 191
réduction dans Ay, 129
juxtaposition de listes, 96
application élevée, 154
union de multi-ensembles, 154
application,

dans le domaine C, 164

dans le domaine F, 179
produit d’environnements compacts, 157
sous-types fleche d’un type produit, 185
produit dans M,(D), 167
produit d’environnements, 171

égalité a a-conversion pres, 38
égalité a f-conversion pres, 38
égalité algébrique dans A, 41
égalité dans A;, 63

égalité observationnelle dans A, 40
égalité observationnelle dans 7, 44
bisimulation forte, 45

extension de la bisimulation applicative pour A, 81



IN

regroupe les ordres <%, <” et <" | 102
ordre point par point sur les fonctions, 154
relation de conséquence entre types,

pour &;, 158

pour &, 172
préordre algébrique sur A, 41
préordre algébrique sur les A-termes, 142
préordre algébrique sur A,, 131
ordre sur les approximants , 130
ordre sur les multi-ensembles, 154
ordre sur les multi-ensembles non-vides, 155
ordre plat, 102
ordre vertical, 102
ordre standard, 102

relation d’ordre partiel, 151

préordre observationnel dans A, 40

préordre observationnel applicatif, 40
bisimulation applicative, 40

sémantique engendrée par le modele C, 183
sémantique engendrée par F, 215

préordre observationnel dans A;, 65
sémantique engendrée par P, 196

préordre associé a Pp, 215

préordre engendré par £, 201

préordre observationnel standard sur A,, 103
préordre sur Fin(D), 153

préordre observationnel dans AS,, 225
préordre observationnel dans A®, 61
préordre observationnel horizontal sur A,, 103
préordre observationnel vertical sur A,, 103
préordre observationnel dans =, 44

regles structurelles de 7, 43

cloture transitive de =, 43
cloture reflexive et transitive de =, 43
congruence sur A,, 85
ordre d’élargissement sur les paquets, 113
relation = U=, 108
compatibilité entre termes, 87
équivalence entre types pour &, 159
regles structurelles pour les systemes de types, 184
relation entre termes et termes finis, 156
prédicat de réalisabilité,
pour P, 200
pour Pp, 220
prédicat de réalisabilité pour les types associés aux paquets dans Pp, 220



Ta plus petit cone qui contient I’élément a pour &, 162

abs(M) nombre de variables abstraites de M, 87
arg(M) nombre d’arguments qui suivent la variable de téte de M, 87
bn(P) ensemble des noms liés de P, 43
bv(My, ..., My) ensemble des variables liées de M, ... M, 37
down fonction de des-élévation dans un espace, 154
fn(P) ensemble des noms libres de P, 43
fo(My,..., M) ensemble des variables libres de M, ... M,, 37
fro fonction seuil, 164
) transformation, 167
7 transformation,
pour &, 150
pour &, 167
mO7 classe des \,-termes de degré maximum de fonctionnalité 2, 121
mPO; classe des \,-termes de degré maximum de non-résolution 7, 121
{|my,... ,my|} solution composée de molécules, 43
n(P) ensemble des noms de P, 43
obs(M) fonction d’observation sur A7, 102
Pa(p) partage de substitutions, 96
sPO? classe des A,-termes de strictement non-résolubles de degré maximal 7, 121
tt(M) variable de téte, 87
up fonction d’élévation dans un espace, 154
var(My, ..., My) ensemble des variables libres et liés de M, ... M,, 37
w(M) approximant direct de M € A, 41
o(T) approximant directe de T, terme ou paquet de A, 130

A(M) interprétation algébrique de M, 41
JA(M) cone inférieur engendré par les approximants de M € A,, 131
TA plus petit cone qui contient ’ensemble A pour &;, 162

plus petit filtre qui contient ’ensemble A - pour &;, 174
Bag(D) ensemble des multi-ensembles finis de D, 155

BD catégorie des b-domaines, 168

C domaine de cénes, 162

Com(P) ensemble de canaux de communication de P, 46

D catégorie des treillis complets p-algébriques, 168

D, espace élevé, 154

D ensemble des multi-ensembles finis de D, 154

D® ensembles des multi-ensembles finis non-vides de D, 155

D — F  espace des fonctions continues de D dans F, 154
D —, F espace des fonctions continues strictes de D dans F, 154

F domaine des filtres associé aux termes pour &, 174

VAN domaine des filtres associé aux paquets pour &, 174

Fb ensemble des types associés aux paquets de termes,
pour &, 158

pour &, 172



Fin(D)

ensemble des parties finies de D, 153

Ft ensemble des types associés aux termes,
pour &, 158
pour &, 172
rt ensemble de types premiers associés aux paquets pour £, 172
I domaine de filtres correspondant a M, (C), 162
Idéal(D,C) complétion par idéaux de D, 152
K(D) ensemble d’éléments compacts de D, 152
KP(D) ensemble des éléments compacts et premiers de D, 152
KPL(D) ensemble KP(D)U {L}, 152
L ensemble d’approximants de A, 41
L, ensemble d’approximants de A,, 129
MI[N/z] substitution usuelle du A-calcul, 38
M[P/z] substitution dans A4, 89
(M): codage de M € A, dans A,, 52
(M); codage de M € A, dans A., 54
[M] codage de M € \; dans 7, 68
{M]} transformation de M € A, dans Ay, 91
My(D) domaine des multi-ensembles, 155
Ms(D) domaine des paquets sur D, 167
N ensemble dénombrable de noms de canaux, 42
N ensemble des noms de canaux surlignés, 43
O domaine des observations 7,6, 1, 102
0, classe des A-termes résolubles de degré n, 40
o¢ classe des \;-termes de degré de fonctionnalité 7, 124
o7 classe des \,-termes de degré de fonctionnalité ¢, 120
P systeme de types associé a C, 184
P, paquet caractéristique de type 7, 204
Pa systeme de types associé a F, 215
PO, classe des A-termes non-résolubles de degré n, 41
PO¢ classe des A\j-termes de degré de non-résolution ¢, 124
PO; classe des \,-termes de degré de non-résolution ¢, 121
(D) ensemble ordonné des parties de D, 153
T, test d’appartenance au type 7, 204
Var ensemble dénombrable de variables, 37

Var(c) domaine de la substitution o, 63
V[M], interprétation des A,-termes, 150

pour I’équation &, 157
pour I’équation &, 171

WI[P], interprétation des paquets pour &, 171



substitution, 63

terme associé a x dans o, 63
substitution vide, 63

environnement de domaine V', 156
environnement défini sur I'*, 197

toute permutation de I'; 185

hypotheses sur les variables libres de T', 186
hypotheses qui ne concernent pas y, 186
type associé a x par I', 186

contexte produit, 186

inverse de I'*, 186

contexte défini selon £, 197



