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Cette th�ese est constitu�ee en deux parties :

1. La mod�elisation et la v�eri�cation de syst�emes concurrents manipulant un nombre non

born�e de donn�ees.

2. Le calcul par �evaluation ascendante du plus petit point �xe d'un programme logique

avec contraintes arithm�etiques.

Nous montrerons dans la premi�ere partie que le probl�eme de v�eri�cation de propri�et�es

de syst�emes concurrents manipulant un nombre non born�e de donn�ees peut se ramener �a

un probl�eme du calcul de plus petit point �xe d'un programme logique avec contraintes

arithm�etiques. Cela explique le lien entre les deux parties.

Dans la premi�ere partie, nous proposons de mod�eliser les syst�emes concurrents par des

automates �etendus appel�es \automates g�en�eralis�es avec contraintes arithm�etiques". Un au-

tomate g�en�eralis�e est un automate dont les actions et les �etats sont param�etr�es par des

entiers relatifs. A chaque transition est associ�ee une contrainte arithm�etique qui doit être

v�eri��ee par les param�etres d'action et d'�etat pour que la transition puisse se d�eclencher.

Deux automates g�en�eralis�es peuvent communiquer de fa�con synchrone. Chaque automate

g�en�eralis�e sera repr�esent�e sous la forme d'un programme logique avec contraintes arithm�e-

tiques. L'utilisation de techniques d'�evaluation ascendante nous permettra de montrer que,

pour une certaine classe de contraintes, le probl�eme de l'inclusion de langages est d�ecidable :

�etant donn�es deux automates g�en�eralis�es AUT

1

et AUT

2

, il est possible de dire si, oui ou

non, toutes les suites d'actions accept�ees par AUT

1

sont accept�ees par AUT

2

. Cela nous

permettra �egalement de prouver des propri�et�es de sûret�e pour ces automates.

Dans la deuxi�eme partie, nous apportons une contribution au probl�eme du calcul par

�evaluation ascendante du plus petit point �xe d'un programme logique avec des contraintes

arithm�etiques. Nous d�e�nissons une classe de programmes logiques sur des entiers dans

laquelle le processus d'�evaluation ascendante engendre toujours une formule arithm�etique

lin�eaire. Un programme appartenant �a cette classe contient au plus trois r�egles r�ecursives,

qui incr�ementent leurs arguments arithm�etiques selon une condition arithm�etique. Nous

adoptons une approche g�eom�etrique pour construire le r�esultat du processus d'�evaluation

ascendante: chaque application d'une r�egle r�ecursive est repr�esent�ee soit par un d�eplacement

horizontal, soit par un d�eplacement vertical, soit par un d�eplacement transversal. Quelques

exemples d'application de cette classe de programmes sont pr�esent�es �a la �n de la th�ese.
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Premi�ere partie

Automates �a Contraintes

Arithm�etiques
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Chapitre 1

Motivation

La notion d'automate �ni est couramment utilis�ee pour mod�eliser et v�eri�er les sys-

t�emes concurrents. Une approche classique consiste �a repr�esenter par un automate chaque

processus du syst�eme concurrent consid�er�e et �a mod�eliser les interactions entre processus

en synchronisant ces automates entre eux [ARN 82, ARN 93, ROY 90]. Les preuves de pro-

pri�et�es du syst�eme se font en analysant le graphe d'�etats de l'automate compos�e obtenu.

Le d�efaut majeur d'une telle approche est qu'elle produit un nouvel automate �a chaque

fois que la valeur d'un param�etre du syst�eme est chang�ee. Or la taille du graphe des �etats

de l'automate explose de fa�con combinatoire lorsque la valeur d'un param�etre augmente.

Cela rend impraticable la v�eri�cation de propri�et�es pour les \grandes" valeurs. Il y a donc

un int�erêt �evident �a tenter de raisonner, de fa�con g�en�erique, sur des automates dont les

�etats contiennent des param�etres non instanci�es (et pouvant prendre leurs valeurs sur des

domaines in�nis). Pour de tels automates, il n'y a malheureusement plus de proc�edure de

d�ecision connue. Le probl�eme de l'inclusion de langage en particulier (c'est-�a-dire, savoir

si, �etant donn�e deux automates, toute suite d'actions reconnue par l'un est reconnue par

l'autre, voir [EIL 74]) devient ind�ecidable.

Nous proposons ici une approche de la repr�esentation et de l'analyse des automates

param�etr�es, qui repose sur la Programmation Logique avec Contraintes [JAF 87]. Les para-

m�etres des automates que nous consid�erons prennent leurs valeurs sur le domaine des entiers

relatifs. A chaque transition est associ�ee une contrainte d'arithm�etique lin�eaire liant les pa-

ram�etres d'actions et d'�etats de la transition. L'automate param�etr�e sera repr�esent�e sous la

forme d'un programme logique avec contraintes arithm�etiques. L'utilisation de techniques

d'�evaluation ascendante pour ces programmes nous permettra de montrer que, pour une

certaine sous-classe de contraintes, le probl�eme de l'inclusion de langage est d�ecidable.



8 CHAPITRE 1. MOTIVATION

Les r�esultats �gurant dans cette partie ont fait l'objet d'un rapport interne LIENS

[FRI 93] et d'un article �a parâ�tre dans TSI [FRI 94d].
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Chapitre 2

Comparaison avec des Travaux

R�ecents

R�ecemment, plusieurs travaux se sont ind�ependamment attaqu�es au probl�eme de la

preuve de propri�et�es d'automates ayant des param�etres entiers. Il s'agit notamment du

travail de Halbwachs [HAL 93] et de celui de Higashino-Bochmann [HIG 94]. Les automates

consid�er�es dans ces travaux sont, comme les nôtres, des automates dont les �etats et les

actions contiennent des param�etres entiers. Les transitions d'un �etat �a l'autre sont �egalement

conditionn�ees par des contraintes d'arithm�etique lin�eaire. Ces travaux pr�esentent cependant

plusieurs di��erences avec notre approche, qui sont rapidement expliqu�ees ici.

Une premi�ere di��erence tient au cadre conceptuel : les automates �etudi�es dans les travaux

de Halbwachs et Higashino-Bochmann sont obtenus par compilation �a partir de programmes

�ecrits dans des langages avec communications synchrones tels que ESTEREL [HAL 93] et

LOTOS [HIG 94], alors que nos automates sont �ecrits directement sous forme de programmes

logiques avec contraintes.

Une seconde di��erence concerne l'analyse du programme manipulant les param�etres

arithm�etiques de l'automate. Halbwachs et Higashino-Bochmann ne cherchent pas, comme

nous, �a calculer le plus petit point �xe de ce programme. Ils cherchent simplement �a en

calculer des invariants pertinents. Ces invariants sont soit obtenus manuellement [HIG 94],

soit engendr�es automatiquement [HAL 93] �a l'aide de techniques d'interpr�etation abstraite

[COU 78]. Ces invariants sont, en fait, des approximations du plus petit point-�xe : ils sont

plus faciles �a calculer que celui-ci, mais peuvent se r�ev�eler trop faibles pour prouver la pro-

pri�et�e. En sens inverse, le plus petit point-�xe peut être vu comme un invariant \optimal"

qui, lorsqu'il est connu, permet toujours de prouver la propri�et�e. Son calcul par �evalua-

tion ascendante, malheureusement, ne se termine pas toujours, ainsi que nous l'avons d�ej�a



10 CHAPITRE 2. COMPARAISON AVEC DES TRAVAUX R

�

ECENTS

soulign�e. Ceci sugg�ere, �a l'avenir, d'essayer de combiner les deux approches d'analyse pour

engendrer des invariants plus puissants ou am�eliorer la convergence des algorithmes de calcul

du plus petit point �xe.

Signalons �egalement les travaux de Shankar et Lam [SHA 87, SHA 93]. Ces travaux

portent aussi sur la v�eri�cation de syst�emes concurrents ayant des param�etres entiers. Ce-

pendant les invariants manipul�es dans ces travaux ne sont pas des formules purement arith-

m�etiques, comme ici, mais font intervenir d'autres types de donn�ees que les entiers, tels que

des �les ou des tableaux. Ces invariants peuvent donc exprimer des propri�et�es plus �nes,

mais leur g�en�eration automatique est plus di�cile. Noter que les heuristiques de g�en�eration

d'invariants, propos�es par Shankar et Lam, proc�edent par châ�nage arri�ere (en partant de la

propri�et�e �a d�emontrer), et non pas par châ�nage avant (en partant des conditions initiales)

comme dans les proc�edures d'�evaluation ascendante.

Mentionnons en�n que l'approche par programmation logique avec contraintes (mais sur

des domaines �nis) a �et�e r�ecemment utilis�ee par Corsini et Rauzy [COR 94] pour mod�eliser

des syst�emes concurrents et faire de la v�eri�cation symbolique sur ces syst�emes.
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Chapitre 3

Pr�eliminaires

3.1 Automates

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notions de base. Les lettres a et b (avec

d'�eventuels indices) repr�esenteront des symboles d'actions et les lettres s et t (avec d'�even-

tuels indices) repr�esenteront des symboles d'�etats des automates.

D�e�nition 3.1 Un automate est un quadruplet � �; s

0

;�;
�, o�u :

1. � est un ensemble �ni d'�etats ;

2. s

0

2 � est l'�etat initial ;

3. � est un ensemble �ni d'actions ;

4. 
 est un sous-ensemble de �� �� �.

Le fait qu'un triplet < s; a; t > appartient �a 
 signi�e qu'une transition de l'�etat s �a

l'�etat t peut intervenir en ex�ecutant l'action a. Cette transition est not�ee s

a

7�! t.

L'automate n'a pas un ensemble explicite d'�etats �naux : tout �etat est consid�er�e comme

�nal.

Une châ�ne de transitions d'un automate est une suite �nie de transitions de la forme

s

0

a

0

7�! s

1

a

1

7�! : : :

a

n�1

7�! s

n

, qui part de l'�etat initial s

0

.
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Le langage reconnu par un automate AUT est l'ensemble Rec(AUT ) des suites d'actions

[a

0

; a

1

; : : : ; a

n�1

] correspondant �a une châ�ne de transitions de cet automate.

L'expression [a

0

; a

1

; : : : ; a

n�1

], ci-dessus, d�enote la liste form�ee des actions a

0

; a

1

; : : : ; a

n�1

.

Noter que nous ne consid�erons que les listes �nies d'actions reconnues par l'automate. La

liste vide, not�ee [ ], appartient trivialement �a Rec(AUT ).

Exemple 3.2 . Consid�erons l'automate AUT

0

repr�esent�e �gure 3.1. Nous avons :

t
a

b

s

Fig. 3.1 - Automate AUT

0

Rec(AUT

0

) = f [ ] g [ f [a] g [ f [a; b] g [ f [a; b; a] g [

f [a; b; a; b] g [ f [a; b; a; b; a] g [ : : : ut

3.2 Programmes Logiques

Etant donn�e un automate, nous allons construire un programme logique [LLO 87] tel

que toute suite d'actions reconnue par l'automate soit la r�eponse �a un certain but soumis

au programme, et vice-versa. Nous rappelons qu'un programme logique est compos�e de

clauses de la forme p(t) :�p

1

(t

1

); :::; p

m

(t

m

) dans laquelle :� d�enote l'implication logique,

p; p

1

; :::; p

m

des pr�edicats, et t; t

1

; :::; t

m

des vecteurs de termes. Un but est une formule

de la forme :�p

1

(t

1

); :::; p

m

(t

m

). Un interpr�ete de programmes logiques utilise des châ�nes

d'op�erations appel�ees SLD-d�erivations pour faire ses calculs. Une �etape de SLD-d�erivation

consiste �a uni�er l'atome de gauche d'un but avec la tête d'une clause du programme, et �a

remplacer l'atome du but par le corps de la clause. Le calcul r�eussit lorsque la châ�ne de la

SLD-d�erivation aboutit �a un but vide.

La construction d'un programme logique simulant un automate �ni donn�e ne pose pas de

di�cult�e (voir, par exemple, [STE 86]). Etant donn�e un automate AUT =� �; s

0

;�;
�,

on associe �a AUT , de mani�ere standard (std), le programme �

std

AUT

suivant :

aut

std

([ ]; X)
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n

aut

std

([ajL]; s) :� aut

std

(L; t)

o

pour tout < s; a; t >2 


La lettre majuscule X repr�esente une variable logique (d'�etat). La lettre majuscule L

repr�esente une variable logique (de liste). L'expression [ajL] repr�esente la liste ayant l'action

a comme premier �el�ement, et la liste L comme queue. Il est facile de voir qu'une �etape de

SLD-d�erivation au niveau du programme correspond �a l'ex�ecution d'une transition au niveau

de l'automate. Plus pr�ecis�ement : pour toute liste l d'actions donn�ees, le but :�aut

std

(l; s

0

)

r�eussit avec le programme �

std

AUT

ssi l est reconnue par l'automate.

D'un point de vue d�eclaratif, le programme dit que l'atome aut

std

(L;X) est vrai ssi L

est une liste d'actions correspondant �a une suite de transitions qui part de l'�etat X .

A�n d'exploiter des proc�edures d'�evaluation ascendante, il est pr�ef�erable que l'�etat initial

s

0

apparaisse dans la clause de base et non pas dans le but, et qu'inversement, la variable

d'�etat X apparaisse dans le but et non dans la clause de base. En utilisant des techniques

comme celles dites d'\ensembles magiques" (voir [BAN 86]), on peut transformer le pro-

gramme pr�ec�edent en un programme �

dual

AUT

de la forme :

aut

dual

([ ]; s

0

)

n

aut

dual

([ajL]; t) :� aut

dual

(L; s)

o

pour tout < s; a; t >2 


Le but :�aut

dual

(l; X) r�eussit dans �

dual

AUT

ssi le but :�aut

std

(l

inv

; s

0

) r�eussit dans �

std

AUT

(c'est-�a-dire, ssi l

inv

2 Rec(AUT )). L'expression l

inv

ci-dessus d�enote la liste inverse de l.

D'un point de vue d�eclaratif, le programme dit que l'atome aut

dual

(L;X) est vrai ssi

L

inv

est une liste d'actions correspondant �a une châ�ne (partant de s

0

) de transitions qui

aboutit �a l'�etat X .

Dans un souci de concision, on notera dor�enavant le programme �

dual

AUT

par �

AUT

et le

pr�edicat aut

dual

par aut.

Exemple 3.3 Consid�erons l'automate AUT

0

de l'exemple 3.2. Il peut être caract�eris�e par

le programme �

AUT

0

:

aut

0

([ ]; s)

aut

0

([ajL]; t) :� aut

0

(L; s)

aut

0

([bjL]; s) :� aut

0

(L; t)
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Le but :�aut

0

([b; a; b; a];X) r�eussit dans �

AUT

0

, ce qui signi�e que [b; a; b; a]

inv

(c'est-�a-

dire : [a; b; a; b] ) est une suite d'actions reconnue par AUT

0

. ut

3.3 Automates G�en�eralis�es avec Contraintes Arithm�etiques

Dans cette partie, nous g�en�eralisons la notion d'automate : les actions comme les �etats

contiendront des param�etres arithm�etiques, et les transitions entre �etats seront d�eclench�ees

seulement si certaines contraintes arithm�etiques sur ces param�etres sont satisfaites.

Dor�enavant, les lettres a; b; c; d; e; f; g; h (avec d'�eventuels indices et primes) repr�esente-

ront les symboles d'actions et les lettres q; r; s; t; u; v;w (avec d'�eventuels indices et primes)

les symboles d'�etats des automates g�en�eralis�es.

Les lettres A;B;C;D;E; F ;G;H repr�esenteront des vecteurs de variables distinctes qui

seront utilis�ees comme arguments d'actions.

Les lettres Q;R; S; T; U; V ;W repr�esenteront des vecteurs de variables distinctes qui

seront utilis�ees comme arguments d'�etats.

On notera par V l'ensemble des variables utilis�ees comme arguments d'actions et d'�etats.

Les symboles �; �; � (avec d'�eventuels indices) repr�esenteront des vecteurs d'entiers re-

latifs.

Les contraintes arithm�etiques que nous consid�erons dans ce travail sont des conjonc-

tions et/ou disjonctions d'�equations et d'in�equations sur le domaine des entiers relatifs. Ces

contraintes appartiennent �a l'arithm�etique de Presburger (arithm�etique sans op�eration de

multiplication), pour laquelle on dispose de proc�edures de d�ecision [PRE 29, COO 71].

D�e�nition 3.4 Un automate g�en�eralis�e (avec contraintes arithm�etiques) est un quadruplet

� �; s

0

(S

0

);�;
�, o�u :

1. �, l' ensemble d'�etats param�etr�es, est un ensemble de termes de la forme s(S) ;

2. s

0

(S

0

) 2 � est l'�etat initial ;

3. �, l'ensemble d'actions param�etr�ees, est un ensemble de termes de la forme a(A) ;

4. 
 est un ensemble de transitions param�etr�ees, c'est �a dire,un ensemble de quadruplets

< s(S); a(A); t(T); ' >, avec s(S); t(T ) 2 �, a(A) 2 �. Les vecteurs de variables
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S; T et A sont disjoints deux �a deux, et ' est une contrainte d'arithm�etique lin�eaire �a

variables dans S [ T [ A.

1

Une transition < s(S); a(A); t(T); ' > est d�e�nie �a un renommage des variables de

S;A; T pr�es. Dans un souci de concision, on notera parfois la transition< s(S); a(A); t(T); ' >

par < s; a; t; ' >. Noter que dans le cas o�u les symboles s et t co��ncident, la transition s'�ecrit

< s(S); a(A); s(T); ' > (en abr�eg�e: < s; a; s; ' >).

Pour d�e�nir le langage reconnu par un automate g�en�eralis�e, nous introduisons d'abord

les concepts de valuation, transition valide et châ�ne de transitions valides.

On appelle valuation toute fonction � : V ! Z, o�u Zd�esigne l'ensemble des entiers

relatifs. La fonction � peut être facilement �etendue pour instancier un vecteur de variables,

une action param�etr�ee, un �etat param�etr�e, une contrainte ou une transition. Par exemple :

�(a(A))

def

= a(�(A))

�(s(S))

def

= s(�(S))

�('(S;A; T))

def

= '(�(S); �(A); �(T))

�(< s(S); a(A); t(T); ' >)

def

= < �(s(S)); �(a(A)); �(t(T)); �(')>

On d�e�nit de mani�ere naturelle (par r�ecurrence) la valeur de v�erit�e d'une contrainte '

par une valuation �. En commettant un l�eger abus de langage, cette valeur de v�erit�e sera

aussi not�ee �(') (comme l'instance).

Etant donn�e un automate g�en�eralis�e � �; s

0

(S

0

);�;
�, une transition valide est une

instance d'une transition param�etr�ee < s(S); a(A); t(T); ' > 2 
 par une valuation �

rendant vraie la contrainte arithm�etique '.

Si on pose � � �(A), � � �(S) et � � �(T), on note une telle transition par s(�)

a(�)

7�!

�(')

t(�).

Une châ�ne de transitions valides pour un automate g�en�eralis�e est une suite �nie de

transitions valides pour cet automate, de la forme :

s

0

(�

0

)

a

0

(�

0

)

7�!

�

0

('

0

)

s

1

(�

1

)

a

1

(�

1

)

7�!

�

1

('

1

)

� � � s

n�1

(�

n�1

)

a

n�1

(�

n�1

)

7�!

�

n�1

('

n�1

)

s

n

(�

n

)

1: Quand on veut expliciter les variables de cette contrainte, on l' �ecrira '(S;A; T ).
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qui part d'une instance s

0

(�

0

) de l'�etat initial s

0

(S

0

).

Le langage reconnu par un automate g�en�eralis�eAUT est l'ensemble Rec(AUT ) des suites

d'actions instanci�ees [a

0

(�

0

); a

1

(�

1

); : : : ; a

n�1

(�

n�1

)] correspondant �a une châ�ne de transi-

tions valides pour cet automate.

Un automate g�en�eralis�e peut ainsi être vu comme un automate ordinaire mais in�ni,

dont les �etats et les actions sont obtenus par instanciation des �etats et actions param�etr�es,

et dont les transitions sont exactement les transitions valides pour l'automate g�en�eralis�e.

On repr�esentera graphiquement de mani�ere informelle

2

, un automate par un diagramme

repr�esentant ses transitions : la transition < s(S); a(A); t(T); ' > sera repr�esent�ee par le

diagramme de la �gure 3.2 et la transition < s(S); a(A); s(T); ' > sera repr�esent�ee par le

diagramme de la �gure 3.3.

( S, A, T )
t ( T )

a ( A )

s  ( S )

Fig. 3.2 - Diagramme de Transition < s; a; t; ' >

a ( A )

( S, A, T )s  ( S )

Fig. 3.3 - Diagramme de Transition < s; a; s; ' >

Exemple 3.5 Soit AUT

1

l'automate g�en�eralis�e � fs(S); t(T )g; s(S);

fa(A); b(B)g; 
 �, o�u 
 = f < s(S); a(A); t(T ); A = S >;

< t(T ); b(B); s(S); B = S > g.

Cet automate est repr�esent�e par la �gure 3.4.

Le langage reconnu est :

Rec(AUT

1

) = f[ ]g [ f [a(m)] = m 2Zg [ f [a(m); b(m

0

)] = m;m

0

2Zg [

2: La repr�esentation graphique est informelle car le diagramme de transition d'un automate ne peut pas

prendre en compte le renommage de variables qui devrait intervenir lorsqu'un �etat est atteint pour la seconde

fois lors du parcours d'un chemin (cycle).
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s ( S ) t ( T )

a ( A ), cond : A = S

b ( B ), cond: B = S

Fig. 3.4 - Automate AUT

1

f [a(m); b(m

0

); a(m

0

)] = m;m

0

2Zg [

f [a(m); b(m

0

); a(m

0

); b(m

00

)] = m;m

0

; m

00

2Z g [ : : : ut

3.4 Programmes Logiques avec Contraintes

Nous allons �a pr�esent �etendre les r�esultats de la section 3.2 sur la correspondance entre

automates et programmes logiques, dans le cas des automates g�en�eralis�es. De fa�con naturelle,

ces derniers seront repr�esent�es par des programmes logiques avec contraintes [JAF 87].

En Programmation Logique avec Contraintes [JAF 87, COH 90], l'univers des termes de

Herbrand de la programmation logique classique est augment�e avec des termes interpr�et�es

sur un domaine particulier. Le langage des clauses est lui-même enrichi par des \contraintes"

qui portent sur les termes interpr�et�es. La notion classique de SLD-d�erivation s'�etend en

adjoignant au m�ecanisme d'uni�cation un test de satis�abilit�e pour les contraintes. Dans le

cas qui nous concerne, le domaine d'interpr�etation est l'ensemble des entiers relatifs, et les

contraintes sont des contraintes lin�eaires sur ce domaine. Le test de satis�abilit�e pourra être

r�ealis�e par une proc�edure de d�ecision de l'arithm�etique lin�eaire quelconque (par exemple, la

proc�edure de Presburger [PRE 29] ou celle de Cooper [COO 71]).

A l'automate g�en�eralis�e AUT d�ecrit dans la partie pr�ec�edente, nous associons, de fa�con

naturelle, le programme logique avec contraintes �

AUT

:

aut([ ]; s

0

(S

0

))

n

aut([a(A)jL]; t(T)) :� '(S;A; T); aut(L; s(S))

o

pour tout < s; a; t; ' >2 


L'automate de l'exemple 3.5 est ainsi repr�esent�e par le programme :
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aut

1

([ ]; s(S))

aut

1

([a(A)jL]; t(T )) :� A = S; aut

1

(L; s(S))

aut

1

([b(B)jL]; s(S)) :� B = S; aut

1

(L; t(T ))

L'�equivalence entre un automate g�en�eralis�eAUT et son programme logique avec contrain-

tes �

AUT

associ�e est formellement exprim�ee par la proposition suivante.

Proposition 3.6 . Etant donn�e une liste l d'actions instanci�ees avec des entiers relatifs

(de la forme [a

1

(�

1

); : : : ; a

n

(�

n

)]), le but :�aut(l; X) r�eussit pour �

AUT

ssi la liste inverse

l

inv

(de la forme [a

n

(�

n

); : : : ; a

1

(�

1

)]) appartient �a Rec(AUT ).

En vertu de cette proposition, on pourra identi�er un automate g�en�eralis�e et le pro-

gramme logique avec contraintes associ�e.

En ce qui concerne le pouvoir d'expression des automates g�en�eralis�es, nous avons :

Proposition 3.7 Les automates g�en�eralis�es ont les même pouvoir d'expression que les ma-

chines Turing.

Cette proposition d�ecoule du fait

3

qu'on peut coder une machine de Minsky [MIN 67,

ROU 94] par un programme logique associ�e �a un automate g�en�eralis�e et du fait que ces

derni�eres ont le même pouvoir d'expression que les machines de Turing.

Dans les chapitres suivants, on sera amen�e �a faire un certain nombre de manipulations

sur le programme logique �

AUT

. Ainsi il nous arrivera de tronquer l'argument de liste. Pour

all�eger la notation, on r�eutilisera le même symbole de pr�edicat aut dans le programme

tronqu�e �

tronc

AUT

:

aut(s

0

(S

0

))

n

aut(t(T )) :� '(S;A; T); aut(s(S))

o

pour tout < s; a; t; ' >2 


Dans un second temps, on pourra simpli�er l'expression de ce dernier programme en

�eliminant le vecteur A des variables d'actions. Ces variables n'apparaissent plus en e�et

que dans les corps des clauses et peuvent être consid�er�ees comme �etant existentiellement

quanti��ees. On peut toujours �eliminer les variables A dans la contrainte 9A '(S;A; T)

3: Je suis redevable �a Philippe Devienne pour cette observation
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au moyen d'une proc�edure d'�elimination des quanti�cateurs pour l'arithm�etique lin�eaire

[PRE 29, COO 71]. Avec un l�eger abus de notation, on notera par '(S; T) la contrainte

simpli��ee. Le programme simpli��e est alors :

aut(s

0

(S

0

))

n

aut(t(T )) :� '(S; T); aut(s(S))

o

pour tout < s; a; t; ' >2 


En�n, on tentera de calculer par �evaluation ascendante le plus petit point-�xe de l'op�era-

teur de cons�equence imm�ediate T associ�e au programme simpli��e. Dans notre cas, l'op�era-

teur de cons�equence imm�ediate (cf. [END 76, JAF 87]) est d�e�ni, pour un ensemble d'atomes

clos (sans variables) I, par :

T (I) =

S

<s;a;t;'>2


f aut(t(�(T))) = � est une valuation telle que :

'(�(S); �(T)) vrai et aut(s(�(S))) 2 Ig

Le plus petit point-�xe de cet op�erateur est d�e�ni par

S

j�0

T "

j

(ce qu'on abr�ege en

T "

!

), avec :

T "

0

= faut(s

0

(�(S

0

))) = � est une valuation g

T "

j+1

= T (T "

j

); pour j � 0

L'int�erêt de T "

!

r�eside dans la propri�et�e suivante : aut(s(�)) 2 T "

!

ssi il existe, pour

AUT , une châ�ne de transitions valides (partant d'une instance de l'�etat initial) qui aboutit

�a l'�etat instanci�e s(�). T "

!

caract�erise donc l'ensemble des �etats instanci�es accessibles de

l'automate.
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Chapitre 4

Op�erations de Base sur les

Automates

Dans cette partie, nous �etendons aux automates g�en�eralis�es les op�erations classiques d'in-

tersection et de m�elange (voir, par exemple, [EIL 74]) et de composition parall�ele [ARN 82].

Nous d�e�nissons aussi une op�eration de compl�etion d'automate.

Soit AUT et AUT

0

deux automates g�en�eralis�es d�e�nis respectivement par

� �; s

0

(S

0

);�;
 � et � �

0

; s

0

0

(S

0

0

);�

0

;


0

�. On suppose que les ensembles d'�etats �

and �

0

sont disjoints (pour cela, on renommera au besoin les �etats de l'un d'entre eux).

Les programmes �

AUT

et �

AUT

0

associ�es �a AUT et AUT

0

sont :

aut([ ]; s

0

(S

0

))

n

aut([a(A)jL]; t(T)) :� '(S;A; T); aut(L; s(S))

o

pour tout < s; a; t; ' > 2 


aut

0

([ ]; s

0

0

(S

0

0

))

n

aut

0

([a

0

(A

0

)jL]; t

0

(T

0

)) :� '

0

(S

0

; A

0

; T

0

); aut

0

(L; s

0

(S

0

))

o

pour tout < s

0

; a

0

; t

0

; '

0

> 2 


0
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4.1 Intersection

D�e�nition 4.1 L' automate intersection de AUT et AUT

0

est l'automate g�en�eralis�eAUT

inter

caract�eris�e par le programme :

aut

inter

([ ]; s

0

(S

0

); s

0

0

(S

0

0

))

(

aut

inter

([a(A)jL]; t(T); t

0

(T

0

)) :� '(S;A; T) ^ '

0

(S

0

; A

0

; T

0

) ^

A = A

0

; aut

inter

(L; s(S); s

0

(S

0

))

)

pour tout < s; a; t; ' >2 
 et < s

0

; a

0

; t

0

; '

0

>2 


0

tels que a = a

0

On peut facilement montrer :

Proposition 4.2 Rec(AUT

inter

) = Rec(AUT ) \Rec(AUT

0

)

4.2 M�elange

Etant donn�e deux sous-ensembles A et A

0

des listes d'actions, le m�elange A tt A

0

repr�esente l'ensemble de listes obtenu en \interfoliant" les �el�ements d'une liste d'actions l

de A avec ceux d'une liste d'actions l

0

de A

0

.

D�e�nition 4.3 L' automate m�elange de AUT et AUT

0

est l'automate g�en�eralis�e AUT

mel

caract�eris�e par le programme :

aut

mel

([ ]; s

0

(S

0

); s

0

0

(S

0

0

))

(

aut

mel

([a(A)jL]; t(T); s

0

(S

0

)) :� '(S;A; T);

aut

mel

(L; s(S); s

0

(S

0

))

)

pour tout < s; a; t; ' >2 
 et s

0

2 �

0

(

aut

mel

([a

0

(A

0

)jL]; s(S); t

0

(T

0

)) :� '

0

(S

0

; A

0

; T

0

);

aut

mel

(L; s(S); s

0

(S

0

))

)

pour tout < s

0

; a

0

; t

0

; '

0

>2 


0

et s 2 �
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On peut montrer facilement :

Proposition 4.4 Rec(AUT

mel

) = Rec(AUT ) tt Rec(AUT

0

).

4.3 Composition Parall�ele

On peut, par analogie avec les automates �nis [ARN 82], d�e�nir une op�eration de com-

position parall�ele pour les automates g�en�eralis�es en combinant les op�erations d'intersection

et de m�elange. Informellement, l'op�eration de composition parall�ele correspond �a l'op�eration

d'intersection pour les transitions que l'on d�esire synchroniser, et correspond �a l'op�eration

de m�elange pour les autres actions. Notons en passant que, ici, contrairement �a la program-

mation logique concurrente [SHP 89, SAR 90], la communication se fait de fa�con synchrone

par \rendez-vous", et non pas de fa�con asynchrone au moyen d'op�erations de mise-�a-jour et

de requête (voir [BOE 93]).

On suppose que, pour tout automate AUT , l'ensemble � contient une action sp�eciale � .

Cette action, appel�ee \action silencieuse", repr�esente une transition spontan�ee entre �etats.

Cela signi�e que les clauses

aut([� jL]; s(T)) :� S = T; aut(L; s(S))

pour tout s 2 �, appartiennent implicitement au programme associ�e.

Nous expliquons �a pr�esent sur un exemple caract�eristique comment proc�eder �a la compo-

sition parall�ele d'automates g�en�eralis�es. (Le proc�ed�e s'�etend sans probl�eme au cas g�en�eral.)

Soit AUT et AUT

0

deux automates d�e�nis par les programmes suivants :

aut([ ]; s(S))

aut([a(A)jL]; t(T )) :� A = T; aut(L; s(S))

aut([b(B)jL]; s(S)) :� B = S; aut(L; t(T ))

aut

0

([ ]; w(W ))

aut

0

([c(C)jL]; v(V )) :� C = W; aut

0

(L;w(W ))

aut

0

([d(D)jL]; w(W )) :� aut

0

(L; v(V ))

Les automates AUT et AUT

0

sont repr�esent�es �gure 4.1.

Supposons qu'on veuille synchroniser la transition �etiquet�ee avec l'action b(B) dans AUT
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v(V)

c(C), cond: C = W

w(W)

d(D)

b(B), cond: B = S

a(A), cond: A = T

s(S) t( T )

Fig. 4.1 - Automates AUT et AUT

0

avec la transition �etiquet�ee avec l'action c(C) dans AUT

0

. Nous caract�erisons l'automate de

composition parall�ele AUT

paral

par le programme :

aut

paral

([ ]; s(S); w(W ))

aut

paral

([a(A)jL]; t(T ); w(W )) :� A = T; aut

paral

(L; s(S); w(W))

aut

paral

([a(A)jL]; t(T ); v(V )) :� A = T; aut

paral

(L; s(S); v(V ))

aut

paral

([d(D)jL]; s(S); w(W )) :� aut

paral

(L; s(S); v(V ))

aut

paral

([d(D)jL]; t(T ); w(W )) :� aut

paral

(L; t(T ); v(V ))

aut

paral

([� jL]; s(S); v(V )) :� B = C ^B = S ^ C = W;

aut

paral

(L; t(T ); w(W ))

Les 2

�eme

, 3

�eme

, 4

�eme

et 5

�eme

clauses proviennent du programme associ�e au m�elange de

AUT et AUT

0

. La derni�ere clause provient du programme associ�e �a l'intersection de AUT

avec AUT

0

, en identi�ant les actions a et b ; ces actions sont renomm�ees en � et la contrainte

B = C (�egalisation des param�etres d'action) est ajout�ee

1

.

L'automate AUT

paral

est repr�esent�e �gure 4.2.

Un exemple de composition plus r�ealiste (composition de processus dans un protocole de

bit altern�e) est donn�e dans le chapitre 7. Un deuxi�eme exemple, correspondant au protocole

de la fenêtre glissante, est donn�e dans l'annexe A.

1: Deux actions synchronis�ees doivent avoir même arit�e (pour permettre l'�egalisation de leurs param�etres).
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s(S)

v(V)

a(A), cond: A = T

w(W)

d(D)

d(D)

a(A), cond: A = T

w(W)

B=C   B=S   C=W
V V

, cond:

s(S)

t(T) t(T)

v(V)

Fig. 4.2 - Automate AUT

paral

4.4 Compl�etion

Nous voulons ici construire un automate qui reconnaisse toute liste d'actions l instanci�ee,

quelle qu'elle soit, et puisse d�ecider si, oui ou non, cette liste l est reconnue par AUT .

Dans cette partie, on ne consid�erera que des automates d�eterministes : un automate est

d�eterministe ssi, pour toute action a(A) et tout �etat s(S), il y a au plus une transition

�etiquet�ee avec a(A) et qui parte de s(S). Cette hypoth�ese de d�eterminisme n'entrâ�ne pas

de perte de g�en�eralit�e, car tout automate est �equivalent

2

�a un automate d�eterministe (voir

partie 4.6).

Pour d�e�nir l'automate compl�et�e, on ajoutera un nouvel �etat, not�e s

erreur

, �a l'ensemble

des �etats de l'automate original. Completer un automate c'est ajouter, pour chaque transi-

tion manquante, une transition vers s

erreur

. On a :

D�e�nition 4.5 L'automate compl�et�e de AUT est l'automate g�en�eralis�e AUT

comp

caract�e-

ris�e par le programme :

aut

comp

([ ]; s

0

(S

0

))

n

aut

comp

([a(A)jL]; t(T)) :� '(S;A; T); aut

comp

(L; s(S))

o

pour tout < s; a; t; ' >2 


2: dans le sense d'�equivance de langage
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(

aut

comp

([a(A)jL]; s

erreur

) :� ( 8 T :'(S;A; T ));

aut

comp

(L; s(S))

)

pour tout a 2 �; s 2 �; et ' tel que

9 t 2 � = < s; a; t; ' >2 


3

n

aut

comp

([a(A)jL]; s

erreur

) :� aut

comp

(L; s(S))

o

pour tout a 2 �; s 2 � et ' tel que

8 t 2 � = < s; a; t; ' >62 


4

n

aut

comp

([a(A)jL]; s

erreur

) :� aut

comp

(L; s

erreur

)

o

pour tout a 2 �

Noter que la contrainte ( 8 T :'(S;A; T)) peut toujours être remplac�ee par une expres-

sion arithm�etique �equivalente sans quanti�cateur au moyen d'une proc�edure d'�elimination

des quanti�cateurs pour l'arithm�etique lin�eaire [PRE 29, COO 71].

On peut facilement montrer :

Proposition 4.6 Soit AUT = � �; s

0

(S

0

);�;
 � un automate g�en�eralis�e, �

AUT

le pro-

gramme associ�e et �

comp

AUT

le programme compl�et�e de �

AUT

. Pour toute liste instanci�ee l et

toute variable logique d'�etat X:

{ Le but :� aut

comp

(l; X) r�eussit dans �

comp

AUT

ssi le but :� aut(l; X) r�eussit dans �

AUT

.

{ Le but :� aut

comp

(l; s

erreur

) r�eussit dans �

comp

AUT

ssi le but :� aut(l; X) �echoue dans

�

AUT

.

Il d�ecoule de la proposition 4.6 que, comme d�esir�e, l'automate AUT

comp

est capable de

d�ecider si, oui ou non, une liste l d'actions est reconnue par AUT .

3: Cas o�u il existe une (unique) transition �etiquet�ee avec a(A) qui parte de s(S).

4: Cas o�u il n'y a pas de transition �etiquet�ee avec a(A) qui parte de s(S).
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4.5 Un exemple d'automate compl�et�e

Consid�erons l'automate AUT

2

caract�eris�e par le programme �

AUT

2

.

aut

2

([ ]; s(S))

aut

2

([a(A)jL]; t(T )) :� A = T; aut

2

(L; s(S))

aut

2

([b(B)jL]; s(S)) :� B = S; aut

2

(L; t(T ))

aut

2

([c(C)jL]; t(S)) :� C = T; aut

2

(L; t(T ))

Cet automate est repr�esent�e �gure 4.3.

s ( S ) t ( T ) 

a ( A ), cond: A = T

b ( B ), cond: B = S

c ( C ), cond: C = T

Fig. 4.3 - Automate AUT

2

Le langage reconnu par AUT

2

est :

Rec(AUT

2

) = f[ ]g [ f [a(m)]; m 2Zg [ f [a(m); c(m)]; m 2Zg [

[ f [a(m); b(m

0

)]; m;m

0

2Zg [ f [a(m); c(m); b(m

0

)];m;m

0

2Zg [

f [a(m); b(m

0

); a(m

00

)]; m;m

0

;m

00

2Z g [ : : :

L'automate AUT

comp

2

est repr�esent�e �gure 4.4.

c ( C ), cond: C =  T

s ( S ) t ( T ) 

a ( A ), cond: A = T

b ( B ), cond: B = S

c ( C ), cond: C = T

s

b ( B )

c ( C )

c ( C )

b ( B )a ( A )

a ( A )

/

erreur

Fig. 4.4 - Automate aut

comp

2
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Le programme �

comp

AUT

2

associ�e �a AUT

comp

2

est :

aut

comp

2

([ ]; s(S))

aut

comp

2

([a(A)jL]; t(T )) :� A = T; aut

comp

2

(L; s(S))

aut

comp

2

([b(B)jL]; s(S)) :� B = S; aut

comp

2

(L; t(T ))

aut

comp

2

([c(C)jL]; t(S)) :� C = T; aut

comp

2

(L; t(T ))

aut

comp

2

([c(C)jL]; s

erreur

) :� aut

comp

2

(L; s(S))

aut

comp

2

([b(B)jL]; s

erreur

) :� aut

comp

2

(L; s(S))

aut

comp

2

([a(A)jL]; s

erreur

) :� aut

comp

2

(L; t(T ))

aut

comp

2

([c(C)jL]; s

erreur

) :� C 6= T; aut

comp

2

(L; t(T ))

aut

comp

2

([a(A)jL]; s

erreur

) :� (8T A 6= T ); aut

comp

2

(L; s(S)) (�)

aut

comp

2

([b(B)jL]; s

erreur

) :� (8S B 6= S); aut

comp

2

(L; t(T )) (��)

aut

comp

2

([a(A)jL]; s

erreur

) :� aut

comp

2

(L; s

erreur

)

aut

comp

2

([b(B)jL]; s

erreur

) :� aut

comp

2

(L; s

erreur

)

aut

comp

2

([c(C)jL]; s

erreur

) :� aut

comp

2

(L; s

erreur

)

Noter que les contraintes 8T A 6= T et 8S B 6= S dans les clauses (�) et (��) peuvent

être remplac�ees par \faux". Ces deux clauses peuvent donc être �elimin�ees.

Le but : � aut

comp

2

([b(7); c(5); a(5)];X) r�eussit dans �

comp

AUT

2

car le but

:� aut

2

([b(7); c(5); a(5)]; X) r�eussit dans �

AUT

2

.

Le but : � aut

comp

2

([b(7); c(5); a(3)]; s

erreur

) r�eussit dans �

comp

AUT

2

car le but

:� aut

2

([b(7); c(5); a(3)]; X) �echoue dans �

AUT

2

.

4.6 Automates D�eterministes

Etant donn�e un automate g�en�eralis�e non-d�eterministe AUT , nous montrons maintenant

comment construire un automate d�eterministe AUT

det

tel que AUT et AUT

det

reconnaissent

les mêmes listes d'actions. Rappelons qu'un automate est d�eterministe ssi, pour toute action

a et tout �etat s, il y a au plus une transition �etiquet�ee avec a qui parte de s.

Sans perte de g�en�eralit�e, on supposera que, quels que soient les �etats s(S) et t(T ) et

l'action a(A), il existe au plus une transition dans 
 de s(S) vers t(T ), �etiquet�ee par a(A)

5

.

5: S'il en existe deux, par exemple, < s; a; t;'

1

> et < s; a; t; '

2

>, il su�t de remplacer ces deux

transitions par la transition < s; a; t; '

1

_ '

2

>.
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Soit �(u; b) l'ensemble f t 2 �= 9' < u; b; t; ' > 2 
 g. Intuitivement, l'ensemble

�(u; b) contient tous les �etats t qui sont atteints depuis l'�etat u en ex�ecutant l'action b. Pour

un automate d�eterministe, l'ensemble �(u; b) contient au plus un �el�ement, quels que soient

u 2 � et b 2 �.

La construction de l'automate d�eterministe se fait par transformations successives, chaque

transformation consistant �a fusionner tous les �etats t (s'ils sont plusieurs) de �(u; b) en un

seul nouvel �etat.

Plus pr�ecis�ement, chaque �etape de transformation consiste �a :

1. S�electionner un �etat u(U) et une action b(B) tels que �(u; b) contienne plus de 1

�el�ement (disons, n �el�ements).

2. Renommer (en les indexant) les �etats de �(u; b).

( �(u; b) se r�e�ecrit ft

1

(T

1

); t

2

(T

2

); : : : ; t

n

(T

n

)g ).

3. Transformer l'automate courant AUT en AUT

0

, d�e�ni par :

aut

0

([ ]; s

0

(S

0

))

aut

0

([b(B)jL]; q(I;Q)) :�

_

<u;b;t

j

;'>2


('(U;B;Q) ^ I = j); aut

0

(L; u(U))

n

aut

0

([a(A)jL]; t(T)) :� '(S;A; T); aut

0

(L; s(S))

o

pour tout s; t 2 � et a 2 � tels que

< s; a; t; ' >2 
; s 62 �(u; b) et t 62 �(u; b)

n

aut

0

([a(A)jL]; t(T)) :� '(Q;A; T) ^ I = i; aut

0

(L; q(I; Q)))

o

pour tout t; t

i

2 � et a 2 � tels que

< t

i

; a; t; ' >2 
; t

i

2 �(u; b) et t 62 �(u; b)
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n

aut

0

([a(A)jL]; q(I;Q)) :� '(S;A;Q) ^ I = j; aut

0

(L; s(S))

o

pour tout s; t

j

2 � et a 2 � tels que

< s; a; t

j

; ' >2 
; s 62 �(u; b) et t 2 �(u; b)

(

aut

0

([a(A)jL]; q(J;R)) :� '(Q;A;R) ^ I = i ^ J = j;

aut

0

(L; q(I; Q))

)

pour tout a 2 � et t

i

; t

j

2 � tels que

< t

i

; a; t

j

; ' >2 
; t

i

2 �(u; b) et t

j

2 �(u; b)

o�u q repr�esente un nouveau symbole d'�etat, I et J sont des variables repr�esentant des entiers

et Q et R sont des vecteurs de variables utilis�ees comme arguments d'�etats. Noter que tous

les �etats de �(u; b) ont �et�e fusionn�es en q:

Puisque chaque �etape fait d�ecrô�tre le nombre d'�etats (de n � 1), et puisque AUT a un

nombre �ni d'�etats, la proc�edure de transformation termine n�ecessairement et engendre un

automate d�eterministe AUT

det

.

On montre facilement d'autre part, que chaque �etape pr�eserve le langage reconnu, et

que, par cons�equent :

Proposition 4.7 Rec(AUT ) = Rec(AUT

det

)

Exemple 4.8 Consid�erons l'automate AUT

3

caract�eris�e par :

aut

3

([ ]; s(S))

aut

3

([a(A)jL]; t(T )) :� A = T; aut

3

(L; s(S))

aut

3

([a(A)jL]; u(U)) :� A = S; aut

3

(L; s(S))

aut

3

([c(C)jL]; u(U)) :� C = T; aut

3

(L; t(T ))

aut

3

([b(B)jL]; v(V )) :� T = V; aut

3

(L; t(T ))

aut

3

([b(B)jL]; w(W )) :� B = W; aut

3

(L; u(U))

aut

3

([a(A)jL]; v(V )) :� aut

3

(L;w(W ))

Cet automate est repr�esent�e �gure 4.5.

Dans la premi�ere �etape de transformation, on fusionne les �etats de �(s; a). On a :

�(s; a) = ft(T ); u(U)g

On renomme alors ces deux �etats en ft

1

(T

1

); t

2

(T

2

)g. Par fusion en un nouvel �etat q, on

obtient ensuite l'automate AUT

0

3

(voir �gure 4.6) :
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s( S )

a(A), cond: A=S

u( U )

a(A), cond: A=T b(B), cond: T=V

c(C), cond: C=T

b(B), cond: B=W

a(A)

v ( V )

w ( W )

t ( T )

Fig. 4.5 - Automate AUT

3

aut

0

3

([ ]; s(S))

aut

0

3

([a(A)jL]; q(I;Q)) :� (A = Q ^ I = 1)_ (A = S ^ I = 2);

aut

0

3

(L; s(S))

aut

0

3

([c(C)jL]; q(J;R)) :� C = Q ^ I = 1 ^ J = 2; aut

0

3

(L; q(I; Q))

aut

0

3

([b(B)jL]; v(V )) :� Q = V ^ I = 1; aut

0

3

(L; q(I; Q))

aut

0

3

([b(B)jL]; w(W )) :� B = W ^ I = 2; aut

0

3

(L; q(I; Q))

aut

0

3

([a(A)jL]; v(V )) :� aut

0

3

(L;w(W ))

b(B), cond: X=V    I=1Q=V    I=1
v(V)

w(W)

a(A)

( A=Y   I=1)    (A=S   I=2)

a(A) , cond:

b(B), cond: B=W    I=2

c(C),    : C=Q   I=1   J=2

( A=Q    I=1)
s(S) q( I,Q )

Fig. 4.6 - Automate AUT

0

3

A l'�etape suivante, on fusionne les �etats de �(q; b). On a :

�(q; b) = fv(V ); w(W )g

On renomme alors ces deux �etats en fv

1

(V

1

); v

2

(V

2

)g. Par fusion en un nouvel �etat r, on

obtient ensuite l'automate AUT

00

3

(voir �gure 4.7) :
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aut

00

3

([ ]; s(S))

aut

00

3

([a(A)jL]; q(I; Q)) :� (A = Q ^ I = 1) _ (A = S ^ J = 2);

aut

00

3

(L; s(S))

aut

00

3

([c(C)jL]; q(J;R)) :� C = Q ^ I = 1 ^ J = 2; aut

00

3

(L; q(I; Q))

aut

00

3

([b(B)jL]; r(J;R)) :� (Q = R ^ I = 1 ^ J = 1) _

(B = R ^ I = 2 ^ J = 2); aut

00

3

(L; q(I; Q))

aut

00

3

([a(A)jL]; r(I;Q)) :� J = 2 ^ I = 1; aut

00

3

(L; r(J;R))

( A=Y   I=1)    (A=S   I=2)

a(A) , cond:

( A=Q    I=1)
s(S) r( J,R )

a ( A ),    : J = 2    I = 1c(C),    : C=Q   I=1   J=2

( B=R   I=2   J=2)

( Q=R   I=1   J=1)

b (B),    :

q( I,Q )

Fig. 4.7 - Automate AUT

00

3

L'automate AUT

00

3

est d�eterministe, et notre proc�edure termine ainsi en deux �etapes

(AUT

det

3

= AUT

00

3

). ut
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Chapitre 5

Probl�eme de l'Inclusion de Langage

Dans ce chapitre, nous �etudions le probl�eme de l'inclusion de langage pour les automates

g�en�eralis�es avec contraintes arithm�etiques : �etant donn�e deux automates g�en�eralis�es AUT

1

et AUT

2

, d�ecider si, oui ou non, Rec(AUT

1

) � Rec(AUT

2

).

Le probl�eme de l'inclusion de langage est d�ecidable pour les automates �nis [EIL 74].

Nous d�ecrivons ici une m�ethode pour traiter ce probl�eme au niveau des automates g�en�era-

lis�es avec contraintes arithm�etiques. Nous allons compl�eter l'automate AUT

2

. Soit s

erreur

le

nouvel �etat ajout�e par l'op�eration de compl�etion. De la proposition 4.6 appliqu�ee �a AUT

2

et de la d�e�nition des pr�edicats aut

1

et aut

2

, il d�ecoule :

Proposition 5.1 Etant donn�e deux automates g�en�eralis�es AUT

1

et AUT

2

, Rec(AUT

1

) �

Rec(AUT

2

) ssi 8L 8X

1

8X

2

( aut

1

(L;X

1

) ^ aut

comp

2

(L;X

2

) ) X

2

6= s

erreur

)

1

.

Le probl�eme de l'inclusion de langage se ram�ene donc �a d�ecider de la validit�e de la

formule :

aut

1

(L;X

1

) ^ aut

comp

2

(L;X

2

)) X

2

6= s

erreur

(?)

Ceci se fait suivant les �etapes ci-dessous :

1. Construire le programme � (d�e�nissant l'atome aut

inter

(L;X

1

; X

2

)) associ�e �a l'auto-

mate intersection de AUT

1

et AUT

comp

2

. Par construction, on a : aut

inter

(L;X

1

; X

2

),

1: L'expression X

2

6= s

erreur

signi�e que l'�etat s

erreur

n'est jamais atteint.
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aut

1

(L;X

1

) ^ aut

comp

2

(L;X

2

).

2. Construire le programme �

tronc

(d�e�nissant l'atome aut

inter

(X

1

; X

2

)), obtenu en tron-

quant l'argument de liste L et en �eliminant les param�etres d'action A des clauses de

�.

3. Calculer le r�esultat T "

!

de la proc�edure d'�evaluation ascendante pour le programme

�

tronc

.

En g�en�eral, la proc�edure d'�evaluation ascendante de l'�etape 3 ne termine pas. Lorqu'elle

termine, le r�esultat T "

!

est de la forme T "

!

1

[ T "

!

2

, o�u :

T "

!

1

=

[

s

1

2�

1

s

2

2�

2

f aut

inter

(s

1

(S

1

); s

2

(S

2

)) = �

s

1

;s

2

(S

1

; S

2

) vrai g

T "

!

2

=

[

s

1

2�

1

f aut

inter

(s

1

(S

1

); s

erreur

) = �

s

1

(S

1

) vrai g

et �

s

1

;s

2

et �

s

1

sont des formules arithm�etiques.

D'apr�es [FRI 92], 9L aut

inter

(L;X

1

; X

2

) est vrai ssi aut

inter

(X

1

; X

2

) est vrai. On peut

donc raisonner sur le programme tronqu�e �

tronc

(sans l'argument de liste), �a la place du

programme �. Par cons�equent, l'hypoth�ese 9L aut

1

(L;X

1

) ^ aut

comp

2

(L;X

2

) de la formule

(?) est vraie ssi aut

inter

(X

1

; X

2

) 2 T "

!

. Il s'ensuit que la formule (?) est vraie ssi T "

!

2

est vide.

Le probl�eme d'inclusion de langage est donc d�ecidable quand la proc�edure d'�evaluation

ascendante de l'�etape 3 termine et quand la validit�e des formules engendr�ees �

s

1

(S

1

) est

d�ecidable.

Cela se produit pour certaines classes de programmes, comme par exemple lorsque les

contraintes arithm�etiques de AUT

1

et AUT

2

ne contiennent que les symboles =; 6=; <

(mais aucun +) : les contraintes du programme �

tronc

ne contiennent alors elles-mêmes

aucun +, et le plus petit point-�xe du programme peut être calcul�e en temps �ni selon la

proc�edure de Revesz [REV 90] (qui engendre une formule d'arithm�etique lin�eaire d�ecidable).

En cons�equence, on a :

Proposition 5.2 Le probl�eme de l'inclusion de langage pour deux automates g�en�eralis�es

est d�ecidable lorsque les contraintes arithm�etiques des automates ne contiennent que les

symboles =; 6=; <.
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L'automate mod�elisant le protocole du bit altern�e, dans lequel les messages transmis

sont repr�esent�es par des param�etres entiers, est un exemple d'automate g�en�eralis�e dont les

contraintes arithm�etiques ne contiennent que les symboles =; 6=; < (voir chapitre 7). On peut

donc utiliser la proc�edure de Revesz pour d�ecider si le langage reconnu par un tel automate

est inclus dans ceux reconnus par des automates de même nature. Cela peut servir, par

exemple, �a montrer que le message transmis par le processus �emetteur du protocole co��ncide

avec celui re�cu par le processus r�ecepteur (int�egrit�e des donn�ees).

Noter que, même dans le cas o�u certaines contraintes arithm�etiques dans AUT

1

(et

AUT

2

) contiennent le symbole +, on peut parfois r�esoudre le probl�eme d'inclusion en uti-

lisant d'autres proc�edures d'�evaluation ascendante que celle de Revesz (voir, par exemple,

[BAU 91, CHO 88, KAN 90] et la proc�edure de la partie II de cette th�ese), mais la termi-

naison n'est pas alors garantie dans le cas g�en�eral.

La m�ethode pour prouver l'inclusion de langages reconnus par deux automates g�en�e-

ralis�es peut être appliqu�ee pour prouver des propri�et�es sur le langage reconnu par un au-

tomate g�en�eralis�e. Supposons qu'on d�esire prouver une propri�et�e � sur le langage reconnu

par un automate g�en�eralis�e AUT . D'abord, il faut construire un automate AUT

�

tel que

l 2 Rec(AUT

�

) ssi l satisfait la propri�et�e �. La preuve que toute liste reconnue par AUT

satisfait la propri�et�e � se ram�ene ainsi �a prouver que REC(AUT )� REC(AUT

�

).

Exemple 5.3 Consid�erons l'automate AUT

4

(adapt�e de [HIG 94]) repr�esent�e �gure 5.1.

v ( V )

w ( W )u ( U )

q

b(B), cond: B=V   B > 0   U=V−1

a(A),    : A=V    A > −4    A < 4

e(E), cond: E=W
   E+1=V

d(D),    : D=U   U > −1    W=U

f(F),    : F=V    F < 0

c(C), cond: C=U   U > 0  Y=U−1R

r

Fig. 5.1 - Automate AUT

4
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aut

4

([ ]; r)

aut

4

([a(A)jL]; v(V ))  A = V ^ A � �4 ^A � 4; aut

4

(L; r)

aut

4

([b(B)jL]; u(U))  B = V ^B � 0 ^ U = V � 1; aut

4

(L; v(V ))

aut

4

([c(C)jL]; u(R))  C = U ^ U � 0 ^ R = U � 1; aut

4

(L; u(U))

aut

4

([d(D)jL]; w(W ))  D = U ^ U � �1 ^W = U; aut

4

(L; u(U))

aut

4

([e(E)jL]; v(V ))  E = W ^E + 1 = V; aut

4

(L;w(W ))

aut

4

([f(F )jL]; q)  F = V ^ F < 0; aut

4

(L; v(V ))

Consid�erons �a pr�esent l'automate AUT

5

repr�esent�e �gure 5.2. Cet automate reconnâ�t

une liste d'actions ssi elle ne contient pas plus de 4 actions c cons�ecutives.

b ( B )a ( A ) d ( D )

f ( F )e ( E )

a ( A )

e ( E )

f ( F )b ( B )

d ( D )

c ( C ),    : T = 1

s ( S )

c ( C ),    : T =S+1   S < 84

t

Fig. 5.2 - Automate AUT

5

aut

5

([ ]; t)

aut

5

([a(A)jL]; t)  aut

5

(L; t)

aut

5

([b(B)jL]; t)  aut

5

(L; t)

aut

5

([d(D)jL]; t)  aut

5

(L; t)

aut

5

([e(E)jL]; t)  aut

5

(L; t)

aut

5

([f(F )jL]; t)  aut

5

(L; t)

aut

5

([c(C)jL]; s(S))  S = 1; aut

5

(L; t)

aut

5

([c(C)jL]; s(T ))  T = S + 1 ^ S < 4; aut

5

(L; s(S))

aut

5

([a(A)jL]; t)  aut

5

(L; s(S))

aut

5

([b(B)jL]; t)  aut

5

(L; s(S))

aut

5

([d(D)jL]; t)  aut

5

(L; s(S))

aut

5

([e(E)jL]; t)  aut

5

(L; s(S))

aut

5

([f(F )jL]; t)  aut

5

(L; s(S))

Notre objectif est de d�emontrer que Rec(AUT

4

) � Rec(AUT

5

). Ceci revient �a montrer

que l'automate AUT

4

n'accepte jamais plus de 4 actions c cons�ecutives.

Le programme �

comp

AUT

5

associ�e avec AUT

comp

5

est (voir �gure 5.3) :
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erreur

b ( B )a ( A ) d ( D )

f ( F )e ( E )

a ( A )

e ( E )

f ( F )b ( B )

d ( D )

c ( C ),    : T = 1

s ( S )
s

d ( D )
a ( A )

b ( B )

e ( E )

f ( F )

c ( C )

c( C ),    : S > 4

c ( C ),    : T =S+1   S < 84

t

Fig. 5.3 - Automate AUT

comp

5

aut

comp

5

([ ]; t)

aut

comp

5

([a(A)jL]; t)  aut

comp

5

(L; t)

aut

comp

5

([b(B)jL]; t)  aut

comp

5

(L; t)

aut

comp

5

([d(D)jL]; t)  aut

comp

5

(L; t)

aut

comp

5

([e(E)jL]; t)  aut

comp

5

(L; t)

aut

comp

5

([f(F )jL]; t)  aut

comp

5

(L; t)

aut

comp

5

([c(C)jL]; s(S))  S = 1; aut

comp

5

(L; t)

aut

comp

5

([c(C)jL]; s(T))  T = S + 1 ^ S < 4; aut

comp

5

(L; s(S))

aut

comp

5

([a(A)jL]; t)  aut

comp

5

(L; s(S))

aut

comp

5

([b(B)jL]; t)  aut

comp

5

(L; s(S))

aut

comp

5

([d(D)jL]; t)  aut

comp

5

(L; s(S))

aut

comp

5

([e(E)jL]; t)  aut

comp

5

(L; s(S))

aut

comp

5

([f(F )jL]; t)  aut

comp

5

(L; s(S))

aut

comp

5

([c(C)jL]; s

erreur

)  S � 4; aut

comp

5

(L; s(S))

aut

comp

5

(["(" )jL]; s

erreur

)  aut

comp

5

(L; s

erreur

) (" 2 fa; b; c; d; e; fg)

Notre probl�eme se ram�ene �a v�eri�er la formule :

aut

4

(L;X

3

) ^ aut

comp

5

(L;X

4

)) X

4

6= s

erreur

Ceci se fait en suivant les �etapes 1, 2 et 3 d�ecrites pr�ec�edemment.

1. Construction du programme �

inter

, r�esultant de l'intersection de AUT

4

et AUT

comp

5

.

(Noter que les �etats param�etres des actions dans AUT

comp

5

sont renomm�es avec des primes

pour les distinguer des param�etres de même nom dans AUT

4

)
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aut

inter

([ ]; r; t)

aut

inter

([a(A)jL]; v(V ); t)  A = A

0

^A = V ^A � �4 ^A � 4; aut

inter

(L; r; t)

aut

inter

([b(B)jL]; u(U ); t)  B = B

0

^B = V ^B � 0 ^ U = V � 1; aut

inter

(L; v(V ); t)

aut

inter

([d(D)jL]; w(W ); t)  D = D

0

^D = U ^ U � �1 ^W = U; aut

inter

(L; u(U ); t)

aut

inter

([e(E)jL]; v(V ); t)  E = E

0

^E = W ^E + 1 = V; aut

inter

(L;w(W ); t)

aut

inter

([f(F )jL]; q; t)  F = F

0

^ F = V ^ F < 0; aut

inter

(L; v(V ); t)

aut

inter

([c(C)jL]; u(R); s(S))  C = C

0

^ C = U ^ U � 0 ^R = U � 1 ^ S = 1;

aut

inter

(L; u(U ); t)

aut

inter

([c(C)jL]; u(R); s(T ))  C = C

0

^ C = U ^ U � 0 ^R = U � 1 ^ T = S + 1^

S < 4; aut

inter

(L; u(U ); s(S))

aut

inter

([a(A)jL]; v(V ); t)  A = A

0

^A = V ^A � �4 ^A � 4; aut

inter

(L; r; s(S))

aut

inter

([b(B)jL]; u(U ); t)  B = B

0

^B = V ^B � 0 ^ U = V � 1;

aut

inter

(L; v(V ); s(S))

aut

inter

([d(D)jL]; w(W ); t)  D = D

0

^D = U ^ U � �1 ^W = U;

aut

inter

(L; u(U ); s(S))

aut

inter

([e(E)jL]; v(V ); t)  E = E

0

^E = W ^E + 1 = V; aut

inter

(L;w(W ); s(S))

aut

inter

([f(F )jL]; q; t)  F = F

0

^ F = V ^F < 0; aut

inter

(L; v(V ); s(S))

aut

inter

([c(C)jL]; u(R); s

erreur

)  C = C

0

^C = U ^U � 0 ^R = U � 1^

S � 4; aut

inter

(L; u(U ); s(S))

aut

inter

([a(A)jL]; v(V ); s

erreur

)  A = V ^A � �4 ^A � 4; aut

inter

(L; r; s

erreur

)

aut

inter

([b(B)jL]; u(U ); s

erreur

)  B = V ^B � 0 ^ U = V � 1; aut

inter

(L; v(V ); s

erreur

)

aut

inter

([c(C)jL]; u(R); s

erreur

)  C = U ^ U � 0 ^R = U � 1; aut

inter

(L; u(U ); s

erreur

)

aut

inter

([d(D)jL]; w(W ); s

erreur

)  D = U ^ U � �1 ^W = U; aut

inter

(L; u(U ); s

erreur

)

aut

inter

([e(E)jL]; v(V ); s

erreur

)  E =W ^E + 1 = V; aut

inter

(L;w(W ); s

erreur

)

aut

inter

([f(F )jL]; q; s

erreur

)  F = V ^F < 0; aut

inter

(L; v(V ); s

erreur

)

2. Troncation de l'argument de liste L et �elimination des param�etres d'actions du programme

�, ce qui engendre le programme �

tronc

:
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aut

inter

(r; t)

aut

inter

(v(V ); t)  V � �4 ^ V � 4; aut

inter

(r; t)

aut

inter

(u(U ); t)  V � 0 ^ U = V � 1; aut

inter

(v(V ); t)

aut

inter

(w(W ); t)  U � �1 ^W = U; aut

inter

(u(U ); t)

aut

inter

(v(V ); t)  W + 1 = V; aut

inter

(w(W ); t)

aut

inter

(q; t)  V < 0; aut

inter

(v(V ); t)

aut

inter

(u(R); s(S))  U � 0 ^R = U � 1 ^ S = 1; aut

inter

(u(U ); t)

aut

inter

(u(R); s(T ))  U � 0 ^R = U � 1 ^ T = S + 1 ^ S < 4;

aut

inter

(u(U ); s(S))

aut

inter

(v(V ); t)  V � �4 ^ V � 4; aut

inter

(r; s(S))

aut

inter

(u(U ); t)  V � 0 ^ U = V � 1; aut

inter

(v(V ); s(S))

aut

inter

(w(W ); t)  U � �1 ^W = U; aut

inter

(u(U ); s(S))

aut

inter

(v(V ); t)  W + 1 = V; aut

inter

(w(W ); s(S))

aut

inter

(q; t)  V < 0; aut

inter

(v(V ); s(S))

aut

inter

(u(R); s

erreur

)  U � 0 ^R = U � 1 ^ S � 4; aut

inter

(u(U ); s(S))

aut

inter

(v(V ); s

erreur

)  V � �4 ^A � 4; aut

inter

(r; s

erreur

)

aut

inter

(u(U ); s

erreur

)  U = V � 1; aut

inter

(v(V ); s

erreur

)

aut

inter

(u(R); s

erreur

)  U � 0 ^R = U � 1; aut

inter

(u(U ); s

erreur

)

aut

inter

(w(W ); s

erreur

)  U � �1 ^W = U; aut

inter

(u(U ); s

erreur

)

aut

inter

(v(V ); s

erreur

)  W + 1 = V; aut

inter

(w(W ); s

erreur

)

aut

inter

(q; s

erreur

)  V < 0; aut

inter

(v(V ); s

erreur

)
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3. Calcul du r�esultat de l'�evaluation ascendante de �

tronc

. L'application de l'op�erateur

T engendre :

T "

0

= f aut

inter

(r; t) g

[

0�j�1

T "

j

= T "

0

[ faut

inter

(v(m); t) = � 4 � m � 4 g

[

0�j�2

T "

j

=

[

0�j�1

T "

j

[ f aut

inter

(q; t) g [

f aut

inter

(u(m); t) = � 1 � m � 3 g

[

0�j�3

T "

j

=

[

0�j�2

T "

j

[ f aut

inter

(w(m); t) = � 1 � m � 3 g [

f aut

inter

(u(m); s(n)) = � 1 � m � 2 ^ n = 1 g

[

0�j�4

T "

j

=

[

0�j�3

T "

j

[ f aut

inter

(u(m); s(n)) = � 1 � m � 1 ^ n = 2 g

[

0�j�5

T "

j

=

[

0�j�4

T "

j

[ f aut

inter

(u(m); s(n)) = � 1 � m � 0 ^ n = 3 g

[

0�j�6

T "

j

=

[

0�j�5

T "

j

[ f aut

inter

(u(m); s(n)) = m = �1 ^ n = 4 g

[

0�j�7

T "

j

=

[

0�j�6

T "

j

Le plus petit point-�xe de �

tronc

est donc

[

0�j�6

T "

j

. Comme l'�etat s

erreur

n'est jamais

atteint, on a T "

!

2

= ;, et donc Rec(AUT

4

) � Rec(AUT

5

): ut
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Chapitre 6

Propri�et�e de Sûret�e et Automate

Observateur

6.1 Preuve de Propri�et�e de Sûret�e

Nous pr�esentons ici une m�ethode pour prouver des propri�et�es de sûret�e pour les auto-

mates g�en�eralis�es avec contraintes arithm�etiques. De mani�ere informelle, une propri�et�e de

sûret�e �etablit que rien de \mauvais" ne va se passer.

Plus formellement, une propri�et�e de sûret�e est une propri�et�e qui �etablit des relations

entre les valeurs des variables d'�etats [SHA 93, LAM 90, BOU 91]. La v�eri�cation qu'un

automate AUT satisfait une propri�et�e de sûret�e  peut s'exprimer par :

aut(L; S))  (S) (?)

La formule (?) ci-dessus dit que les �etats accessibles de l'automate v�eri�ent  . La formule

 (S) peut aussi être vue comme une assertion invariante pour le programme qui repr�esente

l'automate (cf. [LAM 90]). Nous nous int�eressons ici au cas particulier o�u  est une formule

arithm�etique lin�eaire.

La propri�et�e d'absence de blocage, la d�etection de non d�eterminisme et des �etats non

accessibles peuvent être exprim�ees sous une certaine forme de  (voir [HIG 94]).

Nous d�ecrivons une m�ethode de preuve de (?). Ceci se fait suivant les �etapes ci-dessous :

1. Construire le programme �

tronc

AUT

, obtenu en tronquant l' argument de liste L et en
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�eliminant les param�etres d'action A des clauses de �

AUT

.

2. Calculer le r�esultat de la proc�edure d'�evaluation ascendante pour le programme sim-

pli��e �

tronc

AUT

.

Comme dans le cas d'inclusion de langages, la proc�edure d'�evaluation ascendante de

l'�etape 2 ne termine pas toujours. Lorqu'elle termine, le r�esultat T "

!

est de la forme :

T "

w

=

S

s(S)2�

f aut(s(S)) = �

s

(S) vrai g

o�u �

s

est une formule arithm�etique lin�eaire.

Rappelons que T "

w

caract�erise l'ensemble des �etats accessibles.

D'apr�es [FRI 92], 9L aut(L;X) est vrai ssi aut(X) est vrai. On peut donc raisonner sur

le programme tronqu�e �

tronc

(sans l'argument de liste), �a la place du programme �. Par

cons�equent, X satisfait l'hypoth�ese 9L aut(L;X) de l'implication aut(L;X) )  (X)

ssi aut(X) 2 T "

w

. Il s'ensuit que l'implication aut(L;X) )  (X) est vraie ssi 9s 2

� �

s

(X) )  (X).

Le probl�eme de la preuve d'une propri�et�e de sûret�e  est donc d�ecidable quand la

proc�edure d'�evaluation ascendante de l'�etape 2 termine. La validation de l'implication est

en e�ect d�ecidable, car �

s

et  sont des formules arithm�etiques lin�eaires.

Cela se produit pour certaines classes de programmes, comme par exemple lorsque les

contraintes arithm�etiques de AUT ne contiennent que les symboles =; 6=; < (mais aucun

+) : les contraintes du programme �

tronc

ne contiennent alors elles-mêmes aucun +, et le

plus petit point-�xe du programme peut être calcul�e en temps �ni selon la proc�edure de

Revesz [REV 90] (qui engendre une formule d'arithm�etique lin�eaire). En cons�equence, on a :

Proposition 6.1 Le probl�eme de la preuve d'un propri�et�e de sûret�e  pour un automate

AUT est d�ecidable lorsque les contraintes arithm�etiques des automates ne contiennent que

les symboles =; 6=; <.

Notons que, même dans le cas o�u certaines contraintes arithm�etiques dans AUT contien-

nent le symbole +, comme dans le cas d'inclusion de langages, on peut parfois r�esoudre la

preuve des propri�et�es de sûret�e en utilisant d'autres proc�edures d'�evaluation ascendante.

Remarquons que nous avons exprim�e le probl�eme d'inclusion sous la forme

aut

inter

(L;X

1

; X

2

)) X

2

6= s

erreur

, ce qui correspond donc �a une propri�et�e de sûret�e (l'�etat

s

erreur

n'est jamais atteint).
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Nous pr�esentons maintenant un exemple de preuve de propri�et�e de sûret�e.

Exemple 6.2 Consid�erons l'automate AUT , d�ecrit dans [HAL 93] et repr�esent�e �gure 6.1.

Cet automate correspond au programme :

vite ,     : U=T   W=R   V=S+1   V=  
2

VVV

too−fast

V

: T=0   S=0   R=0

V V

bloc ,    : U=T   V=S+1   W=R+1   V<      W=

V V V V

103bump

sec ,    : U=T+1   V=0   W=R   U <  

V V V

4second

dist ,    : U=T   V=S+1   W=R+1    V <      W < 4

V V V V 10meter

vite ,     : U=T   W=R   V=S+1   V=  

q(U,V,W)

VV

3

arret ,     : U=T+1   V=0   W=R   U=

V V V

4stop

s

, 

r(T,S,R)

Fig. 6.1 - Automate AUT

aut([ ]; s)

aut([� jL]; r(T; S;R)) :� T = 0 ^ S = 0 ^R = 0; aut(L; s)

aut([secondjL]; r(U; V;W )) :� U = T + 1 ^ V = 0 ^W = R ^ U < 4;

aut(L; r(T; S;R))

aut([meterjL]; r(U; V;W )) :� U = T ^ V = S + 1 ^W = R+ 1 ^ V < 3 ^

W < 10; aut(L; r(T; S;R))

aut([stopjL]; q(U; V;W )) :� U = T + 1 ^ V = 0 ^W = R ^ U = 4;

aut(L; r(T; S;R))

aut([bumpjL]; q(U; V;W )) :� U = T ^ V = S + 1 ^W = R+ 1 ^ V < 3 ^

W = 10; aut(L; r(T; S;R))

aut([too�fastjL]; q(U; V;W )) :� U = T ^W = R ^ V = S + 1 ^ V = 3;

aut(L; r(T; S;R))

L'objectif est de montrer la propri�et�e de sûret�e suivante : l'action bump ne se produit

jamais. Cela revient �a v�eri�er que les arguments d'un �etat r(T; S;R) ne satisfont jamais la

contrainte de la sixi�eme clause du programme (associ�ee �a l'action bump). La propri�et�e se

formalise donc :

aut(L;X) ) ( X = r(T; S;R) ) :( 9 U; V;W (U = T ^

V = S + 1 ^ W = R+ 1 ^ V < 3 ^ W = 10) ) ) (??)

Noter que 9 U; V;W (U = T ^ V = S + 1 ^ W = R + 1 ^ V < 3 ^ W = 10) se

simpli�e en S + 1 < 3 ^ R+ 1 = 10.

Un �etat r(T; S;R) ne peut jamais être atteint si l'une des trois derni�eres clauses du pro-
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gramme est utilis�ee. En cons�equence, pour la preuve de (??), on peut se limiter �a l'�evaluation

ascendante du programme restreint �a ses cinq premi�eres clauses. En adaptant la m�ethode

d�ecrite dans la partie II de cette th�ese, on obtient alors :

T "

!

= f aut(s) g [ f aut(r(m; 0; 0)) = 0 � m < 4g [ f aut(r(0; m;m)) = 0 � m <

3 g [ f aut(r(m; j; n))= 0 < m < 4 ^ 0 � j < 3 ^ n > 0 ^ j � n � 2m+ j g

Pour montrer la formule (??), il su�t de montrer que les valeurs de T; R et S telles que

r(T; S;R) 2 T "

!

, ne satisfont jamais la relation S + 1 < 3 ^ R+ 1 = 10. Ceci se v�eri�e

facilement. En cons�equence, on a une preuve que l'action bump n'est jamais ex�ecut�ee.

Remarquons que, sur cet exemple, le r�esultat de l'�evaluation ascendante que nous avons

trouv�e (qui est un plus petit point-�xe) co��ncide avec le r�esultat obtenu par Halbwachs

[HAL 93] (qui, a priori, n'est qu'une approximation de ce plus petit point-�xe).

6.2 Automate Observateur

Un automate observateur AUT

obs

(voir, par exemple [DSS 85, GRO 83]) est un automate

qui a pour rôle d'enregistrer des informations sur un automate AUT , sans in
uer sur le

comportement de ce dernier, c'est-�a-dire, sans restreindre le langage reconnu par AUT . Ceci

permet d'�etendre le champ d'expression des propri�et�es relatives au langage reconnu par

AUT .

On peut coder un automate observateur AUT

obs

sous la forme d'un automate g�en�eralis�e

�a un seul �etat param�etr�e avec un argument Z (o�u le symbole d'�etat a �et�e supprim�e). A�n

de ne pas in
uer sur le comportement de AUT , l'automate AUT

obs

reconnâ�tra n'importe

quelle liste d'actions et enregistrera dans Z des informations sur AUT .

Le mod�ele d'observateurs que nous proposons dans cette partie est plus simple que celui

propos�e par Groz et Jard [GRO 83]. Leurs observateurs utilisent tous les moyens d'expression

pr�esents dans le langage du programme �a v�eri�er (leurs observateurs peuvent avoir plusieurs

�etats, des transitions, etc.) Pour exprimer les mêmes propri�et�es que [GRO 83], il su�t de

consid�erer une intersection d'un nombre �ni d'observateurs de notre mod�ele.

La preuve que AUT satisfait une certaine propri�et�e sera exprim�ee par :

aut(L;X) ^ aut

obs

(L; Z)) �(X;Z)
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o�u AUT

obs

est un automate observateur et � est une formule arithm�etique. AUT

obs

et � sont

d�etermin�es en fonction de la propri�et�e �a prouver.

Par exemple, si on veut prouver que :

Au sein d'une liste d'actions reconnues par AUT , il existe

au plus 4 occurrences cons�ecutives d'une symbole action

c.

Alors, l'automate observateur enregistrera dans son argument Z

le nombre d'occurrences cons�ecutives de l'action c dans une liste,

et �(X;Z) sera Z � 4.

Le dernier symbole d'action d'une liste reconnue par AUT

est c.

Alors, l'automate observateur enregistrera dans son argument Z

le dernier symbole d'actions de liste, et �(X;Z) sera Z = q.

La preuve de aut(L;X) ^ aut

obs

(L; Z)) �(X;Z) se ram�ene �a la preuve de :

aut

inter

(L;X; Z)) �(X;Z)

o�u AUT

inter

est l'automate r�esultant de l'intersection de AUT et AUT

obs

. Notons que cette

preuve correspond �a la preuve d'une propri�et�e de sûret�e pour AUT

inter

(et donc pour AUT ,

puisque AUT

obs

n'in
ue pas sur AUT ).

Notons aussi que l'automate AUT

comp

2

de la proposition 5.1 joue le rôle d'un automate

observateur (X

2

6= s

erreur

correspond �a la relation arithm�etique �).

Exemple 6.3 Consid�erons l'automate AUT

4

de l'exemple 5.3 et un \observateur" qui

enregistre le nombre d'occurrences cons�ecutives du symbole d'action c. On prouvera que au

sein de toute liste l reconnue par AUT

4

, il existe au plus 4 symboles d'actions c cons�ecutifs.

La relation �(X;Z) est Z � 4.



46 CHAPITRE 6. PROPRI

�

ET

�

E DE S

^

URET

�

E ET AUTOMATE OBSERVATEUR

aut

obs

([ ]; 0)

aut

obs

([a(A)jL]; 0) :� aut

obs

(L; Z)

aut

obs

([b(B)jL]; 0) :� aut

obs

(L; Z)

aut

obs

([c(C)jL]; Z

0

) :� Z + 1 = Z

0

; aut

obs

(L; Z)

aut

obs

([d(D)jL]; 0) :� aut

obs

(L; Z)

aut

obs

([e(E)jL]; 0) :� aut

obs

(L; Z)

aut

obs

([f(F )jL]; 0) :� aut

obs

(L; Z)

Notre probl�eme se ram�ene �a v�eri�er si :

aut

4

(L;X) ^ aut

obs

(L; Z)) Z � 4

Ceci se fait en trois �etapes:

1. Construction du programme �

inter

, r�esultant de l'intersection de AUT

4

et AUT

obs

. (No-

ter que les param�etres des actions dans AUT

obs

sont renomm�es avec des primes pour les

distinguer des param�etres de même nom dans AUT

4

):

aut

inter

([ ]; r; 0)

aut

inter

([a(A)jL]; v(V ); 0) :� A = A

0

^A = V ^A � �4 ^A � 4; aut

inter

(L; p; Z)

aut

inter

([b(B)jL]; u(U ); 0) :� B = B

0

^B = V ^B � 0 ^ U = V � 1; aut

inter

(L; v(V ); Z)

aut

inter

([c(C)jL]; u(Y ); Z

0

) :� C = C

0

^ C = U ^ U � 0 ^ Z = U � 1 ^ Z + 1 = Z

0

;

aut

inter

(L; u(U ); Z)

aut

inter

([d(D)jL]; w(W ); 0) :� D = D

0

^D = U ^ U � �1 ^W = U; aut

inter

(L; u(U ); Z)

aut

inter

([e(E)jL]; v(V ); 0) :� E = E

0

^E = W ^E + 1 = V; aut

inter

(L;w(W ); Z)

aut

inter

([f(F )jL]; q; 0) :� F = F

0

^ F = V ^ F < 0; aut

inter

(L; v(V ); Z)

If faut prouver que aut

inter

(L;X; Z) ) Z � 4.

2. Elimination de l'argument de liste L et �elimination des param�etres des actions du pro-

gramme �

inter

, engendrant le programme �

tronc

:

aut

inter

(r; 0)

aut

inter

(v(V ); 0) :� V � �4 ^ V � 4; aut

inter

(p; Z)

aut

inter

(u(U); 0) :� V � 0 ^ U = V � 1; aut

inter

(v(V ); Z)

aut

inter

(u(Y ); Z

0

) :� U � 0 ^ Y = U � 1 ^ Z + 1 = Z

0

; aut

inter

(u(U); Z)

aut

inter

(w(W ); 0) :� U � �1 ^W = U; aut

inter

(u(U); Z)

aut

inter

(v(V ); 0) :� W + 1 = V; aut

inter

(w(W ); Z)

aut

inter

(q; 0) :� V < 0; aut

inter

(v(V ); Z)
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If faut prouver que aut

inter

(X;Z) ) Z � 4.

3. Calcul du r�esultat de l'�evaluation ascendante de �

tronc

. L'application de l'op�erateur T

engendre les :

T "

0

= f aut

inter

(r; 0) g

[

0�j�1

T "

j

= T "

0

[ faut

inter

(v(m); 0) = � 4 � m � 4 g

[

0�j�2

T "

j

=

[

0�j�1

T "

j

[ f aut

inter

(q; 0) g [ f aut

inter

(u(m); 0) = � 1 � m � 3 g

[

0�j�3

T "

j

=

[

0�j�2

T "

j

[ f aut

inter

(w(m); 0) = � 1 � m � 3 g [

f aut

inter

(u(m); n) = � 1 � m � 2 ^ n = 1 g

[

0�j�4

T "

j

=

[

0�j�3

T "

j

[ f aut

inter

(u(m); n) = � 1 � m � 1 ^ n = 2 g

[

0�j�5

T "

j

=

[

0�j�4

T "

j

[ f aut

inter

(u(m); n) = � 1 � m � 0 ^ n = 3 g

[

0�j�6

T "

j

=

[

0�j�5

T "

j

[ f aut

inter

(u(m); n) = m = �1 ^ n = 4 g

[

0�j�7

T "

j

=

[

0�j�6

T "

j

Nous avons :

T "

w

= f aut

inter

(r; 0) g [ f aut

inter

(q; 0)g [ f aut

inter

(v(m); 0) = � 4 � m � 4 g [

f aut

inter

(w(m); 0) = �1 � m � 3 g [ f aut

inter

(u(m); n) = �1 � m � (3�n) ^ 0 � n � 4 g

On voit que aut

inter

(X;Z) 2 T "

w

ssi (Z = 0^ ( X = p _X = q _ 9m(X = v(m)^�4 �

m � 4)_9m(X = w(m)^�1 � m � 3) ) ) _ 9m(0 � Z � 4^X = u(m)^�1 � m � (3�Z) ):

Il s'ensuit que aut

inter

(X;Z)) Z � 4. ut
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Chapitre 7

Le Protocole du Bit Altern�e

Dans cette partie, nous appliquons l'op�eration de composition parall�ele d'automate en

vue de sp�eci�er le Protocole du Bit Altern�e, et nous expliquons comment utiliser la proc�edure

de d�ecision de la partie 6 pour d�emontrer des propri�et�es de ce protocole. La description du

protocole est reprise essentiellement de [GAR 89].

Le Protocole du Bit Altern�e est un processus compos�e de quatre entit�es: SENDER,

RECEIVER, MEDIUM

1

et MEDIUM

2

. Chaque entit�e peut être caract�eris�ee par un

automate g�en�eralis�e. Le tableau ci-dessous (voir [GAR 89]) donne les actions qui sont ex�e-

cut�ees (et partag�ees) par ces entit�es.

Actions Origine Destination Description

put(M ) environnement SENDER acquisition d'un message de l'environnement

sdt(M;B) SENDER MEDIUM

1

envoi d'un message

rdt(M;B) MEDIUM

1

RECEIV ER transmission d'un message

rdte MEDIUM

1

RECEIV ER perte d'un message

get(M ) RECEIV ER environnement �emission d'un message vers l'environnement

sack(B) MEDIUM

2

SENDER transmission de l'acquittement

sacke MEDIUM

2

SENDER perte de l' acquittement

rack(B) RECEIV ER MEDIUM

1

renvoi d'un acquittement

Le protocole du bit altern�e peut être regard�e comme le produit de la composition parall�ele

des entit�es SENDER, RECEIVER , MEDIUM

1

et MEDIUM

2

, ainsi que le repr�esente

la �gure 7.1 (voir [GAR 89]).
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�

E

SENDER RECEIVER

MEDIUM1

2
MEDIUM

put

sack
sacke

rack

rdt

rdte get
sdt

Fig. 7.1 - Protocole du Bit Altern�e

7.1 Processus SENDER

Le processus SENDER acquiert un message (via put), et envoie ce message apr�es l'ajout

d'un bit de contrôle B (via sdt). Ce bit est initialis�e avec la valeur 0, et est incr�ement�e

(modulo 2) avant chaque action put.

Le processus SENDER renvoie un message dans les situations suivantes:

{ SENDER re�coit un avis de perte d'acquittement sacke.

{ Apr�es l'�ecoulement d'un certain temps sans ex�ecution d'actions (ce qu'on repr�esente

par l'ex�ecution de l'action �), SENDER renvoie spontan�ement le message.

Ce processus est caract�eris�e par le programme logique �

SENDER

:

sender([ ]; initsend(0))

sender([put(M)jL]; readysend(M;B))  sender(L; initsend(B))

sender([sdt(M;B)jL]; readysack(M;B))  sender(L; readysend(M;B))

sender([sack(1)jL]; readysack(M; 0))  sender(L; readysack(M; 0))

sender([sack(0)jL]; readysack(M; 1))  sender(L; readysack(M; 1))

sender([sackejL]; readysend(M;B))  sender(L; readysack(M;B))

sender([� jL]; readysend(M;B))  sender(L; readysack(M;B))

sender([sack(0)jL]; initsend(1))  sender(L; readysack(N; 0))

sender([sack(1)jL]; initsend(0))  sender(L; readysack(N; 1))

Noter que, par souci de concision, la forme des clauses du programme �

SENDER

a �et�e

l�eg�erement simpli��ee. Par exemple, la clause:

sender([put(M)jL]; readysend(M

0

; B))  M =M

0

; B = B

0

; sender(L; initsend(B

0

))
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a �et�e �ecrite sous la forme:

sender([put(M)jL]; readysend(M;B))  sender(L; initsend(B))

L'automate AUT

SENDER

est repr�esent�e �gure 7.2.

readysend(B,M)readysack(B,M)

sack(notB)

initsend(B ’ )
B’ = 0

sack(B), cond: B=not(B’) put(M), cond: B’=B

sacke

sdt(M,B)

Fig. 7.2 - Processus SENDER

7.2 Processus MEDIUM

1

Le processus MEDIUM

1

re�coit un message (via sdt) avec un bit de contrôle B. Il peut

se comporter alors de trois mani�eres di��erentes:

{ Transmission du message et du bit de contrôle, sans changement de leurs valeurs. Dans

ce cas, l'action rdt(M;B) est ex�ecut�ee.

{ Perte du message et envoi d'un avis de perte. Dans ce cas, l'action rdte est ex�ecut�ee.

{ Perte du message sans envoi d'avis de perte. Cela correspond �a l'ex�ecution de l'action

silencieuse � .

Ce processus est repr�esent�e par le programme logique �

MEDIUM

1

:
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medium

1

([ ]; initm1)

medium

1

([sdt(M;B)jL]; finalm1(M;B))  medium

1

(L; initm1)

medium

1

([rdt(M;B)jL]; initm1)  medium

1

(L; finalm1(M;B))

medium

1

([rdtejL]; initm1)  medium

1

(L; finalm1(M;B))

medium

1

([� jL]; initm1)  medium

1

(L; finalm1(M;B))

L'automate AUT

MEDIUM

1

est repr�esent�e �gure 7.3.

initm1

rdt(M,B)

sdt(M,B) finalm1
 (M,B)

rdte

Fig. 7.3 - Processus MEDIUM

1

7.3 Processus MEDIUM

2

Le comportement de MEDIUM

2

est analogue �a celui de MEDIUM

1

. La seule di��e-

rence r�eside dans le nom des actions qui sont ex�ecut�ees.

Ce processus est caract�eris�e par le programme �

MEDIUM

2

:

medium

2

([ ]; initm2)

medium

2

([rack(B)jL]; finalm2(B))  medium

2

(L; initm2)

medium

2

([sack(B)jL]; initm2)  medium

2

(L; finalm2(B))

medium

2

([sackejL]; initm2)  medium

2

(L; finalm2(B))

medium

2

([� jL]; initm2)  medium

2

(L; finalm2(B))

L'automate AUT

MEDIUM

2

est repr�esent�e �gure 7.4.



7.4. PROCESSUS RECEIVER 53

initm2
rack(B)

sack(B)

sacke

finalm2(B)

Fig. 7.4 - Processus MEDIUM

2

7.4 Processus RECEIV ER

Le processus RECEIVER se comporte comme suit:

{ S'il re�coit un message (via rdt) avec un bit de contrôle B correct, il transmet le

message �a l'environnement (via get) et un bit de contrôle est renvoy�e avec la valeur B

(via rack).

{ S'il re�coit un message (via rdt) avec un bit B incorrect, le r�ecepteur attend qu'un

autre message soit re�cu.

{ Si une perte de message se produit (via rdte), le processus renvoie un acquittement

incorrect (ayant le compl�ement de B comme bit de contrôle) via rack.

{ Apr�es l'�ecoulement d'un certain temps sans r�eception (ce qui est repr�esent�e par l'ex�e-

cution de l'action �), le processus renvoie un acquittement incorrect via rack.

Le processus est caract�eris�e par le programme �

RECEIVER

:

receiver([ ]; initreceive(B))

receiver([rdt(M;B)jL]; readyget(M;B))  receiver(L; initreceive(B))

receiver([get(M)jL]; readyrackcorrect(B))  receiver(L; readyget(M;B))

receiver([rack(0)jL]; initreceive(1))  receiver(L; readyrackcorrect(0))

receiver([rack(1)jL]; initreceive(0))  receiver(L; readyrackcorrect(1))

receiver([rdt(M; 1)jL]; initreceive(0))  receiver(L; initreceive(0))

receiver([rdt(M; 0)jL]; initreceive(1))  receiver(L; initreceive(1))

receiver([rdtejL]; readyrackincorrect(B))  receiver(L; initreceive(B))

receiver([� jL]; initreceive(B))  receiver(L; readyrack(B))

receiver([rack(1)jL]; initreceive(0))  receiver(L; readyrackincorrect(0))

receiver([rack(0)jL]; initreceive(1))  receiver(L; readyrackincorrect(1))
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L'automate AUT

RECEIVER

est repr�esent�e �gure 7.5.

readyrackcorrect

readyrackincorrect

readyget

initreceive

B, M

B

B
rdt(M,B) get(M)

rack(notB)

rdt(M,B)

rack(B)

B’
cond: B=B’

cond: B=not(B’),

rdte

Fig. 7.5 - Processus RECEIVER

7.5 Composition parall�ele

L'automate g�en�eralis�e AUT

BIT

associ�e au Protocole du Bit Altern�e s'obtient en appli-

quant les op�erations de composition parall�ele aux automates associ�es �a SENDER,

RECEIVER, MEDIUM

1

et MEDIUM

2

. Les actions synchronis�ees sont celles qui sont

partag�ees par les di��erentes entit�es (voir �gure 7.1).

On engendre ainsi le programme-composition �

BIT

:
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bit([ ]; initsend(0); initm1; initreceive(0); initm2)

bit([put(M)jL]; readysend(M;B);Q;R; S)  bit(L; initsend(B);Q; R; S)

bit([� jL]; readysack(M; 0);Q; R; initm2)  bit(L; readysack(M; 0);Q; R; finalm2(1))

bit([� jL]; readysack(M; 1);Q; R; initm2)  bit(L; readysack(M; 1);Q; R; finalm2(0))

bit([� jL]; readysend(M;B);Q;R; initm2)  bit(L; readysack(M;B);Q;R; finalm2(B1))

bit([� jL]; initsend(1);Q;R; initm2)  bit(L; readysack(M; 0);Q; R; finalm2(0))

bit([� jL]; initsend(0);Q;R; initm2)  bit(L; readysack(M; 1);Q; R; finalm2(1))

bit([� jL]; P; initm1; readyget(M;B); S)  bit(L;P; finalm1(M;B); initreceive(B); S)

bit([� jL]; P; initm1; initreceive(0); S)  bit(L;P; finalm1(M; 1); initreceive(0); S)

bit([� jL]; P; initm1; initreceive(1); S)  bit(L;P; finalm1(M; 0); initreceive(1); S)

bit([� jL]; P; initm1; readyrackincorrect(B); S)  bit(L;P; finalm1(M;B1); initreceive(B);S)

bit([get(M)jL]; P;Q; readyrackcorrect(B); S)  bit(L;P;Q; readyget(M;B); S)

bit([� jL]; P;Q; initreceive(1); finalm2(0))  bit(L;P;Q; readyrackcorrect(0); initm2)

bit([� jL]; P;Q; initreceive(0); finalm2(1))  bit(L;P;Q; readyrackcorrect(1); initm2)

bit([� jL]; P;Q; initreceive(0); finalm2(1))  bit(L;P;Q; readyrackincorrect(0); initm2)

bit([� jL]; P;Q; initreceive(1); finalm2(0))  bit(L;P;Q; readyrackincorrect(1); initm2)

bit([� jL]; P; initm1; R; S)  bit(L;P; finalm1(M;B1); R; S)

bit([� jL]; readysend(M;B);Q;R; S)  bit(L; readysack(M;B);Q;R; S)

bit([� jL]; P;Q; R; initm2)  bit(L;P;Q;R; finalm2(B1))

bit([� jL]; P;Q; readyrackincorrect(B); S)  bit(L;P;Q; initreceive(B); S)

bit([� jL]; readysack(M;B); finalm1(M;B);R; S)  bit(L; readysend(M;B); initm1; R; S)

Nous appliquons maintenant la proc�edure de d�ecision du chapitre 6 pour d�emontrer la

propri�et�e  (l):

Au sein d'une liste d'actions l, il est impossible de trouver une action

put(m

1

) qui soit suivie d'une action get(m

2

) telle que m

1

6= m

2

.

On peut facilement construire un automate AUT

 

tel que:

l 2 Rec(AUT

 

) ,  (l)

Cet automate est repr�esent�e �gure 7.6, et est caract�eris�e par le programme:

aut

 

([ ]; s

0

(N))

aut

 

([put(M)jL]; s

1

(P ))  M = P; aut

 

(L; s

0

(N))

aut

 

([get(M)jL]; s

0

(P ))  M = N; aut

 

(L; s

1

(N))

aut

 

([� jL]; s

1

(P ))  aut

 

(L; s

1

(N))

aut

 

([get(M)jL]; s

0

(P ))  aut

 

(L; s

0

(N))

aut

 

([� jL]; s

0

(P ))  aut

 

(L; s

0

(N))

La preuve de ce que toute suite d'actions ex�ecut�ee par le Protocole du Bit Altern�e v�eri�e

 se ram�ene �a la preuve de: AUT

BIT

� AUT

 

.
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s (N )
0 0 1 1

s (N )

M  = N
1

, cond:

1

1 1

M  = N, cond:
2 2

put(M )

get(M )get(M )
2

Fig. 7.6 - Propri�et�e  

s (N )
0 0 1 1

s (N )

M  = N
1

, cond:
11

put(M )

12 2
M  = N, cond:get(M )get(M )

2

12 2
M  = N, cond:get(M )

1
put(M )

s 
erreur

Fig. 7.7 - Automate AUT

comp

 

D'abord, il faut calculer l'automate compl�et�e.

aut

 

([ ]; s

0

(N))

aut

 

([put(M)jL]; s

1

(P ))  M = P; aut

 

(L; s

0

(N))

aut

 

([get(M)jL]; s

0

(P ))  M = N; aut

 

(L; s

1

(N))

aut

 

([� jL]; s

1

(P ))  aut

 

(L; s

1

(N))

aut

 

([get(M)jL]; s

0

(P ))  aut

 

(L; s

0

(N))

aut

 

([� jL]; s

0

(P ))  aut

 

(L; s

0

(N))

aut

 

([get(M)jL]; s

erreur

)  M 6= N; aut

 

(L; s

1

(N))

aut

 

([put(M)jL]; s

erreur

)  aut

 

(L; s

1

(N))

aut

 

([� jL]; s

erreur

)  aut

 

(L; s

erreur

)

L'�etape suivante consiste �a d�eterminer l'automate AUT

BIT

^ AUT

comp

 

. (Noter que les

�etats s

i

et les param�etres M et N de l'automate AUT

comp

 

sont respectivement renomm�es

en s

0

i

, M

0

et N

0

.)
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aut

inter

([ ]; initsend(0); initm1; initreceive(0); initm2; s

0

0

(N

0

))

aut

inter

([put(M)jL]; readysend(M;B); Q; R; S; s

0

1

(P

0

))  M = P

0

; aut

inter

(L; initsend(B); Q; R; S; s

0

0

(N

0

))

aut

inter

([put(M)jL]; readysend(M;B); Q; R; S; s

0

erreur

)  aut

inter

(L; initsend(B); Q; R; S; s

0

1

(N

0

))

aut

inter

([get(M)jL]; P; Q; readyrackcorrect(B); S; s

0

0

(P

0

))  M = N

0

; aut

inter

(L; P; Q; readyget(M;B); S; s

0

1

(N

0

))

aut

inter

([get(M)jL]; P; Q; readyrackcorrect(B); S; s

0

0

(P

0

))  aut

inter

(L; P; Q; readyget(M;B); S; s

0

0

(N

0

))

aut

inter

([get(M)jL]; P; Q; readyrackcorrect(B); S; s

0

erreur

)  M 6= N

0

; aut

inter

(L; P; Q; readyget(M;B); S; s

1

(N

0

))

aut

inter

([� jL]; readysack(M;0); Q; R; initm2; S

0

)  aut

inter

(L; readysack(M;0); Q; R; finalm2(1); S

0

)

aut

inter

([� jL]; readysack(M;1); Q; R; initm2; S

0

)  aut

inter

(L; readysack(M;1); Q; R; finalm2(0); S

0

)

aut

inter

([� jL]; readysend(M;B); Q; R; initm2; S

0

)  aut

inter

(L; readysack(M;B); Q; R; finalm2(B1); S

0

)

aut

inter

([� jL]; initsend(1); Q; R; initm2; S

0

)  aut

inter

(L; readysack(M;0); Q; R; finalm2(0); S

0

)

aut

inter

([� jL]; initsend(0); Q; R; initm2; S

0

)  aut

inter

(L; readysack(M;1); Q; R; finalm2(1); S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; initm1; readyget(M;B); S; S

0

)  aut

inter

(L; P; finalm1(M;B); initreceive(B); S; S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; initm1; initreceive(0); S; S

0

)  aut

inter

(L; P; finalm1(M; 1); initreceive(0); S; S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; initm1; initreceive(1); S; S

0

)  aut

inter

(L; P; finalm1(M; 0); initreceive(1); S; S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; initm1; readyrackincorrect(B); S; S

0

)  aut

inter

(L; P; finalm1(M;B1); initreceive(B); S; S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; Q; initreceive(1); finalm2(0); S

0

)  aut

inter

(L; P; Q; readyrackcorrect(0); initm2; S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; Q; initreceive(0); finalm2(1); S

0

)  aut

inter

(L; P; Q; readyrackcorrect(1); initm2; S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; Q; initreceive(0); finalm2(1); S

0

)  aut

inter

(L; P; Q; readyrackincorrect(0); initm2; S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; Q; initreceive(1); finalm2(0); S

0

)  aut

inter

(L; P; Q; readyrackincorrect(1); initm2; S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; initm1; R; S; S

0

)  aut

inter

(L; P; finalm1(M;B1); R; S; S

0

)

aut

inter

([� jL]; readysend(M;B); Q; R; S; S

0

)  aut

inter

(L; readysack(M;B); Q; R; S; S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; Q; R; initm2; S

0

)  aut

inter

(L; P; Q; R; finalm2(B1); S

0

)

aut

inter

([� jL]; P; Q; readyrackincorrect(B); S; S

0

)  aut

inter

(L; P; Q; initreceive(B); S; S

0

)

aut

inter

([� jL]; readysack(M;B); finalm1(M;B); R; S; S

0

)  aut

inter

(L; readysend(M;B); initm1; R; S; S

0

)

Apr�es avoir �elimin�e la liste d'actions L, nous engendrons le programme suivant:

aut

inter

(initsend(0); initm1; initreceive(0); initm2; s

0

0

(N

0

))

aut

inter

(readysend(M;B);Q;R;S; s

0

1

(P

0

))  M = P

0

; aut

inter

(initsend(B); Q;R; S; s

0

0

(N

0

))

aut

inter

(readysend(M;B);Q;R;S; s

0

erreur

)  aut

inter

(initsend(B);Q;R;S; s

0

1

(N

0

))

aut

inter

(P;Q; readyrackcorrect(B); S; s

0

0

(P

0

))  M = N

0

; aut

inter

(P;Q; readyget(M;B); S; s

0

1

(N

0

))

aut

inter

(P;Q; readyrackcorrect(B); S; s

0

0

(P

0

))  aut

inter

(P;Q; readyget(M;B);S; s

0

0

(N

0

))

aut

inter

(P;Q; readyrackcorrect(B); S; s

0

erreur

)  M 6= N

0

; aut

inter

(P;Q; readyget(M;B); S; s

1

(N

0

))

aut

inter

(readysack(M; 0);Q;R; initm2; S

0

)  aut

inter

(readysack(M; 0);Q;R; finalm2(1);S

0

)

aut

inter

(readysack(M; 1);Q;R; initm2; S

0

)  aut

inter

(readysack(M; 1);Q;R; finalm2(0);S

0

)

aut

inter

(readysend(M;B);Q;R; initm2; S

0

)  aut

inter

(readysack(M;B);Q;R; finalm2(B1);S

0

)

aut

inter

(initsend(1); Q;R; initm2; S

0

)  aut

inter

(readysack(M; 0);Q;R; finalm2(0);S

0

)

aut

inter

(initsend(0); Q;R; initm2; S

0

)  aut

inter

(readysack(M; 1);Q;R; finalm2(1);S

0

)

aut

inter

(P; initm1; readyget(M;B); S; S

0

)  aut

inter

(P; finalm1(M;B); initreceive(B); S; S

0

)

aut

inter

(P; initm1; initreceive(0); S; S

0

)  aut

inter

(P; finalm1(M;1); initreceive(0); S; S

0

)

aut

inter

(P; initm1; initreceive(1); S; S

0

)  aut

inter

(P; finalm1(M;0); initreceive(1); S; S

0

)

aut

inter

(P; initm1; readyrackincorrect(B); S; S

0

)  aut

inter

(P; finalm1(M;B1); initreceive(B); S; S

0

)

aut

inter

(P;Q; initreceive(1); f inalm2(0);S

0

)  aut

inter

(P;Q; readyrackcorrect(0); initm2; S

0

)

aut

inter

(P;Q; initreceive(0); f inalm2(1);S

0

)  aut

inter

(P;Q; readyrackcorrect(1); initm2; S

0

)

aut

inter

(P;Q; initreceive(0); f inalm2(1);S

0

)  aut

inter

(P;Q; readyrackincorrect(0); initm2; S

0

)

aut

inter

(P;Q; initreceive(1); f inalm2(0);S

0

)  aut

inter

(P;Q; readyrackincorrect(1); initm2; S

0

)

aut

inter

(P; initm1;R; S; S

0

)  aut

inter

(P; finalm1(M;B1);R; S; S

0

)

aut

inter

(readysend(M;B);Q;R;S; S

0

)  aut

inter

(readysack(M;B);Q;R;S; S

0

)

aut

inter

(P;Q;R; initm2; S

0

)  aut

inter

(P;Q;R; finalm2(B1);S

0

)

aut

inter

(P;Q; readyrackincorrect(B); S; S

0

)  aut

inter

(P;Q; initreceive(B); S; S

0

)

aut

inter

(readysack(M;B);f inalm1(M;B);R;S; S

0

)  aut

inter

(readysend(M;B); initm1; R;S; S

0

)

On peut faire l'�evaluation ascendante de ce programme par la m�ethode de Revesz, ce
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qui donne:

T "

!

2

= ;

et on ach�eve la d�emonstration de la propri�et�e  (l). On peut de la même fa�con d�emontrer

les propri�et�es suivantes:

{ Au sein d'une liste d'actions l, il est impossible de trouver une action put(m

1

) qui soit

suivie d'une action put(m

2

).

{ Au sein d'une liste d'actions l, il est impossible de trouver une action get(m

1

) qui soit

suivie d'une action get(m

2

).



59

Chapitre 8

Conclusion

Nous avons pr�esent�e une approche o�u des automates param�etr�es sont exprim�es sous

forme de programmes logiques avec contraintes. Nous avons propos�e d'utiliser des techniques

d'�evaluation ascendante (comme la proc�edure de Revesz) pour calculer les point-�xes de

ces programmes, en vue de r�esoudre des probl�emes d'inclusion de langage ou d�emontrer des

propri�et�es de sûret�e. Nous avons compar�e notre approche avec des travaux r�ecents similaires.

Une originalit�e de notre travail est d'utiliser le cadre uni��e de la Programmation Logique

avec Contraintes �a la fois pour la sp�eci�cation et la v�eri�cation de syst�emes concurrents.

Signalons, pour terminer, que la repr�esentation sous forme de programmes logiques permet,

en sus des m�ethodes de preuve d�ecrites plus haut, de faire tourner directement les automates

au moyen d'interpr�etes comme PROLOG III [COL 90] ou CLP(R) [JAF 92], et de tester

ainsi empiriquement leur comportement.
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Deuxi�eme partie

Evaluation Ascendante de

Programmes �a Contraintes

Arithm�etiques
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Chapitre 1

Motivation

Il existe deux approches classiques pour raisonner avec des programmes logiques. L'une

se fait par \�evaluation descendante" : elle tente de r�epondre �a une requête en proc�edant par

châ�nage arri�ere. L'autre est dite par \�evaluation ascendante" : elle engendre les cons�equences

atomiques d'un programme par châ�nage avant. La premi�ere approche est utilis�ee plutôt en

Programmation Logique (r�esolution SLD) [ARN 93], tandis que la deuxi�eme est utilis�ee

plutôt en base de donn�ees d�eductives pour faire des requêtes �a des programmes Datalog

(c'est-�a-dire, �a des programmes logiques avec des constantes et des variables, mais sans

symbole de fonctions) [BAN 86b, BID 92].

Nous d�ecrivons dans cette deuxi�eme partie de la th�ese une m�ethode pour calculer le

r�esultat de l'�evaluation ascendante de programmes Datalog (ou programmes logiques), dont

les variables sont interpr�et�ees sur le domaine des entiers relatifs. Notre motivation initiale

�etait d'utiliser ce processus d'�evaluation ascendante pour prouver des formules qui combi-

naient des listes avec de l'arithm�etique lin�eaire [FRI 92]. Illustrons ce point sur un exemple

qui correspond �a une adaptation de l'algorithme de Majorit�e de Boyer-Moore [MIS 82]. Cet

algorithme d�etermine l'�el�ement, qui apparâ�t plus d'une fois sur deux dans une liste, si cet

�el�ement existe.

Soit p(L; v; w; x; y; z) un atome o�u L est une liste d'entiers, y est la taille de la liste, v le

candidat courant �a être l'�el�ement majoritaire, x est le nombre d'occurrences de v dans L, et

z est le nombre d'occurrences d'un �el�ement quelconque w dans la liste L. Le pr�edicat p cor-

respondant �a l'algorithme de Boyer-Moore peut être d�e�ni r�ecursivement par le programme

logique :
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p([ ]; v; w; x; y; z) :� x = 0; y = 0; z = 0

p([ujL]; v; w; x+ 1; y + 1; z) :� u = v; u 6= w; p(L; v; w; x; y; z)

p([ujL]; v; w; x; y+ 1; z + 1) :� u 6= v; u = w; 2x > y; p(L; v; w; x; y; z)

p([ujL]; v; w; x; y+ 1; z) :� u 6= v; u 6= w; 2x > y; p(L; v; w; x; y; z)

Supposons que nous voulons prouver la formule :

8 L; v; w; x; y; z p(L; v; w; x; y; z) ) (v 6= w ) z � y div 2)

Il est di�cile de prouver cette formule directement (par exemple, par induction), mais

cella devient facile, une fois que le lemme p(L; v; w; x; y; z) ^ v 6= w ) 2x � y ^ y �

z+x^x � 0 est disponible

1

. En principe, ce lemme n'est pas connu mais il peut être engen-

dr�e automatiquement en appliquant une m�ethode d'�evaluation ascendante au programme

simpli��e suivant �

0

(obtenu �a partir de � en tronquant la liste L et son argument u, et en

faisant \remonter" la contrainte v 6= w)

p

0

(v; w; y; z) :� x = 0; y = 0; z = 0

p

0

(v; w; x+ 1; y + 1; z) :� p

0

(v; w; x; y; z)

p

0

(v; w; x; y+ 1; z + 1) :� 2x > y; p

0

(v; w; x; y; z)

p

0

(v; w; x; y+ 1; z) :� 2x > y; p

0

(v; w; x; y; z)

Le processus d'�evaluation ascendante que nous d�ecrivons dans cette th�ese appliqu�e �a ce

programme engendre la relation 2x � y^ y � z+x^x � 0. La formule p(L; v; w; x; y; z) =)

(v 6= w =) z � y div 2) d�ecoule directement du r�esultat de l'�evaluation de �

0

, et du fait

que, par construction, p(L; v; w; x; y; z) ^ v 6= w implique p

0

(v; w; x; y; z).

L'�evaluation ascendante de programmes logiques interpr�et�es sur le domaine des entiers

relatifs fournit aussi un outil puissant pour prouver la terminaison de programmes logiques

[BRO 91, GEL 90]. D'un point de vue plus g�en�eral, l'�etude du processus de l'�evaluation as-

cendante reste toujours un domaine int�eressant de recherche en lui même, ayant �et�e �etudi�e

sous forme extensive ces derni�eres ann�ees. L'une des raisons de cet int�erêt est li�ee �a l'appari-

tion du domaine de la programmation logique avec contraintes et du domaine des langages

de requêtes avec contraintes (e.g. [KUP 90, KAN 90, KAB 90, LAS 90, LEV 92, MEY 91,

REV 90, SRI 92b]). Une autre raison est li�ee �a l'usage des entiers relatifs pour repr�esenter

des donn�ees sur le temps et l'usage de l'�evaluation ascendante pour r�epondre �a des requêtes

temporelles [BAU 89, BAU 91, CHO 88].

1: car il su�t alors de montrer 2x � y ^ y � z + x ^ x � 0) z � y div 2, ce qui est vrai.
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Les r�esultats �gurant dans cette seconde partie ont �et�e publi�es dans deux rapports

[FRI 92b, FRI 94], et de deux communications [FRI 94b, FRI 94e].
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Chapitre 2

Comparaison avec des Travaux

R�ecents

Des proc�edures d'�evaluation ascendante pour des programmes logiques interpr�et�es sur

le domaine des entiers relatifs ont �et�e d�evelopp�ees d'une part, par des chercheurs de la

communaut�e des base de donn�ees d�eductives [BAU 91, CHO 88, REV 90] et d'autre part,

par des chercheurs int�eress�es par la preuve automatique de la terminaison de programmes

en Prolog [BRO 91, GEL 90].

Revesz a �elabor�e une proc�edure qui se termine toujours pour une classe de programmes

logiques interpr�et�es sur les entiers relatifs, mais les arguments r�ecursifs des programmes

dans cette classe ne peuvent pas être incr�ement�es. Chomicki and Imielinski ont consid�er�e

une classe qui est utile pour mod�eliser le temps en base de donn�ees temporelles : le temps est

repr�esent�e par un argument num�erique (argument temporel), qui est d�ecr�ement�e �a chaque

appel r�ecursif du pr�edicat. La classe de programmes trait�ee par Chomicki and Imielinski ne

permet qu'un seul argument temporel [CHO 88]. Baudinet, Ni�ezette and Wolper consid�erent

une classe de programmes logiques avec plusieurs arguments temporels, mais leur proc�edure

n'est pas assur�ee de terminer. En plus, les tuples dans la base de donn�ees extentionnelle

(c'est-�a-dire, les tuples qui satisfont la r�egle non r�ecursive) sont des formules arithm�etiques

avec une forme restreinte (points lin�eaires r�ep�et�es) [BAU 91].

Comme dans Baudinet, Ni�ezette and Wolper [BAU 91], nos programmes admettent des

incr�ementations dans plusieurs arguments r�ecursifs. A la di��erence de [BAU 91], nos pro-

grammes admettent n'importe quelle formule arithm�etique pour la base de donn�ees exten-

sives. Nous d�ecrivons une classe de programmes pour laquelle notre proc�edure d'�evaluation
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ascendante est assur�ee de terminer (classe de programmes avec trois r�egles r�ecursives et une

in�equation par r�egle) .

L'id�ee d'engendrer automatiquement des in�equations lin�eaires sur les variables du pro-

gramme a �et�e exploit�ee pour des langages de programmations imp�eratives par [COU 78],

utilisant des techniques de programmation lin�eaire. Des chercheurs int�eress�es par l'auto-

matisation de la preuve de la terminaison de programmes ont d�evelopp�e des proc�edures

d'�evaluation ascendante pour des programmes Datalog interpr�et�es sur les entiers relatifs :

�etant donn�e une proc�edure en Prolog, le but est d'engendrer des in�equations sur la taille des

arguments des pr�edicats auxiliaires appel�es par la proc�edure, et d'utiliser ces in�equations

pour prouver la terminaison de la proc�edure [BRO 91, GEL 90].

La m�ethode de [BRO 91] est capable d'engendrer des disjonctions d'in�equations, mais

chaque in�equation est n�ecessairement de la forme arg(i) + c > arg(j), ayant au plus des

relations sur deux arguments. La m�ethode de [GEL 90] peut engendrer des relations entre

plusieurs arguments (par exemple, arg(i)+arg(j)> arg(k)+c), mais ne peut pas engendrer

des disjonctions de ces formules. Cela est aussi le cas dans le travail de [COU 78] et dans

des m�ethodes utilisant des approches descendantes [PLU 90, ULL 88] et non ascendantes.

Notre m�ethode n'a pas ces restrictions, et engendre une formule arithm�etique qui est le plus

petit point �xe du programme.

La limitation principale de notre m�ethode vient de la restriction syntaxique de la classe

de programmes que nous pouvons traiter : le sch�ema de r�ecursion est n�ecessairement direct et

lin�eaire (pas d'appels mutuels, pas d'appels multiples), et dans chaque r�egle, les arguments

r�ecursifs sont n�ecessairement incr�ement�es par une constante.
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Chapitre 3

Pr�eliminaires

On consid�ere des programmes � d�e�nis par une r�egle non-r�ecursive R

0

de la forme:

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

o�u �(x; y; z) est une formule arithm�etique lin�eaire,

et n r�egles r�ecursives R

k

(1 � k � n) de la forme:

p(x+ a

k

; y + b

k

; z + c

k

) :� �

k

(x; y; z); p(x; y; z): r�egle R

k

o�u a

k

; b

k

; c

k

2 Z, et �

k

(x; y; z) est une contrainte de la forme d

k

x + e

k

y + f

k

z + g

k

� 0,

avec d

k

; e

k

; f

k

; g

k

2Z.

On montrera dans les chapitres suivants (pour n = 1; 2; 3), que le r�esultat de l'�evaluation

ascendante de ces programmes peut être exprim�e par une formule arithm�etique (�nie).

Plus pr�ecis�ement, un atome p(u; v; w) appartient �a l'ensemble engendr�e par l'�evaluation

ascendante de � ssi u; v; w satisfont une formule arithm�etique lin�eaire (�nie).

Dans un souci de concision, nous avons consid�er�e que le pr�edicat p a pour arit�e 3. Les

mêmes r�esultats sont en e�et valables pour n'importe quelle arit�e.

Le programme � est un programme logique avec contraintes. Son domaine d'interpr�eta-

tion est le domaine des entiers relatifs, au lieu du domaine de Herbrand classique. Dans un

cadre de programmation logique avec contraintes, on �etend les notions d'atome de Herbrand

et d'interpr�etation de Herbrand (voir, par exemple [JAF 87, KAN 90]). Dans notre contexte,

nous utiliserons la notion d'atome de Herbrand g�en�eralis�e dans le sens suivant :
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Un atome g�en�eralis�e de Herbrand est d�e�ni comme une paire (p(u; v; w) ; 	), o�u u; v; w

sont des termes arithm�etiques (construits avec +, des entiers relatifs et des variables) et 	

est une formule arithm�etique lin�eaire (ayant u; v; w comme variables libres). Notons que tout

atome de Herbrand peut être exprim�e par un atome g�en�eralis�e de Herbrand. Par exemple,

p(6; 5; 7) est exprim�e comme un atome g�en�eralis�e compos�e de l'atome p(u; v; w), et de la

formule 	: u = 6 ^ v = 5 ^ w = 7.

Pour calculer le r�esultat de l'�evaluation ascendante de �, l'op�erateur de cons�equence

imm�ediate pour le programme � (voir [APT 82, END 76]) est adapt�e de fa�con �a ce qu'il

puisse être appliqu�e �a des atomes g�en�eralis�es de Herbrand (cf [JAF 87]).

Une interpr�etation est un ensemble d'atomes g�en�eralis�es de Herbrand. L'interpr�etation

initiale I

0

est f (p(x; y; z) ; �(x; y; z)) g.

Etant donn�e une interpr�etation I , on d�e�nit, pour 1 � k � n:

T

k

(I) = f (p(u+ a

k

; v + b

k

; w+ c

k

) ; �

k

(u; v; w)^ 	) = (p(u; v; w) ; 	) 2 Ig

L'op�erateur T

k

peut être vu comme l'op�erateur de cons�equence imm�ediate associ�e �a la

r�egle R

k

(1 � k � n). L'op�erateur de cons�equence imm�ediate T associ�e au programme �

peut être d�e�ni par:

T (I) = T

1

(I)

S

T

2

(I)

S

: : :

S

T

n

(I)

On d�e�nit T

s

par induction:

T

1

(I) = T (I)

T

s+1

(I) = T (T

s

(I)); pour s � 1

Le r�esultat de l'�evaluation ascendante de � est I

0

[

S

s>0

T

s

(I

0

).

Ce r�esultat est le plus petit point �xe de T . Il est �egalement le plus petit mod�ele g�en�eralis�e

de � [JAF 87, END 76].

3.1 Pr�esentation G�en�erale de la M�ethode

Dans cette partie, on pr�esentera les notions de base sur lesquelles notre approche pour

obtenir une repr�esentation �nie pour le r�esultat de l'�evaluation ascendante de � est bas�ee.

Ces concepts seront donn�es pour le cas o�u � a trois r�egles r�ecursives. Le cas de deux r�egles
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(et d'une r�egle) r�ecursives peut être consid�er�e comme un cas particulier du cas de trois r�egles

r�ecursives.

Nous adopterons une approche g�eom�etrique pour calculer le r�esultat de l'�evaluation

ascendante de �. Ce r�esultat peut être exprim�e par:

I

0

[

[

k

1

;k

2

;:::;k

m

2f1;2;3g;m>0

T

k

m

:::T

k

2

T

k

1

(I

0

):

Nous associerons un chemin g�eom�etrique reliant des points de N � N � N �a chaque

composition d'op�erateurs T

k

m

:::T

k

2

T

k

1

: chaque num�ero 1 dans la s�equence k

m

:::k

2

k

1

sera

associ�e �a un d�eplacement horizontal, chaque num�ero 2 �a un d�eplacement vertical, et chaque

num�ero 3 �a un d�eplacement transversal. Cela est sch�ematis�e dans la �gure 3.1.

En abr�eg�e, on parlera de \pas en x" pour d�esigner un d�eplacement horizontal. De même,

on parlera de \pas en y" (resp. \pas en z") pour d�esigner un d�eplacement vertical (resp.

transversal).

T T
12

2
T T2

T2T
1

T T
1

T T
1 1

3

T ... T T T
1 123

T ... T T T
2 232

3T

32
T T

T T
33

3 2 3 1

U
... { 1,2,3 }

T  ... T  T
k1k2km

k1 km

m > 0

T ... T T T

Fig. 3.1 -

Notons que dans le cas de deux r�egles r�ecursives, on n'a pas de d�eplacements transversaux

(voir �gure 3.2).



72 CHAPITRE 3. PR

�

ELIMINAIRES

2
T T2

T T
12

T2T
1

T T
1 1

{ 1, 2 }

U
...

T  ... T  T
k1k2km

k1 km

m > 0

T T
1 2

Fig. 3.2 -

Dans un chemin, l'origine (0,0,0) repr�esente le tuple < x; y; z > et chaque point M de

coordonn�ees (�; �; 
) repr�esente le tuple < x + �a

1

+ �a

2

+ 
a

3

; y + �b

1

+ �b

2

+ 
b

3

; z +

�c

1

+ �c

2

+ 
c

3

>, engendr�e apr�es � applications de la r�egle R

1

, � applications de la r�egle

R

2

et 
 applications de la r�egle R

3

.

Formellement, un chemin P entre (0; 0; 0) et (�; �; �), not�e � (0; 0; 0); :::; (�;�; �) �,

est une s�equence �nie de points de N�N�N, commen�cant par le point (0; 0; 0) et �nissant

par le point (�; �; �), tel que, si un point (�; �; 
) distinct de (�; �; �) est dans P , alors, ou

(�+ 1; �; 
), ou (�; � + 1; 
), ou (�; �; 
+ 1) est en P .

Soit (�

0

; �

0

; �

0

) et (�; �; �) deux points, avec (�; �; 
) 6= (�

0

; �

0

; 


0

) et �

0

� �, �

0

� �,




0

� 
. Un chemin P entre (�

0

; �

0

; �

0

) et (�; �; �) est une s�equence �nie de points de N�N�N,

commen�cant par le point (�

0

; �

0

; �

0

) et �nissant par le point (�; �; �), tel que, si un point

(�; �; 
) distinct de (�; �; �) est dans P , alors, ou (�+1; �; 
), ou (�; �+1; 
), ou (�; �; 
+1)

est en P .

Par d�efaut, un chemin commence par le point (0; 0; 0).

A chaque segment horizontal (�; �; 
)-(� + 1; �; 
) d'un chemin P est associ�ee une

contrainte �

1

(x + �a

1

+ �a

2

+ 
a

3

; y + �b

1

+ �b

2

+ 
b

3

; z + �c

1

+ �c

2

+ 
c

3

) (abr�eg�ee en

�

1

(�; �; 
)). Cette contrainte repr�esente la formule arithm�etique qui doit être satisfaite pour

appliquer la r�egle R

1

�a un point (�; �; 
).

De même, �a chaque segment vertical (�; �; 
)-(�; �+1; 
) de P est associ�ee une contrainte

�

2

(x+ �a

1

+ �a

2

+ 
a

3

; y + �b

1

+ �b

2

+ 
b

3

; z + �c

1

+ �c

2

+ 
c

3

) (abr�eg�ee en �

2

(�; �; 
)).

Cette contrainte repr�esente la formule arithm�etique qui doit être satisfaite pour appliquer

la r�egle R

2

�a (�; �; 
).
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A chaque segment transversal (�; �; 
)-(�; �; 
 + 1) de P est associ�ee une contrainte

�

3

(x+ �a

1

+ �a

2

+ 
a

3

; y + �b

1

+ �b

2

+ 
b

3

; z + �c

1

+ �c

2

+ 
c

3

) (abr�eg�ee en �

3

(�; �; 
)).

Cette contrainte repr�esente la formule arithm�etique qui doit être satisfaite pour appliquer

la r�egle R

3

�a (�; �; 
).

Dor�enavant, la contrainte �

k

repr�esentera toujours la contrainte associ�ee �a la r�egle r�e-

cursive R

k

(1 � k � 3) d'un programme �.

Soit M = (�; �; 
) et M

0

= (�

0

; �

0

; 


0

) deux points de N � N � N. Nous disons que le

point M est situ�e avant M

0

, et nous �ecrivons M < M

0

, ssi (�; �; 
) 6= (�

0

; �

0

; 


0

) et � � �

0

,

� � �

0

, 
 � 


0

. La contrainte �

k

(�; �; 
) du point M = (�; �; 
) sera parfois abr�eg�ee par

�

k

(M).

Nous disons que la contrainte �

k

(M) d'un point M est plus forte que la contrainte

�

k

(M

0

) d'un point M

0

ssi �

k

(M) ) �

k

(M

0

). Nous disons aussi que �

k

(M

0

) subsume

�

k

(M) ou que �

k

(M

0

) est plus faible que �

k

(M). Cela est not�e, en commettant un l�eger

abus de langage, par �

k

(M) � �

k

(M

0

).

Similairement, en commettant un l�eger abus de langage, la formule:

�

k

(M) � �

k

(M

0

) signi�e �

k

(M

0

) ) �

k

(M)

�

k

(M) = �

k

(M

0

) signi�e �

k

(M

0

) , �

k

(M)

�

k

(M) > �

k

(M

0

) signi�e �

k

(M

0

) ) �

k

(M) ^ �

k

(M) 6) �

k

(M

0

)

�

k

(M) < �

k

(M

0

) signi�e �

k

(M) ) �

k

(M

0

) ^ �

k

(M

0

) 6) �

k

(M)

�

k

(M) 6= �

k

(M

0

) signi�e �

k

(M) > �

k

(M

0

) _ �

k

(M) < �

k

(M

0

)

Soit d

k

x + e

k

y + e

k

z + g

k

� 0 la contrainte �

k

(x; y; z) d'un programme � et h un

nombre entier relatif. L'expression �

k

(M) = �

k

(M

0

) + h signi�e que d

k

� + e

k

� + f

k


 =

d

k

�

0

+ e

k

�

0

+ f

k




0

+ h. Si h � 0, on a �

k

(M) � �

k

(M

0

) et si h � 0, on a �

k

(M) � �

k

(M

0

).

Nous disons que la contrainte �

k

est strictement croissante ssi 8M; 8M

0

> M �

k

(M) <

�

k

(M

0

) et que la contrainte �

k

est strictement d�ecroissante ssi 8M; 8M

0

> M �

k

(M) >

�

k

(M

0

). Nous disons que �

k

est strictement monotone ssi �

k

est bien strictement croissante

ou strictement d�ecroissante.

La contrainte globale �

P

associ�ee �a un chemin P , commen�cant en (0; 0; 0) et �nissant en

(�; �; �), est la conjonction des contraintes de tous les segments de P . La contrainte globale

�

P

contient �+ �+ � atomes. Formellement, elle est d�e�nie par:

�

P

d�ef

= �

P

(�; �; �)
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o�u:

�

P

(0; 0; 0)

d�ef

= vrai:

�

P

(�+ 1; �; 
)

d�ef

= �

P

(�; �; 
)^ �

1

(�; �; 
); si (�+ 1; �; 
) 2 P :

�

P

(�; � + 1; 
)

d�ef

= �

P

(�; �; 
)^ �

2

(�; �; 
); si (�; � + 1; 
) 2 P :

�

P

(�; �; 
+ 1)

d�ef

= �

P

(�; �; 
)^ �

3

(�; �; 
); si (�; �; 
 + 1) 2 P :

De fa�con analogue, on d�e�nit la contrainte globale d'un chemin P entre (�

0

; �

0

; �

0

) et

(�; �; �), en rempla�cant �

P

(0; 0; 0)

d�ef

= vrai dans la d�e�nition ci-dessus par �

P

(�

0

; �

0

; �

0

)

d�ef

=

vrai.

Etant donn�e un chemin P , on notera �

k

P

la composante de �

P

en k. Notons que �

P

=

�

1

P

^ �

2

P

^ �

3

P

.

On notera l'ensemble de tous les chemins P de l'origine (0; 0; 0) au point (�; �; �) par

S(�; �; �). Cet ensemble de chemins correspond g�eom�etriquement �a un cube (voir �gure 3.3).

(0,0,0)

(   ,   ,   )

Fig. 3.3 -

La disjonction des contraintes globales de tous les chemins de (0; 0; 0) �a (�; �; �) sera

not�ee par �(�; �; �), i.e.:

�(�; �; �)

d�ef

=

W

P2S(�;�;�)

�

P

En utilisant �(�; �; �), on peut r�e�ecrire le r�esultat de l'�evaluation ascendante de � en:

[

�;�;�2N

f p(x+ �a

1

+�a

2

+ �a

3

; y+ �b

1

+ �b

2

+ �b

3

; z+ �c

1

+ �c

2

+ �c

3

) = �(x; y; z) ^ �(�; �; �)g

Notons que pour les programmes � avec deux r�egles r�ecursives, le r�esultat de l'�evaluation

ascendante de � est donn�e par :

[

�;�2N

f p(x+ �a

1

+ �a

2

; y + �b

1

+ �b

2

; z + �c

1

+ �c

2

) = �(x; y; z) ^ �(�; �)g
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D'autre part, on peut dire qu'un atome p(u; v; w) est engendr�e par l'�evaluation ascen-

dante de � ssi:

9�; �; �; x; y; z � � 0^� � 0^ � � 0^u = x+�a

1

+�a

2

+ �a

3

^ v = y+�b

1

+�b

2

+ �b

3

^

w = z + �c

1

+ �c

2

+ �c

3

^ �(x; y; z) ^ �(�; �; �).

D'apr�es cette derni�ere formule, pour exprimer p(u; v; w) comme une formule arithm�etique

lin�eaire, il su�t d'exprimer �(�; �; �) comme une formule arithm�etique lin�eaire. Cela se fera

en deux �etapes de simpli�cation :

W

-simpli�cation: D�etermination d'un sous-ensemble S

0

(�; �; �) du cube S(�; �; �), tel que

tous les chemins dans S

0

(�; �; �) aient une forme caract�eristique et que ces chemins

subsument tous les autres chemins de S(�; �; �), c'est-�a-dire :

_

P2S(�;�;�)

�

P

=

_

P2S

0

(�;�;�)

�

P

V

-simpli�cation: Simpli�cation de

W

P2S

0

(�;�;�)

�

P

en une formule arithm�etique. Cela se

fait en r�eduisant la conjonction de contraintes �

P

, pour tout P 2 S

0

(�; �; �).

Dans la pratique, pour trois r�egles r�ecursives, le calcul de �(�; �; �) est e�ectu�e en le

d�ecomposant en :

1. Cas de Base �(0; 0; 0) qui, par d�e�nition, vaut vrai.

2. Composantes Rectilignes �(�; 0; 0), �(0; �; 0) et �(0; 0; �), avec � > 0, � > 0 et

� > 0. Ceci correspond �a des chemins o�u il n'y a que des d�eplacements horizontaux

(�(�; 0; 0)), ou que des d�eplacements verticaux (�(0; �; 0)), ou que des d�eplacements

transversaux (�(0; 0; �)).

3. Composantes Planaires �(�; �; 0), �(�; 0; �) et �(�; �; 0), avec � > 0, � > 0

et � > 0. Ceci correspond a des chemins contenus dans le plans 0XY , 0XZ, et 0Y Z,

respectivement.

4. Composantes non-Planaires �(�; �; �), avec � > 0, � > 0 et � > 0. Ceci correspond

a des chemins qui contiennent au moins un d�eplacement horizontal, un d�eplacement

vertical et un d�eplacement transversal.

Pour deux r�egles r�ecursives, �(�; �) est d�ecompos�e en :

1. Cas de Base �(0; 0) qui, par d�e�nition, vaut vrai.
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2. Composantes Rectilignes �(�; 0) et �(0; �), avec � > 0 et � > 0. Ceci correspond

a des chemins o�u il n'y a que des d�eplacements horizontaux (�(�; 0)), ou que des

d�eplacements verticaux (�(0; �)).

3. Composantes non-rectilignes �(�; �), avec � > 0, � > 0. Ceci correspond a des

chemins qui contiennent au moins un d�eplacement horizontal et un d�eplacement ver-

tical.

Pour des programmes avec deux r�egles r�ecursives, le calcul de �(�; 0), avec � > 0, ne

pose pas de di�cult�es. Il est fait comme dans le cas de 1 r�egle r�ecursive.

Pour des programmes avec trois r�egles r�ecursives, le calcul de �(�; 0; 0), �(0; �; 0) et

�(0; 0; �), avec � > 0, � > 0 et � > 0, est fait comme dans le cas de 1 r�egle r�ecursive. Le

calcul �(�; �; �) pour les cas planaires est fait comme dans le cas de deux r�egles r�ecursives.

Dans les chapitres 6 et 7, nous �etudierons les �etapes de

W

-simpli�cation et de

V

-

simpli�cation des chemins non-lin�eaires pour des programmes � avec deux r�egles r�ecursives.

Dans les chapitres 9 �a 12, nous �etudierons l'�etape de

W

-simpli�cation des chemins non-

planaires pour les programmes � avec trois r�egles r�ecursives. On s'int�eressera seulement �a

l'�etape de

W

-simpli�cation, l'�etape de

V

-simpli�cation ne posant pas de grandes di�cult�es.

Elle est faite comme dans le cas de deux r�egles r�ecursives.

Nous appellerons formule caract�eristique de �, que l'on notera �

�

, la formule arithm�e-

tique qui exprime le r�esultat de l'�evaluation ascendante de �.

3.2 Implications de Contraintes

Dans cette partie, nous montrons l'existence de certaines relations d'ordre sur les contrain-

tes des programmes �. Ces relations d'ordre seront appel�ees implications de contraintes. Les

implications de contraintes nous fourniront une classi�cation pour les programmes �.

D'autre part, pour certains programmes, l'�etape de

W

-simpli�cation de notre m�ethode,

pour exprimer le r�esultat de l'�evalution ascendante de � comme une formule arithm�etique,

est bas�ee sur ce concept.

Dans les trois sous-parties suivantes, nous pr�esenterons le concept d'implication de

contraintes et le concept de matrice caract�eristique d'un programme.
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Rappelons que les r�egles r�ecursives des programmes � que nous consid�erons sont de la

forme :

p(x+ a

k

; y + b

k

; z + c

k

) :� �

k

(x; y; z); p(x; y; z):

o�u �

k

(x; y; z) est une in�egalit�e de la forme d

k

x + e

k

y + f

k

z + g

k

� 0, 1 � k � n avec

n = 1; 2; 3.

3.2.1 Une R�egle R�ecursive

Pour les programmes avec une r�egle r�ecursive, les Implications de Contraintes sont des

relations d'ordre sur les contraintes des points adjacents de N . La proposition 3.3 �etablit

l'existence de 2 implications de contraintes pour des programmes �.

Proposition 3.1 Soit la contrainte �

1

d'un programme �. Pour tout �, �

1

(�) est plus fort

que �

1

(�+ 1) ou vice-versa.

On repr�esentera cette implication par une 
�eche simple (voir �gure 3.4).

Fig. 3.4 - Implication de Contraintes !  

Soit a

0

1

= d

1

a

1

+ e

1

b

1

+ f

1

c

1

.

Il existe une bijection entre le sens de l'implication de la contrainte �

1

et le signe du

coe�cient a

0

1

. Cette bijection est repr�esent�ee dans le tableau :

a

0

1

� 0 �

1

(�)) �

1

(�+ 1)

a

0

1

� 0 �

1

(�)( �

1

(�+ 1)

Exemple 3.2 Soit �

1

le programme :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ 3; y + 2; z + 1) :� x� z > 0; p(x; y; z): r�egle R

1
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x>z x+6>zx+2>z x+4>z

Fig. 3.5 - Implications de Contraintes pour le programme �

1

Soit M = (�). La contrainte �

1

(M) � �

1

(�) � �

1

(x+ 3�; y + 2�; z + �) vaut x+ 3��

(z + �) > 0, c'est-�a-dire : x+ 2� > z.

Le sens de l'implication de contraintes est repr�esent�e dans la �gure 3.5.

On a a

0

1

= d

1

a

1

+ e

1

b

1

+ f

1

c

1

= 1� 3 + 0� 2 + (�1)� 1 = 2.

ut

3.2.2 Deux R�egles R�ecursives

Pour les programmes avec deux r�egles r�ecursives, les Implications de Contraintes sont

des relations d'ordre sur les contraintes des points adjacents de N� N. La proposition 3.3

�etablit l'existence de 4 implications de contraintes pour des programmes � (2 pour chaque

contrainte �

k

(�; �)).

Proposition 3.3 Soit la contrainte �

k

(1 � k � 2) d'un programme �. Pour tout �, �:

1. Soit �

k

(�; �) est plus fort que �

k

(�+ 1; �) ou vice-versa.

2. Soit �

k

(�; �) est plus fort que �

k

(�; � + 1) ou vice-versa.

On repr�esentera graphiquement avec des 
�eches simples :

{ l'implication de �

1

par rapport aux points (�; �)� (�+ 1; �),

{ l'implication de �

2

par rapport aux points (�; �)� (�; � + 1).

On repr�esentera graphiquement avec des 
�eches doubles les autres implications. Ceci est

sch�ematis�e �a la �gure 3.6.

Soit a

0

k

= d

1

a

k

+ e

1

b

k

+ f

1

c

k

et b

0

k

= d

2

a

k

+ e

2

b

k

+ f

2

c

k

(k 2 f1; 2g).
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Fig. 3.6 - Implications de Contraintes ) ( !  * + " #

Il existe une bijection entre le sens des implications de contraintes et les signes de coef-

�cients a

0

k

et b

0

k

. Cette bijection est repr�esent�ee dans les tableaux :

a

0

1

� 0 �

1

(�; �)) �

1

(�+ 1; �)

a

0

1

� 0 �

1

(�; �)( �

1

(�+ 1; �)

a

0

2

� 0 �

1

(�; �)) �

1

(�; � + 1)

a

0

2

� 0 �

1

(�; �)( �

1

(�; � + 1)

b

0

1

� 0 �

2

(�; �)) �

2

(�+ 1; �)

b

0

1

� 0 �

2

(�; �)( �

2

(�+ 1; �)

b

0

2

� 0 �

2

(�; �)) �

2

(�; � + 1)

b

0

2

� 0 �

2

(�; �)( �

2

(�; � + 1)

On a ainsi une matrice 2�2, dont les �el�ements sont les signes

1

de a

0

k

et b

0

k

, que l'on appelle

matrice caract�eristique du programme, et que l'on note M

�

:

 

signe de a

0

1

signe de b

0

1

signe de a

0

2

signe de b

0

2

!

Chaque �el�ement de la matrice caract�eristique repr�esente un sens d'implication de contrain-

tes.

Exemple 3.4 Soit �

2

le programme :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ 3; y; z+ 1) :� x � z > 0; p(x; y; z): r�egle R

1

p(x; y� 2; z + 3) :� 2y � x > 0; p(x; y; z): r�egle R

2

1: si a

0

k

= 0, on peut prendre l'�el�ement dans la matrice �egal �a + ou �, au hasard
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x>z+3

x>z x+2>z

2y>x 2y>x+3

2y>x+4 2y>x+7

x+1>z

Fig. 3.7 - Implications de Contraintes pour le programme �

2

Soit M = (�; �). La contrainte �

1

(M) � �

1

(�; �) � �

1

(x+ 3�; y � 2�; z + � � �) vaut

x+3�� (z+�+3�) > 0, c'est-�a-dire : x+2� > z+3� et la contrainte �

2

(M) � �

2

(�; �) �

�

2

(x+ 3�; y � 2�; z + � � �) vaut 2y � 4� � (x+ 3�) > 0, c'est-�a-dire : 2y > x+ 3�+ 4�.

Les sens des implications de contraintes sont repr�esent�es dans la �gure 3.7.

On a :

a

0

1

= d

1

a

1

+ e

1

b

1

+ f

1

c

1

= 1� 3 + 0� 0 + (�1)� 1 = 2

a

0

2

= d

1

a

2

+ e

1

b

2

+ f

1

c

2

= 1� 0 + 0� (�2) + (�1)� 3 = �3

b

0

1

= d

2

a

1

+ e

2

b

1

+ f

2

c

1

= �1� 3 + 2� 0 + 0� 1 = �3

b

0

2

= d

2

a

2

+ e

2

b

2

+ f

2

c

2

= �1� 0 + 2� (�2) + 0� 3 = �4

La matrice caract�eristique du programme �

2

est

 

+ �

� �

!

.

ut

3.2.3 Trois R�egles R�ecursives

Pour les programmes avec trois r�egles r�ecursives, les Implications de Contraintes sont

des relations d'ordre sur les contraintes des points adjacents de N� N� N. Analogue �a la

proposition 3.3, nous avons:
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Proposition 3.5 Soit la contrainte �

k

(1 � k � 3) d'un programme �. Pour tout �, � et


:

1. Soit �

k

(�; �; 
) est plus fort que �

k

(�+ 1; �; 
) ou vice-versa.

2. Soit �

k

(�; �; 
) est plus fort que �

k

(�; � + 1; 
) ou vice-versa.

3. Soit �

k

(�; �; 
) est plus fort que �

k

(�; �; 
+ 1) ou vice-versa.

L'existence de 9 implications de contraintes pour � avec trois r�egles r�ecursives d�ecoule

directement de la proposition 3.5. On a 3 implications pour chaque contrainte �

k

(�; �; 
).

Ces implications de contraintes sont repr�esent�ees graphiquement dans la �gure 3.8.

On notera avec des 
�eches simples :

{ l'implication de �

1

par rapport aux points (�; �; 
)� (�+ 1; �; 
),

{ l'implication de �

2

par rapport aux points (�; �; 
)� (�; � + 1; 
),

{ l'implication de �

3

par rapport aux points (�; �; 
)� (�; �; 
+ 1).

On notera avec des 
�eches doubles les autres implications de contraintes.

(   ,   ,   +1 )

(   +1,   ,   )
(   ,   ,   )

(   ,   +1,   )

Fig. 3.8 - Implications de Contraintes
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Soit a

0

k

= d

1

a

k

+e

1

b

k

+f

1

c

k

, b

0

k

= d

2

a

k

+e

2

b

k

+f

2

c

k

et c

0

k

= d

3

a

k

+e

3

b

k

+f

3

c

k

(k 2 f1; 2; 3g).

Comme dans le cas de deux r�egles r�ecursives, il existe une bijection entre le sens des

implications de contraintes et les signes des coe�cients de a

0

k

, b

0

k

et c

0

k

. Cette bijection est

repr�esent�ee dans les tableaux :

a

0

1

� 0 �

1

(�; �; 
)) �

1

(�+ 1; �; 
)

a

0

1

� 0 �

1

(�; �; 
( �

1

(�+ 1; �; 
)

a

0

2

� 0 �

1

(�; �; 
)) �

1

(�; � + 1; 
)

a

0

2

� 0 �

1

(�; �; 
)( �

1

(�; � + 1; 
)

a

0

3

� 0 �

1

(�; �; 
)) �

1

(�; �; 
 + 1)

a

0

3

� 0 �

1

(�; �; 
)( �

1

(�; �; 
 + 1)

b

0

1

� 0 �

2

(�; �; 
)) �

2

(�+ 1; �; 
)

b

0

1

� 0 �

2

(�; �; 
( �

2

(�+ 1; �; 
)

b

0

2

� 0 �

2

(�; �; 
)) �

2

(�; � + 1; 
)

b

0

2

� 0 �

2

(�; �; 
)( �

2

(�; � + 1; 
)

b

0

3

� 0 �

2

(�; �; 
)) �

2

(�; �; 
 + 1)

b

0

3

� 0 �

2

(�; �; 
)( �

2

(�; �; 
 + 1)

c

0

1

� 0 �

3

(�; �; 
)) �

3

(�+ 1; �; 
)

c

0

1

� 0 �

3

(�; �; 
( �

3

(�+ 1; �; 
)

c

0

2

� 0 �

3

(�; �; 
)) �

3

(�; � + 1; 
)

c

0

2

� 0 �

3

(�; �; 
)( �

3

(�; � + 1; 
)

c

0

3

� 0 �

3

(�; �; 
)) �

3

(�; �; 
 + 1)

c

0

3

� 0 �

3

(�; �; 
)( �

3

(�; �; 
 + 1)

On a ainsi une matrice caract�eristique M

�

, 3 � 3, associ�ee au programme �, dont les

�el�ements sont les signes de a

0

k

, b

0

k

et c

0

k

:

0

B

@

signe de a

0

1

signe de b

0

1

signe de c

0

1

signe de a

0

2

signe de b

0

2

signe de c

0

2

signe de a

0

3

signe de b

0

3

signe de c

0

3

1

C

A

Chaque �el�ement de la matrice caract�eristique du programme repr�esente un sens d'impli-

cation de contraintes.

Exemple 3.6 Soit �

3

le programme :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ 2; y � 4; z � 2) :� x � 0; p(x; y; z): r�egle R

1

p(x� 5; y + 9; z � 1) :� y � 0; p(x; y; z): r�egle R

2

p(x+ 2; y � 3; z + 1) :� z � 0; p(x; y; z): r�egle R

3
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Soit M = (�; �; 
). La contrainte �

1

(M) � �

1

(�; �; 
)� �

1

(x+ 2�� 5� + 2
; y� 4�+

9� � 3
; z� 2�� � + 
) vaut x + 2� � 5� + 2
 � 0. La contrainte �

2

(M) � �

2

(�; �; 
) �

�

2

(x + 2� � 5� + 2
; y � 4� + 9� � 3
; z � 2� � � + 
) vaut x + 2� � 5� + 2
 � 0, et la

contrainte �

3

(M) � �

3

(�; �; 
) � �

3

(x + 2� � 5� + 2
; y� 4�+ 9� � 3
; z � 2� � � + 
)

vaut z � 2�� � + 
 � 0.

Les sens des implications de contraintes de �

3

sont repr�esent�es dans la �gure 3.9.

Fig. 3.9 - Implications de Contraintes pour le programme �

3

On a :

a

0

1

= d

1

a

1

+ e

1

b

1

+ f

1

c

1

= 1� 2 + 0� (�4) + 0� (�2) = 2

a

0

2

= d

1

a

2

+ e

1

b

2

+ f

1

c

2

= 1� (�5) + 0� 9 + 0� (�1) = �5

a

0

3

= d

1

a

3

+ e

1

b

3

+ f

1

c

3

= 1� 2 + 0� (�3) + 0� 1 = 2

b

0

1

= d

2

a

1

+ e

2

b

1

+ f

2

c

1

= 0� 2 + 1� (�4) + 0� (�2) = �4

b

0

2

= d

2

a

2

+ e

2

b

2

+ f

2

c

2

= 0� (�5) + 1� 9 + 0� (�1) = 9

b

0

3

= d

2

a

3

+ e

2

b

3

+ f

2

c

3

= 0� 2 + 1� (�3) + 0� 1 = �3

c

0

1

= d

3

a

1

+ e

3

b

1

+ f

3

c

1

= 0� 2 + 0� (�4) + 1� (�2) = �2

c

0

2

= d

3

a

2

+ e

3

b

2

+ f

3

c

2

= 0� (�5) + 0� 9 + 1� (�1) = �1

c

0

3

= d

3

a

3

+ e

3

b

3

+ f

3

c

3

= 0� 2 + 0� (�3) + 1� 1 = 1

La matrice caract�eristique du programme �

3

est

0

B

@

+ � �

� + �

+ � +

1

C

A

.
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Nous pouvons classi�er les programmes � en fonction de leur matrice caract�eristique :

deux programmes de même matrice caract�eristique appartiennent �a une même classe de

programmes.

Selon cette classi�cation, on a 16 (= 2

4

) classes pour les programmes avec deux r�egles

r�ecursives et 512 (= 2

9

) classes pour les programmes avec trois r�egles r�ecursives. Plus g�en�e-

ralement, on a 2

n

2

classes pour n r�egles r�ecursives.



85

Chapitre 4

Classi�cation R�eduite de

Programmes

Dans le chapitre 3, nous avons classi��e les programmes � par rapport �a leur matrice

caract�eristique : deux programmes de même matrice caract�eristique appartiennent �a une

même classe de programmes.

Pour les programmes avec trois r�egles r�ecursives, on a 512 (2

9

) classes de programmes.

Parmi 512 classes, nous avons :

{ 410 classes o�u au moins 1 ligne ou 1 colonne a tous ses �el�ements de même signe.

{ 102 classes o�u aucune ligne ni colonne n'a ses trois �el�ements de même signe.

Nous traiterons de fa�con identique tous les programmes dont la matrice caract�eristique

contient une ligne avec un même signe (super-classe 1). De même, nous traiterons de fa�con

identique tous les programmes dont la matrice caract�eristique contient une colonne avec un

même signe (super-classe 2). Cela nous donne 2 premi�eres super-classes de programmes.

Pour les 102 classes restantes, on peut d�e�nir des transformations sur ces classes de

programmes, qui vont permettre �egalement de regrouper dans une même super-classe des

programmes di��erents. Deux programmes d'une même super-classe se d�eduisent l'un de

l'autre en appliquant une s�erie appropri�ee de deux transformations �el�ementaires, �a savoir :

1. La permutation de l'ordre deux r�egles r�ecursives.
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2. L'inversion de la tête et du corps �a int�erieur de chaque r�egle r�ecursive.

Ces transformations permettent de regrouper ces 102 classes de programmes en 11 nou-

velles super-classes (super-classes 3-13, voir pages 89 �a 92). Pour chacune de ces 11 super-

classes, nous choisirons, arbitrairement, une matrice repr�esentative pour l'�etudier. Il s'agit

des matrices suivantes :

 

� + +

+ � �

� � +

!

;

 

+ + �

� + +

� � +

!

;

 

+ + �

� � +

� � +

!

;

 

+ + �

� + �

� � +

!

;

 

+ + �

� � +

� + +

!

;

 

+ � �

� + +

� + +

!

;

 

+ � �

� + +

� + �

!

;

 

+ � �

� � +

� + �

!

;

 

+ � �

� + �

� � +

!

;

 

� � +

+ � +

� + �

!

;

 

� � +

+ + �

� + +

!

:

Au total, on a ainsi 13 super-classes de programmes �a consid�erer.

Dans les deux parties suivantes, nous pr�esentons formellement les transformations pour

le regroupement mentionn�e ci-dessus des 102 classes en 11 super-classes.

4.1 Permutation des R�egles de �

Consid�erons le programme �

perm

, obtenu �a partir de � en permutant l'ordre des r�egles

R

1

et R

2

. Le programme �

perm

est :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ a

2

; y + b

2

; z + c

2

) :� d

2

x+ e

2

y + f

2

z + h

2

� 0; p(x; y; z): r�egle R

0

1

= R

2

p(x+ a

1

; y + b

1

; z + c

1

) :� d

1

x+ e

1

y + f

1

z + h

1

� 0; p(x; y; z): r�egle R

0

2

= R

1

p(x+ a

3

; y + b

3

; z + c

3

) :� d

3

x+ e

3

y + f

3

z + h

3

� 0; p(x; y; z): r�egle R

0

3

= R

3

Nous avons :

Proposition 4.1 Les matrices caract�eristiques de � et �

perm

v�eri�ent :M

�

perm

= �

1�2

(M

�

),

o�u �

1�2

d�enote la transformation d�e�nie par :
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�

1�2

0

B

@

0

B

@

m

1;1

m

1;2

m

1;3

m

2;1

m

2;2

m

2;3

m

3;1

m

3;2

m

3;3

1

C

A

1

C

A

=

0

B

@

m

2;1

m

2;2

m

2;3

m

1;1

m

1;2

m

1;3

m

3;2

m

3;1

m

3;3

1

C

A

Comme � et �

perm

repr�esentent le même programme, � et �

perm

ont la même formule

caract�eristique � :

Proposition 4.2 Les formules caract�eristiques de � et �

perm

v�eri�ent :

�

�

(x; y; z) = �

�

perm

(x; y; z).

Par cons�equent, nous pouvons regrouper dans une même super-classe deux programmes

qui ont deux matrices caract�eristiques identiques �a la transformation �

1�2

pr�es.

De même, en permutant les r�egles R

2

et R

3

, nous pouvons regrouper dans une même

super-classe les programmes avec matrices caract�eristiques M et �

2�3

(M), o�u:

�

2�3

0

B

@

0

B

@

m

1;1

m

1;2

m

1;3

m

2;1

m

2;2

m

2;3

m

3;1

m

3;2

m

3;3

1

C

A

1

C

A

=

0

B

@

m

1;1

m

1;3

m

1;2

m

3;1

m

3;3

m

3;2

m

2;1

m

2;3

m

2;2

1

C

A

La composition de ces deux transformations �el�ementaires engendre toutes les transfor-

mations possibles par permutation des r�egles R

1

, R

2

et R

3

(les permutations (1; 2) et (2; 3)

sont une base pour le groupe de permutations de f1; 2; 3g).

Noter que deux programmes d�eduits l'un de l'autre par une s�erie de permutations de

r�egles ont même formule caract�eristique et sont regroup�es dans une même super-classe.

4.2 Inversion de la Tête et du Corps des R�egles �

Consid�erons un programme de la forme � :

p(x; y; z) :� �(x; y; z)

p(x+ a

1

; y + b

1

; z + c

1

) :� �

1

(x; y; z); p(x; y; z)

p(x+ a

2

; y + b

2

; z + c

2

) :� �

2

(x; y; z); p(x; y; z)

p(x+ a

3

; y + b

3

; z + c

3

) :� �

3

(x; y; z); p(x; y; z)

Soit �

1

le programme

1

:

1: La pr�esente formalisation nous a �et�e sugg�er�ee par Hans Olsen, cf. [FRI 94c].
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p

1

(x; y; z; u; v; w) :� x = u ^ y = v ^ z = w

p

1

(x+ a

1

; y + b

1

; z + c

1

; u; v; w) :� �

1

(x; y; z); p

1

(x; y; z; u; v;w)

p

1

(x+ a

2

; y + b

2

; z + c

2

; u; v; w) :� �

2

(x; y; z); p

1

(x; y; z; u; v;w)

p

1

(x+ a

3

; y + b

3

; z + c

3

; u; v; w) :� �

3

(x; y; z); p

1

(x; y; z; u; v;w)

Il est facile de voir :

Proposition 4.3 p(x; y; z), p

1

(x; y; z; u; v;w)^�(u; v; w).

Donc, le calcul de la formule caract�eristique de � se ram�ene au calcul de la formule carac-

t�eristique de �

1

. L'avantage de �

1

sur � est qu'il ne fait pas intervenir la formule de base �.

Consid�erons �a pr�esent le programme �

inv

1

obtenu \en gros" en inversant la tête et le

corps de chaque r�egle de �

1

:

p

inv

1

(x; y; z; u; v;w) :� x = u ^ y = v ^ z = w

p

inv

1

(x� a

1

; y � b

1

; z � c

1

; u; v; w) :� �

1

(x� a

1

; y � b

1

; z � c

1

); p

inv

1

(x; y; z; u; v;w)

p

inv

1

(x� a

2

; y � b

2

; z � c

2

; u; v; w) :� �

2

(x� a

2

; y � b

2

; z � c

2

); p

inv

1

(x; y; z; u; v;w)

p

inv

1

(x� a

3

; y � b

3

; z � c

3

; u; v; w) :� �

3

(x� a

3

; y � b

3

; z � c

3

); p

inv

1

(x; y; z; u; v;w)

Il d�ecoule imm�ediatement de la forme du programme �

inv

1

:

Proposition 4.4 Les matrices caract�eristiques de �

1

et �

inv

1

v�eri�ent : M

�

inv

1

= �M

�

1

.

D'autre part, de par la construction du programme �

inv

1

, le r�esultat de l'�evaluation

ascendante de �

inv

1

est sym�etrique de celui de �

1

. Ceci est formalis�e par :

Proposition 4.5 Les formules caract�eristiques de �

1

et �

inv

1

v�eri�ent :

�

�

1

(x; y; z; u; v;w), �

�

inv

1

(u; v; w; x; y; z).

Il s'ensuit qu'on peut regrouper dans une même super-classe deux programmes ayant

des matrices caract�eristiques oppos�ees.
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Super-classe 3 ( 12 �el�ements )

 

� � +

+ + �

� + +

!  

� � +

+ + �

� + �

!  

� � +

+ � �

� + +

!  

� + �

� � +

+ � +

!

 

� + �

� + +

+ � +

!  

� + �

� + +

+ � �

!  

+ + �

� � +

+ � �

!  

+ + �

� � +

+ � +

!

 

+ + �

� + +

+ � �

!  

+ � +

+ + �

� + �

!  

+ � +

+ � �

� + �

!  

+ � +

+ � �

� + +

!

Super-classe 4 ( 12 �el�ements )

 

+ + �

� + +

� � +

!  

+ � +

� + �

� + +

!  

� + +

+ � �

� + �

!  

� � +

+ � +

� + �

!

 

� + +

� � +

+ � �

!  

� + �

� � +

+ + �

!  

� � +

+ � �

+ + �

!  

� + �

+ � +

+ � �

!

 

+ � �

� + +

+ � +

!  

+ + �

� + �

+ � +

!  

+ � �

+ + �

� + +

!  

+ � +

+ + �

� � +

!
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Super-classe 5 ( 12 �el�ements )

 

+ + �

� + �

� � +

!  

+ � �

� + �

� + +

!  

+ � +

� + �

� � +

!  

+ � �

� + +

� � +

!

 

� + +

+ � +

� + �

!  

� + +

� � +

+ + �

!  

� � +

+ � +

+ + �

!  

� + +

+ � +

+ � �

!

 

� + �

+ � +

+ + �

!  

� + +

+ � �

+ + �

!  

+ � �

� + �

+ � +

!  

+ � �

+ + �

� � +

!

Super-classe 6 ( 12 �el�ements )

 

+ + �

� � +

� � +

!  

+ � +

� + �

� + �

!  

� + �

� + �

+ � +

!  

� � +

+ + �

� � +

!

 

� + +

+ � �

� + +

!  

� + +

� + +

+ � �

!  

� � +

+ + �

+ + �

!  

� + �

+ � +

+ � +

!

 

+ � +

+ � +

� + �

!  

+ + �

� � +

+ + �

!  

+ � �

� + +

+ � �

!  

+ � �

+ � �

� + +

!

Super-classe 7 ( 12 �el�ements )

 

+ + �

� � +

� + +

!  

+ + �

� � +

� + �

!  

+ � +

� + +

� + �

!  

+ � +

� � +

� + �

!

 

� + �

+ � �

� + +

!  

� � +

� + +

+ � �

!  

� � +

+ + �

+ � �

!  

� � +

+ + �

+ � +

!

 

� + �

+ � �

+ � +

!  

� + �

+ + �

+ � +

!  

+ � +

� + +

+ � �

!  

+ + �

+ � �

� + +

!



4.2. INVERSION DE LA T

^

ETE ET DU CORPS DES R

�

EGLES � 91

Super-classe 8 ( 6 �el�ements )

 

+ � �

� + +

� + +

!  

� + �

+ � +

� + �

!  

� � +

� � +

+ + �

!

 

� + +

+ � �

+ � �

!  

+ � +

� + �

+ � +

!  

+ + �

+ + �

� � +

!

Super-classe 9 ( 12 �el�ements )

 

+ � �

� + +

� + �

!  

+ � �

� � +

� + +

!  

� + �

+ + �

� � +

!  

� + �

+ � +

� + +

!

 

� � +

� + +

+ + �

!  

� � +

� + �

+ � +

!  

� + +

+ � �

+ � +

!  

� + +

+ + �

+ � �

!

 

+ � +

� � +

+ + �

!  

+ � +

� + �

+ � �

!  

+ + �

+ � �

� � +

!  

+ + �

+ � +

� + �

!

Super-classe 10 ( 6 �el�ements )

 

+ � �

� � +

� + �

!  

� + �

+ � �

� � +

!  

� � +

� + �

+ � �

!

 

� + +

+ + �

+ � +

!  

+ � +

� + +

+ + �

!  

+ + �

+ � +

� + +

!
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Super-classe 11 ( 2 �el�ements )

 

+ � �

� + �

� � +

!  

� + +

+ � +

+ + �

!

Super-classe 12 ( 12 �el�ements )

 

� + +

+ � �

� � +

!  

� + �

+ � +

� � +

!  

� + +

+ + �

� � +

!  

� + +

� + �

+ � �

!

 

� + +

� + �

+ � +

!  

� � +

� + �

+ + �

!  

+ � �

� + +

+ + �

!  

+ � +

� + �

+ + �

!

 

+ � �

� � +

+ + �

!  

+ � �

+ � +

� + +

!  

+ � �

+ � +

� + �

!  

+ + �

+ � +

� � +

!

Super-classe 13 ( 4 �el�ements )

 

� � +

+ � �

� + �

!  

� + �

� � +

+ � �

!  

+ + �

� + +

+ � +

!  

+ � +

+ + �

� + +

!
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Chapitre 5

Une R�egle R�ecursive

Dans ce chapitre, on montrera comment e�ectuer l'�etape de

V

-simpli�cation pour des

programmes avec une r�egle r�ecursive.

Notons qu'il existe un seul chemin P entre le point (0) et (�). Par cons�equent, nous

n'avons pas besoin ici de l'�etape de

W

-simpli�cation. Il s'ensuit que :

S

0

(�) = P et �(�) = �

P

Proposition 5.1 La contrainte globale �

P

d'un chemin entre les points (0) et (�), avec

� > 0, �equivaut �a �

1

(0) si a

0

1

� 0, et �equivaut �a �

1

(�� 1) si a

0

1

< 0.

Preuve : Si 8� �

1

(�) ) �

1

(�+ 1) (cas o�u a

0

1

� 0), la contrainte la plus forte de P est la

premi�ere contrainte du chemin, c'est-�a-dire, �

1

(0).

Si 8� �

1

(� + 1) ) �

1

(� + 1) (cas o�u a

0

1

� 0), la contrainte la plus forte de P est la

derni�ere contrainte du chemin, c'est-�a-dire, �

1

(�). ut

Exemple 5.2 Reprenons le programme �

1

de l'exemple 3.2 :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ 3; y + 2; z + 1) :� x� z > 0; p(x; y; z): r�egle R

1
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Nous avons a

0

1

= 2, donc a

0

1

� 0.

Consid�erons le chemin P =� 0; : : : ; � �, avec � > 0. On a �

P

�equivalent �a �

1

(0),

c'est-�a-dire, x� z > 0.

Rappelons qu'un atome p(u; v; w) est engendr�e par l'�evaluation ascendante de ce pro-

gramme ssi :

9�; x; y; z � � 0 ^ u = x+ 3� ^ v = y + 2� ^ w = z + � ^ �(x; y; z) ^ �(�).

En d�ecomposant le cas o�u � = 0 et � > 0, et en utilisant le fait que :

{ �(0), vaut vrai par d�e�nition.

{ �(�) avec � > 0, vaut x > y.

on obtient que p(u; v; w) ssi :

9�; x; y; z ((u = x ^ v = y ^ w = z ^�(x; y; z)) _

( � > 0 ^ u = x+ 3� ^ v = y + 2� ^ w = z + � ^ �(x; y; z) ^ x > z ) ).

En �eliminant les variables x, y et z, quanti��ees existentiellement, on obtient p(u; v; w)

ssi : �(u; v; w) _ 9� ( � > 0 ^�(u� 3�; v� 2�; w� �) ^ u > w + 2� ).

ut
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Chapitre 6

Deux R�egles R�ecursives - Cas

Simples

Dans ce chapitre, on montrera comment e�ectuer des

W

-simpli�cations et des

V

-simpli�ca-

tions pour 14 des 16 classes de programmes avec deux r�egles r�ecursives. Ces classes sont

appel�ees cas simples.

La

W

-simpli�cation de �(�; �) consiste �a d�eterminer un sous-ensemble S

0

(�; �) du carr�e

S(�; �), tel que tous les chemins dans S

0

(�; �) ont une forme caract�eristique et tel que :

_

P2S(�;�)

�

P

=

_

P2S

0

(�;�)

�

P

La

V

-simpli�cation consiste �a r�eduire la contrainte globale de chaque chemin en S

0

(�; �)

�a une formule arithm�etique avec un nombre �x�e d'atomes.

En appliquant ces deux �etapes, on obtiendra une formule arithm�etique pour exprimer le

r�esultat de l'�evaluation ascendante des programmes � avec deux r�egles r�ecursives.

Rappelons que les programmes � que nous consid�erons sont de la forme :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ a

1

; y + b

1

; z + c

1

) :� �

1

(x; y; z); p(x; y; z) r�egle R

1

p(x+ a

2

; y + b

2

; z + c

2

) :� �

2

(x; y; z); p(x; y; z) r�egle R

2
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o�u a

1

; a

2

; b

1

; b

2

; c

1

; c

2

2Z, �(x; y; z) est une formule arithm�etique lin�eaire et �

k

(x; y; z)

repr�esente respectivement les contraintes d

k

x + e

k

y + f

k

z + g

k

� 0, avec k 2 f1; 2g et

d

k

; e

k

; f

k

; g

k

2Z.

Rappelons aussi que les signes des coe�cients a

0

1

; a

0

2

; b

0

1

; b

0

2

sont les �el�ements de la

matrice caract�eristique de �.

6.1

W

-simpli�cation

En utilisant la notion d'implication de contraintes, pour certains programmes, nous

pouvons simpli�er la forme des chemins en S(�; �), en consid�erant un ensemble des chemins

S

0

(�; �), tel que chaque chemin en S

0

(�; �) soit contenu dans au maximum trois lignes droites

et tel que :

_

P2S(�;�;)

C

P

=

_

P2S

0

(�;�)

C

P

Cette simpli�cation est la cons�equence d'un certaine combinaison de sens d'implications

de contraintes du programme.

6.1.1 Cas Simple 1

Proposition 6.1 Pour un programme � avec b

0

1

� 0 et a

0

2

� 0 (correspondant �a des im-

plications de contraintes )*), les chemins dans l'ensemble S

0

(�; �) sont tous de la forme

repr�esent�ee �a la �gure 6.1 (�a droite).

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

Fig. 6.1 - b

0

1

� 0 et a

0

2

� 0
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Preuve : Consid�erons un chemin P quelconque reliant les points (0,0) et (�; �). Soit P

0

le

chemin d�e�ni par la s�equence � (0; 0); : : : ; (�; 0); : : : ; (�; �) �. Nous prouvons ici que la

contrainte globale �

P

est subsum�ee par la contrainte globale �

P

0

.

{ Comme 8�; � �

1

(�; �+1)) �

1

(�; �), chaque contrainte �

1

(�; 0) de P

0

est plus faible

que la contrainte �

1

(�; �) de P . Il s'ensuit que �

1

P

) �

1

P

0

.

{ Comme 8�; � �

2

(�; �)) �

2

(�+1; �), chaque contrainte �

2

(�; �) de P

0

est plus faible

que la contrainte �

2

(�; �) de P . Il s'ensuit que �

2

P

) �

2

P

0

.

Donc, �

P

) �

P

0
. ut

Pour un programme � avec b

0

1

� 0 et a

0

2

� 0 (correspondant �a des implications de

contraintes (+), les chemins dans l'ensemble S

0

(�; �) sont de la forme repr�esent�ee �a la

�gure 6.2 (�a droite).

(0,0)

(  ,   )(0,  )

Fig. 6.2 - b

0

1

� 0 et a

0

2

� 0

La preuve est analogue �a la pr�ec�edente.

Exemple 6.2 Soit �

4

le programme :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ 3; y; z+ 1) :� x � z > 0; p(x; y; z): r�egle R

1

p(x; y+ 2; z + 3) :� x � 2y > 0; p(x; y; z): r�egle R

2

On a :

a

0

1

= d

1

a

1

+ e

1

b

1

+ f

1

c

1

= 1� 3 + 0� 0 + (�1)� 1 = 2

a

0

2

= d

1

a

2

+ e

1

b

2

+ f

1

c

2

= 1� 0 + 0� 2 + (�1)� 3 = �3

b

0

1

= d

2

a

1

+ e

2

b

1

+ f

2

c

1

= 1� 3 + (�2)� 0 + 0� 1 = 3

b

0

2

= d

2

a

2

+ e

2

b

2

+ f

2

c

2

= 1� 0 + (�2)� 2 + 0� 3 = �4
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(0,0)

(3,3)

(0,0)

(3,3)

Fig. 6.3 - Chemin P Chemin P

0

Consid�erons, par exemple, le chemin P =� (0; 0); (1; 0); (1; 1); (2; 1); (2; 2); (2; 3); (3; 3)�

(voir �gure 6.3 �a gauche).

Soit P

0

le chemin � (0; 0); (1; 0); (2; 0); (3; 0); (3; 1); (3; 2); (3; 3) � (voir �gure 6.3 �a

droite).

La contrainte globale �

P

vaut �

1

P

^ �

2

P

et la contrainte globale �

P

0

vaut �

1

P

0

^ �

2

P

0

, o�u :

�

1

P

= x� z � 3 > 0 ^ x� z � 4 > 0 ^ x� z � 2 > 0

+ + +

�

1

P

0

= x � z > 0 ^ x� z + 2 > 0 ^ x� z + 4 > 0

�

2

P

= x� 2y > 0 ^ x� 2y � 1 > 0 ^ x� 2y + 1 > 0

+ + +

�

2

P

0

= x� 2y + 9 > 0 ^ x� 2y + 5 > 0 ^ x� 2y + 1 > 0

Par cons�equent, �

P

) �

P

0
.

ut

6.1.2 Cas Simple 2

Proposition 6.3 Pour un programme � avec a

0

1

� 0 et b

0

1

� 0 (correspondant �a des im-

plications de contraintes

!

)

), les chemins dans l'ensemble S

0

(�; �) sont tous de la forme

repr�esent�ee �a la �gure 6.4 (�a droite).
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(0,0)

(  ,   )

(  ,   )(0,  )

Fig. 6.4 - a

0

1

� 0 et b

0

1

� 0

Preuve : Consid�erons un chemin P reliant les points (0,0) et (�; �). Soit N = (0; �) le point

o�u se produit le premier pas en x de P . Consid�erons le chemin P

0

d�e�ni par la s�equence

� (0; 0); : : : ; (0; �); : : : ; (�; �); : : : ; (�; �)�. Nous prouvons ici que la contrainte globale �

P

est subsum�ee par la contrainte globale �

P

0

.

Les chemins P et P

0

co��ncident jusqu'au point N . Apr�es le point N , le chemin P

0

est

form�e par les points � (0; �); : : : ; (�; �); : : : ; (�; �)�.

{ Comme 8�; � �

1

(�; �) ) �

1

(� + 1; �), �

1

P

0

�equivaut �a �

1

(0; �). Comme �

1

(0; �) est

une contrainte de P , il s'ensuit que �

1

P

) �

1

P

0

.

{ Comme 8�; � �

2

(�; �) ) �

2

(� + 1; �), chaque contrainte �

1

(�; �) d'un point P

0

situ�e apr�es le point N est plus faible que la contrainte �

2

(�; �) de P . Il s'ensuit que

�

2

P

) �

2

P

0

.

Par cons�equent, �

P

) �

P

0

. ut

A la �gure 6.5, on repr�esente la forme des chemins dans l'ensemble S

0

(�; �) pour les

programmes avec a

0

1

� 0; b

0

1

� 0 (correspondant �a des implications de contraintes

 

(

), ou

a

0

2

� 0; b

0

2

� 0 (correspondant �a #+ ), ou a

0

2

� 0; b

0

2

� 0 (correspondant �a "*). Ces preuves

sont analogues �a celle o�u a

0

1

� 0 et b

0

1

� 0.

Exemple 6.4 Soit �

5

le programme :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ 3; y + 2; z � 1) :� 2y � x > 0; p(x; y; z): r�egle R

1

p(x� 1; y � 2; z + 2) :� z + x > 0; p(x; y; z): r�egle R

2

On a :
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(0,0)

(  ,   )

(  ,   )(0,  )

(0,0) (  ,0)

(  ,   )(  ,   ) (  ,   )

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

Fig. 6.5 - a

0

1

� 0; b

0

1

� 0 a

0

2

� 0; b

0

2

� 0 a

0

2

� 0; b

0

2

� 0

a

0

1

= d

1

a

1

+ e

1

b

1

+ f

1

c

1

= �1� 3 + 2� 2 + 0� (�1) = 1;

a

0

2

= d

1

a

2

+ e

1

b

2

+ f

1

c

2

= �1� (�1) + 2� (�2) + 0� 2 = �3

b

0

1

= d

2

a

1

+ e

2

b

1

+ f

2

c

1

= 1� 3 + 0� 2 + 1� (�1) = 2

b

0

2

= d

2

a

2

+ e

2

b

2

+ f

2

c

2

= 1� (�1) + 0� (�2) + 1� 2 = 1

Consid�erons, par exemple, le chemin P =� (0; 0); (0; 1); (1; 1); (1; 2); (2; 2); (3; 2); (3; 3)�

(voir �gure 6.6 �a gauche).

Soit P

0

le chemin � (0; 0); (0; 1); (1; 1); (2; 1); (3; 1); (3; 2); (3; 3) � (voir �gure 6.6 �a

droite).

La contrainte globale �

P

vaut �

1

P

^ �

2

P

et la contrainte globale �

P

0

vaut �

1

P

0

^ �

2

P

0

, o�u :

�

1

P

= 2y � x� 3 > 0 ^ 2y � x� 5 > 0 ^ 2y � x� 4 > 0

| {z }

+

2y � x� 3 > 0

m

�

1

P

0

=

z }| {

2y � x� 3 > 0 ^ 2y � x� 2 > 0 ^ 2y � x� 1 > 0

�

2

P

= z + x > 0 ^ z + x+ 3 > 0 ^ z + x+ 8 > 0

+ + +

�

2

P

0

= z + x+ 6 > 0 ^ z + x+ 7 > 0 ^ z � x+ 8 > 0

On a �

P

) �

P

0
.

ut
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(0,0)

(3,3)

(0,0)

(3,3)

Fig. 6.6 - Chemin P Chemin P

0

Cas Simple 2 \optimis�e"

Proposition 6.5 Pour les programmes � avec a

0

1

� 0, a

0

2

� 0, b

0

1

� 0 et b

0

2

� 0 (correspon-

dant �a des implications de contraintes

!

)

#+ ), on peut simpli�er davantage la forme des

chemins dans l'ensemble S

0

(�; �), en consid�erant en S

0

(�; �) seulement des chemins avec la

forme repr�esent�ee �a la �gure 6.7.

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

Fig. 6.7 - a

0

1

� 0, a

0

2

� 0, b

0

1

� 0 et b

0

2

� 0

Preuve : Consid�erons un chemin P reliant les points (0,0) et (�; �). On distinguera deux cas :

1. Le chemin P commence par un pas en x. Soit P

0

le chemin d�e�ni par la s�equence

� (0; 0); : : : ; (�; 0); : : : ; (�; �) �. Nous prouvons ici que la contrainte globale �

P

est

subsum�ee par la contrainte globale �

P

0
.

{ Comme �

1

(�; �) ) �

1

(� + 1; �), �

1

P

0

�equivaut �a �

1

(0; 0). Comme la contrainte

�

1

(0; 0) est une contrainte de P , il s'ensuit que �

1

P

) �

1

P

0

.

{ Comme �

2

(�; �)) �

2

(�+1; �), chaque contrainte �

2

(�; �) de P

0

est plus faible

que la contrainte �

2

(�; �) de P . Il s'ensuit que �

2

P

) �

2

P

0

.
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2. Le chemin P commence par un pas en y. On consid�ere le chemin P

0

d�e�ni par la s�e-

quence� (0; 0); : : : ; (0; �); : : : ; (�; �)�. Comme dans le cas pr�ec�edent, nous prouvons

ici que �

P

est subsum�ee par �

P

0

.

{ Comme �

1

(�; �)) �

1

(�; �+1), chaque contrainte �

1

(�; �) de P

0

est plus faible

que la contrainte �

1

(�; �) de P . Il s'ensuit que �

1

P

) �

1

P

0

.

{ Comme �

2

(�; �) ) �

2

(�; � + 1), �

2

P

0

�equivaut �a �

2

(0; 0). Comme la contrainte

�

2

(0; 0) est une contrainte de P , il s'ensuit que �

2

P

) �

2

P

0

.

Dans ces deux cas, �

P

) �

P

0
. ut

Pour les programmes avec a

0

1

� 0, a

0

2

� 0, b

0

1

� 0 et b

0

2

� 0 (correspondant �a des

implications de contraintes

 

(

"*), la forme des chemins en S

0

(�; �) est la même que pour

ceux avec a

0

1

� 0, a

0

2

� 0, b

0

1

� 0 et b

0

2

� 0 (correspondant �a des implications de contraintes

!

)

#+).

6.2

V

-simpli�cation

La

V

-simpli�cation consiste �a r�eduire la contrainte globale de chaque chemin en S

0

(�; �)

�a une formule arithm�etique avec un nombre �x�e d'atomes. Comme ces chemins sont contenus

dans au maximum trois lignes droites, pour e�ectuer la

V

-simpli�cation de chaque contrainte

globale, il su�t de regarder le sens des implications des 
�eches simples.

Consid�erons, par exemple, un programme � avec contraintes d'implications # )*.

De la sous-partie 6.1.1, on sait que tout chemin en S(�; �) est subsum�e par un chemin

P

0

avec une forme repr�esent�ee dans la �gure 6.1. Le chemin P

0

est d�e�ni par la s�equence

� (0; 0); : : : ; (�; 0); : : : ; (�; �)�. Comme �

1

(�+ 1; �)) �

1

(�; �) (
�eche  ), �

1

P

0

�equivaut

�a �

1

(� � 1; 0). Comme �

2

(�; �) ) �

2

(�; � + 1) (
�eche #), �

2

P

0

�equivaut �a �

2

(�; 0). Il en

r�esulte : �(�; �) � �

1

(�� 1; 0)^ �

2

(�; 0).

Pour les 14 classes de programmes qui peuvent être trait�ees comme des cas \simples", la

forme des chemins en S

0

(�; �) est repr�esent�ee aux �gures 6.8, 6.9 et 6.10 . On a repr�esent�e

par un trait plus �epais les contraintes les plus fortes de ces chemins. Ces contraintes sont

determin�ees en fonction des sens des 
�eches simples.

Pour ces classes de programmes, la disjonction �(�; �), pour �; � 2 N

�

, est �equivalente

�a une formule arithm�etique, donn�ee dans le tableau suivant.
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Classe 1 Classe 2 Classe 3 Classe 4

Classe 8Classe 5 Classe 7Classe 6

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

Fig. 6.8 - Cas simples 1

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

Classe 9 

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

Classe 10

Fig. 6.9 - Cas Simples 2 - \optimis�e"
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(0,0) (  ,0)

(  ,   )(  ,   )

(  ,   )

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

(  ,   )

(  ,   )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

(0,0)

(  ,   )

(  ,   )(0,  )

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

(  ,0) (0,0)

(0,  )

(0,0)

(  ,   )

Classe 11

Classe 12

Classe 13

Classe 14

Fig. 6.10 - Cas Simples 2
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Classe �(�; �) , avec �; � > 0.

1 �

1

(0; 0)^ �

2

(�; 0)

2 �

1

(0; 0)^ �

2

(�; �� 1)

3 �

1

(�� 1; 0)^ �

2

(�; 0)

4 �

1

(�� 1; 0)^ �

2

(�; �� 1)

5 �

1

(0; �) ^�

2

(0; 0)

6 �

1

(0; �) ^�

2

(0; �� 1)

7 �

1

(0; 0)^ �

2

(�� 1; �)

8 �

1

(�� 1; �)^ �

1

(0; �� 1)

9 (�

1

(0; 0)^ �

2

(�; 0)) _ (�

1

(0; �)^ �

2

(0; 0))

10 (�

1

(� � 1; 0)^ �

2

(�; �� 1)) _ (�

1

(� � 1; �) ^ �

2

(0; �� 1))

11 9� ((�

1

(0; 0)^�

2

(�; ��1))_(�

1

(0; �)^�

2

(0; ��1))_(�

1

(0; �)^�

2

(0; ��1)^�

2

(�; ��1)))

12 9� ((�

1

(��1; 0)^�

2

(�; 0))_(�

1

(��1; �)^�

2

(0; 0))_(�

1

(��1; �)^�

2

(0; 0)^�

2

(�; �)))

13 9� ((�

1

(��1; �)^�

2

(0; 0))_(�

1

(��1; 0)^�

2

(�; 0))_(�

1

(��1; 0)^�

1

(��1; �)^�

2

(�; 0)))

14 9� ((�

1

(0; ��1)^�

2

(0; ��1))_(�

1

(0; 0)^�

2

(�; ��1))_(�

1

(0; 0)^�

1

(�; �)^�

2

(�; ��1)))

Pour les classes 11 et 12, dans la formule de �

0

(�; �), la lettre � d�esigne une variable

quanti��ee existentiellement qui satisfait �a 0 < � < �. Chaque valeur de � correspond �a un

chemin de S

0

(�; �).

Pour les classes 13 et 14, la lettre � d�esigne une variable quanti��ee existentiellement qui

satisfait �a 0 < � < �. Chaque valeur de � correspond aussi �a un chemin de S

0

(�; �).

Rappelons qu'un atome p(u; v; w) est engendr�e par l'�evaluation ascendante de � ssi :

9�; �; x; y; z � � 0 ^ � � 0 ^ u = x+ �a

1

+ �a

2

^ v = y + �b

1

+ �b

2

^ w = z + �c

1

+ �c

2

^ �(x; y; z) ^ �(�; �).

En d�ecomposant �(�; �) suivant : � = 0 et � = 0, � > 0 et � = 0, � = 0 et � > 0, et

� > 0 et � > 0, on obtient :

9�; �; x; y; z ( u = x ^ v = y ^ w = z ^ �(x; y; z) )_

( � > 0^ u = x+ �a

1

^ v = y + �b

1

^ w = z + �c

1

^ �(x; y; z) ^ �(�; 0) ) _

( � > 0 ^ u = x+ �a

2

^ v = y + �b

2

^ w = z + �c

2

^ �(x; y; z) ^ �(0; �) ) _

( � > 0 ^ � > 0 ^ u = x+ �a

1

+ �a

2

^ v = y + �b

1

+ �b

2

^ w = z + �c

1

+ �c

2

^

�(x; y; z) ^ �(�; �) ).
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Le calcul de �(�; �), pour � = 0 ou � = 0, est fait comme dans le cas d'une r�egle

r�ecursive (voir chapitre 5).

Par cons�equent, nous avons obtenu une une repr�esentation par une formule arithm�etique

�nie du r�esultat de l'�evaluation ascendante de �.

Exemple 6.6 (suite exemple 6.2) Comme a

0

2

� 0 et b

0

1

� 0, les chemins en S

0

(�; �)

pour �

1

ont la forme repr�esent�ee �a la �gure 6.11. Soit P

0

le chemin � (0; 0); : : : ; (�; 0); : : : ;

(�; �) �. Comme 8�; � �

1

(�; �) ) �

1

(� + 1; �) (car a

0

1

� 0), la contrainte horizontale la

plus forte de P

0

est �

1

(0; 0). Donc �

1

P

0

�equivaut �a x� z > 0. Comme 8�; � �

2

(�; � + 1))

�

2

(�; �) (car b

0

2

� 0), la contrainte verticale la plus forte de P

0

est �

2

(�; �� 1), c'est-�a-dire

2y � 3x� 3� > 0. Donc �

2

P

0

�equivaut �a x + 3�� 2y � 4� + 4 > 0. Les contraintes les plus

fortes de P

0

sont marqu�ees avec un trait plus �epais.

(0,0) (  ,0)

(  ,   )

Fig. 6.11 - Chemin P

0

Il s'ensuit que, la disjonction �(�; �), pour � > 0 et � > 0, �equivaut �a :

x� z > 0 ^ x+ 3�� 2y � 4�+ 4 > 0.

Il est facile de v�eri�er que �(�; 0), pour � > 0, �equivaut �a x�z > 0 et que �(0; �), pour

� > 0, �equivaut �a x� 2y � 4� + 4 > 0.

Rappelons qu'un atome p(u; v; w) est engendr�e par l'�evaluation ascendante de �

1

ssi :

9�; �; x; y; z � � 0^� � 0 ^ u = x+3� ^ v = y+2� ^ w = z+�+3� ^ �(x; y; z) ^ �(�; �).

En d�ecomposant �(�; �) avec � � 0 et � � 0 en :

{ �(0; 0),

{ �(�; 0) avec � > 0,

{ �(0; �) avec � > 0,
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{ �(�; �) avec � > 0 et � > 0,

on obtient :

9�; �; x; y; z ((u = x ^ v = y ^ w = z ^�(x; y; z)) _

( � > 0 ^ u = x+ 3� ^ v = y ^ w = z + � ^ �(x; y; z) ^ x � z > 0) _

( � > 0 ^ u = x ^ v = y+2� ^ w = z+3� ^ �(x; y; z) ^ x�2y�4�+4 > 0 ) _

( � > 0 ^ � > 0 ^ u = x+ 3� ^ v = y + 2� ^ w = z + �+ 3� ^ �(x; y; z) ^

x� z > 0 ^ x+ 3�� 2y � 4�+ 4 > 0 ) ).

ut

Exemple 6.7 (suite exemple 6.4) Comme a

0

1

� 0 et b

0

1

� 0, les chemins P

0

en S

0

(�; �)

pour �

2

ont les formes repr�esent�ees �a la �gure 6.12. Comme 8�; � �

1

(�; �)) �

1

(� + 1; �)

(car a

0

1

� 0), la contrainte horizontale la plus forte est �

1

(0; �), c'est-�a-dire 2y�x� 3� > 0.

Donc �

1

P

0

�equivaut �a 2y � x� 3� > 0. Comme 8�; � �

2

(�; �)) �

2

(�; � + 1) (car b

0

2

� 0),

pour la contrainte verticale, selon la valeur de �, on a :

{ Pour � = 0, la contrainte verticale la plus forte est �

2

(�; 0), qui vaut z��+(x+3�) > 0,

c'est-�a-dire, z + x+ 2� > 0. Dans ce cas, �

2

P

0

�equivaut �a z + x+ 2� > 0.

{ Pour 0 < � < �, la contrainte verticale la plus forte est �

2

(0; 0) (qui vaut z + x > 0)

ou �

2

(�; �) (qui vaut z� �+2� + (x+ 3�+ �) > 0, c'est-�a-dire, z + x+2�+3� > 0).

Dans ce cas, �

2

P

0

�equivaut �a z + x > 0 ^ z + x+ 2�+ 3� > 0, c'est-�a-dire, z + x > 0.

{ Pour � = �, la contrainte verticale la plus forte est �

2

(0; 0), c'est �a dire z + x > 0.

Dans ce cas, �

2

P

0

�equivaut �a z + x > 0.

Il s'ensuit que, la disjonction �(�; �), pour � > 0 et � > 0, �equivaut �a :

9 � ( ( 2y � x � 3� > 0 ^ z + x+ 2� > 0 ^ � = 0 ) _ (2y � x � 3� > 0 ^ z � 2� + 2� x >

0 ^ z + x > 0 ^ 0 < � < � ) ) _ ( 2y � x� 3� > 0 ^ z + x > 0 ^ � = �) )

En �eliminant la variable �, quanti��ee existentiellement, on obtient, pour � > 0 et � > 0,

�(�; �) � ( ( 2y � x > 0 ^ z + x + 2� > 0 ) _ ( 2y � x� 3 > 0 ^ z + x > 0) ).

Il est facile de v�eri�er que �(�; 0), pour � > 0, �equivaut �a 2y � x > 0 et que �(0; �),

pour � > 0, �equivaut �a z + x > 0.
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(0,0) (  ,0)

(  ,   )

(0,0)

(  ,   )(0,  )

(0,0)

(  ,   )

(  ,   )(0,  )

Fig. 6.12 - � = 0 0 < � < � � = �

Rappelons qu'un atome p(u; v; w) est engendr�e par l'�evaluation ascendante de �

2

ssi :

9�; �; x; y; z � � 0 ^ � � 0 ^ u = x + 3� � � ^ v = y + 2�� 2� ^ w = z � � + 2� ^

�(x; y; z) ^ �(�; �).

En d�ecomposant �(�; �) avec � � 0 et � � 0 en :

{ �(0; 0),

{ �(�; 0) avec � > 0,

{ �(0; �) avec � > 0,

{ �(�; �) avec � > 0 et � > 0,

on obtient :

9�; �; x; y; z ((u = x ^ v = y ^ w = z ^�(x; y; z)) _

( � > 0 ^ u = x+ 3� ^ v = y + 2� ^ w = z � � ^ �(x; y; z) ^ 2y � x > 0) _

( � > 0 ^ u = x� � ^ v = y � 2� ^ w = z + 2� ^ �(x; y; z) ^ z + x > 0 ) _

( � > 0 ^ � > 0 ^ u = x+3��� ^ v = y+2��2� ^ w = z��+2� ^ �(x; y; z) ^

( ( 2y � x > 0 ^ z + x+ 2� > 0 ) _ ( 2y � x� 3 > 0 ^ z + x > 0) ) ). ut
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Chapitre 7

Deux R�egles R�ecursives - Cas

Di�ciles

Dans ce chapitre, on montrera comment e�ectuer des

W

-simpli�cations et des

V

-simpli�ca-

tions pour les programmes des cas restants, c'est-�a-dire, pour les programmes o�u a

0

1

�

0; a

0

2

� 0; b

0

1

� 0; b

0

2

� 0 (correspondant �a des implications de contraintes

!

(

#*) ou

a

0

1

� 0; a

0

2

� 0; b

0

1

� 0; b

0

2

� 0 (correspondant �a des implications de contraintes

 

)

"+).

Observons au pr�ealable que les cas o�u a

0

1

= 0, a

0

2

= 0, b

0

1

= 0 ou b

0

2

= 0 peuvent

toujours être trait�es comme un des cas simples du chapitre 6. Par exemple, si a

0

1

= 0, on

peut consid�erer que le signe de a

0

1

= 0 soit le même que le signe de b

0

2

. Dans ce cas, on se

retrouve dans le cas simple 1 du chapitre 6.

Dans ce chapitre, nous supposerons donc toujours que les coe�cients a

0

1

, a

0

2

, b

0

1

et b

0

2

du

programme � consid�er�e sont non nuls.

Pour ces programmes, les chemins en S(�; �) ne sont plus contenus dans un nombre �xe

de lignes droites. Les

W

-simpli�cations et les

V

-simpli�cations seront faites en utilisant la

notion de contrainte p�eriodique et la notion de motif associ�e �a cette contrainte.

Rappelons d'abord que �

k

(x; y; z) est une contrainte de la forme d

k

x+e

k

y+f

k

z+g

k

� 0,

que a

0

k

note d

1

a

k

+ e

1

b

k

+ f

1

c

k

et que b

0

k

note d

2

a

k

+ e

2

b

k

+ f

2

c

k

(k 2 f1; 2g).

Il d�ecoule que, pour tout �

1

; �

2

; �; � 2 N :

�

1

(�

1

+ �; �

2

+ �) = �

1

(�

1

; �

2

) + �a

0

1

+ �a

0

2
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�

2

(�

1

+ �; �

2

+ �) = �

2

(�

1

; �

2

) + �b

0

1

+ �b

0

2

Ces r�esultats seront utilis�es plusieurs fois dans ce chapitre.

Comme d'habitude, on notera par jx j la valeur absolue d'un entier relatif x.

7.1 P�eriode

De mani�ere informelle, une contrainte �

k

(pour k = 1 ou 2) est p�eriodique si elle se

r�ep�ete apr�es un certain nombre d'applications des r�egles R

1

et R

2

. Plus formellement:

D�e�nition 7.1 (P�eriodicit�e) Une contrainte �

k

(pour k = 1 ou 2) est p�eriodique ssi

il existe un vecteur non-nul ~� d'entiers naturels de la forme (�

1

; �

2

), tel que �

k

(0; 0) =

�

k

(�

1

; �

2

):

On appelle p�eriode de �

k

un vecteur (�

1

; �

2

) non nul d'entiers naturels premiers entre

eux tel que �

k

(0; 0) = �

k

(�

1

; �

2

).

Notons que si �

k

(0; 0) = �

k

(�

1

; �

2

) alors 8�; � �

k

(�; �) = �

k

(� + n�

1

; � + n�

2

), pour

tout n 2 N.

Exemple 7.2 Reprenons le programme de l'exemple 3.4 :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ 3; y; z+ 1) :� x � z > 0; p(x; y; z): r�egle R

1

p(x; y� 2; z + 3) :� 2y � x > 0; p(x; y; z): r�egle R

2

La contrainte �

1

(�; �) vaut x+ 3�� (z + �+ 3�) > 0, c'est-�a-dire : x+ 2� > z + 3�.

La contrainte �

1

(0; 0) vaut x > z et la contrainte �

1

(3; 2) vaut x + 2 � 3 > z + 3 � 2,

c'est-�a-dire x > z. Par cons�equent, �

1

(0; 0) = �

1

(3; 2). On en conclut que �

1

est p�eriodique.

La contrainte �

2

(�; �) vaut 2y � 4� � (x+ 3�) > 0, c'est-�a-dire : 2y > x+ 3�+ 4�.

La contrainte �

2

(0; 0) vaut 2y > x. Par cons�equent, �

2

(0; 0) < �

2

(�; �), pour tout

(�; �) 6= (0; 0). Donc, �

2

n'est pas p�eriodique.
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ut

Proposition 7.3 (P�eriodicit�e de �

1

) Pour un programme � donn�e, la contrainte �

1

est

p�eriodique ssi a

0

1

� a

0

2

< 0. De plus, la p�eriode associ�ee �a �

1

vaut

(

ja

0

2

j

pgcdfja

0

2

j; ja

0

1

jg

;

ja

0

1

j

pgcdfja

0

2

j; ja

0

1

jg

).

Preuve : On a :

8�; � �

1

(�; �) = �

1

(0; 0)+ �a

0

1

+ �a

0

2

. Donc �

1

est p�eriodique ssi l'�equation �a

0

1

+ �a

0

2

= 0

admet une solution solution non triviale d'entiers naturels en (�; �). Cela est le cas ssi

a

0

1

� a

0

2

< 0.

La solution minimale non triviale pour �a

0

1

+�a

0

2

= 0 nous donne la p�eriode de �

1

. Cette

solution est (

ja

0

2

j

pgcdfja

0

2

j; ja

0

1

jg

;

ja

0

1

j

pgcdfja

0

2

j; ja

0

1

jg

). ut

Remarquons que la p�eriode associ�ee �a une contrainte p�eriodique �

1

est unique.

Exemple 7.4 (suite exemple 7.2) Comme a

0

1

= 2 et a

0

2

= �3 (voir exemple 3.4) et

pgcdf3,2g=1, la p�eriode pour �

1

est (3,2). ut

De même, pour la contrainte �

2

:

Proposition 7.5 (P�eriodicit�e de �

2

) Pour un programme � donn�e, la contrainte �

2

est

p�eriodique ssi b

0

1

� b

0

2

< 0. De plus, la p�eriode associ�ee �a �

2

vaut

(

jb

0

2

j

pgcdfjb

0

2

j; jb

0

1

jg

;

jb

0

1

j

pgcdfjb

0

2

j; jb

0

1

jg

).

7.2 Motif et Chemin-Motif

SoitM un point de coordonn�ees (�

1

; �

2

) et soit ~� le vecteur (�

1

; �

2

). L'expression M +~�

repr�esente le vecteur (�

1

+ �

1

; �

2

+ �

2

).

D�e�nition 7.6 (Motif) Soit �

k

une contrainte p�eriodique de p�eriode ~� . Le motif associ�e

�a �

k

est l'ensemble de tous les chemins reliant un point donn�e M au point M + ~� . (voir

�gure 7.1).
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1

2

M

M +

�

k

(M) = �

k

(M + ~�)

Fig. 7.1 - Motif pour �

k

Etant donn�e la p�eriode ~� pour �

k

et un vecteur

~

�

0

(

~

0 �

~

�

0

� ~�), l'ensemble de tous les

chemins reliant un point donn�e M au point M +

~

�

0

est appel�e sous-motif de ~� .

Proposition 7.7 Pour un programme � avec une contrainte p�eriodique �

1

, tous les points

d'une même contrainte �

1

sont situ�es sur une ligne droite de coe�cient angulaire positif de

valeur

�a

0

1

a

0

2

.

Preuve : Consid�erons deux points M etM + (�

1

; �

2

) avec une même contrainte horizontale.

Nous avons :

�

1

(M + (�

1

; �

2

)) = �

1

(M) + �

1

a

0

1

+ �

2

a

0

2

.

Comme �

1

(M + (�

1

; �

2

)) = �

1

(M), il s'ensuit que �

1

a

0

1

+ �

2

a

0

2

= 0, et par cons�equent :

�

2

�

1

=

�a

0

1

a

0

2

Il s'ensuit que le rapport

�

2

�

1

est constant : tous les points de même contrainte �

1

sont

donc situ�es sur une ligne droite de coe�cient angulaire �egal �a cette constante, c'est-�a-dire,

�a

0

1

a

0

2

. Comme �

1

est p�eriodique, on a d'apr�es la proposition 7.3 : a

0

1

� a

0

2

< 0. Le coe�cient

angulaire

�a

0

1

a

0

2

est donc positif. ut

Proposition 7.8 Soit � un programme avec une contrainte p�eriodique �

1

et M un point

de N � N. La ligne droite qui relie tous les points de contrainte horizontale �equivalente �a

�

1

(M) divise le plan N�N en deux parties :

{ L'une o�u toutes les contraintes horizontales sont strictement plus fortes que �

1

(M).
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{ l'autre o�u toutes les contraintes horizontales sont strictement plus faibles que �

1

(M).

De plus, si a

0

1

> 0 (resp. a

0

1

< 0), la partie o�u on trouve les points de contraintes strictement

plus fortes est celle situ�ee strictement au-dessus (resp. strictement en dessous) de cette ligne

droite.

Exemple 7.9 Pour le programme de l'exemple 7.2, les points avec même contrainte hori-

zontale sont situ�es sur une ligne droite de coe�cient

2

3

(voir �gure 7.2), car a

0

1

= 2 et car

a

0

2

= �3 (voir exemple 3.4).

x>z+9

x>z+3

x>z+6

x>z

ligne reliant les point avec
   meme contrainte 

x>z+12

x+3>z

x>z

x+6>z

x>z+7 x>z+5 x>z+3

x>z+1

x>z+4

x+2>z

x+1>z

x>z+2

x+4>z

x>z+10 x>z+8 x>z+6 x>z+4 x>z+2 x>z

x+1>z x+3>z

x+2>z x+4>z

x+8>z

x+5>z x+7>z

x+10>z

(0,0)

(3,2)

(6,4)

x+6>z

x+9>z

x+12>z

x+1>z

x>z

ligne reliant les point avec
   meme contrainte x+6>z

(5,2)

Fig. 7.2 - Points avec même contrainte horizontale

Le point (5,2) est situ�e en dessous de la ligne droite que relie les points de contrainte

horizontale x + 6 > z. En conformit�e avec la proposition 7.8 (cas a

0

1

> 0), on v�eri�e que la

contrainte �

1

(5; 2), qui vaut x + 4 > z est plus forte que x+ 6 > z. D'autre part, ce même

point est au-dessus de la ligne droite que relie les points de contrainte horizontale x > z.

On v�eri�e de même que la contrainte �

1

(5; 2) est en plus faible que x > z. ut

De même, pour la contrainte �

2

:

Proposition 7.10 Pour un programme � avec une contrainte p�eriodique �

2

, tous les points

de même contrainte �

2

sont situ�es sur une ligne droite de coe�cient angulaire positif de

valeur

�b

0

1

b

0

2

.
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Proposition 7.11 Soit � un programme avec une contrainte p�eriodique �

2

et M un point

de N�N. La ligne droite qui relie tous les points de contrainte verticale �equivalente �a �

2

(M)

divise le plan N� N en deux parties :

{ L'une o�u toutes les contraintes verticales sont strictement plus fortes que �

2

(M).

{ l'autre o�u toutes les contraintes verticales sont strictement plus faibles que �

2

(M).

Un motif ~� repr�esente l'ensemble des chemins P reliant un point M donn�e au point

M +~� . La proposition 7.12 �etablit l'existence d'une \meilleure fa�con" de relier les pointsM

etM +~� , lorsque l'on ne passe pas par des points de contraintes plus fortes que �

k

(M). Par

meilleure fa�con, on entend la fa�con de relier les points M et M + ~� qui rend la conjonction

�

P

la plus faible possible. Pour cela, il faut rendre la deuxi�eme contrainte �

j

(j 6= k) aussi

faible que possible.

Proposition 7.12 (Chemin-Motif) Soit � un programme avec une contrainte �

k

(k =

1 ou 2) p�eriodique, ~� le motif de �

k

et M un chemin quelconque. Il existe un chemin, not�e

P

motif

, commen�cant en un point M et �nissant en un point M + ~� , qui satisfait les deux

conditions dessous:

1. �

k

P

motif

= �

k

(M).

2. Pour tout chemin P entre M et M + ~� tel que �

k

P

) �

k

(M), on a �

j

P

) �

j

P

motif

(j 6= k).

Ce chemin est dit chemin-motif de ~� . Sa forme ne d�epend pas du point M consid�er�e.

On appelle pr�e�xe d'un chemin-motif le d�ebut d'un chemin-motif et on appelle su�xe

d'un chemin-motif la �n d'un chemin-motif.

Nous pr�esentons maintenant un algorithme pour construire un chemin-motif P

motif

as-

soci�e au motif ~� pour la contrainte �

1

. Un chemin-motif est d�etermin�e de fa�con unique par

ce algorithme. Il y a deux cas �a consid�erer : a

0

1

> 0 et a

0

1

< 0.

Pour le cas o�u a

0

1

> 0, on consid�ere un chemin, reliant les point M et M + (�

1

; �

2

),

compos�e par une s�equence de �

1

pas en x, suivi d'une s�equence de �

2

pas en y. Ensuite :

{ si le programme a l'implication de contrainte ) (b

1

< 0), les contraintes �

2

sont d�ej�a

aussi faibles que possible (voir �gure 7.3).
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1

2

M

M +

Fig. 7.3 - Chemin-Motif pour a

0

1

> 0 et b

0

1

> 0

{ si le programme a l'implication de contrainte( (b

1

< 0), on transforme it�erativement

ce chemin dans un autre, en se rapprochant le plus possible de la ligne droite joignant

les points M et M + (�

1

; �

2

), sans la couper (voir �gure 7.5).

La non coupure de la droite M -M + (�

1

; �

2

) garantit que le chemin est contenu dans

la partie du plan o�u les contraintes sont plus faibles que �

1

(M) (voir proposition

7.8). Chaque transformation �el�ementaire (voir �gure 7.4) a pour e�et d'a�aiblir la

contrainte verticale : �a cause de l'implication ( (b

1

< 0), apr�es transformation, la

contrainte verticale �

2

(�� 1; �) est strictement plus faible que la contrainte verticale

initiale �

2

(�; �).

(   −1,   +1)

(   −1,   )

(   ,   +1)

(   ,   ) (   −1,   )

(   ,   +1)

Fig. 7.4 - Transformation �el�ementaire pour a

0

1

> 0 et b

0

1

< 0

1

2

M

M +

1

2

M

M +

Chemin FinalChemin Initial

Fig. 7.5 - Construction Chemin-Motif pour a

0

1

> 0 et b

0

1

< 0
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Plus formellement, pour le cas o�u a

0

1

> 0, l'algorithme pour l'obtention d'un chemin-

motif associ�e �a �

1

est :

1. Si b

0

1

> 0:

P

motif

=� M;M + (1; 0); : : : ;M + (�

1

; 0);M + (�

1

; 1); : : : ;M + (�

1

; �

2

)�. �n

2. Si b

0

1

< 0 (voir exemple 7.13):

{ Initialiser Q avec le chemin:

�M;M + (1; 0); : : : ;M + (�

1

; 0);M + (�

1

; 1); : : : ;M + (�

1

; �

2

)�.

{ Tant qu'il existe un fragment de chemin (� � 1; �); (�; �); (�; �+ 1) dans Q tel

que �

1

(�� 1; �+ 1) � �

1

(M), transformer le fragment en (�� 1; �); (�� 1; �+

1); (�; �+ 1) (voir �gure 7.5).

{ P

motif

= Q. �n

Ce algorithme fait un choix non-d�eterministe (\don't care") du fragment o�u on applique

la transformation �el�ementaire, au cas o�u il en existe plusieurs. Toutefois, il est facile de

voir que le syst�eme de transformation est con
uent et que l'algorithme d�etermine de fa�con

unique un chemin-motif.

Par construction du chemin-motif, on a facilement (cf. proposition 7.8) :

Proposition 7.13 Soit � un programme avec a

0

1

> 0 et a

0

2

< 0, et ~� le motif de la contrainte

�

1

. Soit P

motif

le chemin-motif entre un point M quelconque et M + ~� , d�etermin�e par l'al-

gorithme ci-dessus. Consid�erons un point M

0

, tel que M < M

0

< M + ~� . On a :

{ Si le point M

0

est situ�e strictement au-dessous de P

motif

, alors �(M

0

) est strictement

plus faible que �

1

(M).

{ Si le point M

0

est situ�e strictement au-dessus de P

motif

, alors �(M

0

) est strictement

plus fort que �

1

(M).

Exemple 7.14 Reprenons le programme de l'exemple 3.4. Pour ce programme, nous avons

a

0

1

= 2 > 0 et b

0

1

= �3 < 0. Des exemples 7.2 et 7.4, nous savons que �

1

est p�eriodique avec

motif (3,2).

Consid�erons un point M = (�; �). Nous voulons obtenir le chemin-motif P

motif

qui relie

le point M au point M + (3; 2).
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Le chemin Q est initialis�e avec :

�M;M + (1; 0);M + (2; 0);M + (3; 0);M + (3; 1);M + (3; 2)�.

Dans Q, on remplace le point M + (3; 0) par M + (3� 1; 0 + 1) � M + (2; 1). Ceci est

possible car �

1

(M + (2; 1))� �

1

(M). En e�et :

�

1

(M + (2; 1)) � x+ 2�+ 4 > z + 3�

*

�

1

(M) � x+ 2� > z + 3�

On obtient ainsi le chemin Q

0

=�M;M + (1; 0);M + (2; 0);M+ (2; 1);M+ (3; 1);M +

(3; 2)�.

Montrons qu'on ne peut pas appliquer davantage la transformation �el�ementaire de la

�gure 7.4.

{ On ne peut pas remplacer M + (2; 0) par M + (1; 1), car �

1

(M + (1; 1))< �

1

(M). En

e�et :

�

1

(M + (1; 1)) � x+ 2� > z + 3� + 1

+

�

1

(M) � x+ 2� > z + 3�

{ On ne peut pas remplacer M + (3; 1) par M + (2; 2), car �

1

(M + (2; 2))< �

1

(M). En

e�et :

�

1

(M + (2; 2)) � x+ 2� > z + 3� + 2

+

�

1

(M) � x+ 2� > z + 3�

Donc, aucune transformation �el�ementaire ne peut être e�ectu�ee. G�eom�etriquement, ceci

correspond au fait que toute nouvelle transformation ferait couper la droite M -M + (3; 2).

Le chemin-motif P

motif

(voir �gure 7.6) est ainsi �egal �a�M;M +(1; 0);M+(2; 0);M+

(2; 1);M + (3; 1);M + (3; 2)�.

ut
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x+2   +2 > z+3x+2   > z+3

x+2   +1 > z+3

x+2   > z+3   +2x+2  > z+3   +6

x+2   > z+3   +1

x+2   > z+3   +4

x+2   > z+3   +3

x+2   +4 > z+3  

M M+(1,0) M+(2,0) M+(3,0)

M+(3,1)

M+(3,2)M+(2,2)

M+(1,1) M+(2,1)

Fig. 7.6 - Chemin-motif

Pour le cas o�u a

0

1

< 0, l'algorithme pour l'obtention d'un chemin-motif associ�e �a �

1

est :

1. Si b

0

1

< 0:

P

motif

=� M;M + (1; 0);M + (1; 1); : : : ;M + (1; �

2

);M + (2; �

2

); : : : ;M + (�

1

; �

2

)�.

�n

2. Si b

0

1

> 0:

{ Initialiser Q avec le chemin:

�M;M + (1; 0);M + (1; 1); : : : ;M + (1; �

2

);M + (2; �

2

); : : : ;M + (�

1

; �

2

)�.

{ Tant qu'il existe un fragment de chemin (�; � � 1); (�; �); (�+ 1; �) 2 Q tel que

�

1

(�; ��1) � �

1

(M), transformer le fragment en (�; ��1); (�+1; ��1); (�+1; �).

{ P

motif

= Q. �n

7.3

W

-simpli�cation

Dans cette partie, nous pr�esentons une m�ethode bas�ee sur la notion de motif pour e�ec-

tuer l'�etape de

W

-simpli�cation. On se limitera ici �a la classe a

0

1

> 0; a

0

2

< 0; b

0

1

< 0; b

0

2

> 0.

Des r�esultats sym�etriques peuvent être �etablis pour la classe a

0

1

< 0; a

0

2

> 0; b

0

1

> 0; b

0

2

< 0.
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D'apr�es la proposition 7.3, comme a

0

1

> 0 et a

0

2

< 0, la contrainte �

1

est p�eriodique et

le motif associ�e �a cette contrainte est (

�a

0

2

pgcdf�a

0

2

; a

0

1

g

;

a

0

1

pgcdf�a

0

2

; a

0

1

g

).

On notera a

00

1

=

a

0

1

pgcdf�a

0

2

; a

0

1

g

et a

00

2

=

a

0

2

pgcdf�a

0

2

; a

0

1

g

. Donc, le motif associ�e �a �

1

et

(�a

00

2

; a

00

1

).

Le chemin-motif P

motif

associ�e �a ce motif est donn�e par l'algorithme de la sous-partie 7.2.

Lemme 7.15 Soit � un programme avec coe�cients a

0

1

< 0; a

0

2

> 0; b

0

1

> 0; b

0

2

< 0. Etant

donn�e un chemin P, soit M

h

= (�

1

; �

2

) le point o�u on trouve la contrainte horizontale la

plus forte de P. On a �

1

a

0

1

+ �

2

a

0

2

� 0.

Preuve : Soit M

0

= (0; �) le point de P o�u le premier pas en x de P apparâ�t. On a :

�

1

(�

1

; �

2

) = �

1

(0; 0)+ �

1

a

0

1

+ �

2

a

0

2

:

�

1

(0; 0) � �

1

(0; �) ( car a

0

2

< 0):

)

=) �

1

(�

1

; �

2

) � �

1

(0; �) + �

1

a

0

1

+ �

2

a

0

2

.

Comme �

1

(�

1

; �

2

) est la contrainte horizontale la plus forte de P , il s'ensuit que �

1

a

0

1

+

�

2

a

0

2

� 0. ut

Corollaire 7.16 Soit � un programme avec coe�cients a

0

1

< 0; a

0

2

> 0; b

0

1

> 0; b

0

2

< 0 et

M

h

= (�

1

; �

2

) le point o�u on trouve la contrainte horizontale la plus forte d'un chemin P.

La ligne droite que relie les points avec contrainte �

1

(M

h

) coupe l'axe 0Y , passant par (0; 0),

en un point de coordonn�ees (0; y

0

), avec y

0

� 0.

Preuve : Soit M = (�

1

; �

2

). Le coe�cient angulaire de la ligne qui relie les points avec

contrainte �

1

(M

h

) est

�a

0

2

a

0

1

. D'apr�es le lemme 7.15, on a �

1

a

0

1

+ �

2

a

0

2

� 0. Il s'ensuit que la

ligne qui relie les points avec contrainte �

1

(M

h

) coupe l'axe 0Y , passant par le point (0; 0),

en un point de coordonn�ees (0; y

0

), avec y

0

� 0. Remarquons que y

0

n'est pas n�ecessairement

un entier. ut

Th�eor�eme 7.17 Pour un programme � avec a

0

1

> 0; a

0

2

< 0; b

0

1

< 0; b

0

2

> 0, la forme des

chemins en S

0

(�; �) est repr�esent�ee dans la �gure 7.7.
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Chemin−Motif 

Chemin−Motif 
prefixe du

suffixe du
Chemin−Motif 

Chemin−Motif 

Chemin−Motif 
prefixe du

suffixe du
Chemin−Motif 

Fig. 7.7 - Forme des chemins en S

0

(�; �)

Preuve : Etant donn�e un chemin quelconque P de S(�; �), on construira un chemin P

0

de la forme repr�esent�ee dans la �gure 7.7, tel que la contrainte globale de P

0

subsume la

contrainte globale de P .

Construction du chemin P

0

:

D'apr�es la proposition 7.3, la contrainte �

1

de la r�egle R

1

de � est p�eriodique avec motif

(�a

00

2

; a

00

1

). Soit P

motif

le chemin-motif associ�e �a cette contrainte et soit M

h

le point de P o�u

la contrainte horizontale la plus forte de P apparâ�t.

Le chemin P

0

est obtenu (voir �gure 7.10) de la fa�con suivante :

{ Au-dessus du pointM

h

, on compose le chemin-motif P

motif

, en partant du pointM

h

et

en remontant vers l'origine (0,0). Cela d�etermine le point N quand on rencontre l'axe

0Y (voir �gure 7.8 �a gauche) ou l'axe 0X (voir �gure 7.8 �a droite).

Toutefois, par le corollaire 7.16, la situation illustr�ee dans la �gure 7.8 �a droite ne se

produit jamais. Par cons�equent, N est le point de P

0

o�u on trouve le premier pas en

x.

{ On relie le point (0,0) et le point N (si N 6= (0; 0)) par des pas en y.

{ En dessous du point M

h

, on compose �egalement le chemin-motif P

motif

, en partant du

point M

h

et en descendant vers le point (�; �). Cela d�etermine le point Q quand on
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Chemin−Motif 

point N

point M P

(0,0)

suffixe du
Chemin−Motif 

Chemin−Motif 

suffixe du
Chemin−Motif (0,0)

point M P

point N

h
h

Fig. 7.8 - Partie sup�erieure de P

0

rencontre la ligne droite OY qui passe par (�; �) (voir �gure 7.9 �a droite), ou la ligne

droite 0X qui passe par (�; �) (voir �gure 7.9 �a gauche).

point M P

(  ,   )

point Q

Chemin−Motif 

Chemin−Motif 
prefixe du

(  ,   )

Chemin−Motif 

Chemin−Motif 
prefixe du

point Q

point M P

h

h

Fig. 7.9 - Partie inf�erieure de P

0

Le point Q peut être ainsi situ�e soit �a gauche, soit au-dessus du point (�; �).

{ Si le point Q est situ�e �a gauche de (�; �), on relie ces deux points par des pas en x

(voir �gure 7.10 �a gauche). Si le point Q est situ�e au-dessus de (�; �), on relie ces deux

points par des pas en y (voir �gure 7.10 �a droite).

On notera par P

0

1

la partie de P

0

entre les points (0,0) et le point N , par P

0

2

la partie

de P

0

entre les points N et Q et le point N et par P

0

3

la partie de P

0

entre les points Q et

(�; �).

Preuve de �

P

) �

P

0
:
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Chemin−Motif 

Chemin−Motif 
prefixe du

suffixe du
Chemin−Motif 

point Q

point M P

Chemin−Motif 

Chemin−Motif 
prefixe du

(  ,   )

(  ,   )

point M P

point Q

point N

(0,0) (0,0)

suffixe du
Chemin−Motif 

point N

h h

Fig. 7.10 - Chemin P

0

dans sa totalit�e

Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte globale

de P

0

. Cela est fait en montrant que :

1. �

1

P

0

= �

1

(M

h

).

2. �

2

P

) �

2

P

0

{ Preuve de �

1

P

0

= �

1

(M

h

). Entre les points N et Q, la conjonction �

1

P

0

2

�equivaut �a

�

1

(M

h

), par la propri�et�e caract�eristique du chemin-motif (d'apr�es la proposition 7.12).

Si le point Q est situ�e au-dessus du point (�; �), tous les pas en x de P

0

se trouvent

entre les points N et Q. Il s'ensuit que �

1

P

0

�equivaut �a �

1

(M

h

).

Si le point Q est situ�e �a gauche du point (�; �), apr�es le point Q on trouve une

s�equence de pas en x. Comme 8�; � �

1

(�; �)) �

1

(�; � + 1) (a

0

1

� 0), la conjonction

�

1

P

0

3

�equivaut �a �

1

(Q). Il s'ensuit que �

1

P

0

�equivaut �a �

1

(M

h

) ^ �

1

(Q), qui �equivaut

lui-même �a �

1

(M

h

) (car M

h

et Q appartiennent �a un même chemin-motif, et �

1

(M

h

)

est la contrainte horizontale la plus forte par construction).

Comme �

1

(M

h

) est une contrainte de P , il en resulte que �

1

P

) �

1

P

0

.

{ Preuve de �

2

P

) �

2

P

0

. Comme 8�; � �

2

(� + 1; �) ) �

2

(�; �) (b

0

1

� 0), si toutes

les contraintes verticales de P sont situ�ees �a droite du chemin P

0

, la conjonction
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�

2

P

0

subsume �

2

P

(tout segment vertical de P aura une contrainte plus forte que sa

projection sur P

0

).

On montre �a pr�esent qu'en e�et : les points de P o�u il y a des pas en y sont

situ�es �a droite de P

0

. Supposons, par l'absurde, qu'il existe un point R de P

o�u il y a des pas en y et que R soit situ�e �a gauche de P

0

.

Soit R

0

le point o�u on trouve le premier pas en x de P apr�es le point R. On

distinguera deux cas :

1. R

0

est situ�e �a l'int�erieur d'un motif (voir �gure 7.11). Soit M

0

h

le point

d'o�u le chemin-motif associ�e part (�

1

(M

0

h

) = �

1

(M

h

)).

D'apr�es la proposition 7.13, comme R

0

est situ�e au-dessous d'un chemin-

motif, �

1

(R

0

) < �

1

(M

0

h

) = �

1

(M

h

). D'autre part, comme M

h

est le

point o�u on trouve la contrainte horizontale la plus forte de P , on a

�

1

(R

0

) � �

1

(M

h

). Ces deux faits sont en contradiction.

2. R

0

n'est pas situ�e �a l'int�erieur d'un motif (voir �gure 7.12). Dans ce cas,

nous consid�ererons un point R

00

qui est situ�e �a droite et sur le même axe

0X que R

0

, et tel que R

00

soit situ�e �a l'int�erieur d'un chemin-motif. Soit

M

0

h

le point d'o�u le chemin-motif associ�e part (�

1

(M

0

h

) = �

1

(M

h

)). Nous

avons �

1

(R

0

) < �

1

(R

00

) (a

0

1

> 0).

D'apr�es la proposition 7.13, �

1

(R

00

) < �

1

(M

0

h

) = �

1

(M

h

). Par cons�e-

quent, �

1

(R

0

) < �

1

(M

h

). D'autre part, comme M

h

est le point o�u on

trouve la contrainte horizontale la plus forte de P , on a �

1

(R

0

) � �

1

(M

h

).

Ces deux faits sont en contradiction.

P ’Chemin−motif 
point M ’

h

point R

point R’

PChemin 

dans

Fig. 7.11 -

ut

Proposition 7.18 Soit P

0

un chemin de l'une des formes repr�esent�ees dans la �gure 7.7.

Le chemin P

0

peut être repr�esent�e aussi par une des formes donn�ees dans la �gure 7.13 : un
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point R’’

P ’Chemin−motif 
point M ’

h

point R

point R’

PChemin 

dans

Fig. 7.12 -

(  ,   )

Motif pour
1

point Q

point N

(0,0)

Sous−Motif

1
pour

(  ,   )
Motif pour

1

point Q

point N

(0,0)

Sous−Motif

1
pour

point N

point N

1

2

point N
2

point N
1

Fig. 7.13 - Repr�esentation des chemins S

0

(�; �)

chemin vertical, suivi d'une s�erie de motifs, suivie d'un sous motif et d'un chemin horizontal

(ou vertical).

Notons que le sous-motif n'apparait plus qu'une seule fois (en �n de chemin de P

0

).

Preuve : Soit N le point d'o�u est issu le premier pas en x de P

0

etN

i

le point N+i(�a

00

2

; a

00

1

),

o�u (�a

00

2

; a

00

1

) est la p�eriode de la contrainte �

1

. Pour que P

0

ait une des formes donn�ees dans

la �gure 7.13, il su�t de prouver que les points N

1

, N

2

, : : : appartiennent �a P

0

. Ceci vient

du fait qu'on peut toujours faire \commuter" le su�xe d'un chemin-motif avec une s�erie de

motifs (voir �gure 7.14).
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Chemin−Motif 

suffixe du
Chemin−Motif 

suffixe du
Chemin−Motif 

Repetition d’un chemin 
      du motif

Fig. 7.14 - \Commutation" des chemins

ut

De fa�con analogue :

Proposition 7.19 Soit P

0

un chemin de l'une des formes repr�esent�ees dans la �gure 7.7.

Le chemin P

0

peut aussi être repr�esent�e par l'une des formes donn�ees dans la �gure 7.15 : un

chemin vertical, suivi d'un sous-motif, suivi d'une s�erie de motifs, et d'un chemin horizontal

(ou vertical).

Motif pour
1

point Q

(  ,   )

point N

(0,0)

Sous−Motif

1
pour

Motif pour
1

point Q

(  ,   )

point N

(0,0)

Sous−Motif

1
pour

Fig. 7.15 - Repr�esentation des chemins S

0

(�; �)
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Notons que dans ce cas, le sous-motif apparait uniquement au d�ebut du chemin.

Exemple 7.20 Soit �

6

le programme :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ 2; y � 3; z � 2) :� x � 0; p(x; y; z) r�egle R

1

p(x� 3; y + 5; z + 1) :� y � 0; p(x; y; z) r�egle R

2

La contrainte en �

1

est p�eriodique avec motif (3,2) (voir �gure 7.16).

point M

point
M + (3,2)

�

1

(M) = �

1

(M + (3; 2))

Fig. 7.16 - Motif pour �

1

Tout chemin entre les points (0; 0) et (�; �) est subsum�e par un chemin de la forme

repr�esent�ee dans la �gure 7.17.

Motif pour
1

Motif pour
1

Sous−motif pour 
1

Sous−motif pour 
1

Fig. 7.17 -

7.4

V

-simpli�cation

Dans cette partie, nous e�ectuons l'�etape de

V

-simpli�cation pour un programme dans

la classe a

0

1

> 0; a

0

2

< 0; b

0

1

< 0; b

0

2

> 0. Des r�esultats sym�etriques peuvent être �etablis pour

la classe a

0

1

< 0; a

0

2

> 0; b

0

1

> 0; b

0

2

< 0.
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Pour e�ectuer la

V

-simpli�cation pour les cas \di�ciles", il faut d'abord �etudier le

comportement de la contrainte �

2

de la r�egle R

2

par rapport au motif de la contrainte

p�eriodique �

1

.

D�e�nition 7.21 (Monotonicit�e P�eriodique) Soit ~� une p�eriode pour la contrainte �

k

.

Nous disons que la contrainte �

j

(k 6= j) est p�eriodiquement croissante (resp. p�eriodique-

ment d�ecroissante) ssi �

j

(M) � �

j

(M + ~�) (resp. �

j

(M) � �

j

(M + ~�)). La contrainte

�

j

est p�eriodiquement monotone ssi �

j

est p�eriodiquement croissante ou p�eriodiquement

d�ecroissante.

Pour un programme � avec a

0

1

> 0; a

0

2

< 0; b

0

1

< 0; b

0

2

> 0, nous avons :

Proposition 7.22 (Monotonicit�e P�eriodique de �

2

)

- Ou bien 8 �; � �

2

(�; �) � �

2

(�� a

0

2

; � + a

0

1

).

- Ou bien 8 �; � �

2

(�; �) < �

2

(�� a

0

2

; � + a

0

1

).

Dans le premier cas, �

2

est p�eriodiquement croissante et dans le deuxi�eme p�eriodique-

ment strictement d�ecroissante.

La p�eriodicit�e monotone est caract�eris�ee alg�ebriquement par :

Proposition 7.23

- �

2

est p�eriodiquement croissante pour le motif de �

1

ssi a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

� 0.

- �

2

est p�eriodiquement strictement d�ecroissante pour le motif de �

1

ssi a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

< 0.

Grâce �a la d�e�nition de p�eriodicit�e monotonique, il est facile d'e�ectuer l'�etape de

V

-

simpli�cation. Ceci est formalis�e par les propositions suivantes :

Proposition 7.24 Soit � un programme de contrainte p�eriodique �

1

, et de contrainte �

2

p�eriodiquement croissante par rapport �a �

1

(a

0

1

> 0; a

0

2

< 0; b

0

1

< 0; b

0

2

> 0, a

0

1

b

0

2

�a

0

2

b

0

1

� 0).

La contrainte horizontale la plus forte d'un chemin P en S

0

(�; �) est situ�ee en un point du

premier motif de ce chemin. La contrainte verticale la plus forte d'un chemin P en S

0

(�; �)

est situ�ee en (0,0) ou en un point du premier motif de ce chemin. Les positions possibles

pour ces contraintes sont renforc�ees par un trait plus �epais dans la �gure 7.18.
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(  ,   )

Motif pour
1

(0,0)

Sous−Motif

1
pour

(  ,   )
Motif pour

1

(0,0)

Sous−Motif

1
pour

point N

point N

Fig. 7.18 - Contraintes plus fortes des chemins S

0

(�; �)

Proposition 7.25 Soit � un programme de contrainte p�eriodique �

1

, et de contrainte �

2

p�eriodiquement srictement d�ecroissante par rapport �a �

1

( a

0

1

> 0; a

0

2

< 0; b

0

1

< 0; b

0

2

> 0,

a

0

1

b

0

2

�a

0

2

b

0

1

< 0). La contrainte horizontale la plus forte d'un chemin P en S

0

(�; �) est situ�ee

en un point du dernier motif de ce chemin. La contrainte verticale la plus forte d'un chemin

P en S

0

(�; �) est situ�ee en (0; 0) ou en un point du dernier motif de ce chemin. Les positions

possibles pour ces contraintes sont renforc�ees par un trait plus �epais dans la �gure 7.19.

Motif pour
1

(  ,   )

(0,0)

Sous−Motif

1
pour

Motif pour
1 (  ,   )

(0,0)

Sous−Motif

1
pour

Fig. 7.19 - Contraintes plus fortes des chemins S

0

(�; �)

Montrons ensuite qu'une formalisation arithm�etique pour �(�; �) d�ecoule des proposi-

tions 7.24 et 7.25. Nous nous limiterons au cas o�u �

2

est p�eriodiquement croissante par
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rapport �a �

1

(a

0

1

b

0

2

�a

0

2

b

0

1

� 0). Le cas o�u o�u �

2

est p�eriodiquement strictement d�ecroissante

par rapport �a �

1

(a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

< 0) est analogue.

On notera par

b

�[N N

0

] la disjonction des contraintes globales de tous les chemins

entre les points N et N

0

. Remarquons que �(N) =

b

�[(0; 0) N ].

Th�eor�eme 7.26 Soit � un programme avec une contrainte p�eriodique �

1

, et une contrainte

�

2

p�eriodiquement croissante par rapport �a �

1

(a

0

1

> 0; a

0

2

< 0; b

0

1

< 0; b

0

2

> 0, a

0

1

b

0

2

�a

0

2

b

0

1

�

0). La formule �(�; �) est �equivalente �a une formule arithm�etique.

Preuve : Par d�e�nition, �(�; �) =

W

P2S(�;�)

�

P

.

Par le th�eor�eme 7.17 et la proposition 7.18, �(�; �) �

W

P2S

0

(�;�)

�

P

, o�u les chemins en

S

0

(�; �) ont la forme repr�esent�ee dans la �gure 7.13.

Soit P un chemin quelconque de S

0

(�; �) et soit N = (0; �) le point de P o�u on trouve

le premier pas de x. Le motif associ�e �a �

1

est (�

1

; �

2

), avec �

1

= �a

00

2

et �

2

= a

00

1

.

Pour le calcul de �(�; �), on distinguera deux situations :

1. On peut placer un chemin-motif entre les points N et (�; �). Alg�ebriquement, ceci

correspond �a : N + (�

1

; �

2

) � (�; �)

2. On ne peut pas placer un chemin-motif entre les points N et (�; �). Cela est le cas

quand il y a moins de �

1

pas en x entre N et (�; �), ou moins de �

2

pas en y entre ces

mêmes points. Alg�ebriquement, ceci correspond �a : �

1

< � ou �

2

+ � < �.

Situation 1 : D'apr�es la proposition 7.24, la contrainte horizontale la plus forte de P

est situ�ee en un pont entre N et N + (�

1

; �

2

). La contrainte verticale la forte de P est situ�ee

en (0,0) ou bien en un point entre N et N + (�

1

; �

2

) (voir �gure 7.18).

Formellement :

�(�; �) = 9� � 0 (

b

�[(0; 0) (0; �)] ^

b

�[(0; �) (�

1

; �

2

+ �)].

La composante

b

�[(0; 0) (0; �)] repr�esente la contrainte du chemin entre (0,0) et N .

La composante

b

�[(0; �) (�

1

; �

2

+ �)] repr�esente la contrainte des chemins entre N et N +

(�

1

; �

2

).

En d�ecomposant � � 0 en � = 0 et � > 0, et en tenant compte de ce que :
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b

�[(0; 0) (0; 0)] = vrai, et

b

�[(0; 0) (0; �)] = �

2

(0; 0), pour tout � > 0,

on a :

�(�; �) =

b

�[(0; 0) (�

1

; �

2

)] _ (�

2

(0; 0) ^ 9� > 0 (

b

�[(0; �) (�

1

; �

2

+ �)] ) ). (?)

La formule 9� > 0 (

b

�[(0; �) (�

1

; �

2

+ �)] ) est born�ee, car il existe

(�

2

+ �

1

)!

�

2

!� �

1

!

chemins

entre les points (0; �) et (�

1

; �

2

+ �).

Par cons�equent, la disjonction �(�; �) des contraintes globales de tous les chemins entre

(0; 0) et (�; �) est �equivalente �a une formule arithm�etique �nie.

Situation 2 : Cette situation correspond au cas o�u il y a moins de �

1

pas en x entre N

et (�; �) ou moins de �

2

pas en y entre ces points. Alg�ebriquement ceci correspond �a : �

1

< �

ou �

2

+ � < �. Le chemin P aura donc une des formes repr�esent�ees dans la �gure 7.20.

point Npoint N

point N
1

point N
1

21
point N+(   ,    )

21
point N+(   ,    )

Fig. 7.20 -

Soit (�

0

1

; �

0

2

) un sous motif de (�

1

; �

2

), et soit N

1

= N + (�

0

1

; �

0

2

).

Le calcul de �(�; �) se fait de fa�con analogue �a celui de la situation 1 :

�(�; �) = 9�; �

0

1

; �

0

2

� 0 ( (�

0

1

< �

1

_�

0

2

< �

2

) ^

b

�[(0; 0) (0; �)] ^

b

�[(0; �) (�

0

1

; �

0

2

+�)] ).

En d�ecomposant � � 0 en � = 0 et � > 0, et en tenant compte de ce que :

b

�[(0; 0) (0; 0)] = vrai et

b

�[(0; 0) (0; �)] = �

2

(0; 0), pour � > 0,

on a :

�(�; �) = 9�

0

1

; �

0

2

� 0 ( (�

0

1

< �

1

_ �

0

2

< �

2

) ^ (

b

�[(0; 0) (�

0

1

; �

0

2

)] _

(�

2

(0; 0) ^ 9� > 0

b

�[(0; �) (�

0

1

; �

0

2

+ �)] ) ) ). (??)
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Pour des raisons analogues au cas de la situation 1, l'expression �(�; �) est �equivalente

�a une formule arithm�etique �nie.

ut

Dans la pratique, pour la situation 2, on calculera la contrainte globale de tous les

chemins correspondant �a di��erentes valeurs de �

0

1

et �

0

2

, et ensuite on prendra la disjonction

de ces contraintes. Ceci est illustr�e dans l'exemple 7.27.

Exemple 7.27 (Suite de l'exemple 7.20) Consid�erons le programme �

6

. Nous avons

prouv�e que tout chemin entre (0,0) et (�; �) est subsum�e par un chemin ayant une forme

repr�esent�ee dans la �gure 7.17.

Soit P un de ces chemins et le N = (0; �) le premier pas en x de P .

Les situations suivantes peuvent se produire :

1. On peut placer un chemin-motif associ�e au motif (3,2), entre (0; �) et (�; �). Alg�ebri-

quement, ceci correspond au cas o�u (3; 2+ �) � (�; �).

2. Il n'y a pas assez de pas en x ou assez de pas en y entre (0; �) et (�; �), pour placer un

chemin du motif (3,2). Alg�ebriquement, ceci correspond au cas o�u (� < 3_2+� < �).

Dans le premier cas, le chemin P peut avoir une des formes repr�esent�ees dans la �gure

7.21. A la �gure 7.22, nous repr�esentons les contraintes entre les points (0; �) et (3; 2 + �)

des di��erentes formes possibles de P .

Dans le deuxi�eme cas, le chemin P peut avoir une des formes repr�esent�ees dans la �gure

7.23 ou 7.24.

Soit P

i

un chemin de la forme i, represent�e au �gures 7.21, 7.23 et 7.24, et �

P

i

la

contrainte du chemin P

i

entre N et (�; �).

Nous avons donc, en utilisant le fait que �

2

(0; 0) � y � 0 et en utilisant les formules (?)

et (??) ci-dessus :
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point N

(0,0)

point N
1

(0,0) (0,0)

point N point N

point N
1 point N

1

point N2
point N2 point N2

Forme 1 Forme 2 Forme 3

Fig. 7.21 - Di��erentes formes de P pour la situation 1

x−3v−1>0

y+5v−3>0

x−3v+1>0

y+5v−4>0

x−3v>0

point N
1

point Nx−3v+2>0

y+5v−4>0

x−3v+1>0

y+5v−6>0

x−3v>0point N

point N
1

x−3v−2>0

y+5v−1>0

x−3v−1>0

y+5v−3>0

x−3v>0point N

point N
1

Fig. 7.22 - Di��erentes formes de P entre les points N = (0; �) et N

1

= (3; 2 + �)

�

P

1

= y + 5� � 6 � 0 ^ x� 3� � 0

�

P

2

= y + 5� � 3 � 0 ^ x� 3� � 2 � 0

�

P

3

= y + 5� � 4 � 0 ^ x� 3� � 1 � 0

�

P

4

= x� 3� � 0 ^ � = �

�

P

5

= y + 5� � 6 � 0 ^ x� 3� � 0 ^ � + 1 = �

�

P

6

= y + 5� � 3 � 0 ^ x� 3� � 1 � 0 ^ � + 1 = �

�

P

7

= � = 0

�

P

8

= y + 5� � 3 � 0 ^ x� 3� � 0 ^ � = 1

�

P

9

= y + 5� � 6 � 0 ^ x� 3� � 0 ^ � = 2

�

P

10

= y + 5� � 3 � 0 ^ x� 3� � 1 � 0 ^ � = 2
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x−3v+2>0

y+5v−6>0

x−3v>0

x−3v−1>0

y+5v−3>0

x−3v>0

x−3v>0

point N

(0,0) (0,0) (0,0)

point N

point N

(   ,   )

(   ,   +1) (   ,   +1)

Forme 4 Forme 5 Forme 6

Fig. 7.23 - Di��erentes formes de P pour la situation 2

La formule �(�; �), pour � > 0 et � > 0, est �equivalente �a :

{ Pour (3; 2 + �) � (�; �) :

�(�; �) � 9� ( (� = 0 _ ( � > 0 ^ y � 0) ) ^ (�

P

1

_ �

P

2

_ �

P

3

) ).

{ Pour � < 3 _ 2 + � < �:

�(�; �) � 9� ( (� = 0_(� > 0^y � 0) ) ^ ( ( �

P

4

_�

P

5

_�

P

6

_�

P

7

_�

P

8

_�

P

9

_�

P

10

) ) ):

ut
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y+5v−3>0

x−3v>0
x−3v+2>0

y+5v−6>0

x−3v>0

y+5v−1>0

x−3v−1>0

y+5v−3>0

x−3v>0

point N

(0,0) (0,0) (0,0)

point N
point N

(0,0)

y> 0

(0,  ) (2,   )(1,   ) (2,   )

Forme 7 Forme 8 Forme 9 Forme 10

Fig. 7.24 - Di��erentes formes de P pour la situation 2
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Chapitre 8

Deux R�egles R�ecursives avec

Egalit�e

Dans ce chapitre, on expliquera comment adapter notre m�ethode pour exprimer le r�e-

sultat de l'�evaluation ascendante de programmes avec contraintes d'�egalit�e, par une formule

arithm�etique (�nie).

Les programmes que nous consid�erons sont ainsi de la forme :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ a

1

; y + b

1

; z + c

1

) :� �

1

(x; y; z); p(x; y; z) r�egle R

1

p(x+ a

2

; y + b

2

; z + c

2

) :� �

2

(x; y; z); p(x; y; z) r�egle R

2

o�u a

1

; a

2

; b

1

; b

2

; c

1

; c

2

2 Z, �(x; y; z) est une formule arithm�etique lin�eaire, �

1

(x; y; z)

repr�esente la contrainte d

1

x + e

1

y + f

1

z + g

1

� 0 et �

2

(x; y; z) repr�esente la contrainte

d

2

x+ e

2

y + f

2

z + g

2

= 0, avec d

k

; e

k

; f

k

; g

k

2Zet k 2 f1; 2g.

Le cas o�u les deux contraintes contiennent simultan�ement des signes d'�egalit�e se traite

de fa�con analogue.

Le calcul de �(�; �), pour � = 0 ou � = 0, ne pose pas de grandes di�cult�es. Pour le cas

o�u � 6= 0 et � 6= 0, nous consid�ererons quatre classes de programmes, selon une propri�et�e

d'invariance de la contrainte.

D�e�nition 8.1 Soit � un programme de la forme ci-dessous. La contrainte �

2

est inva-
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riante par rapport �a la r�egle R

1

(resp.R

2

) ssi d

2

a

1

+e

2

b

1

+f

2

c

1

= 0 (resp. d

2

a

2

+e

2

b

2

+f

2

c

2

=

0).

Rappelons que b

0

1

= d

2

a

1

+ e

2

b

1

+ f

2

c

1

et b

0

2

= d

2

a

2

+ e

2

b

2

+ f

2

c

2

.

Les quatre classes de programmes que nous consid�erons sont :

1. Programmes o�u la contrainte �

2

est invariante par rapport �a R

2

, mais pas par rapport

�a R

1

(b

0

2

= 0 et b

0

1

6= 0).

2. Programmes o�u la contrainte �

2

est invariante par rapport �a R

1

, mais pas par rapport

�a R

2

(b

0

1

= 0 et b

0

2

6= 0).

3. Programmes o�u la contrainte �

2

est simultan�ement invariante par rapport �a R

1

et R

2

(b

0

1

= 0 et b

0

2

= 0).

4. Programmes o�u la contrainte �

2

n'est ni invariante par rapport �a R

1

ni invariante par

rapport �a R

2

(b

0

1

6= 0 et b

0

2

6= 0).

Nous montrerons comment appliquer notre approche g�eom�etrique sur un exemple de la

premi�ere classe. Notre approache est appliqu�ee de fa�con similaire pour les autres classes.

Exemple 8.2 Soit �

7

le programme :

p(x; y; z) :� �(x; y; z):

p(x+ 1; y; z) :� x � z; p(x; y; z):

p(x+ 1; y; z + 1) :� x = z; p(x; y; z):

On a :

a

0

1

= d

1

a

1

+ e

1

b

1

+ f

1

c

1

= 1� 1 + 0� 0 + (�1)� 0 = 1

a

0

2

= d

1

a

2

+ e

1

b

2

+ f

1

c

2

= 1� 1 + 0� 0 + (�1)� 1 = 0

b

0

1

= d

2

a

1

+ e

2

b

1

+ f

2

c

1

= 1� 1 + 0� 0 +�1� 0 = 1

b

0

2

= d

2

a

2

+ e

2

b

2

+ f

2

c

2

= 1� 1 + 0� 0 +�1� 1 = 0

La contrainte x = z est invariante par rapport �a R

2

(car b

0

1

6= 0 et b

0

2

= 0), mais pas par

rapport �a R

1

. Cela signi�e qu'une fois qu'on a appliqu�e la r�egle R

1

(apr�es une application

de la r�egle R

2

), la contrainte x = z ne sera plus jamais satisfaite et qu'on ne pourra donc
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(0,0) 1
(0,0)

2

(0,0)

(0,0)

1

2
1

fois regle R

fois regle R
1

(0,   )

fois regle R
2

(0,   )

fois regle R
2

(   ,   )

1
fois regle R

(   ,   )(   ,   )

La contrainte verticale vaut

(   ,0)

(   ,0)

Fig. 8.1 -

plus appliquer la r�egle R

2

�a nouveau. Ceci signi�e que toutes les s�equences d'application des

r�egles R

1

et R

2

sont de la forme (voir �gure 8.1) :

R

�

1

R

�

2

R

���

1

Pour appliquer la r�egle R

2

apr�es � applications de R

1

, la contrainte �

2

(�; 0) (c'est-�a-

dire, x+ � = z) doit être satisfaite. En plus, comme pour �

1

les implications de contraintes

sont !+ (car a

0

1

� 0 et a

0

2

� 0), la contrainte �

1

est monotoniquement croissante. Donc, la

contrainte �

1

la plus forte est celle du premier pas en x du chemin.

Soit P un chemin entre les points (0,0) et (�; �). Il y a deux cas �a consid�erer :

Cas 1 : Le chemin P commence par un pas en x (voir �gure 8.1, �a gauche).

Cas 2 : Le chemin P commence par un pas en y (voir �gure 8.1, �a droite).

Evaluation de �(�; �), pour � > 0 et � > 0 :

Cas 1 : �(�; �) � �

1

(0; �) ^ �

2

(0; 0), c'est-�a-dire, ici : x � z ^ x = z.

Cas 2 : �(�; �) � �

1

(0; 0)^ 9� (0 < � � � ^ �

2

(�; 0)), c'est-�a-dire, ici : x � z ^ 9� (0 < � �

� ^ x+ � = z).

Il s'ensuit que �(�; �), pour � > 0 et � > 0, �equivaut �a (�

1

(0; �)^�

2

(0; 0)) _ ( �

1

(0; 0)^

9� (0 < � � �^�

2

(�; 0) ) ), c'est-�a-dire, (x � z^x = z)_( x � z^9� (0 < � � �^x+� = z) ).

Cette expression se simpli�e en x � z.
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Evaluation de �(�; �), pour � = 0 ou � = 0 :

�(0; 0) � vrai.

�(�; 0) � x � z, pour � > 0.

�(0; �) � x = z, pour � > 0.

Rappelons qu'un atome p(u; v; w) est engendr�e par l'�evaluation ascendante ssi :

9 �; �; x; y; z ( � � 0 ^ � � 0 ^ � � 0 ^ u = x+ �a

1

+ �a

2

^ v = y + �b

1

+ �b

2

^

w = z + �c

1

+ �c

2

+ ^ �(x; y; z) ^ �(�; �).

Ici a

1

= 1, a

2

= 0, a

3

= 0, b

1

= 1, b

2

= 0 et b

3

= 1, donc p(u; v; w) ssi :

9�; �; x; y; z � � 0^� � 0 ^ u = x+�+ � ^ v = y ^ w = z+� ^ �(x; y; z) ^ �(�; �).

En rempla�cant �(�; �) par sa valeur et en �eliminant les variables x, y et z, quanti��ees

existentiellement, on obtient p(u; v; w) ssi :

�(u; v; w) _9� ( � > 0^�(u��; v; w) ^u � w+�)_9� ( � > 0^�(x��; v; w��) ^u =

w) _ 9�; � ( � > 0 ^ � > 0 ^�(x� �� �; u; v; w� �) ^ u � w + �)

Ou de fa�con plus concise :

�(u; v; w) _ 9�; � ( � � 0 ^ � � 0 ^ �(x� �� �; u; v; w� �) ^ u � w + �)

ut



139

Chapitre 9

Trois R�egles R�ecursives - Cas

Simples

Dans ce chapitre, on montrera comment e�ectuer des

W

-simpli�cations pour certaines

classes de programmes avec trois r�egles r�ecursives.

Comme dans les cas simples de deux r�egles r�ecursives, la

W

-simpli�cation sera la cons�e-

quence d'une certaine combinaison de sens d'implications de contraintes.

Dans les cinq parties suivantes, nous consid�ererons des combinaisons de sens d'impli-

cations de contraintes pour lesquelles la forme des chemins de S

0

(�; �; �) ne d�epend que

de la matrice caract�eristique du programme, c'est-�a-dire, des signes de a

0

k

, b

0

k

et c

0

k

. Nous

verrons dans les chapitres 10, 11 et 12, qu'en g�en�eral, la forme des chemins de S

0

(�; �; �)

sera d�etermin�ee par des relations plus complexes sur a

0

k

, b

0

k

et c

0

k

.

Les cas que nous �etudierons dans ce chapitre ne sont pas disjoints : ainsi il pourra se

trouver que la forme des chemins en S

0

(�; �; �) pour un programme puisse parfois être

obtenue de plusieurs mani�eres di��erentes.

9.1 Cas Simple 1

Proposition 9.1 Pour un programme � avec a

0

2

� 0, a

0

3

� 0, b

0

1

� 0 et c

0

1

� 0 (cor-

respondant �a des implications de contraintes comme celles repr�esent�ees dans la �gure 9.1 �a
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gauche), les chemins dans l'ensemble S

0

(�; �; �) sont tous de la forme repr�esent�ee �a la �gure

9.1 �a droite.

(0,0,0)(0,0,0)

(   ,   ,   )(   ,   ,   )

point S

plan de projection

Fig. 9.1 - Cas o�u a

0

2

� 0, a

0

3

� 0, b

0

1

� 0 et c

0

1

� 0

Preuve : Consid�erons un chemin P reliant les points (0,0,0) et (�; �; �). Nous voulons

construire un chemin P

0

, de la forme repr�esent�ee �a la �gure 9.1 �a droite, tel que la contrainte

globale �

P

soit subsum�ee par la contrainte globale �

P

0

.

Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

est obtenu de la fa�con suivante :

{ En partant de (0; 0; 0), on e�ectue une s�equence de pas en x jusqu'�a rencontrer le plan

0YZ qui passe par le point (�; �; �). Cette intersection d�etermine le point S.

{ On projette le chemin P sur le plan 0YZ qui passe par le point (�; �; �). Cette projection

relie les points S et (�; �; �).

On obtient ainsi le chemin P

0

.

Preuve de �

P

) �

P

0
:

Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte globale

de P

0

. Cela se fait de la mani�ere suivante :

1. �

1

P

) �

1

P

0
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2. �

2

P

) �

2

P

0

3. �

3

P

) �

3

P

0

{ Preuve de �

1

P

) �

1

P

0

: Comme 8�; �; 
 �

1

(�; � + 1; 
)) �

1

(�; �; 
) (a

0

2

� 0) et

8�; �; 
 �

1

(�; �; 
+1)) �

1

(�; �; 
+1) (a

0

3

� 0), chaque contrainte �

1

(�; 0; 0) de P

0

est plus faible que la �

1

(�; �; �) de P . Par cons�equent, �

1

P

) �

1

P

.

{ Preuve de �

2

P

) �

2

P

0

: Comme 8�; �; 
 �

2

(�; �; 
) ) �

2

(� + 1; �; 
) (b

0

1

� 0),

en projetant chaque segment vertical de P sur le plan 0YZ qui passe par (�; �; �),

on obtient un segment vertical de P

0

de contrainte plus faible. Il s'ensuit que les

contraintes verticales de P

0

sont plus faibles que celles de P . Par cons�equent, �

2

P

) �

2

P

0

.

{ Preuve de �

3

P

1

) �

3

P

0

1

: De fa�con analogue, comme 8�; �; 
 �

3

(�; �; 
)) �

3

(� +

1; �; 
) (c

0

1

� 0), en projetant chaque segment transversal de P sur le plan 0YZ qui

passe par (�; �; �), on obtient un segment transversal de P

0

de contrainte plus faible.

Il s'ensuit les contraintes transversales de P

0

sont plus faibles que celles de P . Par

cons�equent, �

3

P

) �

3

P

0

Donc, �

P

) �

P

0
, avec P

0

de la forme repr�esent�ee �a la �gure 9.1 �a droite. ut

Il y a 5 autres combinaisons d'implications de contraintes pour lesquelles on peut faire

un raisonnement analogue �a celui-l�a. Les implications de contraintes pour ces classes sont

repr�esent�ees dans la �gure 9.2.

Fig. 9.2 - Cas analogues au cas o�u a

0

2

� 0, a

0

3

� 0, b

0

1

� 0 et c

0

1

� 0

9.2 Cas Simple 2

Proposition 9.2 Pour un programme � avec a

0

1

� 0, b

0

1

� 0 et c

0

1

� 0 (correspondant �a des

implications de contraintes comme celles repr�esent�ees �a la �gure 9.3 �a gauche), les chemins

dans l'ensemble S

0

(�; �; �) sont tous de la forme repr�esent�ee �a la �gure 9.3 �a droite.
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(0,0,0)
(0,0,0)

(   ,   ,   )(   ,   ,   )
point N

point S

plan de projection

Fig. 9.3 - Cas o�u a

0

1

� 0, b

0

1

� 0 et c

0

1

� 0

Preuve : Consid�erons un chemin P reliant les points (0,0,0) et (�; �; �). Nous voulons

construire un chemin P

0

, de la forme repr�esent�ee dans la �gure 9.3 �a droite, tel que la

contrainte globale �

P

soit subsum�ee par la contrainte globale �

P

0

.

Construction du chemin P

0

:

Soit N le point o�u on trouve le premier pas en x de P . Le chemin P

0

co��ncide avec P

jusqu'au point N .

Apr�es le point N , le chemin P

0

est obtenu de la fa�con suivante :

{ En partant de N , on e�ectue une s�equence de pas en x jusqu'�a rencontrer le plan 0YZ

qui passe par le point (�; �; �). Cette intersection d�etermine le point S.

{ On projette la partie du chemin P situ�ee apr�es N sur le plan 0Y Z qui passe par le

point (�; �; �). Cette projection relie les points S et (�; �; �).

On obtient ainsi le chemin P

0

.

Preuve de �

P

) �

P

0
:

Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte globale

de P

0

.

Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee apr�es le point N . Comme P et

P

0

co��ncident jusqu'au point N , il su�t de d�emontrer que �

P

1

) �

P

0

1

. D'autre part, comme
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�

1

(N) est une contrainte de P (puisque dans P , il y a un segment horizontal qui part de

N), il su�t de prouver que :

1. �

1

P

0

1

= �

1

(N).

2. �

2

P

1

) �

2

P

0

1

3. �

3

P

1

) �

3

P

0

1

{ Preuve de �

1

P

0

1

= �

1

(N) : Comme 8�; �; 
 �

1

(�; �; 
)) �

1

(�+1; �; 
) (a

0

1

� 0), la

contrainte horizontale la plus forte apr�es le point N de P

0

est �

1

(N). Par cons�equent,

�

1

P

0

1

= �

1

(N).

{ Preuve de �

2

P

1

) �

2

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

2

(�; �; 
) ) �

2

(� + 1; �; 
) (b

0

1

� 0),

en projetant chaque segment vertical de P sur le plan 0YZ qui passe par (�; �; �),

on obtient un segment vertical de P

0

de contrainte plus faible. Il s'ensuit, qu'apr�es le

point N , chaque contrainte verticale de P

0

est plus faible qu'une contrainte de P . Par

cons�equent, �

2

P

1

) �

2

P

0

1

.

{ Preuve de �

3

P

1

) �

3

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

3

(�; �; 
)) �

3

(�+ 1; �; 
) (c

0

1

� 0), en

projetant chaque segment transversal de P sur le plan 0YZ qui passe par (�; �; �), on

obtient un segment transversal de P

0

de contrainte plus faible. Il s'ensuit, qu'apr�es le

point N , chaque contrainte transversale de P

0

est plus faible qu'une contrainte de P .

Par cons�equent, �

3

P

1

) �

3

P

0

1

Donc, �

P

) �

P

0
, avec P

0

de la forme repr�esent�ee �a la �gure 9.3 �a droite. ut

Il y a 5 autres combinaisons d'implications de contraintes pour lesquelles on peut faire

un raisonnement analogue �a celui-l�a (voir �gure 9.4).

Fig. 9.4 - Cas analogues �a a

0

1

� 0, b

0

1

� 0 et c

0

1

� 0
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9.3 Cas Simple 3

Proposition 9.3 Pour un programme � avec a

0

1

� 0, b

0

1

� 0, c

0

2

� 0 e c

0

3

� 0 (correspon-

dant �a des implications de contraintes comme celles repr�esent�ees �a la �gure 9.5 �a gauche),

les chemins dans l'ensemble S

0

(�; �; �) sont tous de la forme repr�esent�ee �a la �gure 9.5 �a

droite.

(0,0,0)

(   ,   ,   )

(   ,   ,   )

(0,0,0)

point N

point S

point M

plan de projection

Fig. 9.5 - Cas o�u a

0

1

� 0, b

0

1

� 0, c

0

2

� 0 e c

0

3

� 0

Preuve : Consid�erons un chemin P reliant les points (0,0,0) et (�; �; �). Soit N le point o�u on

trouve le premier pas en x de P etM le point o�u on trouve le dernier pas en z de P . Comme

dans les cas simples 1 et 2, nous voulons construire un chemin P

0

, de la forme repr�esent�ee

dans la �gure 9.5, tel que la contrainte globale �

P

soit subsum�ee par la contrainte globale �

P

0

.

Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P jusqu'au point N et apr�es le point M .

Entre les points N et M , le chemin P

0

est obtenu de la fa�con suivante :

{ En partant de N , on e�ectue une s�equence de pas en x jusqu'�a rencontrer le plan 0YZ

qui passe par le point M . Cette intersection d�etermine le point S.

{ On projette la partie du chemin P situ�ee entre les points N et M sur le plan 0Y Z qui

passe par le point (�; �; �). Cette projection relie les points S et M .

On obtient ainsi un chemin P

0

.

Preuve de �

P

) �

P

0
:
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Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte globale

de P

0

.

Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee entre les points N et M .

Comme P et P

0

co��ncident jusqu'au point N et apr�es le point M , il su�t de d�emontrer que

�

P

1

) �

P

0

1

. D'autre part, comme �

1

(N) et �

3

(M) sont des contraintes de P (puisque dans

P , il y a un segment horizontal qui part de N et un segment transversal qui part de M), il

su�t de prouver que :

1. �

1

P

0

1

= �

1

(N).

2. �

2

P

1

) �

2

P

0

1

3. �

3

P

1

= �

3

(M)

{ Preuve de �

1

P

0

1

= �

1

(N) : Comme 8�; �; 
 �

1

(�; �; 
)) �

1

(�+ 1; �; 
) (a

0

1

� 0),

la contrainte horizontale la plus forte de P

0

entre les points N et M est �

1

(N). Par

cons�equent, �

1

P

0

1

= �

1

(N).

{ Preuve de �

2

P

1

) �

2

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

2

(�; �; 
)) �

2

(� + 1; �; 
) (b

0

1

� 0) et

comme 8�; �; 
 �

2

(�; �; 
+ 1)) �

2

(�; �; 
) (b

0

3

� 0), chaque segment vertical de P

0

a une contrainte plus faible que celle du segment de P qui la projette. Par cons�equent,

�

2

P

1

) �

2

P

0

1

.

{ Preuve de �

3

P

1

= �

3

(M) : Comme 8�; �; 
 �

3

(�; �; 
 + 1)) �

3

(�; �; 
) (c

0

3

� 0),

la contrainte transversale la plus forte de P

0

entre les points N et M est �

3

(M). Par

cons�equent, �

3

P

0

1

= �

3

(M).

Donc, �

P

) �

P

0
, avec P

0

de la forme repr�esent�ee �a la �gure 9.5 �a droite. ut

Il y a 5 autres combinaisons d'implications de contraintes pour lesquelles on peut faire

un raisonnement analogue �a ce cas. Ces combinaisons d'implications peuvent être obtenues

par les transformations donn�ees au chapitre 4.

9.4 Cas Simple 4

Proposition 9.4 Pour un programme � avec a

0

1

� 0, a

0

2

� 0, b

0

3

� 0 et c

0

3

� 0 (correspon-

dant �a des implications de contraintes comme celles repr�esent�ees �a la �gure 9.6 �a gauche),
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les chemins dans l'ensemble S

0

(�; �; �) sont tous de la forme repr�esent�ee �a la �gure 9.6 �a

droite.

(0,0,0)

(   ,   ,   )
(   ,   ,   )

(0,0,0)

point S

point N

point M

plan de projection

Fig. 9.6 - Cas o�u a

0

1

� 0, a

0

2

� 0, b

0

3

� 0 et c

0

3

� 0

Preuve : Consid�erons un chemin P reliant les points (0,0,0) et (�; �; �). Soit N le point o�u on

trouve le premier pas en x de P etM le point o�u on trouve le dernier pas en z de P . Comme

dans les cas simples 1 et 2, nous voulons construire un chemin P

0

, de la forme repr�esent�ee

dans la �gure 9.5, tel que la contrainte globale �

P

soit subsum�ee par la contrainte globale �

P

0
.

Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P jusqu'au point N et apr�es le point M .

Entre les points N et M , le chemin P

0

est obtenu de la fa�con suivante :

{ On projette la partie du chemin P situ�ee entre les points N et M sur le plan 0Y Z qui

passe par le point N . Soit S le dernier point du chemin projet�e. Cette projection relie

les points N et S.

{ On relie les points S et M par des pas en z.

On obtient ainsi un chemin P

0

.

Preuve de �

P

) �

P

0
:
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Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte globale

de P

0

.

Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee entre les points N et M .

Comme P et P

0

co��ncident jusqu'au point N et apr�es le point M , il su�t de d�emontrer que

�

P

1

) �

P

0

1

. D'autre part, comme �

1

(N) et �

3

(M) sont contraintes de P (puisque dans P , il

y a un segment horizontal qui part de N et un segment transversal qui part de M), il su�t

de prouver que :

1. �

1

P

0

1

= �

1

(N).

2. �

2

P

1

) �

2

P

0

1

3. �

3

P

1

= �

3

(M)

{ Preuve de �

1

P

0

1

= �

1

(N) : Comme 8�; �; 
 �

1

(�; �; 
)) �

1

(� + 1; �; 
) (a

0

1

� 0)

et 8�; �; 
 �

1

(�; �; 
)) �

1

(�; � + 1; 
), la contrainte horizontale la plus forte de P

0

entre les points N et M est �

1

(N).

{ Preuve de �

2

P

1

) �

2

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

2

(�; �; 
 + 3)) �

2

(�; �; 
) (b

0

3

� 0), en

projetant chaque segment vertical de P sur le plan 0Y Z qui passe par N , on obtient

un segment vertical de P

0

de contrainte plus faible. Il s'ensuit les contraintes verticales

de P

0

sont plus faibles que celles de P .

{ Preuve de �

3

P

1

= �

3

(M) : Comme 8�; �; 
 �

3

(�; �; 
 + 1)) �

3

(�; �; 
) (c

0

3

� 0),

la contrainte transversale la plus forte de P

0

entre les points N et M est �

3

(M). Par

cons�equent, �

3

P

0

1

= �

3

(M).

Donc, �

P

) �

P

0
, avec P

0

de la forme repr�esent�ee �a la �gure 9.6 �a droite. ut

Des r�esultats analogues peuvent être �etablis pour 5 autres combinaisons d'implications de

contraintes. Ces combinaisons d'implications peuvent être obtenues par les transformations

donn�ees au chapitre 4.

9.5 Cas Simple 5

Proposition 9.5 Pour un programme � avec a

0

1

� 0, b

0

1

� 0, b

0

3

� 0 et c

0

3

� 0 (correspon-

dant �a des implications de contraintes comme celles repr�esent�ees �a la �gure 9.7 �a gauche),
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les chemins dans l'ensemble S

0

(�; �; �) sont tous de la forme repr�esent�ee �a la �gure 9.7 �a

droite.

(0,0,0) (0,0,0)

(   ,   ,   ) (   ,   ,   )

point S

point N

point M

point R

Fig. 9.7 - Cas o�u a

0

1

� 0, b

0

1

� 0, b

0

3

� 0 et c

0

3

� 0

Preuve : Consid�erons un chemin P reliant les points (0,0,0) et (�; �; �). Soit N le point o�u

on trouve le premier pas en x de P et M le point o�u on trouve le dernier pas en z de P .

Nous voulons construire un chemin P

0

, de la forme repr�esent�ee dans la �gure 9.7, tel que la

contrainte globale �

P

est subsum�ee par la contrainte globale �

P

0
.

Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P jusqu'au point N et apr�es le point M .

Entre les points N et M , le chemin P

0

est obtenu de la fa�con suivante :

{ En partant de N , on e�ectue une s�equence de pas en x jusqu'�a rencontrer le plan 0YZ

qui passe par le point M . Cette intersection d�etermine le point S.

{ En partant de S, on e�ectue une s�equence de pas en y jusqu'�a rencontrer le plan 0XZ

qui passe par le point M . Cette intersection d�etermine le point R.

{ On relie les points R et M par des pas en z.

On obtient ainsi un chemin P

0

.

Preuve de �

P

) �

P

0
:
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Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte globale

de P

0

.

Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee entre les points N et M .

Comme P et P

0

co��ncident jusqu'au point N et apr�es le point M , il su�t de d�emontrer que

�

P

1

) �

P

0

1

. D'autre part, comme �

1

(N) et �

3

(M) sont contraintes de P (puisque dans P , il

y a un segment horizontal qui part de N et un segment transversal qui part de M), il su�t

de prouver que :

1. �

1

P

0

1

= �

1

(N).

2. �

2

P

1

) �

2

P

0

1

3. �

3

P

1

= �

3

(M)

{ Preuve de �

1

P

0

1

= �

1

(N) : Comme 8�; �; 
 �

1

(�; �; 
)) �

1

(�+ 1; �; 
) (a

0

1

� 0),

la contrainte horizontale la plus forte de P

0

entre les points N et M est �

1

(N). Par

cons�equent, �

1

P

0

1

= �

1

(N).

{ Preuve de �

2

P

1

) �

2

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

2

(�; �; 
)) �

2

(� + 1; �; 
) (b

0

1

� 0) et

comme 8�; �; 
 �

2

(�; �; 
 + 1) ) �

2

(�; �; 
) (b

0

3

� 0), chaque segment de P

0

a une

contrainte verticale plus faible qu'un segment de P . Par cons�equent, �

2

P

1

) �

2

P

0

1

.

{ Preuve de �

3

P

1

) �

3

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

3

(�; �; 
 + 1) ) �

3

(�; �; 
) (c

0

3

� 0),

la contrainte transversale la plus forte de P

0

entre les points N et M est �

3

(M). Par

cons�equent, �

3

P

0

1

= �

3

(M).

Donc, �

P

) �

P

0

, avec P

0

de la forme repr�esent�ee �a la �gure 9.7 �a droite. ut

Il y a 5 autres combinaisons d'implications de contraintes pour lesquelles on peut faire

un raisonnement analogue (voir chapitre 4).

9.6 Obtention de �(�; �; �)

Les chemins de S

0

(�; �; �), obtenus par des

W

-simplications pour les cinq cas simples,

ont des parties contenues dans des plans 0XY , 0XY et 0YZ (voir �gures 9.1,9.3, 9.5, 9.6 et

9.7).



150 CHAPITRE 9. TROIS R

�

EGLES R

�

ECURSIVES - CAS SIMPLES

Chacun de ces plans est engendr�e par des applications it�eratives de deux r�egles r�ecursives

du programme (le plan 0XY par l'application it�erative des r�egles R

1

et R

2

, le plan 0XZ par

l'application it�erative de R

1

et R

3

et le plan 0YZ par l'application it�erative de R

2

et R

3

).

Par cons�equent, ces parties du chemin P

0

(contenues dans des plans 0XY , 0XY ou 0Y Z)

peuvent être remplac�ees par des parties avec des formes plus simples qui les subsument (voir

chapitres 6 et 7). Cela se fait en appliquant notre m�ethode pour deux r�egles r�ecursives.

Ainsi, on pourra exprimer �(�; �; �) par une formule arithm�etique. Cela est illustr�e dans

l'exemple suivant.

Exemple 9.6 Soit �

8

le programme:

p(x; y; z) :� �(x; y; z):

p(x+ 6; y + 2; z � 1) :� x� y � 0; p(x; y; z):

p(x� 1; y + 1; z + 2) :� y � 0; p(x; y; z):

p(x� 4; y � 3; z + 4) :� y + z � 0; p(x; y; z):

On a :

a

0

1

= d

1

a

1

+ e

1

b

1

+ f

1

c

1

= 1� 6 + (�1)� 2 + 0� (�1) = 4

a

0

2

= d

1

a

2

+ e

1

b

2

+ f

1

c

2

= 1� (�1) + (�1)� 1 + 0� 2 = �2

a

0

3

= d

1

a

3

+ e

1

b

3

+ f

1

c

3

= 1� (�4) + (�1)� (�3) + 0� 4 = �1

b

0

1

= d

2

a

1

+ e

2

b

1

+ f

2

c

1

= 0� 6 + 1� 2 + 0� (�1) = 2

b

0

2

= d

2

a

2

+ e

2

b

2

+ f

2

c

2

= 0� (�1) + 1� 1 + 0� 2 = 1

b

0

3

= d

2

a

3

+ e

2

b

3

+ f

2

c

3

= 0� (�4) + 1� (�3) + 0� 4 = �3

c

0

1

= d

3

a

1

+ e

3

b

1

+ f

3

c

1

= 0� 6 + 1� 2 + 1� (�1) = 1

c

0

2

= d

3

a

2

+ e

3

b

2

+ f

3

c

2

= 0� (�1) + 1� 1 + 1� 2 = 3

c

0

3

= d

3

a

3

+ e

3

b

3

+ f

3

c

3

= 0� (�4) + 1� (�3) + 1� 4 = 1

Comme a

0

2

� 0, a

0

3

� 0, b

0

1

� 0 et c

0

1

� 0, la forme des chemins en �(�; �; �) peut être

calcul�ee par le cas simple 1 (voir �gure 9.8).

En plus, comme b

0

3

� 0 et c

0

3

� 0, la contrainte globale de tout chemin entre les points

(�; 0; 0) et (�; �; �) est subsum�ee par la contrainte globale du chemin

� (�; 0; 0); : : : ; (�; �; 0); : : : ; (�; �; �)� (voir �gure 9.9).

La

V

-simpli�cation s'e�ectue en fonction des 
�eches simples (a

0

1

� 0, b

0

1

� 0 et c

0

1

� 0).

Les contraintes plus fortes sont represent�ees par un trait plus �epais dans la �gure 9.10.

Il s'ensuit que, pour � > 0, � > 0 et � > 0, �(�; �; �) �equivaut �a �

1

(0; 0; 0)^�

2

(�; 0; 0)^
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(0,0,0)

(   ,   ,   )

(0,0,0)

(   ,   ,   )

Fig. 9.8 -

W

-simpli�cation - �etape 1

(0,0,0)

(   ,   ,   )

(0,0,0)

(   ,   ,   )

Fig. 9.9 -

W

-simpli�cation - �etape 2

�

3

(�; �; 0), c'est-�a-dire x� y � 0 ^ y + 2� � 0 ^ y + z + �+ 3� � 0.

(0,0,0)

(   ,   ,   )

(0,0,0)

(   ,   ,   )

Fig. 9.10 -

V

-simpli�cation
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Chapitre 10

Classi�cation des Cas Di�ciles

(Trois R�egles)

Nous consid�erons dans ce chapitre des programmes � dont les implications de contraintes

ont des sens di��erents de ceux indiqu�es au chapitre 9: il s'agit des cas di�ciles. Comme dans

le cas de deux r�egles r�ecursives, l'�etape de

W

-simpli�cations pour ces cas di�ciles est faite en

utilisant la notion de contrainte p�eriodique et la notion de motif associ�e �a des contraintes du

programme. Nous pr�esenterons d'abord des r�esultats li�es �a ces notions pour des programmes

avec trois r�egles r�ecursives.

Nous classi�erons ces cas di�ciles en deux :

{ Cas di�cile 1 : correspondant aux programmes avec deux contraintes co-p�eriodiques.

{ Cas di�cile 2 : correspondant aux programmes avec une contrainte bi-p�eriodique et

chacune des autres bi-p�eriodiquement strictement croissante ou d�ecroissante.

Ce chapitre a 2 parties. La premi�ere donne les d�e�nitions de base concernant les notions

de p�eriode et motif. La deuxi�eme donne une caract�erisation alg�ebrique pour l'existence de

telles p�eriodes.
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10.1 P�eriodes et Motifs

Soit M un point de coordonn�ees (�; �; 
) et soit ~� le vecteur (�

1

; �

2

; �

3

). L'expression

M + ~� repr�esente le vecteur (�+ �

1

; � + �

2

; 
 + �

3

).

Une contrainte �

k

est p�eriodique ssi il existe un vecteur ~�, tel que, pour toutM : �

k

(M) =

�

k

(M + ~�).

Les notions de p�eriode, motif et sous-motif sont analogues �a celles donn�ees dans la sous-

partie 7.2.

D�e�nition 10.1 (Co-p�eriodicit�e) Deux contraintes �

k

et �

k

0
(k 6= k

0

et k; k

0

2 f1; 2; 3g)

sont co-p�eriodiques ssi il existe un vecteur non-nul (�

1

; �

2

; �

3

) d' entiers naturels, tel que:

{ �

k

(0; 0; 0) = �

k

(�

1

; �

2

; �

3

):

et

{ �

k

0
(0; 0; 0) = �

k

0
(�

1

; �

2

; �

3

):

On appelle co-p�eriode de �

k

e �

k

0

un vecteur (�

1

; �

2

; �

3

) non nul d'entiers naturels pre-

miers entre eux

1

tel que �

k

(0; 0) = �

k

(�

1

; �

2

; �

3

) et �

k

0
(0; 0) = �

k

0
(�

1

; �

2

; �

3

).

Notons que si �

i

(0; 0; 0) = �

i

(�

1

; �

2

; �

3

) alors 8�; �; 
 �

i

(�; �; 
) = �

i

(�+n�

1

; �+n�

2

+

n; 
 + n�

3

), pour tout n 2 N.

Le co-motif associ�e �a cette co-p�eriode (et aussi not�e par ~�) est l'ensemble de tous les

chemins reliant un point donn�e M au point M + ~� (voir �gure 10.1).

Etant donn�e une co-p�eriode ~� pour deux contraintes �

k

et �

k

0
(k 6= k

0

et k; k

0

2

f1; 2; 3g), nous disons qu'une contrainte �

k

00

(k

00

6= k, k

00

6= k

0

, et k

00

2 f1; 2; 3g est co-

p�eriodiquement croissante (resp. co-p�eriodiquement d�ecroissante) ssi �

k

00
(

~

0) � �

k

00
(~�) (resp.

�

k

00

(

~

0) � �

k

00

(~�)).

Exemple 10.2 Soit �

9

le programme :

1: c'est-�a-dire, tels que pgcd(�

1

; �

2

; �

3

) = 1.
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1

2

M

M +

3

�

k

(M) = �

k

(M + ~�) �

k

0

(M) = �

k

0

(M + ~�)

Fig. 10.1 - Co-motif pour �

k

et �

k

0

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ 2; y � 4; z � 2) :� x � 0; p(x; y; z) r�egle R

1

p(x� 5; y + 9; z � 1) :� y � 0; p(x; y; z) r�egle R

2

p(x+ 2; y � 3; z + 1) :� z � 0; p(x; y; z) r�egle R

3

Le point (�; �; 
) repr�esente le tuple < x+2��5�+2
; y�4�+9��3
; z�2���+
 >.

Le point (0; 0; 0) repr�esente le tuple < x; y; z > et le point (3; 2; 2) repr�esente le tuple

< x; y; z � 6 >.

Il s'ensuit que �

1

(0; 0; 0) = �

1

(3; 2; 2) et que �

2

(0; 0; 0) = �

2

(3; 2; 2):

Les contraintes �

1

et �

2

sont ainsi co-p�eriodiques, avec co-motif (3,2,2) (voir �gure 10.2).

point M

point M’

�

1

(M) = �

1

(M

0

) �

2

(M) = �

2

(M

0

)

Fig. 10.2 - Co-motif pour �

1

et �

2

La contrainte �

3

est co-p�eriodiquement croissante pour le motif (3,2,2) : comme

�

3

(3; 2; 2) = �

3

(0; 0; 0)� 6, il s'ensuit que �

3

(0; 0; 0)� �

3

(3; 2; 2).

ut
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D�e�nition 10.3 (Bi-p�eriodicit�e) Une contrainte �

k

est bi-p�eriodique ssi il existe deux

vecteurs non-nuls (�

1

; �

2

; �

3

) et (�

1

; �

2

; �

3

) d'entiers naturels tels que:

{ 9i; j 2 f1; 2; 3g i 6= j ^ �

i

= �

j

= 0

et

{ �

k

(0; 0; 0) = �

k

(�

1

; �

2

; �

3

) ^ �

k

(0; 0; 0) = �

k

(�

1

; �

2

; �

3

):

Les relations ci-dessous �etablissent que la contrainte �

k

est p�eriodique en deux des plans

0XY , 0XZ, et 0YZ. Soit

~

�

1

et

~

�

2

sont des p�eriodes de �

k

dans ces plans. La bi-p�eriode de �

k

est la paire f

~

�

1

;

~

�

2

g.

Un bi-motif associ�e f

~

�

1

;

~

�

2

g est la paire de motifs associ�e �a

~

�

1

et

~

�

2

(voir �gure 10.3,

pour le cas o�u i = 1 et j = 3).

2

1

2

2

M

M +
2

M

1

2

3

1

M + 1

�

k

(M) = �

k

(M + ~�

1

) �

k

(M) = �

k

(M + ~�

2

)

Fig. 10.3 - Motifs pour �

k

Etant donn�e une bi-p�eriode f

~

�

1

;

~

�

2

g pour une contrainte �

k

, nous disons qu'une contrainte

�

k

0
(k

0

6= k et k

0

2 f1; 2; 3g) est bi-p�eriodiquement strictement croissante (resp. bi-p�eriodique-

ment strictement d�ecroissante) ssi �

k

0

(

~

0) < �

k

0

(

~

�

1

) ^ �

k

0

(

~

0) < �

k

0

(

~

�

2

) (resp. �

k

0

(

~

0) >

�

k

0
(

~

�

1

) ^ �

k

0
(

~

0) > �

k

0
(

~

�

2

)).

Exemple 10.4 Soit �

10

le programme :

p(x; y; z) :� �(x; y; z): r�egle R

0

p(x+ 3; y + 2; z � 2) :� x � 0; p(x; y; z) r�egle R

1

p(x� 4; y + 1; z + 5) :� y � 0; p(x; y; z) r�egle R

2

p(x� 2; y � 1; z + 2) : z � 0; p(x; y; z) r�egle R

3
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Le point (�; �; 
) repr�esente le tuple < x+3��4��2
; y+2�+��
; z�2�+5�+2
 >.

Le point (4; 3; 0) repr�esente le tuple < x; y+ 11; z+7 > et le point (2; 0; 3) repr�esente le

tuple < x; y + 1; z + 2 >.

Il s'ensuit que �

1

(0; 0; 0) = �

1

(4; 3; 0)^ �

1

(0; 0; 0) = �

1

(2; 0; 3).

La contrainte �

1

est ainsi bi-p�eriodique, avec motifs (4,3,0) et (2,0,3). Ces deux motifs

sont situ�es dans deux plans di��erents (voir �gure 10.4).

point M

point M’ point N

point N’

�

1

(M) = �

1

(M

0

) et �

1

(N) = �

1

(N

0

)

Fig. 10.4 - Bi-p�eriodicit�e de �

1

Nous avons :

�

2

(4; 3; 0) = �

2

(0; 0; 0)+ 11

�

3

(4; 3; 0) = �

2

(0; 0; 0)+ 1

�

2

(2; 0; 3) = �

2

(0; 0; 0)+ 7

�

2

(2; 0; 3) = �

2

(0; 0; 0)+ 2

La contrainte �

2

et la contrainte �

3

sont ainsi bi-p�eriodiquement strictement croissantes

pour le bi-motif (4,3,0) et (2,0,3) de �

1

.

ut

10.2 Caract�erisation Alg�ebrique des Cas Di�ciles

Dans cette partie, nous donnons une caract�erisation alg�ebrique pour que:

{ � ait deux contraintes co-p�eriodiques.



158 CHAPITRE 10. CLASSIFICATION DES CAS DIFFICILES (TROIS R

�

EGLES)

{ � ait une contrainte �

i

bi-p�eriodique, avec �

j

(j 6= i) bi-p�eriodiquement strictement

croissante ou d�ecroissante.

Ces deux types de programmes d�e�nirons deux classes de programmes di�ciles.

Consid�erons les �equations ci-dessous:

a

0

1

� + a

0

2

� + a

0

3


 = 0 �equation E

1

b

0

1

�+ b

0

2

� + b

0

3


 = 0 �equation E

2

c

0

1

�+ c

0

2

� + c

0

3


 = 0 �equation E

3

o�u �; � et 
 sont les inconnues (variables), a

0

k

note la constante d

1

a

k

+ e

1

b

k

+ f

1

c

k

, b

0

k

note

d

2

a

k

+ e

2

b

k

+ f

2

c

k

, and c

0

k

note d

3

a

k

+ e

3

b

k

+ f

3

c

k

(k 2 f1; 2; 3g).

L'�equation E

1

�enonce que la contrainte �

1

de la r�egle R

1

n'a pas chang�e apr�es � appli-

cations de R

1

, � applications de R

2

et 
 applications of R

3

. L'�equation E

2

�enonce le même

pour la contrainte �

2

de la r�egle R

2

et E

3

pour la contrainte �

3

de la r�egle R

3

.

Soit �

1

, �

2

et �

3

les syst�emes:

�

1

(

b

0

1

�+ b

0

2

� + b

0

3


 = 0 �equation E

2

c

0

1

� + c

0

2

� + c

0

3


 = 0 �equation E

3

�

2

(

a

0

1

� + a

0

2

� + a

0

3


 = 0 �equation E

1

c

0

1

�+ c

0

2

� + c

0

3


 = 0 �equation E

3

�

3

(

a

0

1

�+ a

0

2

� + a

0

3


 = 0 �equation E

1

b

0

1

�+ b

0

2

� + b

0

3


 = 0 �equation E

2

Consid�erons les situations suivantes :

1. Il existe une solution non triviale (�

1

; �

2

; �

3

) d'entiers naturels pour le syst�eme �

i

(1 � i � 3).

2. Aucun des syst�emes �

1

, �

2

et �

3

n'admet une solution non triviale d'entiers naturels,

mais l'�equation E

i

admet une solution non triviale d'entiers naturels (1 � i � 3).

On a :
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Proposition 10.5 La situation 1 se produit ssi �

j

et �

k

sont co-p�eriodiques, pour j 6= k

et j; k 6= i, la situation 2 se produit ssi �

i

est bi-p�eriodique et �

j

(pour j 6= i) est bi-

p�eriodiquement strictement croissante ou d�ecroissante.

De cette mani�ere, on a une caract�erisation alg�ebrique pour que � ait deux contraintes co-

p�eriodiques ou une contrainte bi-p�eriodique avec chaque autre contrainte bi-p�eriodiquement

strictement croissante ou d�ecroissante.

Dans la suite, on d�etaillera cette caract�erisation alg�ebrique.

10.2.1 Co-p�eriodicit�e

Soit � un programme avec contraintes �

1

et �

2

co-p�eriodiques.

D'une part, par la proposition 10.5, il existe une solution non triviale (�

1

; �

2

; �

3

) d'

entiers naturels pour le syst�eme �

1

. D'autre part, il existe une solution non triviale d'entiers

naturels pour le syst�eme �

1

ssi la ligne d'intersection des plans d�e�nis par les �equations

E

1

et E

2

passent par le 1

er

octant (o�u toutes les coordonn�ees sont positives) et par le 7

eme

octant (o�u toutes les coordonn�ees sont n�egatives).

La pente de la ligne d'intersection de E

1

et E

2

est donn�ee par le d�eterminant:

�

�

�

�

�

�

�

~

i

~

j

~

k

a

0

1

a

0

2

a

0

3

b

0

1

b

0

2

b

0

3

�

�

�

�

�

�

�

;

qui vaut (a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

)

~

i+ (a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

)

~

j + (a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

)

~

k.

Il en r�esulte que �

1

admet une solution non triviale d'entiers naturels dans les cas

suivants:

1. a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

� 0, a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

� 0 et a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

� 0, mais pas a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

= 0,

a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

= 0 et a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

= 0 simultan�ement.

2. a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

� 0, a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

� 0 et a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

� 0, mais pas a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

= 0,

a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

= 0 et a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

= 0 simultan�ement.

3. a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

= 0, a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

= 0 et a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

= 0, mais ni a

0

i

� 0 pour tout i,

ni a

0

i

� 0 pour tout i.
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On notera la conjonction a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

= 0 ^ a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

= 0 ^ a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

= 0

par C

1

.

L'�etude du comportement de la contrainte �

3

par rapport au co-motif de �

1

et �

2

conduit �a l'examen des sous-cas suivants :

1. a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

� 0, a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

� 0, a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

� 0, mais pas C

1

:

(a) �

3

p�eriodiquement croissante : c

0

1

(a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

) + c

0

2

(a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

) +

c

0

3

(a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

) � 0.

(b) �

3

p�eriodiquement d�ecroissante : c

0

1

(a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

) + c

0

2

(a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

) +

c

0

3

(a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

) � 0.

2. a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

� 0, a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

� 0 et a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

� 0, mais pas C

1

:

(a) �

3

p�eriodiquement croissante : c

0

1

(a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

) + c

0

2

(a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

) +

c

0

3

(a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

) � 0.

(b) �

3

p�eriodiquement d�ecroissante : c

0

1

(a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

) + c

0

2

(a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

) +

c

0

3

(a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

) � 0.

3. C

1

, mais ni 8i; a

0

i

� 0, ni 8i; a

0

i

� 0 :

(a) �

3

p�eriodiquement croissante : a

0

1

> 0; a

0

2

� 0; a

0

3

� 0; �c

0

1

a

0

2

+ a

0

1

c

0

2

� 0

(b) �

3

p�eriodiquement d�ecroissante : a

0

1

> 0; a

0

2

� 0; a

0

3

� 0; �c

0

1

a

0

2

+a

0

1

c

0

2

�

0

(c) �

3

p�eriodiquement croissante : a

0

1

< 0; a

0

2

� 0; a

0

3

� 0; c

0

1

a

0

2

� a

0

1

c

0

2

� 0

(d) �

3

p�eriodiquement d�ecroissante : a

0

1

< 0; a

0

2

� 0; a

0

3

� 0; c

0

1

a

0

2

�a

0

1

c

0

2

� 0

(e) �

3

p�eriodiquement croissante : a

0

1

� 0; a

0

2

> 0; a

0

3

� 0; c

0

1

a

0

2

� a

0

1

c

0

2

� 0

(f) �

3

p�eriodiquement d�ecroissante : a

0

1

� 0; a

0

2

> 0; a

0

3

� 0; c

0

1

a

0

2

�a

0

1

c

0

2

� 0

(g) �

3

p�eriodiquement croissante : a

0

1

� 0; a

0

2

< 0; a

0

3

� 0; �c

0

1

a

0

2

+ a

0

1

c

0

2

� 0

(h) �

3

p�eriodiquement d�ecroissante : a

0

1

� 0; a

0

2

< 0; a

0

3

� 0; �c

0

1

a

0

2

+a

0

1

c

0

2

�

0

(i) �

3

p�eriodiquement croissante : a

0

1

� 0; a

0

2

� 0; a

0

3

> 0; c

0

1

a

0

3

� a

0

1

c

0

3

� 0

(j) �

3

p�eriodiquement d�ecroissante : a

0

1

� 0; a

0

2

� 0; a

0

3

> 0; c

0

1

a

0

3

�a

0

1

c

0

3

� 0

(k) �

3

p�eriodiquement croissante : a

0

1

� 0; a

0

2

� 0; a

0

3

< 0; �c

0

1

a

0

3

+ a

0

1

c

0

3

� 0

(l) �

3

p�eriodiquement d�ecroissante : a

0

1

� 0; a

0

2

� 0; a

0

3

< 0; �c

0

1

a

0

3

+a

0

1

c

0

3

�

0
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Pour les sous-cas (1) et (2), le vecteur (ja

0

2

b

0

3

�a

0

3

b

0

2

j; ja

0

3

b

0

1

�a

0

1

b

0

3

j; ja

0

1

b

0

2

�a

0

2

b

0

1

j) est

un multiple scalaire du co-motif pour �

1

et �

2

. Le co-motif (unique) est obtenu en divisant

ce vecteur par le pgcdfja

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

j; ja

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

j; ja

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

jg.

Pour les sous-cas (3a), : : :, (3h), le vecteur (ja

0

2

j; ja

0

1

j; 0) est un multiple scalaire d'un

co-motif pour �

1

et �

2

. Le co-motif est obtenu en divisant ce vecteur par le plus grand

commun diviseur de ses composants.

Pour les sous-cas (3i), (3j), (3k) et (3l), le vecteur (ja

0

1

j; 0; ja

0

3

j) est un multiple scalaire

d'un co-motif. Le co-motif est obtenu comme dans le sous cas pr�ec�edent.

Une caract�erisation alg�ebrique analogue peut être obtenue pour la situation o�u �

1

et

�

3

sont co-p�eriodiques (�etude du syst�eme �

2

) et pour la situation o�u �

2

et �

3

(�etude du

syst�eme �

3

) sont co-p�eriodiques.
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10.2.2 Bi-p�eriodicit�e

Consid�erons maintenant la situation o�u �

1

est bi-p�eriodique et �

2

et �

3

sont bi-p�eriodique-

ment strictement monotones. Cela implique que l'�equation E

1

a une solution non-triviale

d'entiers naturels. Les cas o�u �

2

est bi-p�eriodique (l'�equation E

2

admet une solution posi-

tive) et o�u �

3

est bi-p�eriodique (l'�equation E

2

admet une solution positive) sont trait�es de

fa�con analogue.

a

0

1

> 0; a

0

2

� 0; a

0

3

� 0;

a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

< 0;

a

0

3

c

0

1

� a

0

1

c

0

3

a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

< 0

bi-p�eriodicit�e de �

1

avec

�

2

= 0 et �

3

= 0

a

0

1

< 0; a

0

2

� 0; a

0

3

� 0;

a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

< 0;

a

0

3

c

0

1

� a

0

1

c

0

3

a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

< 0

bi-p�eriodicit�e de �

1

avec

�

2

= 0 et �

3

= 0

a

0

1

� 0; a

0

2

> 0; a

0

3

� 0;

a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

< 0;

a

0

2

c

0

3

� a

0

3

c

0

2

a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

< 0

bi-p�eriodicit�e de �

1

avec

�

1

= 0 et �

3

= 0

a

0

1

� 0; a

0

2

< 0; a

0

3

� 0;

a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

a

0

1

b

0

2

� a

0

2

b

0

1

< 0;

a

0

2

c

0

3

� a

0

3

c

0

2

a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

< 0

bi-p�eriodicit�e de �

1

avec

�

1

= 0 et �

3

= 0

a

0

1

� 0; a

0

2

� 0; a

0

3

> 0;

a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

< 0;

a

0

2

c

0

3

� a

0

3

c

0

2

a

0

3

c

0

1

� a

0

1

c

0

3

< 0

bi-p�eriodicit�e de �

1

avec

�

1

= 0 et �

2

= 0

a

0

1

� 0; a

0

2

� 0; a

0

3

< 0;

a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

a

0

3

b

0

1

� a

0

1

b

0

3

< 0;

a

0

2

c

0

3

� a

0

3

c

0

2

a

0

3

c

0

1

� a

0

1

c

0

3

< 0

bi-p�eriodicit�e de �

1

avec

�

1

= 0 et �

2

= 0

Tab. 10.1 - Bi-p�eriodicit�e de �

1

On analysera maintenant le comportement de �

2

et �

3

par rapport �a ce bi-motif.

Si �

1

est bi-p�eriodique avec motifs ~� et ~�, tel que �

2

= 0 et �

3

= 0 (ceci correspond aux

programmes dont les coe�cients satisfont les conditions trouv�ees dans les deux premi�eres
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lignes du tableau 10.1), on a :

a

0

1

b

0

3

� a

0

3

b

0

1

a

0

1

> 0 �

2

strictement p�eriodiquement croissante

a

0

1

b

0

3

� a

0

3

b

0

1

a

0

1

< 0 �

2

strictement p�eriodiquement d�ecroissante

a

0

1

c

0

3

� a

0

3

c

0

1

a

0

1

> 0 �

3

strictement p�eriodiquement croissante

a

0

1

c

0

3

� a

0

3

c

0

1

a

0

1

< 0 �

3

strictement p�eriodiquement d�ecroissante

Si �

1

est bi-p�eriodique avec motifs ~� et ~� , tel que �

1

= 0 et �

3

= 0 (correspondant aux

troisi�eme et quatri�eme lignes du tableau 10.1), on a :

a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

a

0

2

> 0 �

2

strictement p�eriodiquement croissante

a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

a

0

2

< 0 �

2

strictement p�eriodiquement d�ecroissante

a

0

2

c

0

3

� a

0

3

c

0

2

a

0

2

> 0 �

3

strictement p�eriodiquement croissante

a

0

2

c

0

3

� a

0

3

c

0

2

a

0

2

< 0 �

3

strictement p�eriodiquement croissante

Si �

1

est bi-p�eriodique avec motifs ~� et ~� , tel que �

1

= 0 et �

2

= 0 (correspondant aux
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deux derni�eres lignes du tableau 10.1), on a :

a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

a

0

3

< 0 �

2

strictement p�eriodiquement croissante

a

0

2

b

0

3

� a

0

3

b

0

2

a

0

3

> 0 �

2

strictement p�eriodiquement d�ecroissante

a

0

2

c

0

3

� a

0

3

c

0

2

a

0

3

< 0 �

3

strictement p�eriodiquement croissante

a

0

2

c

0

3

� a

0

3

c

0

2

a

0

3

> 0 �

3

strictement p�eriodiquement croissante
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Chapitre 11

Trois R�egles R�ecursives -

Co-p�eriodicit�e

Dans ce chapitre, on montrera comment e�ectuer l'�etape de

W

-simpli�cations pour les

programmes avec deux contraintes co-p�eriodiques. Le raisonnement utilis�e ici est analogue

�a celui du cas di�cile de deux r�egles r�ecursives (expliqu�e au chapitre 7).

Le version pour trois r�egles r�ecursives du th�eor�eme 7.17 est :

Th�eor�eme 11.1 (Programmes Co-p�eriodiques) Pour un programme avec contraintes

�

i

et �

j

co-p�eriodiques, la forme des chemins en S

0

(�; �; �) est repr�esent�ee �a la �gure 11.1.

Noter que pour le cas de deux r�egles r�ecursives, nous avions une s�equence de pas en x

ou en y avant et apr�es la composition des motifs. Pour trois r�egles r�ecursives, nous avons

une s�equence de pas contenue dans l'un des plans : 0XY , ou 0XY , ou 0YZ.

Comme dans le cas de deux r�egles r�ecursives, la propri�et�e de monotonicit�e de �

k

(k 6= i; j)

sera utilis�ee pour e�ectuer l'�etape de

V

-simpli�cation.

Exemple 11.2 (Suite exemple 10.2) Pour le programme �

9

, la forme des chemins en

S

0

(�; �; �) est repr�esent�ee �a la �gure 11.2.
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�

ERIODICIT

�

E

i

ji

j
Co−motif pour      et

Sous Co−motif pour     et

Fig. 11.1 - Forme des chemins en S

0

(�; �; �)

21

21

Co−motif pour      et

Sous Co−motif pour     et

Fig. 11.2 -
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Chapitre 12

Trois R�egles R�ecursives - Cas

Di�ciles 2

Dans ce chapitre, on montrera comment e�ectuer l'�etape de

W

-simpli�cations pour les

programmes avec une contrainte bi-p�eriodique et les deux autres bi-p�eriodiquement stricte-

ment croissante ou d�ecroissante.

On se limitera ici �a la classe :

0

B

@

+ + �

� + +

� + +

1

C

A

Notons d'abord que cette classe ne tombe dans aucun des cinq cas simples. Un pro-

gramme avec une matrice caract�eristique comme cela est dans la super-classe 2 (voir chapitre

4).

De la classi�cation alg�ebrique de � (voir chapitre 10), la contrainte �

1

est bi-p�eriodique,

avec motifs (

�a

0

2

pgcdf�a

0

2

; a

0

1

g

;

a

1

pgcdf�a

0

2

; a

0

1

g

; 0) (dans le plan 0XY ) et

(

�a

0

3

pgcdf�a

0

3

; a

0

1

g

; 0;

a

1

pgcdf�a

0

3

; a

0

1

g

) (dans le plan 0XZ).

Dans un souci de simplicit�e, on supposera que pgcdf�a

0

2

; a

0

1

g = 1 et que pgcdf�a

0

3

; a

0

1

g =

1. La bi-p�eriodicit�e de �

1

s'exprime par :
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Proposition 12.1 (Bi-p�eriodicit�e de �

1

)

8�; 8�; 8
 �

1

(�; �; 
) = �

1

(�� a

0

2

; � + a

0

1

; 
) = �

1

(�� a

0

3

; �; 
+ a

0

1

).

1

3
a

a

2
a

a
1

Fig. 12.1 - Motif dans le plan 0XY Motif dans le plan 0XZ

Soit P

1

motif

le chemin-motif pour �

1

situ�e dans le plan 0XY et P

2

motif

le chemin motif pour

�

1

situ�e dans le plan 0XZ. Ils sont obtenus en applicant l'algorithme donn�e �a la �n de la

partie 7.2.

Comme le chemin-motif P

1

motif

(resp. P

2

motif

) est un certain chemin du motif (�a

0

2

; a

0

1

; 0)

(resp. (�a

0

3

; 0; a

0

1

)), il sera repr�esent�e dans les �gures de ce chapitre par ce motif. De même

les pr�e�xes et les su�xes des chemins-motifs seront repr�esent�es par des sous-motifs.

Du fait que b

0

1

� 0, b

0

2

� 0 et b

0

3

� 0, il s'ensuit que la contrainte �

2

est croissante dans

les plans 0XY et 0XZ. Donc la contrainte �

2

est bi-p�eriodiquement strictement croissante.

La contrainte �

3

est ou bien bi-p�eriodiquement strictement croissante ou bien bi-p�eriodi-

quement strictement d�ecroissante pour le motif de �

1

.

Nous avons ainsi deux situations �a analyser :

{ �

2

et �

3

sont bi-p�eriodiquement strictement croissantes pour le bi-motif de �

1

.

{ �

2

est bi-p�eriodiquement strictement croissante pour le bi-motif de �

1

et �

3

est bi-

p�eriodiquement strictement d�ecroissante.

12.1 �

3

bi-p�eriodiquement strictement croissante

Dans cette partie, on analysera le cas o�u �

2

et �

3

sont bi-p�eriodiquement strictement

croissantes pour le bi-motif de �

1

.
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Pour que la contrainte �

3

soit strictement croissante pour le bi-motif de �

1

(voir chapitre

10), il faut que a

0

1

, a

0

2

, a

0

3

, c

0

1

, c

0

2

, c

0

3

satisfassent �a :

a

0

2

� c

0

1

< a

0

1

� c

0

2

a

0

3

� c

0

1

< a

0

1

� c

0

3

La relation a

0

2

�c

0

1

< a

0

1

�c

0

2

�etablit la croissance de �

3

par rapport au motif (�a

0

2

; a

0

1

; 0),

c'est-�a-dire : 8�; �; 
; �

3

(�; �; 
)< �

3

(�� a

0

2

; � + a

0

1

; 
).

La relation a

0

3

�c

0

1

< a

0

1

�c

0

3

�etablit la croissance de �

3

par rapport au motif (�a

0

3

; 0; a

0

1

),

c'est-�a-dire : 8�; �; 
 �

3

(�; �; 
)< �

3

(�� a

0

3

; �; 
 + a

0

1

).

On prouvera que la contrainte globale de tout chemin P en S(�; �; �) est subsum�ee par

la contrainte globale d'un chemin P

0

contenu dans un nombre �xe de plans.

Soit M , N et Q des points du chemin P (voir �gure 12.2), tels que:

{ En M , on trouve le premier pas en z de P qui soit pr�ec�ed�e d'un pas en y de P . Le

dernier pas en y avant M apparâ�t au point Q.

{ En N , on trouve le premier pas en x de P qui soit situ�e apr�es M .

point N

point Q

point M

Fig. 12.2 -

Soit �, � et 
, respectivement, le nombre de pas en x, pas en y et pas en z de P situ�es

apr�es le point M .

Pour la construction de P

0

apr�es le point M , on distinguera le cas o�u (� div j a

0

2

j �

� div j a

0

1

j) du cas o�u (� div j a

0

2

j < � div j a

0

1

j).

1. Consid�erons d'abord que (� div j a

0

2

j � � div j a

0

1

j). Cela correspond �a un manque

relatif de pas en y par rapport au nombre de pas en x.
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Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P jusqu'au point M . Apr�es le point M , le chemin P

0

est

obtenu de la fa�con suivante :

{ En partant de M , on compose le chemin-motif P

1

motif

(dans le plan 0XY ), comme

illustr�e �a la �gure 12.3, jusqu'�a utiliser tous les � pas en y, situ�es apr�es le point

M . L'intersection avec le plan 0XZ qui passe par (�; �; �) d�etermine le point R.

A la �n du plan 0XY , nous trouvons un pr�e�xe du chemin motif P

1

motif

.

point R

point Q

1

1

point M

Motif pour 

Sous−motif pour

Fig. 12.3 - Composition de chemin-motif P

1

motif

{ En partant de R, on compose le chemin-motif P

2

motif

(dans le plan 0XZ), comme

illustr�e �a la �gure 12.4. Le point S est d�etermin�e quand on rencontre l'axe 0X ou

l'axe 0Z qui passe par le point (�; �; �). A la �n du plan 0XZ, nous trouvons un

pr�e�xe du chemin motif P

2

motif

.

{ On relie le point S et le point (�; �; �) par une s�equence de pas en x ou une

s�equence de pas en z.

On obtient ainsi le chemin P

0

.

Preuve de �

P

) �

P

0
ou du fait que

P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de plans :

Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la

contrainte globale de P

0

ou que P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de

plans.
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point R’

1

1

point Q

point R

1

1

1

point M

Motif pour 

Sous−motif pour

Sous−motif pour

Motif pour 

Motif pour 

Fig. 12.4 - Composition de chemin-motif P

2

motif

Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee apr�es le point M . Comme P

et P

0

co��ncident jusqu'au point M et comme �

2

(Q) et �

3

(M) sont des contraintes de

P (puisque dans P , il y a un segment vertical qui part de Q et un segment transversal

qui part de M), pour prouver que la contrainte globale de P est subsum�ee par la

contrainte globale de P

0

, il su�t de d�emontrer que :

(a) �

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

(b) �

2

(Q)) �

2

P

0

1

.

(c) �

3

(M)) �

3

P

0

1

{ Preuve de �

1

P

1

) �

1

P

0

1

: Entre les points M et S, par la propri�et�e de base

de chemin-motif (proposition 7.12), la conjonction des contraintes � �equivaut �a

�

1

(M).

Comme 8�; �; 
 �

1

(�; �; 
) ) �

1

(� + 1; �; 
) (a

0

1

� 0), apr�es le point S, les

contraintes �

1

sont plus faibles que �

1

(S).

Par cons�equent, �

1

P

0

1

�equivaut �a �

1

(M).

Du fait que 8�; �; 
 �

1

(�; �+1; 
)) �

1

(�; �; 
) (a

0

2

� 0) et 8�; �; 
 �

1

(�; �; 
+

1)) �

1

(�; �; 
) (a

0

3

� 0), il s'ensuit que �

1

(N)) �

1

(M).

Comme dans P , il y a un segment horizontal qui part de N , �

1

(N) est une

contrainte de P .

Donc �

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

{ Preuve de �

2

(Q)) �

2

P

0

1

: Comme la contrainte �

2

est croissante dans les plan

0XY et 0XZ, la contrainte �

2

la plus forte de P

0

apr�es le point M est plus faible

que �

2

(Q).
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{ Preuve de �

3

(M)) �

3

P

0

1

: Comme le plan 0XY ne contient pas de pas en z et

comme �

3

est p�eriodiquement strictement croissante dans le 0XZ, la contrainte

�

3

la plus forte apr�esM est situ�ee dans le premier motif de 0XZ. Soit R

0

le point

o�u on trouve cette contrainte. On a:

�

3

(R

0

) = �

3

(R)� �

0

j c

0

1

j + 


0

j c

3

j, avec �

0

�j a

0

3

j et 


0

�j a

0

1

j.

Comme �

0

�j a

0

3

j et 


0

�j a

0

1

j, il s'ensuit que ��

0

j c

0

1

j + 


0

j c

3

j� � j a

0

3

� c

0

1

j.

Donc :

�

3

(R

0

) � �

3

(R) � j a

0

3

� c

0

1

j.

Soit n le nombre de chemins-motifs P

1

motif

(motifs (�a

0

2

; a

0

1

; 0)) dans le plan 0XY

et (�

1

; �

1

; 0) le dernier sous-motif dans ce plan. On a :

�

3

(R) = �

3

(M) + n(a

0

1

� c

0

2

� a

0

2

� c

0

1

)� �

1

j c

0

1

j + �

1

j c

0

2

j, avec 0 < �

1

�j a

0

2

j

; 0 < �

1

�j a

0

1

j.

Donc:

�

3

(R

0

) = �

3

(M) + n(a

0

1

� c

0

2

� a

0

2

� c

0

1

) � �

1

j c

0

1

j +�

1

j c

0

2

j � j a

0

3

� c

0

1

j, avec

�

1

�j a

0

2

j; �

1

�j a

0

1

j.

Comme a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

> 0 (car �

3

est p�eriodiquement strictement croissante pour

le motif (�a

0

2

; a

0

1

; 0)) et comme ��

1

j c

0

1

j +�

1

j c

0

2

j� � j a

0

2

c

0

1

j + j c

0

2

j (car

�

1

�j a

0

2

j; �

1

�j a

0

1

j), il s'ensuit que:

�

3

(R

0

) � �

3

(M) + n(a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

) � j a

0

2

� c

0

1

j + j c

0

2

j � j a

0

3

� c

0

1

j.

Par cons�equent :

9n

0

, ind�ependant de x, y et z (on prend n

0

le premier entier tel que

n

0

�

j �a

0

2

c

0

1

+ c

0

2

� a

0

3

c

0

1

j

j a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

j

), tel que pour n � n

0

, �

3

(R

0

) � �

3

(M). Cela si-

gni�e que toute contrainte �

3

apr�es le point M est plus faible que �

3

(M), pour

n � n

0

.

Comme il y a un manque de pas en y par rapport au nombre de pas en x, la

relation n � n

0

est toujours satisfaite sauf pour le cas o�u le nombre de pas en y

apr�esM est born�e. Dans ce cas, P est d�ej�a contenu dans un nombre �ni (born�e)

de plans (voir �gure 12.5).

point Q

point M

nombre de plans OXZ fixe

Fig. 12.5 - Nombre de pas en y apr�es M born�e
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Nous avons donc prouv�e que �

P

) �

P

0

ou que P est d�ej�a contenu dans un nombre

�xe de plans.

2. Consid�erons maintenant que (� div j a

0

2

j < � div j a

0

1

j). Cela correspond �a un

manque relatif de pas en x par rapport au nombre de pas en y.
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Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P jusqu'au point M . Apr�es le point M , le chemin P

0

est

obtenu en projectant P sur le plan 0XY qui passe par M et ensuite en e�ectuant une

s�equence 
 pas en z (voir �gure 12.6).

point Q

point S

point M

Fig. 12.6 -

Soit S la projection du dernier point de P sur le plan 0XY qui passe par M .

Preuve de �

P

) �

P

0
:

Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte

globale de P

0

.

Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee apr�es le point M . Comme P

et P

0

co��ncident jusqu'au point M et comme �

2

(Q) et �

3

(M) sont des contraintes de

P (puisque dans P , il y a un segment vertical qui part de Q et un segment transversal

qui part de M), il su�t de d�emontrer que :

(a) �

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

(b) �

2

(Q)) �

2

P

0

1

.

(c) �

3

(M)) �

3

P

0

1

{ Preuve de �

1

P

1

) �

1

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

1

(�; �; 
+1)) �

1

(�; �; 
) (a

0

3

� 0),

en projetant chaque segment horizontal de P

1

sur le plan 0XY qui passe parM , on

obtient un segment horizontal de P

0

1

de contrainte plus faible. Il s'ensuit que les

contraintes horizontales de P

0

1

sont plus faibles que celles de P

1

. Par cons�equent,

�

1

P

1

) �

1

P

0

1

.
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{ Preuve de �

2

(Q) ) �

2

P

0

1

: Comme la contrainte �

2

est croissante dans le

plan 0XY , tous les contraintes verticales de P

0

sont plus faibles que �

2

(Q). Par

cons�equent, �

2

(Q)) �

2

P

0

1

.

{ Preuve de �

3

(M) ) �

3

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

3

(�; �; 
) ) �

3

(� + 1; �; 
)

(c

0

3

� 0), la contrainte tranversale apr�es M la plus forte est �

3

(S). Mais :

�

3

(S) = �

3

(M)� � j c

0

1

j +� j c

0

2

j

Comme � j a

0

1

j< � j a

0

2

j (car � div j a

0

2

j < � div j a

0

1

j) et a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

> 0 (car

�

3

p�eriodiquement strictement croissante pour le motif (�a

0

2

; a

0

1

; 0)), il s'ensuit

que � j c

0

1

j< � j c

0

2

j et que �

3

(S) ) �

3

(M). Par cons�equence, �

3

(M)) �

3

P

0

1

.

En r�esum�e, tout chemin P est subsum�e par un chemin ayant une des formes repr�esent�ees

dans la �gure 12.7.

Fig. 12.7 - Formes des chemins en S

0

(�; �; �)

12.2 �

3

bi-p�eriodiquement strictement d�ecroissante

Dans cette partie, on analysera le cas o�u �

2

est bi-p�eriodiquement strictement croissante

pour le bi-motif de �

1

et �

3

est bi-p�eriodiquement strictement d�ecroissante.

Pour que la contrainte �

3

soit strictement d�ecroissante pour le bi-motif de �

1

(voir

chapitre 10), il faut que a

0

1

, a

0

2

, a

0

3

, c

0

1

, c

0

2

, c

0

3

satisfassent �a :

a

0

2

� c

0

1

> a

0

1

� c

0

2

a

0

3

� c

0

1

> a

0

1

� c

0

3

Comme dans la partie 12.1, on prouvera que la contrainte globale de tout chemin P en

S(�; �; �) est subsum�ee par la contrainte globale un chemin P

0

contenu dans un nombre �xe

de plans.

Soit L, M , N et Q des points de P (voir �gure 12.8), tel que:

{ En M , on trouve le premier pas en z de P , tel qu'il existe au moins un pas en y en P

avant M . Le premier pas en y avant M part du point Q.
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{ En Q, on trouve le dernier pas en z de P , tel qu'il existe au moins un pas en x en P

apr�es Q. Le premier pas en x apr�es Q part du point L.

point L

point N’

point Npoint M

point Q

Fig. 12.8 -

Soit N

0

le point situ�e un pas en z apr�es N (N

0

= N + (0; 0; 1)). Soit �, � et 
, respec-

tivement, le nombre de pas en x, pas en y et pas en z de P situ�es entre les points M et

N

0

.

Pour la construction de P

0

apr�es le point M , on distinguera le cas o�u (� div j a

0

2

j �

� div j a

0

1

j) du cas o�u (� div j a

0

2

j < � div a

0

1

).

1. Consid�erons d'abord que (� div j a

0

2

j � � div j a

0

1

j). Cela correspond �a un manque

relatif de pas en y par rapport au nombre de pas en x.

Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P avant le point M et apr�es le point N

0

. Entre les points

M et N

0

, le chemin P

0

est obtenu de la fa�con suivante :

{ En partant de N

0

et en remontant vers le point M , on compose le chemin-motif

P

1

motif

(dans le plan 0XY ), comme illustr�e �a la �gure 12.9, jusqu'�a utiliser tous

les � pas en y situ�es entre les points M et N

0

. L'intersection avec le plan 0XZ

qui passe par M d�etermine le point R. Au d�ebut du plan 0XY , nous trouvons un

su�xe du chemin motif P

1

motif

.

{ En partant de R et se dirigeant vers le pointM , on compose le chemin-motif P

2

motif

(dans le plan 0XZ), comme illustr�e �a la �gure 12.10. Le point S est d�etermin�e

quand on rencontre l'axe 0X ou l'axe 0Z qui passent par M . Au d�ebut du plan

0XZ, nous trouvons un su�xe du chemin motif P

2

motif

.

{ On relie le point S et le point M par une s�equence de pas en x ou une s�equence

de pas en z.

On obtient ainsi le chemin P

0

.

Preuve de �

P

) �

P

0

ou que

P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de plans :
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point R

1
Motif pour 

1

Sous−motif pour

point Q

point M

point N

point L

point N’

Fig. 12.9 - Composition de chemin-motif P

1

motif

point R

1
Motif pour 

1
Motif pour 

1

Sous−motif pour

point Q

point M

point N

point L

point N’

point S

Fig. 12.10 - Composition de chemin-motif P

2

motif

La preuve que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte

globale de P

0

ou que P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de plans. est

analogue �a celle donn�ee �a la section 12.1.

2. Consid�erons maintenant que (� div j a

0

2

j < � div j a

0

1

j). Cela correspond �a un

manque relatif de pas en x par rapport au nombre de pas en y.

Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P avant le point M et apr�es le point N

0

. Entre les points

M et N

0

, le chemin P

0

est obtenu de la fa�con suivante :

{ En partant de N

0

et en remontant vers le point M , on compose le chemin-motif
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P

1

motif

(dans le plan 0XY ), comme illustr�e �a la �gure 12.11, jusqu'�a utiliser tous

les � pas en x situ�es entre M et N

0

. L'intersection avec le plan 0YZ qui passe

parM d�etermine le point R. Au d�ebut du plan 0XY , nous trouvons un su�xe du

chemin motif P

1

motif

.

point R

1
Motif pour 

1

Sous−motif pour

point Q

point M

point N

point L

point N’

Fig. 12.11 - Composition de chemin-motif P

1

motif

{ En partant de R et en remontant vers le point M , on ex�ecute une s�equence de

pas en y jusqu'�a rencontrer le plan 0XZ qui passe par M . Cela d�etermine le point

S.

{ On relie M et S par des pas en x (voir �gure 12.12).
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point R

1
Motif pour 

1

Sous−motif pour

point Q

point M

point N

point L

point N’

Fig. 12.12 - Chemin P

0

On obtient ainsi le chemin P

0

.

Preuve de �

P

) �

P

0

:

Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte

globale de P

0

Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee entre les points M et N

0

.

Comme P et P

0

co��ncident jusqu'au point M et apr�es le point N

0

et comme �

2

(L),

�

2

(Q) et �

3

(M) sont des contraintes de P (puisque dans P , il y a un segment horizontal

qui part de P , un segment vertical qui part de Q et un segment transversal qui part

de M), il su�t de d�emontrer que :

(a) �

1

(L)) �

1

P

0

1

.

(b) �

2

(Q)) �

2

P

0

1

.

(c) �

3

P

0

1

= �

3

(M)
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{ Preuve de �

1

P

1

) �

1

P

0

1

: Entre les points S et N

0

, par la propri�et�e de base

de chemin-motif (proposition 7.12), la conjonction des contraintes � �equivaut �a

�

1

(N

0

).

Comme 8�; �; 
 �

1

(�; �+ 1; 
)) �

1

(�; �; 
) (a

0

2

� 0), entre les points S et N

0

,

les contraintes �

1

sont plus faibles que �

1

(L).

Par cons�equent, �

1

(L)) �

1

P

0

1

.

{ Preuve de �

2

(Q) ) �

2

P

0

1

. : Comme la contrainte est croissante dans les plan

0XY et 0XZ, la contrainte �

2

la plus forte de P

0

entre les points M et N

0

est plus

faible que �

2

(Q). Par cons�equent, �

2

(Q)) �

2

P

0

1

.

{ Preuve de �

3

P

0

1

= �

3

(M) : Comme 8�; �; 
 �

3

(�; �; 
) ) �

3

(� + 1; �; 
)

(c

0

1

� 0), la contrainte tranversale la plus forte de P

0

entre les points M et N

0

est

�

3

(M). Par cons�equent, �

3

P

0

1

= �

3

(M).

En r�esum�e, tout chemin P est subsum�e par un chemin ayant une des formes repr�esen-

t�ees dans la �gure 12.13.

Fig. 12.13 - Formes des chemins en S

0

(�; �; �)

Dans les deux cas (�

3

bi-p�eriodiquement croissante ou d�ecroissante), tout chemin de

S(�; �; �) est subsum�e par un chemin contenu dans un nombre �xe de plans.
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Chapitre 13

Trois R�egles R�ecursives - Cas

Di�ciles 2 bis

Dans ce chapitre, on montrera comment e�ectuer l'�etape de

W

-simpli�cations pour les

programmes appartenant �a la super-classe 4, et qui ont une contrainte bi-p�eriodique et les

deux autres bi-p�eriodiquement strictement croissante ou d�ecroissante.

On consid�erera des programmes avec matrice caract�eristique :

0

B

@

+ + �

� + +

� � +

1

C

A

Rappelons (voir chapitre 4) que cette matrice a �et�e choisie comme repr�esentative de la

super-classe 4.

La di��erence principale entre cette super-classe et celle trait�ee dans le chapitre pr�ec�edent

est qu'ici aucune contrainte n'est monotone. Dans le chapitre pr�ec�edent, la contrainte de la

r�egle R

2

�etait monotone.

De la classi�cation alg�ebrique de � (voir chapitre 10), la contrainte �

1

est bi-p�eriodique,

avec motifs (

�a

0

2

pgcdf�a

0

2

; a

0

1

g

;

a

0

1

pgcdf�a

0

2

; a

0

1

g

; 0) (dans le plan 0XY ) et

(

�a

0

3

pgcdf�a

0

3

; a

0

1

g

; 0;

a

0

1

pgcdf�a

0

3

; a

0

1

g

) (dans le plan 0XZ).
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Dans une souci de simplicit�e, on supposera que pgcdf�a

0

2

; a

0

1

g = 1 et que pgcdf�a

0

3

; a

0

1

g =

1. La bi-p�eriodicit�e de �

1

s'exprime par :

Proposition 13.1 (Bi-p�eriodicit�e de �

1

)

8�; 8�; 8
 �

1

(�; �; 
) = �

1

(�� a

0

2

; � + a

0

1

; 
) = �

1

(�� a

0

3

; �; 
+ a

0

1

).

1

3
a

a

2
a

a
1

Fig. 13.1 - Motif dans le plan 0XY Motif dans le plan 0XZ

Soit P

1

motif

le chemin-motif pour �

1

situ�e dans le plan 0XY et P

2

motif

le chemin motif pour

�

1

situ�e dans le plan 0XZ. Ils sont obtenus en appliquant l'algorithme donn�e �a la �n de la

partie 7.2.

Comme le chemin-motif P

1

motif

(resp. P

2

motif

) est chemin qui appartient au motif (�a

0

2

; a

0

1

; 0)

(resp. (�a

0

3

; 0; a

0

1

)), il sera repr�esent�e dans les �gures de ce chapitre par ce motif. De même

les pr�e�xes et les su�xes des chemins-motifs seront repr�esent�es par des sous-motifs.

Du fait que b

0

1

� 0 et b

0

2

� 0, il s'ensuit que la contrainte �

2

est croissante dans le plan

0XY . Par cons�equent, la contrainte �

2

est bi-p�eriodiquement strictement croissante pour le

bi-motif de �

1

.

La contrainte �

3

est ou bien bi-p�eriodiquement strictement croissante ou bien bi-p�eriodi-

quement strictement d�ecroissante pour le bi-motif de �

1

.

Nous avons ainsi deux situations �a analyser :

{ �

2

et �

3

sont bi-p�eriodiquement strictement croissantes pour le bi-motif de �

1

.

{ �

2

est bi-p�eriodiquement strictement croissante pour le bi-motif de �

1

et �

3

est bi-

p�eriodiquement strictement d�ecroissante pour le bi-motif de �

1

.
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13.1 �

3

bi-p�eriodiquement strictement croissante

Dans cette partie, on analysera le cas o�u �

2

et �

3

sont bi-p�eriodiquement strictement

croissantes pour le bi-motif de �

1

.

Pour que la contrainte �

2

soit strictement croissante pour le bi-motif de �

1

(voir chapitre

10), il faut que a

0

1

, a

0

3

, b

0

1

, b

0

3

satisfassent �a :

a

0

3

� b

0

1

< a

0

1

� b

0

3

Cette relation �etablit la croissance de �

2

par rapport au motif (�a

0

3

; 0; a

0

1

), c'est-�a-dire :

8�; �; 
; �

2

(�; �; 
)< �

2

(�� a

0

3

; �; 
 + a

0

1

).

Pour que la contrainte �

3

soit strictement croissante pour le bi-motif de �

1

(voir chapitre

10), il faut que a

0

1

, a

0

2

, a

0

3

, c

0

1

, c

0

2

, c

0

3

satisfassent �a :

a

0

2

� c

0

1

< a

0

1

� c

0

2

a

0

3

� c

0

1

< a

0

1

� c

0

3

La relation a

0

2

�c

0

1

< a

0

1

�c

0

2

�etablit la croissance de �

3

par rapport au motif (�a

0

2

; a

0

1

; 0),

c'est-�a-dire : 8�; �; 
; �

3

(�; �; 
)< �

3

(�� a

0

2

; � + a

0

1

; 
).

La relation a

0

3

�c

0

1

< a

0

1

�c

0

3

�etablit la croissance de �

3

par rapport au motif (�a

0

3

; 0; a

0

1

),

c'est-�a-dire : 8�; �; 
 �

3

(�; �; 
)< �

3

(�� a

0

3

; �; 
 + a

0

1

).

On prouvera que la contrainte globale de tout chemin P en S(�; �; �) est subsum�ee par

la contrainte globale d'un chemin P

0

contenu dans un nombre �xe de plans.

Soit M , N et Q des points du chemin P (voir �gure 13.2), tels que:

{ En M , on trouve le premier pas en z de P qui soit pr�ec�ed�e d'un pas en y de P . Le

dernier pas en y avant M apparâ�t au point Q.

{ En N , on trouve le premier pas en x de P qui soit situ�e apr�es M .

Soit �, � et 
, respectivement, le nombre de pas en x, pas en y et pas en z de P situ�es

apr�es le point M .

Pour la construction de P

0

apr�es le point M , on distinguera le cas o�u (� div j a

0

2

j�

� div j a

0

1

j) du cas o�u (� div j a

0

2

j< � div j a

0

1

j).

1. Consid�erons d'abord que � div j a

0

2

j � � div j a

0

1

j). Cela correspond �a un manque

relatif de pas en y par rapport au nombre de pas en x.
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point N

point Q

point M

Fig. 13.2 -

Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P jusqu'au point M . Apr�es le point M , le chemin P

0

est

obtenu de la fa�con suivante :

{ En partant de M , on compose le chemin-motif P

1

motif

(dans le plan 0XY ), comme

illustr�e �a la �gure 13.3, jusqu'�a utiliser tous les � pas en y, situ�es apr�es le point

M . L'intersection avec le plan 0XZ qui passe par (�; �; �) d�etermine le point R.

A la �n du plan 0XY , nous trouvons un pr�e�xe du chemin motif P

1

motif

.

point R

point Q

1

1

point M

Motif pour 

Sous−motif pour

Fig. 13.3 - Composition de chemin-motif P

1

motif

{ En partant de R, on compose le chemin-motif P

2

motif

(dans le plan 0XZ), comme

illustr�e �a la �gure 13.4. Le point S est d�etermin�e quand on rencontre l'axe 0X ou

l'axe 0Z qui passent par le point (�; �; �). A la �n du plan 0XZ et avant le point

S, nous trouvons un pr�e�xe du chemin motif P

2

motif

.

{ On relie le point S et le point (�; �; �) par une s�equence de pas en x ou une

s�equence de pas en z.

On obtient ainsi le chemin P

0

.
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point R’

1

1

point Q

point R

1

1

1

point M

Motif pour 

Sous−motif pour

Sous−motif pour

Motif pour 

Motif pour 

point S

Fig. 13.4 - Composition de chemin-motif P

2

motif

Preuve de �

P

) �

P

0
ou du fait que

P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de plans :

Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la

contrainte globale de P

0

ou que P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de

plans.

Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee apr�es le point M . Comme P

et P

0

co��ncident jusqu'au point M et comme �

2

(Q) et �

3

(M) sont des contraintes de

P (puisque dans P , il y a un segment vertical qui part de Q et un segment transversal

qui part de M), pour prouver que la contrainte globale de P est subsum�ee par la

contrainte globale de P

0

, il su�t de d�emontrer que :

(a) �

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

(b) �

2

(Q)) �

2

P

0

1

.

(c) �

3

(M)) �

3

P

0

1

{ Preuve de �

1

P

1

) �

1

P

0

1

: Entre les points M et S, par la propri�et�e de base

de chemin-motif (proposition 7.12), la conjonction des contraintes �

1

�equivaut �a

�

1

(M).

Comme 8�; �; 
 �

1

(�; �; 
) ) �

1

(� + 1; �; 
) (a

0

1

� 0), apr�es le point S, les

contraintes �

1

sont plus faibles que �

1

(S).

Par cons�equent, �

1

P

0

1

�equivaut �a �

1

(M).
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Du fait que 8�; �; 
 �

1

(�; � + 1; 
)) �

1

(�; �; 
) (a

0

2

� 0) et

8�; �; 
 �

1

(�; �; 
 + 1)) �

1

(�; �; 
) (a

0

3

� 0), il s'ensuit que �

1

(N)) �

1

(M).

Comme dans le chemin P il y a un segment horizontal qui part de N , �

1

(N) est

une contrainte de P .

Donc �

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

{ Preuve de �

2

(Q)) �

2

P

0

1

: Comme la contrainte �

2

est croissante dans le plan

0XY et, comme apr�es le point R nous n'avons plus de pas en y, la contrainte �

2

la plus forte de P

0

apr�es le point M est plus faible que �

2

(Q).

{ Preuve de �

3

(M)) �

3

P

0

1

: Comme le plan 0XY ne contient pas de pas en z et

comme �

3

est p�eriodiquement strictement croissante dans le 0XZ, la contrainte

�

3

la plus forte apr�esM est situ�ee dans le premier motif de 0XZ. Soit R

0

le point

o�u on trouve cette contrainte. On a:

�

3

(R

0

) = �

3

(R) � �

0

j c

0

1

j + 


0

j c

3

j, avec �

0

�j a

0

3

j et 


0

�j a

0

1

j.

Comme �

0

�j a

0

3

j et 


0

�j a

0

1

j, il s'ensuit que ��

0

j c

0

1

j +


0

j c

3

j � � j a

0

3

�c

0

1

j.

Donc :

�

3

(R

0

) � �

3

(R) � j a

0

3

� c

0

1

j.

Soit n le nombre de chemins-motifs P

1

motif

(motifs (�a

0

2

; a

0

1

; 0)) dans le plan 0XY

et (�

1

; �

1

; 0) le dernier sous-motif dans ce plan. On a :

�

3

(R) = �

3

(M) + n(a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

) � �

1

j c

0

1

j +�

1

j c

0

2

j, avec 0 < �

1

� j a

0

2

j

; 0 < �

1

�j a

0

1

j.

Donc :

�

3

(R

0

) � �

3

(M) + n(a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

) � �

1

j c

0

1

j +�

1

j c

0

2

j � j a

0

3

� c

0

1

j, avec

�

1

�j a

0

2

j; �

1

�j a

0

1

j.

Comme a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

> 0 (car �

3

est p�eriodiquement strictement croissante pour

le motif (�a

0

2

; a

0

1

; 0)) et comme ��

1

j c

0

1

j +�

1

j c

0

2

j � � j a

0

2

� c

0

1

j + j c

0

2

j (car

�

1

�j a

0

2

j; �

1

�j a

0

1

j), il s'ensuit que:

�

3

(R

0

) � �

3

(M) + n(a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

)� j a

0

2

� c

0

1

j + j c

0

2

j � j a

0

3

� c

0

1

j.

Par cons�equent :

9n

0

, ind�ependant de x, y et z (on prend n

0

le premier entier sup�erieur �a

j �a

0

2

c

0

1

+ c

0

2

� a

0

3

c

0

1

j

j a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

j

), tel que pour n � n

0

, �

3

(R

0

) � �

3

(M). Cela signi�e que

toute contrainte �

3

apr�es le point M est plus faible que �

3

(M), pour n � n

0

.

Comme il y a un manque de pas en y par rapport au nombre de pas en x, la

relation n � n

0

est toujours satisfaite. sauf pour le cas o�u le nombre de pas en y

apr�esM est born�e. Dans ce cas, P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe (born�e)

de plans (voir �gure 13.5).
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point Q

point M

nombre de plans OXZ fixe

Fig. 13.5 - Nombre de pas en y apr�es M born�e

Nous avons donc prouv�e que �

P

) �

P

0
ou que P est d�ej�a contenu dans un nombre

�xe de plans.

2. Consid�erons maintenant que (� div j a

0

2

j< � div j a

0

1

j). Cela correspond �a un manque

relatif de pas en x par rapport au nombre de pas en y.

Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P jusqu'au point M . Apr�es le point M , le chemin P

0

est

obtenu en projetant P sur le plan 0XY qui passe par M et ensuite en e�ectuant une

s�equence de 
 pas en z (voir �gure 13.6).

point Q

point S

point M

Fig. 13.6 -

Soit S la projection du dernier point de P sur le plan 0XY qui passe par M .

Preuve de �

P

) �

P

0

:

Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte

globale de P

0

.
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Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee apr�es le point M . Comme P

et P

0

co��ncident jusqu'au point M et comme �

3

(M) est une contrainte de P (puisque

dans P , il y a un segment transversal qui part de M), il su�t de d�emontrer que :

(a) �

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

(b) �

2

P

1

) �

2

P

0

1

.

(c) �

3

(M)) �

3

P

0

1

{ Preuve de �

1

P

1

) �

1

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

1

(�; �; 
+1)) �

1

(�; �; 
) (a

0

3

� 0),

en projetant chaque segment horizontal de P

1

sur le plan 0XY qui passe parM , on

obtient un segment horizontal de P

0

1

de contrainte plus faible. Il s'ensuit que les

contraintes horizontales de P

0

1

sont plus faibles que celles de P

1

. Par cons�equent,

�

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

{ Preuve de �

2

P

1

) �

2

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

2

(�; �; 
+1)) �

2

(�; �; 
) (b

0

3

� 0),

en projetant chaque segment vertical de P

1

sur le plan 0XY qui passe par M , on

obtient un segment vertical de P

0

1

de contrainte plus faible. Il s'ensuit que les

contraintes verticales de P

0

1

sont plus faibles que celles de P

1

. Par cons�equent,

�

2

P

1

) �

2

P

0

1

.

{ Preuve de �

3

(M) ) �

3

P

0

1

: Comme 8�; �; 
 �

3

(�; �; 
) ) �

3

(� + 1; �; 
)

(c

0

3

� 0), la contrainte tranversale apr�es M la plus forte est �

3

(S). Mais :

�

3

(S) = �

3

(M)� � j c

0

1

j +� j c

0

2

j

Comme � j a

0

1

j< � j a

0

2

j (car � div j a

0

2

j< � div j a

0

1

j) et a

0

1

c

0

2

� a

0

2

c

0

1

> 0 (car

�

3

p�eriodiquement strictement croissante pour le motif (�a

0

2

; a

0

1

; 0)), il s'ensuit

que � j c

0

1

j< � j c

0

2

j et que �

3

(S) ) �

3

(M). Par cons�equent, �

3

(M)) �

3

P

0

1

.

En r�esum�e, tout chemin P est subsum�e par un chemin ayant une des formes repr�esent�ees

dans la �gure 13.7.

Fig. 13.7 - Formes des chemins en S

0

(�; �; �)
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13.2 �

3

bi-p�eriodiquement strictement d�ecroissante

Dans cette partie, on analysera le cas o�u �

2

est bi-p�eriodiquement strictement croissante

pour le bi-motif de �

1

et �

3

est bi-p�eriodiquement strictement d�ecroissante pour ce bi-motif.

Pour que la contrainte �

2

soit strictement croissante pour le bi-motif de �

1

(voir chapitre

10), il faut que a

0

1

, a

0

3

, b

0

1

, b

0

3

satisfassent �a :

a

0

3

� b

0

1

> a

0

1

� b

0

3

Pour que la contrainte �

3

soit strictement d�ecroissante pour le bi-motif de �

1

(voir

chapitre 10), il faut que a

0

1

, a

0

2

, a

0

3

, c

0

1

, c

0

2

, c

0

3

satisfassent �a :

a

0

2

� c

0

1

> a

0

1

� c

0

2

a

0

3

� c

0

1

> a

0

1

� c

0

3

Comme dans la partie 13.1, on prouvera que la contrainte globale de tout chemin P en

S(�; �; �) est subsum�ee par la contrainte globale d'un chemin P

0

contenu dans un nombre

�xe de plans.

Soit L, M , N et Q des points de P (voir �gure 13.8), tel que:

{ En M , on trouve le premier pas en z de P , tel qu'il existe au moins un pas en y en P

avant M . Le premier pas en y avant M part du point Q.

{ En Q, on trouve le dernier pas en z de P , tel qu'il existe au moins un pas en x en P

apr�es Q. Le premier pas en x apr�es Q part du point L.

point L

point N’

point Npoint M

point Q

Fig. 13.8 -

Soit N

0

le point situ�e un pas en z apr�es N (N

0

= N + (0; 0; 1)). Soit �, � et 
, respec-

tivement, le nombre de pas en x, pas en y et pas en z de P situ�es entre les points M et

N

0

.

En partant de N

0

et en remontant dans le plan 0XY qui passe par N

0

, on compose le

chemin-motif P

1

motif

(dans le plan 0XY ), comme illustr�e �a la �gure 13.9, jusqu'�a obtenir un

point S tel que :
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�

3

(S) > �

3

(N

0

) + a

0

1

� c

0

3

point L

point N’
1

Motif pour 

point S

Fig. 13.9 -

Le nombre de motifs entre S et N

0

ne depend pas du chemin P , cars la contrainte �

3

est strictement d�ecroissante pour le motif (�a

0

2

; a

0

1

; 0) de �

1

. Si le point S ne se situe pas

en bas, le chemin P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de plans. Consid�erons le cas o�u

M < S.

Soit �, � et 
, respectivement, le nombre de pas en x, pas en y et pas en z de P entre

le point M et le point S.

Pour la construction de P

0

, on distinguera le cas o�u (� div j a

0

3

j � 
 div j a

0

1

j) du cas

o�u (� div j a

0

3

j< 
 div j a

0

1

j).

1. Consid�erons d'abord que (� div j a

0

3

j � 
 div j a

0

1

j). Cela correspond �a un manque

relatif de pas en z par rapport au nombre de pas en x.

Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P avant le point M et apr�es le point N

0

. Le pont S

appartient �a P

0

, et les point S et N

0

sont reli�es comme illustr�e �a la �gure 13.9. Entre

les points M et S, le chemin P

0

est obtenu de la fa�con suivante :

{ En partant de S et en remontant vers le point M , on compose le chemin-motif

P

2

motif

(dans le plan 0XZ), comme illustr�e �a la �gure 13.10, jusqu'�a utiliser tous

les 
 pas en z situ�es entre les points M et N

0

. L'intersection avec le plan 0XY

qui passe par M d�etermine le point R. Au d�ebut du plan 0XZ, nous trouvons un

su�xe du chemin motif P

2

motif

.
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1

point Q

point M

Sous−motif pour
1

1

Motif pour 

point R

Motif pour 

point L

point N’

point S

Fig. 13.10 - Composition de chemin-motif P

2

motif

{ En partant de R et se dirigeant vers le pointM , on compose le chemin-motif P

1

motif

(dans le plan 0XY ), comme illustr�e �a la �gure 13.11. Le point T est d�etermin�e

quand on rencontre l'axe 0X ou l'axe 0Z qui passent par M . Au d�ebut du plan

0XY , nous trouvons un su�xe du chemin motif P

1

motif

.

1
1

point M

1
Motif pour 

Sous−motif pour
Sous−motif pour

1

1

Motif pour 

point R

Motif pour 

point L

point N’

point S

point Q

point T

Fig. 13.11 - Composition de chemin-motif P

1

motif

{ On relie le point T et le point M par une s�equence de pas en x ou une s�equence

de pas en y.

On obtient ainsi le chemin P

0

.

Preuve de �

P

) �

P

0
ou que

P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de plans :

Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la

contrainte globale de P

0

ou que P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de

plans.
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Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee entre le le point M et le

point N

0

. Comme P et P

0

co��ncident jusqu'au point M et apr�es le point N

0

et comme

�

2

(Q) est une contrainte de P (puisque dans P , il y a un segment vertical qui part

de Q), pour prouver que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte

globale de P

0

, il su�t de d�emontrer que :

(a) �

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

(b) �

2

(Q)) �

2

P

0

1

.

(c) �

3

P

1

) �

3

P

0

1

{ Preuve de �

1

P

1

) �

1

P

0

1

: Entre les points T et N

0

, par la propri�et�e de base

de chemin-motif (proposition 7.12), la conjonction des contraintes �

1

�equivaut �a

�

1

(N

0

).

Comme 8�; �; 
 �

1

(�; � + 1; 
)) �

1

(�; �; 
) (a

0

2

� 0), �

1

(L) ) �

1

(N

0

).

Si les points M et T sont reli�es par des pas en x, �

1

P

0

1

�equivaut �a �

1

(M)^�

1

(N

0

).

Soit M

0

le point o�u on touve le premier pas en x de P apr�es le point M . Du fait

que 8�; �; 
 �

1

(�; � + 1; 
)) �

1

(�; �; 
) (a

0

2

� 0) et

8�; �; 
 �

1

(�; �; 
+1)) �

1

(�; �; 
) (a

0

3

� 0), il s'ensuit que �

1

(M

0

)) �

1

(M).

Donc, �

1

(M

0

) ^ �

1

(L) ) �

1

(M) ^ �

1

(N

0

) ( � �

1

P

0

1

).

Si les points M et T sont reli�es par des pas en y, �

1

P

0

1

�equivaut �a �

1

(N

0

).

Donc, �

1

(L) ) �

1

(N

0

) ( � �

1

P

0

1

).

Comme dans le chemin P il y a un segment horizontal qui part de L et un autre

qui part de M

0

, �

1

(L) et �

1

(M

0

) sont des contraintes de P .

Par cons�equent, �

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

{ Preuve de �

2

(Q)) �

2

P

0

1

: Comme la contrainte �

2

est croissante dans le plan

0XY et entre les points R et S nous n'avons plus de pas en y, la contrainte �

2

la

plus forte de P

0

entre M et S est plus faible que �

2

(Q). Entre le point S et N

0

,

la contrainte la plus forte est celle du premier pas en y apr�es le point S. Mais

comme �

2

esp p�eriodiquement strictement d�ecroissante dans le plan 0XZ, cette

contrainte est necessairement plus faible que �

2

(R) (si on peut placer un nombre

su�ssant grand de motifs entre R et S), et par transitivit�e, plus faible que �

2

(Q).

{ Preuve de �

3

P

1

) �

3

P

0

1

: Comme le plan 0XY ne contient pas de pas en z et

comme �

3

est p�eriodiquement strictement d�ecroissante dans le 0XZ, la contrainte

�

3

la plus forte entre les point M et N

0

est situ�ee dans le dernier motif de 0XZ.

Soit S

0

le point o�u on trouve cette contrainte. On a:

�

3

(S) = �

3

(S

0

)� �

0

j c

0

1

j +


0

j c

0

3

j, avec �

0

�j a

0

3

j et 


0

�j a

0

1

j.
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Comme �

0

�j a

0

3

j et 


0

�j a

0

1

j, il s'ensuit que �

3

(S

0

) > �

3

(S)� a

0

1

� c

0

3

+ j c

0

3

j.

Mais le pont S est tel que �

3

(S) > �

3

(N

0

) + a

0

1

� c

0

3

. Il s'en suit que �

3

(S

0

) >

�

3

(N

0

) + c

0

3

= �

3

(N).

Comme dans le chemin P il y a un segment transversal qui part de N , �

3

(N) est

une contrainte de P , on a �

3

P

1

) �

3

P

0

1

.

2. Consid�erons maintenant que (� div j a

0

3

j < 
 div j a

0

1

j). Cela correspond �a un manque

relatif de pas en x par rapport au nombre de pas en z.

Construction du chemin P

0

:

Le chemin P

0

co��ncide avec P avant le point M et apr�es le point N

0

. Le pont S

appartient �a P

0

, et les point S et N

0

sont reli�es comme illustr�e �a la �gure 13.9. Entre

les points M et S, le chemin P

0

est obtenu de la fa�con suivante :

{ En partant de S et en remontant vers le point M , on compose le chemin-motif

P

2

motif

(dans le plan 0XZ), comme illustr�e �a la �gure 13.12, jusqu'�a utiliser tous les

pas en x situ�es entre les pointsM et N

0

. L'intersection avec le plan 0Y Z qui passe

parM d�etermine le point R. Au d�ebut du plan 0XZ, nous trouvons un su�xe du

chemin motif P

2

motif

.

1

point Q

point M

Sous−motif pour
1

1

Motif pour 

point R

Motif pour 

point L

point N’

point S

Fig. 13.12 - Composition de chemin-motif P

2

motif

{ En partant de M et en se dirigeant vers le point R, on execute une s�equence de

� pas en y, jusqu'�a rencontrer le plan 0XZ qui passe par R. Cette intersection

d�etermine le point T . On relie le point T au point R par des pas en z. Ceci est

illustr�e �a la �gure 13.13.

On obtient ainsi le chemin P

0

.

Preuve de �

P

) �

P

0

ou que

P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de plans :
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1

point Q

point M

Sous−motif pour
1

1

Motif pour 

point R

Motif pour 

point L

point N’

point S

Fig. 13.13 -

Nous montrons ensuite que la contrainte globale de P est subsum�ee par la

contrainte globale de P

0

ou que P est d�ej�a contenu dans un nombre �xe de

plans.

Soit P

1

(resp. P

0

1

) la partie de chemin P (resp. P

0

) situ�ee entre le le point M et le

point N

0

. Comme P et P

0

co��ncident jusqu'au point M et apr�es le point N

0

et comme

�

2

(Q) est une contrainte de P (puisque dans P , il y a un segment vertical qui part

de Q), pour prouver que la contrainte globale de P est subsum�ee par la contrainte

globale de P

0

, il su�t de d�emontrer que :

(a) �

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

(b) �

2

(Q)) �

2

P

0

1

.

(c) �

3

P

1

) �

3

P

0

1

{ Preuve de �

1

P

1

) �

1

P

0

1

: Entre les points M et R, nous n'avons pas de pas en x.

Entre les points R et N

0

, par la propri�et�e de base de chemin-motif (proposition

7.12), la conjonction des contraintes �

1

�equivaut �a �

1

(N

0

).

Donc �

1

P

0

1

�equivaut �a �

1

(N

0

).

Comme 8�; �; 
 �

1

(�; � + 1; 
) ) �

1

(�; �; 
) (a

0

2

� 0), �

1

(L) ) �

1

(N

0

)

( � �

1

P

0

1

).

Comme dans le chemin P il y a un segment horizontal qui part de L et un autre

qui part de M

0

, �

1

(L) est une contrainte de P , on a �

1

P

1

) �

1

P

0

1

.

{ Preuve de �

2

(Q)) �

2

P

0

1

: Entre les points M et S, la contrainte la plus forte

est �

2

(M) ( b

0

2

� 0). Mais �

2

(Q) ) �

2

(M), car les points Q et M sont situ�es

dans un même plan 0XY et �

2

est croissante dans le plan 0XY .

{ Preuve de �

3

P

1

) �

3

P

0

1

: La contrainte la plus forte �

3

la plus forte du chemin

P

0

entre les points M et N

0

est ou �

3

(T ) ou elle est situ�e dans le dernier motif



13.2. �

3

BI-P

�

ERIODIQUEMENT STRICTEMENT D

�

ECROISSANTE 195

de 0XZ. Dans le premier cas, cette contrainte est plus faible que �

3

(M) (qui est

une contrainte de P). Dans le deuxi�eme cas, la preuve que �

3

P

1

) �

3

P

0

1

est faite

comme dans le cas o�u (� div j a

0

3

j � 
 div j a

0

1

j).

En r�esum�e, tout chemin P est subsum�e par un chemin ayant une des formes repr�esen-

t�ees dans la �gure 13.14.

Fig. 13.14 - Formes des chemins en S

0

(�; �; �)

Dans les deux cas (�

3

bi-p�eriodiquement croissante ou d�ecroissante), tout chemin de

S(�; �; �) est subsum�e par un chemin contenu dans un nombre �xe de plans.
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Chapitre 14

Applications

14.1 G�en�eration Automatique de Lemmes

La motivation initiale de ce travail (pour repr�esenter par une formule arithm�etique le r�e-

sultat de l'�evaluation ascendante de programmes logiques) �etait de fournir une m�ethodologie

pour prouver des formules qui combinaient des listes et des formules arithm�etiques.

Plus concr�etement, �etant donn�e un programme logique d�e�nissant un pr�edicat p(L; x; y; x),

o�u L est une liste d'entiers relatifs et x, y and z sont des variables sur le domaine des entiers

relatifs, supposons que nous voulons prouver une propri�et�e de la forme 	(x; y; z).

La m�ethodologie pour prouver 	(x; y; z) consiste en trois �etapes :

1. Transformer le pr�edicat p(L; x; y; z) dans un pr�edicat p

0

(x; y; z) (voir [FRI 92]).

2. Calculer par �evaluation ascendante la formule caract�eristique �

0

associ�e �a p

0

.

3. D�emontrer que �

0

) 	.

Ceci sera d�etaill�e sur l'exemple de l'algorithme de Boyer-Moore, �a la partie 14.4.
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14.2 Terminaison de Programmes Logiques

On peut utiliser cette m�ethode d'�evaluation ascendante pour prouver la terminaison

de programmes logiques. Pour cela, on construit un programme rempla�cant les param�etres

du programme donn�e par leur taille (ceci peut être vu comme une forme \d'interpr�eta-

tion abstraite" [COU 78]). Nous illustrons cette application pour le programme (extrait de

[PLU 90]):

split([ ]; y; [ ]; [ ]):

split([ujL]; y; [ujM ];N) :� u � y; split(L; y;M;N):

split([ujL]; y;M; [ujN ]) :� u > y; split(L; y;M;N):

En rempla�cant les arguments de liste par leur taille, et en enlevant les contraintes auxi-

liaires u � y and u > y, on transforme le programme ci-dessous en :

split

0

(x; y; z; v) :� x = 0; z = 0; v = 0:

split

0

(x+ 1; y; z+ 1; v) :� split

0

(x; y; z; v):

split

0

(x+ 1; y; z; v+ 1) :� split

0

(x; y; z; v):

Notre m�ethode appliqu�ee �a split

0

engendre une formule arithm�etique �equivalant �a x =

z + v. Cela signi�e que la taille du quatri�eme argument de split est �egal �a la somme de la

taille du premier et du troisi�eme argument. Cette relation entre les arguments de split peut

être utilis�ee pour prouver la terminaison du programme quicksort (voir [PLU 90]). Notons

que la proc�edure utilis�ee par Pl�umer (bas�ee sur une �evaluation descendante) engendre la

relation x � z + v, qui est moins �ne que la relation engendr�ee par notre m�ethode.

14.3 Bases de Donn�ees D�eductives Temporelles

Un programme Datalog est un programme logique sans symbole de fonction. Un pro-

gramme Datalog Temporel est un programme logique o�u des symboles de fonction (par

exemple, succ, +) ne sont admis que pour les arguments \temporels".

Etant donn�e un programme Datalog Temporel et une requête p(x; y; z), le traitement

d'une requête consiste �a d�eterminer s'il existe ou non une substitution close � tel que

�(p(x; y; z)) soit une cons�equence logique du programme (et �a d�eterminer toutes les substi-

tutions closes, s'il en existe une). Il est bien connu que ce probl�eme est ind�ecidable pour

un programme Datalog quelconque, mais il est d�ecidable pour des programmes avec un
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seul argument temporel sur lequel on fait des incr�ementations, �a condition qu'il n'y ait

pas de contrainte arithm�etique dans le corps [CHO 88]. Notre m�ethode d'�evaluation as-

cendante rend le probl�eme du traitement d'une requête d�ecidable pour une nouvelle classe

de programmes : celle o�u les programmes ont un nombre arbitraire d'arguments temporels

sur lesquels on e�ectue des incr�ementations conditionnelles. Par contre, nos programmes ne

contiennent pas plus de trois r�egles r�ecursives.

14.4 Exemple de G�en�eration Automatique de Lemmes

Le probl�eme du candidat majoritaire consiste �a d�esigner le candidat ayant au moins la

moiti�e des votes dans une urne, si un tel candidat existe. Si nous mod�elisons l'urne par une

liste L de taille y, ce probl�eme se ram�ene �a d�eterminer si un item v a eu une occurrence

dans la liste L sup�erieure ou �egale �a (y div 2) fois. L'algorithme de Majoration de Boyer-

Moore (voir [MIS 82]) fournit une solution �a ce probl�eme, en d�eterminant un item v qui

est un candidat majoritaire possible, c'est-�a -dire, un item tel qu'aucun autre item n'appa-

raisse (y div 2) fois dans L. Mis sous la forme d'un programme logique, cet algorithme donne:

p

1

([ ]; v; x; y) :� x = 0; y = 0

p

1

([ujL]; v; x+ 1; y + 1) :� u = v; p

1

(L; v; x; y)

p

1

([ujL]; v; x; y+ 1) :� u 6= v; 2x > y; p

1

(L; v; x; y)

p

1

([ujL]; u; x+ 1; y + 1) :� u 6= v; 2x = y; p

1

(L; v; x; y)

La correction de �

1

peut se formaliser :

p

1

(L; v; x; y) ^ p

2

(L;w; z) =) (v 6= w =) z � y div 2) (�)

o�u p

2

(L;w; z) signi�e que le nombre d'occurrences de l'item w dans la liste L est z. Le

pr�edicat p

2

est d�e�ni par :

p

2

([ ]; w; z) :� z = 0

p

2

([ujL]; w; z+ 1) :� u = w; p

2

(L;w; z)

p

2

([ujL]; w; z) :� u 6= w; p

2

(L;w; z)

En appliquant des op�erations de pliage/d�epliage, nous pouvons remplacer la conjonction

p

1

(L; v; x; y) ^ p

2

(L;w; z) par l'atome p

3

(L; v; w; x; y; z):
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p

3

([ ]; v; w; x; y; z) :� x = 0; y = 0; z = 0:

p

3

([ujL]; v;w; x+ 1; y + 1; z + 1) :� u = v; v = w; p

3

(L; v; w; x; y; z):

p

3

([ujL]; v;w; x+ 1; y + 1; z) :� u = v; u 6= w; p

3

(L; v; w; x; y; z):

p

3

([ujL]; v;w; x; y+ 1; z + 1) :� u 6= v; u = w; 2x > y; p

3

(L; v; w; x; y; z):

p

3

([ujL]; v;w; x; y+ 1; z) :� u 6= v; u 6= w; 2x > y; p

3

(L; v; w; x; y; z):

p

3

([ujL]; u; w; x+ 1; y + 1; z + 1) :� u 6= v; u = w; 2x = y; p

3

(L; v; w; x; y; z):

p

3

([ujL]; u; w; x+ 1; y + 1; z) :� u 6= v; u 6= w; 2x = y; p

3

(L; v; w; x; y; z):

Apr�es l'�elimination de la liste L et du param�etre u, on obtient le programme �

0

3

:

p

0

3

(v; w; x; y; z) :� x = 0; y = 0; z = 0 r�egle R

0

p

0

3

(v; w; x+ 1; y + 1; z + 1) :� v = w; p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

1

p

0

3

(v; w; x+ 1; y + 1; z) :� v 6= w; p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

2

p

0

3

(v; w; x; y+ 1; z + 1) :� v 6= w; 2x > y; p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

3

p

0

3

(v; w; x; y+ 1; z) :� 2x > y; p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

4

p

0

3

(w;w; x+ 1; y + 1; z + 1) :� v 6= w; 2x = y; p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

5

p

0

3

(u; w; x+ 1; y + 1; z) :� u 6= v; u 6= w; 2x = y; p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

6

La preuve de la correction de l'expression (�) se r�eduit �a la preuve de : (p

0

3

(v; w; x; y; z) ^

v 6= w) ) z � y div 2. Cela sera fait en montrant que si un atome p

0

3

(v; w; x; y; z) appartient

au r�esultat de l'�evaluation ascendante de �

0

3

, alors v, w, z et y satisfont �a (v 6= w ) z �

y div 2).

A priori, notre m�ethode pour calculer le r�esultat de l'�evaluation ascendante ne s'applique

pas au programme �

0

3

, car il contient 6 r�egles r�ecursives et les contraintes de ces r�egles

contiennent plus d'une in�egalit�e.

Pour pouvoir calculer l'�evaluation ascendante de �

0

3

par la m�ethode d�ecrite au chapitre

9, nous utiliserons deux techniques bien connues de transformation de programmes, �a savoir :

La Strati�cation de Programmes : on e�ectue une partition du programme en des en-

sembles d'au plus 3 r�egles r�ecursives. Ensuite, nous appliquons it�erativement notre

m�ethode �a chacun de ces ensembles. A chaque �etape, on prend comme cas de base l'en-

semble engendr�e �a l'�etape pr�ec�edente. Ce processus se termine lorsque aucun nouveau

atome n'est engendr�e, mais cette terminaison n'est pas toujours assur�ee. Toutefois,

dans la pratique, on arrive souvent �a obtenir une partition des r�egles du programme

telle que ce processus termine.

Elimination de Contraintes : on �elimine les contraintes qui sont invariantes par rap-

port �a toutes les r�egles r�ecursives du programme et qui appartiennent �a la r�egle de
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base. Ensuite, on calcule l'�evaluation ascendante d'un programme sans ces contraintes

invariantes et on les r�eintroduit dans le r�esultat de l'�evaluation ascendante de pro-

gramme. Ceci est similaire au concept de \pushing" contraintes (voir, par exemple,

[LEV 92, SRI 92b]; cf [MAR 93, KEM 93]).

Consid�erons d'abord que les r�egles R

0

; : : : ;R

5

. A �n d'�eliminer les contraintes v = w

and v 6= w de ces r�egles, on remplacera la r�egle de base R

0

par deux r�egles de base R

0

0

:

(p

0

3

(v; w; x; y; z) :� v = w; x = 0; y = 0; z = 0 et R

00

0

: p

0

3

(v; w; x; y; z) :� v 6= w; x =

0; y = 0; z = 0).

En analysant le programme R

0

� � �R

5

, notons que:

{ Les r�egles R

1

et R

4

laissent la contrainte v = w invariante.

{ Les r�egles R

2

, R

3

et R

4

laissent la contrainte v 6= w invariante.

{ La r�egle R

5

transforme la contrainte v 6= w en v = w.

Donc, le r�esultat de l'�evaluation ascendante de R

0

; : : : ;R

5

peut être obtenu par l'union

du :

1. R�esultat de l'�evaluation ascendante de R

0

0

, R

1

et R

4

.

2. R�esultat de l'�evaluation ascendante de R

00

0

, R

1

, R

2

, R

3

, R

4

et R

5

. En outre, ces r�egles

peuvent être strati��ees en :

(a) R�egles R

00

0

, R

2

, R

3

et R

4

.

(b) R�egle R

5

.

(c) R�egles R

1

, R

2

et R

4

.

Ceci est repr�esent�e �a la �gure 14.1.

Par cons�equent, le programme R

0

; : : : ;R

5

peut être trait�e par notre m�ethode.
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4
R

1
R

3
R

2
R

Application iterative de Application iterative de

4
R

R
5

Une application de 

R’
0

cas de base 

R’’
0

Fig. 14.1 - Sch�ema de strati�cation des r�egles R

0

0

;R

00

0

;R

1

; : : : ;R

5

1 - Evaluation ascendante de R

0

0

, R

1

et R

4

Consid�erons le programme R

0

0

, R

1

et R

4

. La contrainte v = w appartient au cas de base

et elle est invariante par rapport aux r�egles R

1

et R

4

. Donc elle peut être supprim�ee et on

calculera l'�evaluation ascendante du programme �

00

3

:

p

0

3

(v; w; x; y; z) :� x = 0; y = 0; z = 0 r�egle R

0

0

p

0

3

(v; w; x+ 1; y + 1; z + 1) :� p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

1

p

0

3

(v; w; x; y+ 1; z) :� 2x > y; p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

4

Au r�esultat de cette �evaluation ascendante, on ajoutera la contrainte v = w.

Le programme �

00

3

contient 2 r�egles r�ecursives. Il appartient �a la classe !")* (entre

autres), donc �

0

(�; �) , pour �; � 2 N

�

, �equivaut �a �

1

(0; 0) ^ �

2

(�; � � 1). Dans ce cas

�

1

(0; 0) = vrai et �

2

(�; �� 1) = �+ 2x > y + � � 1.

L'�evaluation ascendante de �

00

3

engendre l'ensemble :

fp(v; w; x+ �; y+ �+ �; z + �) = � � 0 ^ � � 0 ^ x = 0 ^ y = 0 ^ z = 0 ^�(�; �) g.

En rempla�cant �(�; �) par l'expression � + 2x > y + � � 1, avec x = 0 et y = 0, on

obtient l'ensemble fp(v; w; �; �+ �; �) = � � 0 ^ � � 0 ^ � > �� 1g.

Donc, l'�evaluation ascendante de R

0

0

,R

1

et R

4

engendre l'ensemble S

1

= fp(v; w; �; �+

�; �) = u = v ^ � � 0 ^ � � 0 ^ � > � � 1g.

2 - Evaluation ascendante de R

00

0

, R

1

, R

2

, R

3

, R

4

et R

5

2.a - Evaluation ascendante de R

00

0

, R

2

, R

3

, R

4
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Consid�erons le programme :

p

0

3

(v; w; x; y; z) :� v 6= w; x = 0; y = 0; z = 0 r�egle R

00

0

p

0

3

(v; w; x+ 1; y + 1; z) :� v 6= w; p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

2

p

0

3

(v; w; x; y+ 1; z + 1) :� v 6= w; 2x > y; p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

3

p

0

3

(v; w; x; y+ 1; z) :� 2x > y; p

0

3

(v; w; x; y; z) r�egle R

4

La contrainte v 6= w appartient au cas de base et elle est invariante par rapport aux

r�egles R

2

, R

3

et R

4

. Donc elle peut être supprim�ee et on calculera l'�evaluation ascendante

du programme �

000

3

:

p

0

3

(v; w; x; y; z) :� x = 0; y = 0; z = 0

p

0

3

(v; w; x+ 1; y + 1; z) :� p

0

3

(v; w; x; y; z)

p

0

3

(v; w; x; y+ 1; z + 1) :� 2x > y; p

0

3

(v; w; x; y; z)

p

0

3

(v; w; x; y+ 1; z) :� 2x > y; p

0

3

(v; w; x; y; z)

Au r�esultat de cette �evaluation ascendante, on ajoutera la contrainte v 6= w. Le pro-

gramme �

000

3

contient 3 r�egles r�ecursives. Les implications de contraintes pour ce programme

sont repr�esent�ees �a la �gure 14.2. Dans la sous-partie 9.1, nous calculons la forme des chemins

en S

0

(�; �; �) pour des programmes avec ces implications de contraintes.

(0,0,0)

(   ,   ,   )

(0,0,0)

(   ,   ,   )

(0,0,0)

(   ,   ,   )

Fig. 14.2 - Implications de contraintes et formes des chemins en S

0

(�; �; �)

Les contraintes plus fortes de chaque chemin en S

0

(�; �; �) sont repr�esent�ees �a la �gure

14.2 par un trait plus �epais. Il s'ensuit que, pour � > 0, � > 0 et � > 0 :

�(�; �; �) = �

1

(0; 0; 0)^( (�

2

(�; ��1; 0)^�

3

(�; �; ��1))_( �

2

(�; �; ��1)^�

3

(�; 0; ��1)),

o�u :
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�

1

(0; 0; 0) = vrai

�

2

(�; �� 1; 0) = �+ 2x > y + �� 1

�

3

(�; �; � � 1) = �+ 2x > y + �+ � � 1

�

2

(�; �; � � 1) = �+ 2x > y + �+ � � 1

�

3

(�; 0; � � 1) = �+ 2x > y + � � 1

Donc, pour � > 0, � > 0 et � > 0, �(�; �; �)� �+ 2x > y + � + � � 1.

L'�evaluation ascendante de �

000

3

engendre l'ensemble :

fp(v; w; x+�; y+�+�+�; z+�) = � � 0^� � 0 ^ � � 0x = 0 ^ y = 0 ^ z = 0 ^ �(�; �; �).

En rempla�cant �(�; �) par l'expression � + 2x > y + � � 1, avec x = 0 et y = 0, on

obtient fp(v; w; �; �+ � + �; �) = � � 0 ^ � � 0 ^ � � 0; � > �+ � � 1g.

Par cons�equent, l'�evaluation ascendante de R

00

0

, R

2

, R

3

et R

4

engendre l'ensemble S

2

=

fp(v; w; �; �+ �+ �; �) = v 6= w ^ � � 0 ^ � � 0 ^ � � 0 ^ � > � + � � 1g.

2.b - Application de R

5

Une seule application de la r�egle R

5

�a S

2

transforme la contrainte v 6= w en v = w. On

engendre l'ensemble :

S

3

= fp(v; w; �+ 1; 2�+ 1; �) = v = w ^ � � 0 ^ � � 0 ^ � � �g

2.c - Application it�erative de R

1

et R

4

De fa�con analogue �a l'�etape 1, on e�ectue l'�evaluation ascendante de programme form�e

par les r�egles R

1

et R

4

, en consid�erant l'ensemble S

3

comme cas de base. L'application

it�erative de R

1

et R

4

�a S

3

engendre l'ensemble :

S

4

= fp(v; w; �+ 1 + �

0

; 2�+ 1�

0

+ �

0

; � + �

0

) = v = w ^ � � 0 ^ � � 0 ^ �

0

� 0 ^ �

0

�

0 ^ � � � ^ �

0

+ 2 > �

0

g

L'union S des ensembles S

1

; S

2

; S

3

; S

4

donne le r�esultat de l'�evaluation ascendante de

R

0

; : : : ;R

5

. Ce n'est pas di�cile de v�eri�er que :

S

1

= fp

0

3

(v; w; x; y; z) = v = w; 2x � y; y � x; y = z; x � 0; y � 0; z � 0g

S

2

= fp

0

3

(v; w; x; y; z) = v 6= w; 2x � y; y � z + x; x � 0; y � 0; z � 0g

S

3

= fp

0

3

(v; w; x; y; z) = v = w; 2x = y + 1; y � x; x � z; z � 1g

S

4

= fp

0

3

(v; w; x; y; z) = v = w; 2x � y; y � x; x � z; z � 1g
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Notons que S

3

� S

4

et que S

1

[ S

4

= fp

0

3

(v; w; x; y; z) = v = w; 2x � y; y � x;

x � z; z � 0g.

Par cons�equent, un atome p

0

3

(v; w; x; y; z) appartient �a S ssi:

(v = w ^ 2x � y ^ y � x ^ x � z ^ z � 0)

_ (v 6= w ^ 2x � y ^ y � z + x ^ y � 0 ^ z � 0) (��)

Consid�erons maintenant la r�egle r�ecursive R

6

. Comme T

6

(S) � S, l'application de

cette r�egle n'engendre aucun nouvel atome �a S. Il en r�esulte que le r�esultat de l'�evaluation

ascendante de R

0

; : : : ;R

6

est l'ensemble S.

La relation v 6= w ) z � y div 2 d�ecoule directement de (��).
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Annexe A

Le Protocole de la Fenêtre

Glissante

Dans cette annexe, nous appliquons l'op�eration de composition parall�ele des automates

en vue de sp�eci�er le protocole de la fenêtre glissante . La description du protocole est reprise

essentiellement de [GAR 89].

Comme pour le cas du protocole du bit altern�e, le protocole de la fenêtre glissante

r�ealise un transfert de donn�ees uni-directionnel entre deux entit�es, d�enomm�ees SENDER

et RECEIVER. La principale di��erence entre ces deux protocoles est que dans le cas de la

fenêtre glissante, l'entit�e SENDER n'attend pas la r�eception d'acquittement pour envoyer

le message suivant.

Le transfert de donn�ees entre le SENDER et le RECEIVER (resp. entre le

RECEIVER et le SENDER) est e�ectu�e en passant par une entit�e appel�ee MEDIUM

1

(resp. MEDIUM

2

). Les entit�es MEDIUM

1

et MEDIUM

2

peuvent perdre, dupliquer ou

r�eordonner les messages.

Le tableau ci-dessous (voir [GAR 89] ) donne les actions qui sont ex�ecut�ees (et parta-

g�ees) par ces entit�es.
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^

ETRE GLISSANTE

Actions Origine Destination Description

put(N ) environnement SENDER acquisition d'un message de l'environnement

sdt(N ) SENDER MEDIUM

1

envoi d'un message

rdt(N ) MEDIUM

1

RECEIV ER transmission d'un message

get(N ) RECEIV ER environnement �emission d'un message vers l'environnement

sack(N ) MEDIUM

2

SENDER transmission de l'acquittement

rack(N ) RECEIV ER MEDIUM

1

renvoi d'un acquittement

Dans la mod�elisation que nous pr�esentons, le contenu de chaque message n'est pas pris

en compte. Chaque message est repr�esent�e uniquement par un num�ero entier N (appel�e

�etiquette du message) entre 0 et k. Cette �enum�eration est faite de fa�con croissante modulo

k, c'est-�a-dire : les messages sont num�erot�es de la fa�con suivante : 0, 1, : : : ; (k � 1); 0,

1, : : : ; (k � 1); : : :.

Chaque entit�e (SENDER,RECEIVER,MEDIUM

1

etMEDIUM

2

) du protocole de

la fenêtre glissante peut être caract�eris�ee par un automate g�en�eralis�e. Une sp�eci�cation du

protocole de la fenêtre glissante est obtenue par composition parall�ele de ces quatres entit�es.

SENDER RECEIVER

MEDIUM1

2
MEDIUM

put

sack
rack

rdt get
sdt

Fig. A.1 - Protocole de la Fenêtre Glissante

A.1 Processus SENDER

Le processus SENDER acquiert (via put) une s�erie de messages, num�erot�es en ordre

croissant modulo k.

Ce processus envoie des messages (via sdt) et re�coit des acquittements (via sack). Il peut

envoyer plusieurs messages successivement, sans attendre l'acquittement de chaque message

envoy�e.

Le SENDER maintient une liste (appel�ee fenêtre d'�emission ), contenant les num�eros
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des messages envoy�es mais non acquitt�es. La taille de la fenêtre d'�emission ne doit pas

exc�eder une valeur TWS �x�ee, avec TWS � k.

La fenêtre d'�emission est identi��ee par des variables : BASE, qui repr�esente le num�ero

du message le plus ancien dans la fenêtre d'�emission et TAILLE qui repr�esente la dimension

de la fenêtre d'�emission (soit le nombre de messages dans la fenêtre d'�emission).

Un message de nombre N est dans la fenêtre d'�emission ssi BASE � N <

BASE +

mod k

SIZE � 1. Cette relation d�e�nit le pr�edicat window (apr�es un renommage

de variables) :

window(N;B; S) :� B � N < B +

mod k

S � 1:

Lors de la r�eception d'un acquittement d'un message de nombre N , les situations sui-

vantes peuvent se produire :

{ N n'est pas dans la fenêtre d'�emission. Dans ce cas, l'acquittement est ignor�e.

{ N est dans la fenêtre d'�emission. Dans ce cas, cet acquittement valide tous les messages

entre BASE et N . On retire de la fenêtre tous ces messages, en attribuant �a BASE la

valeur de N + 1 et en en diminuant la valeur de TAILLE.

{ Apr�es un certain d�elai (via une action �), le SENDER peut choisir un certain nombre

N dans la fenêtre et r�e�emettre tous les messages avec nombre compris entre N et

BASE +

mod k

(TAILLE� 1).

Ce processus est caract�eris�e par le programme logique �

SENDER

:

sender([ ]; wait(B; 0)) :� B = 0:

sender([sack(N )jL]; wait(B; S)) :� sender(L;wait(B; S)); notwindow(N;B; S):

sender([put(N )jL]; readysend(B; T )) :� sender(L;wait(B; T )); inf(T;TWS);

plusmodulo(B; T;N ):

sender([sack(N )jL]; wait(N + 1; S

1

)) :� sender(L;wait(B; T )); window(N;B; T );

plusmodulo(T � S

1

; B;N + 1):

sender([� jL]; repeat(N;S

1

; B; S)) :� sender(L;wait(B; S)); window(N;B; S);

plusmodulo(S � S

1

; B;N ):

sender([sdt(N )jL]; wait(B; S + 1)) :� sender(L; readysend(B; S));

plusmodulo(B; S;N ):

sender([sdt(N )jL]; repeat(N + 1; S

1

+ 1; B; S)) :� sender(L; repeat(N;S

1

; B; S)); inf(1; S

1

):

sender([sdt(N )jL]; wait(B; S)) :� sender(L; repeat(N; 1; B; S)):
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ETRE GLISSANTE

Les op�erations + et � dans le programme �

SENDER

ci-dessus sont des op�erations modulo

k.

L'automate AUT

SENDER

est repr�esent�e �gure A.2 .

cond 5

readysend(B,S)

sdt(N)put(N)

sack(N)

sack(N)

repeat(B’,S’,B,S)

sdt(N)

sdt(N)

wait(B",S")

cond 1 cond 2

cond 3

cond 4

cond 6

cond 7

cond 8
,

,

,

,

,

,

,

Fig. A.2 - Processus SENDER

A.2 Processus RECEIV ER

Le processus RECEIVER renvoie une s�erie de messages �a l'environnement (via get).

Ces messages sont num�erot�es dans l'ordre croissant modulo k. Le processus RECEIVER

acquiert des messages (via rdt) et renvoie des acquittements (via rack).

Le RECEIVER maintient une liste (appel�ee fenêtre de r�eception ), contenant les nu-

m�eros des messages re�cus mais non renvoy�es. La taille de la fenêtre de r�eception ne doit

pas exc�eder une valeur RWS �x�ee, avec RWS � k. Notons que le RECEIVER re�coit des

messages dans le d�esordre.

Soit BASE le num�ero du message le plus petit dans cette liste. Le message d'�etiquette

BASE doit être le prochain message �a être exp�edi�e. Un message avec nombre N peut être

renvoy�e ssi N = BASE.
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A l'arriv�ee d'un message N , les situations suivantes peuvent se produire :

{ N est d�ej�a dans la fenêtre d'�emission. Dans ce cas, la fenêtre d'�emission reste inchang�ee

et un acquittement (via rdt) �etiquet�e avec BASE �

mod k

1 est renvoy�e.

{ N n'est pas dans la fenêtre d'�emission et N ne v�eri�e pas la relation

window(N;BASE;RWS). Dans ce cas, la fenêtre de r�eception reste aussi inchang�ee

et un acquittement (via rdt) �etiquet�e avec BASE �

mod k

1 est �emis.

{ N n'est pas dans la fenêtre d'�emission etN v�eri�e la relation window(N;BASE;RWS).

Dans ce cas, le r�ecepteur essaie d'exp�edier tous les messages disponibles �a partir de la

BASE, jusqu'�a rencontrer le premier message qui manque dans la fenêtre de r�eception.

Soit N

1

ce premier message : le RECEIVER renvoie un acquittement �etiquet�e avec

N

1

�

mod k

1 (via rack) et retire de la fenêtre de r�eception tous les messages avec

nombre compris entre BASE et N

1

�

mod k

1, inclus.

La d�etermination de N

1

et l'actualisation de la fenêtre de r�eception est faite en utilisant les

pr�edicats set et test (voir [GAR 89] ).

Ce processus est caract�eris�e par le programme logique �

RECEIV ER

:

receiver([ ]; wait(B;R)) :� reset(R); B = 0:

receiver([rdt(N )jL]; deliver(B;R

1

)) :� receiver(L;wait(B;R)); notest(R;N );

window(N;B;RWS); set(R;N;R

1

):

receiver([rdt(N )jL]; readyrack(B;R)) :� receiver(L;wait(B;R)); test(R;N ):

receiver([rdt(N )jL]; readyrack(B;R)) :� receiver(L;wait(B;R)); notwindow(N;B;RWS):

receiver([get(N )jL]; deliver(N + 1; R

1

)) :� receiver(L; deliver(N;R));

test(R;N ); unset(R;N;R

1

):

receiver([rack(N � 1)jL]; wait(N;R)) :� receiver(L; deliver(N;R)); notest(R;N ):

receiver([rack(N � 1)jL]; wait(N;R)) :� receiver(L; readyrack(N;R)):

Les op�erations + et � dans le programme �

RECEIVER

ci-dessus sont des op�erations

modulo k. L'automate AUT

RECEIVER

est repr�esent�e �gure A.3 .
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cond 5

wait(B",S")

cond 1

cond 2

cond 4

cond 6

cond 7

,

,

deliver(B,S)

readyrack(B’,S’)

get(N)

,rack(N)

rdt(N)

,rdt(N)

cond 3,rdt(N)

,rack(N)

Fig. A.3 - Processus RECEIVER

A.3 Processus MEDIUM

1

Le processus MEDIUM

1

contient une variable d'�etat R, qui est un registre. Chaque

cellule de ce registre peut contenir soit un num�ero entre 0 et k�1, correspondant au num�ero

d'un message, soit la valeur �1, qui indique que la cellule est vide.

Lorsqu'un message de num�ero N est re�cu (via sdt), le MEDIUM

1

peut soit d�ecaler le

registre M pour y ins�erer N , soit d�ecaler le registre M sans y ins�erer N , ce qui signi�e une

perte du message. Le d�ecalage du registre M donne le registre M

1

. Dans le premier cas,

cette op�eration est implement�ee par un pr�edicat insert(M;N;M

1

), et dans le deuxi�eme cas,

elle l'est par un pr�edicat insert(M;N;M

1

).

Le MEDIUM

1

peut �egalement choisir un num�ero N , N 6= �1, dans le registre M et

�emettre le signal rdt(N). Ensuite, il peut soit retirer N de M (implement�e par un pr�edicat

delete(M;N;M

1

)), soit laisserM inchang�e, ce qui rend possible une duplication du message.

Le choix arbitraire de N dans le registre M est le facteur responsable de la modi�cation de

l'ordre de transmission des messages.

Une d�e�nition pour les pr�edicats empty, value, insert, shift et delete se trouve en

[GAR 89] .

On d�e�nit le pr�edicat :

choix(M;E;N ) :� value(M;E;N ); N 6= �1:
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Ce processus est caract�eris�e par le programme logique �

MEDIUM

1

:

medium

1

([ ];M ) :� empty(M ):

medium

1

([sdt(N )jL];M

1

) :� medium

1

(L;M ); insert(M;N;M

1

):

medium

1

([sdt(N )jL];M

1

) :� medium

1

(L;M ); shift(M;N;M

1

):

medium

1

([rdt(N )jL];M

1

) :� medium

1

(L;M ); choix(M;E;N ); delete(M;E;M

1

):

medium

1

([rdt(N )jL];M ) :� medium

1

(L;M ); choix(M;E;N ):

L'automate AUT

MEDIUM

1

est repr�esent�e �gure A.4 .

cond 1

cond 4,rdt(N)

cond 5,rdt(N)

sdt(N)

sdt(N)

cond 2,

cond 3,

(M)

Fig. A.4 - Processus MEDIUM

1

A.4 Processus MEDIUM

2

Le comportement de MEDIUM

2

est analogue �a celui de MEDIUM

1

. La seule di��e-

rence r�eside dans le nom des actions qui sont ex�ecut�ees.

Ce processus est caract�eris�e par le programme �

MEDIUM

2

:

medium

2

([ ];M ) :� empty(M ):

medium

2

([rack(N )jL];M

1

) :� medium

2

(L;M ); insert(M;N;M

1

):

medium

2

([rack(N )jL];M

1

) :� medium

2

(L;M ); shift(M;N;M

1

):

medium

2

([sack(N )jL];M

1

) :� medium

2

(L;M ); choix(M;E;N ); delete(M;E;M

1

):

medium

2

([sack(N )jL];M ) :� medium

2

(L;M ); choix(M;E;N ):

L'automate AUT

MEDIUM

2

est repr�esent�e �gure A.5 .
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cond 1

cond 4,
cond 2,

cond 3,rack(N)
cond 5,sack(N)

rack(N)
sack(N)

(M)

Fig. A.5 - Processus MEDIUM

2

A.5 Composition parall�ele

L'automate g�en�eralis�e AUT

slide

associ�e au Protocole de la fenêtre glissante s'obtient en

appliquant les op�erations de composition parall�ele aux automates associ�es �a SENDER,

RECEIVER, MEDIUM

1

et MEDIUM

2

. Les actions synchronis�ees sont celles qui sont

partag�ees par les di��erentes entit�es (voir �gure A.1 ).

On engendre ainsi le programme-composition �

slide

:
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syst([ ]; wait(B

1

; 0);wait(B

2

; R);M

1

;M

2

) :� empty(M

1

); empty(M

2

); reset(R); B

1

= 0;B

2

= 0:

syst([put(N)jL]; readysend(B; T );U;M

1

;M

2

) :� syst(L; wait(B;T );U;M

1

;M

2

); inf(T;TWS);

plusmodulo(B; T;N):

syst([sack(N)jL];wait(B;S);U;M

1

;M

3

) :� syst(L; wait(B;S); U;M

1

;M

2

); notwindow(N; B;S);

delete(M

2

; E;M

3

); choix(M

2

; E;N):

syst([sack(N)jL];wait(B;S);U;M

1

;M

2

) :� syst(L; wait(B;S); U;M

1

;M

2

); notwindow(N; B;S);

choix(M

2

; E;N):

syst([sack(N)jL];wait(N + 1; S

1

); U;M

1

;M

3

) :� syst(L; wait(B;T );U;M

1

;M

2

); window(N;B;T );

plusmodulo(T � S

1

;B;N + 1); delete(M

2

;E;M

3

);

choix(M

2

; E;N):

syst([sack(N)jL];wait(N + 1; S

1

); U;M

1

;M

2

) :� syst(L; wait(B;T );U;M

1

;M

2

); window(N;B;T );

plusmodulo(T � S

1

; B;N + 1);

choix(M

2

; E;N):

syst([� jL]; repeat(N;S

1

;B;S); U;M

1

;M

2

) :� syst(L; wait(B;S); U;M

1

;M

2

);window(N; B;S);

plusmodulo(S � S

1

;B;N):

syst([sdt(N)jL];wait(B;S + 1);U;M

3

;M

2

) :� syst(L; readysend(B; S); U;M

1

;M

2

);

plusmodulo(B; S;N); insert(M

1

; N;M

3

):

syst([sdt(N)jL];wait(B;S + 1);U;M

3

;M

2

) :� syst(L; readysend(B; S); U;M

1

;M

2

);

plusmodulo(B; S;N); shift(M

1

; N;M

3

):

syst([sdt(N)jL]; repeat(N + 1; S

1

+ 1; B;S);U;M

3

;M

2

) :� syst(L; repeat(B;S;B;S); U;M

1

;M

2

);

inf(1; S); insert(M

1

; B;M

3

):

syst([sdt(N)jL]; repeat(N + 1; S

1

+ 1; B;S);U;M

3

;M

2

) :� syst(L; repeat(B;S;B;S); U;M

1

;M

2

);

inf(1; S); shift(M

1

; B;M

3

):

syst([sdt(N)jL];wait(B;S); U;M

3

;M

2

) :� syst(L; repeat(N;1;B;S); U;M

1

;M

2

);

insert(M

1

; B;M

3

):

syst([sdt(N)jL];wait(B;S); U;M

3

;M

2

) :� syst(L; repeat(N;1;B;S); U;M

1

;M

2

);

shift(M

1

; B;M

3

):

syst([get(N)jL];U; deliver(N + 1; R

1

);M

1

;M

2

) :� syst(L; U; deliver(N;R);M

1

;M

2

);

test(R;N); unset(R; N;R

1

):

syst([rdt(N)jL];U; deliver(B;R

1

);M

3

;M

2

) :� syst(L; U;wait(B;R);M

1

;M

2

); notest(R;N);

window(N;B;RWS); set(R;N;R

1

);

choix(M

1

; E;N); delete(M

1

;E;M

3

):

syst([rdt(N)jL];U; deliver(B;R

1

);M

1

;M

2

) :� syst(L; U;wait(B;R);M

1

;M

2

);

notest(R;N);window(N;B;RWS);

set(R;N;R

1

); choix(M

1

; E;N):

syst([rdt(N)jL];U; readyrack(B;R);M3;M

2

) :� syst(L; U;wait(B;R);M

1

;M

2

); test(R;N);

choix(M

1

; E;N); delete(M

1

;E;M

3

):

syst([rdt(N)jL];U; readyrack(B;R);M

1

;M

2

) :� syst(L; U;wait(B;R);M

1

;M

2

);

test(R;N); choix(M

1

; E;N):

syst([rdt(N)jL];U; readyrack(B;R);M3;M

2

) :� syst(L; U;wait(B;R);M

1

;M

2

); choix(M

1

; E;N);

notwindow(N; B;RWS); delete(M

1

;E;M

3

):

syst([rdt(N)jL];U; readyrack(B;R);M

1

;M

2

) :� syst(L; U;wait(B;R);M

1

;M

2

); choix(M

1

; E;N)

notwindow(N;B;RWS):

syst([rack(N)jL];U;wait(B;R);M

1

;M

3

) :� syst(L; U; deliver(B;R);M

1

;M

2

); notest(R;B);

plusmodulo(N; 1; B); insert(M

2

; N;M

3

):
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syst([rack(N)jL];U;wait(B;R);M

1

;M

3

) :� syst(L;U; deliver(B;R);M

1

;M

2

); notest(R;B);

plusmodulo(N; 1;B); shift(M

2

; N;M

3

):

syst([rack(N)jL];U;wait(B;R);M

1

;M

3

) :� syst(L;U; readyrack(B;R);M

1

;M

2

);

plusmodulo(N; 1; B); insert(M

2

; N;M

3

):

syst([rack(N)jL];U;wait(B;R);M

1

;M

3

) :� syst(L;U; readyrack(B;R);M

1

;M

2

);

plusmodulo(N; 1;B); shift(M

2

; N;M

3

):
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