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Introduction

Ce travail se place dans un domaine ou convergent la théorie de la réécriture
et le A-calcul. Son but principal est d’approfondir les connaissances sur une famille
de calculs, les Ao-calculs, qui ont vu le jour récemment et dont la caractéristique
essentielle est le traitement explicite de la substitution. On a également abordé deux
nouveaux calculs avec des substitutions explicites, pour lesquels certains résultats
partiels ont été obtenus: le Av-calcul et le Ar-calcul.

Le A-calcul a été fondé par Church dans les années 30 afin de développer une
théorie générale des fonctions et d’étendre cette théorie avec des notions logiques en
vue de fournir une fondation de la logique et des mathématiques. Malheureusement,
les tentatives fondationnelles ont échoué et seule la sous-théorie correspondant a la
partie fonctionnelle a survécu. C’est dans le cadre de cette théorie que Church a
formalisé la notion de “fonction effectivement calculable” (A-définissable).

Dans le A-calcul, les fonctions sont considérées en tant que procédés. L’interét de
cette conception est de souligner leur aspect calculatoire. Ce point de vue dynamique
differe de la notion ensembliste, plus statique, de fonction en tant que graphe, c’est-
a-dire ensemble de paires ordonnées.

Une fonction en tant que regle de calcul peut étre considérée comme un pro-
gramme, exécutable en suivant des instructions, pour donner un résultat a partir
de certains arguments. Le A-calcul permet donc la manipulation des programmes
et présente lui-méme plusieurs aspects des langages de programmation et de leurs
implémentations. On sait que ce calcul, méme en ayant une syntaxe tres simple, est
suffisamment puissant pour décrire toutes les fonctions calculables et devient ainsi
un outil efficace pour la conception et "analyse d’une large famille de langages de
programmation : les langages fonctionnels.

Le A-calcul contient une seule regle, appelée §: une application de cette regle
consiste essentiellement a remplacer certaines occurrences d’une variable par un
terme. Cette opération de substitution est décrite dans le méta-langage du A-calcul.
Ceci peut s’avérer génant dans la modélisation des implémentations. En effet, la
variable doit étre remplacée seulement quand elle est libre dans un certain sous-
terme et, en plus, il faut éviter que, apres la substitution, les variables libres du
terme introduit soient capturées par des abstractions préexistantes. On est donc
obligé de faire les renommages adéquats pour résoudre ce probleme.

Plusieurs solutions ont été proposées pour traiter ces inconvénients, dont deux
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viii Introduction

nous intéressent particulierement :

— Celle proposée dans les années 70 par de Bruijn qui introduit une notation
ou les noms des variables sont remplacés par des entiers naturels indiquant la
hauteur de liaison de chaque variable, i.e. le nombre de A’s a franchir quand
on remonte de 'occurrence examinée jusqu’a 'abstracteur qui la lie.

— Celle ou, au lieu de définir la substitution dans le méta-langage, on introduit
dans le langage un nouvel opérateur pour dénoter la substitution a effectuer.

Dans les Ao-calculs et dans le Ar-calcul ces deux ingrédients sont combinés,
tandis que pour le Av-calcul on ne retient que le second.

Une caractéristique commune aux calculs mentionnés précédemment est la pré-
sence d'une regle (Beta) destinée a déclencher la substitution, le reste des regles
servant a la propager jusqu’aux variables concernées. Les calculs obtenus par sup-
pression de (Beta) sont dénotés: o-calculs, v-calcul et 7-calcul, respectivement, et
appelés génériquement calculs de substitutions.

Les Ao-calculs ont leur origine dans la Logique Combinatoire Catégorique (CCL),
introduite par P.-L. Curien [Cur86] comme un modele syntaxique des Catégories Car-
tesiennes Fermées. Sur les Combinateurs Catégoriques, deux théories équationnelles
non équivalentes ont été développées :

— La Logique Combinatoire Catégorique Faible qui est a I’origine de I'implémen-
tation du langage CAML (cf [MS86]). Celle-ci repose sur la Machine Abstraite
Catégorique (CAM) décrite dans [CCMS8T].

— La Logique Combinatoire Catégorique Forte équivalente a la théorie du A-
calcul avec couples (cf. [Cur86] et [Har87]).

Dans [Har87], T. Hardin étudie les propriétés de confluence du systeme de réécri-
ture obtenu en orientant les équations de la Logique Combinatoire Catégorique
Forte. Elle montre que le systeme n’est pas confluent, mais qu’en revanche, un sous-
systeme, appelé €4 (Beta), capable de simuler la 3-réduction, est confluent sur un
sous-ensemble de termes clos. La définition de ce sous-ensemble n’est pas simple
[Har89] et il contient une traduction des termes du A-calcul.

CCL est le premier systeme de réécriture connu, capable d’implémenter comple-
tement la substitution, mais il n’est pas tout a fait satisfaisant. Premierement, pour
étudier les A-termes il faut se restreindre au sous-ensemble mentionné plus haut,
dont la manipulation est difficile. Deuxiemement, fonctions et environnements sont
représentés par des combinateurs au méme niveau, tandis que leur sémantique est
fort différente.

Pour essayer de résoudre ces problemes, P.-L.. Curien conc¢ut en 1988 un calcul,
appelé Ap [Cur88], qui contient deux sortes: terme et substitution, et qui a été
étendu ultérieurement au Ao-calcul [ACCL90]. Ce dernier calcul s’est avéré étre une
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version a deux sortes du systeme £+ (Beta) et il répond favorablement aux problemes
qui nous intéressent :

~ Il est confluent sur les termes/substitutions clos. De plus, les termes clos
contiennent les termes du A-calcul en notation de de Bruijn, qui peuvent étre
décrits d’'une maniere tres simple: les o-formes normles.

— On dispose d’une distinction sémantique entre fonctions et environnements.

Pourtant, sur I’ensemble total des termes/substitutions, le Ao-calcul, tout com-
me sa version combinatoire catégorique, n’est méme pas localement confluent.
L’étude des paires critiques suggere 'ajout de quatre regles, grace auxquelles la
confluence locale est atteinte. Le calcul ainsi obtenu est appelé Ao’-calcul. L’une de
ces regles est non-linéaire a gauche et rappelle la regle dite de “surjective pairing” du
A-calcul avec couples. J. W. Klop a montré que la confluence de ce calcul est détruite
par cette regle [Klo80]. C’est aussi le cas pour le Ao’-calcul : la non-confluence, déja
conjecturée dans [ACCLI0], a été établie récemment [CHLI1].

Existe-t-il un calcul totalement confluent qui possede les bonnes propriétés de
Ao? La réponse affirmative a été donnée dans [HL89]. Le Ao,-calcul est un calcul
confluent sur un ensemble de termes a deux sortes et il peut étre interprété dans Ao.
L’idée centrale pour 'obtention de ce calcul est I'introduction d’un opérateur unaire
afin d’eviter la paire critique qui conduit a 'ajout de la regle de “surjective pairing”.
Cet opérateur, noté 1, affecte la substitution apres la traversée d’un abstracteur.

On peut donc comprendre ’évolution de CCL a Ao, comme une suite d’amélio-
rations qui ont pour but la confluence. L’une des contributions principales de cette
these se situe a mi-chemin dans cette ascension vers la confluence totale. Etant donné
que le Ao’-calcul n’est pas confluent sur la totalité des termes/substitutions, et que
le contre-exemple donné dans [CHLI1] utilise de maniere cruciale les variables de
sorte substitution, nous nous demandons quelle est la limite jusqu’a laquelle on
peut pousser la confluence dans le cadre du Ao’-calcul. La réponse donnée dans le
chapitre 3 est la suivante: au moins jusqu’aux termes semi-clos. Ce sont les termes
qui admettent des variables de sorte terme, mais pas de sorte substitution. La
méme réponse est valide pour le Ao’-calcul extensionnel (chapitre 4).

Le Ao’-calcul devient donc fort intéressant, non seulement du point de vue théo-
rique, mais aussi dans le domaine des applications, puisque la possession des va-
riables de sorte terme (rappelons que les termes du A-calcul sont codés dans cette
sorte) permet de se placer dans une théorie plus générale de la réduction ou 1’'on
peut formaliser une notion de modularité: une variable étant considérée comme une
sous-expression non spécifiée, un terme du Ac’-calcul semi-clos joue le role d’un
contexte.

La méthode proposée pour arriver a ces résultats est la méthode d’interprétation,
identifiée dans [Har89], ou elle a été utilisée pour les combinateurs catégoriques. C'est
une méthode simple et effective qui consiste a réduire le probleme de confluence, via
o’-normalisation dans ce cas, a la confluence d’un calcul plus simple (une extension
du A-calcul) qui peut étre établie par des méthodes classiques.
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L’existence et 1'unicité des o’-formes normales, et plus généralement la noe-
thérianité et la confluence des calculs de substitutions, deviennent donc indispen-
sables. Grace au lemme de Newman [New42], il suffit d’établir la noethérianité et
la confluence locale, et celle-ci peut étre vérifiée, dans le cas des o-calculs et du
7-calcul, par analyse automatique des paires critiques [KB70]. Par conséquent, c’est
le probleme de la noetherianité de ces calculs qu’il faut résoudre.

Une seule démonstration de la noetherianité du o-calcul était connue. Elle est
fondée sur la terminaison du sous-systeme de CCL correspondant a o' : SUBST.
La preuve de la noetherianité de SUBST [HL86] est completement différente de
celle que nous proposons pour ¢ dans le deuxieme chapitre!. Etant donné que la
noetherianité du Ao-calcul typé est encore un probleme ouvert, nous considérons
qu’aucune technique développée pour établir la terminaison de o n’est a écarter.

Tous les calculs discutés précédemment sont non-typés et leurs versions typées
restent encore peu étudiées. Dans [ACCL9I0], on introduit le Ao-calcul typé du pre-
mier ordre et on montre sa correction par rapport au A-calcul: si a est typable
dans le Ao-calcul, alors sa o-forme normale est typable dans le A-calcul. La réci-
proque (complétude) n’est pas vraie a cause des o-regles qui perdent de I'informa-
tion. Notre contribution a ce sujet est la formulation d’une traduction autre que
la o-normalisation, pour laquelle on peut montrer la correction et la complétude
(chapitre 5).

Dans sa these [Ehr88], T. Ehrhard présente une théorie équationnelle provenant
d’une définition catégorique générale du calcul des constructions de T. Coquand
et G. Huet [CH88]. Une possible orientation du fragment correspondant au premier
ordre non-typé de cette théorie, donne naissance a un systeme de réécriture que nous
appelons A7. Le calcul ainsi obtenu est tres proche de Ao, : il n’introduit qu’une
modification syntaxique dans la sorte substitution; on peut donc le considérer
comme un nouveau membre de la famille des Ao-calculs. Par les mémes raisons que
celles que nous avons évoquées plus haut, la terminaison de 7 est essentielle pour
étudier ce calcul. Notre apport dans ce domaine est la preuve de terminaison faible
(chapitre 7). La terminaison forte reste encore un probleme ouvert et, étant donnée
sa diffuculté, nous croyons que c’est un vrai défi pour les spécialistes de la réécriture.

Le traitement explicite de la substitution, combiné avec le formalisme de de
Bruijn, offre un cadre adéquat pour décrire et prouver des propriétés mathéma-
tiques des substitutions. Des qu’on abandonne la notation de de Bruijn pour revenir
a la notation usuelle des variables, en s’éloignant ainsi des systemes de réécriture
classiques, les difficultés augmentent de sorte qu’on n’est pas encore arrivé a formu-
ler de maniere satisfaisante un calcul de substitutions explicites avec des noms de

! Le contenu de ce chapitre est le fruit d’un travail en collaboration avec P.-L. Curien et
T. Hardin et a déja été publié comme Rapport de Recherche du LIENS [CHR91] et dans les
Proceedings de MFCS’92 [CHR92].

Récemment une troisieme preuve de la noethérianité de o a été fournie par H. Zantema [Zan92].
Cette preuve est moins complexe que les deux énoncées précédemment et s’intégre dans une mé-
thode plus générale.
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variables. Le Av-calcul que nous introduisons dans le chapitre 6 est un essai dans
cette direction. Ce calcul possede deux opérateurs de renommage qui permettent la
mise a jour des variables des abstracteurs pour éviter les captures. La correction de
ce calcul ne peut étre obtenue qu’en imposant une condition sur les variables du
terme de départ. Malgré nos efforts nous n’avons pas trouvé une condition qui soit
préservée par les dérivations. En revanche, nous avons obtenu une condition qui est
préservée en suivant une certaine stratégie de réduction pour laquelle le calcul est
correct. Ceci ajouté au fait qu’on n’a pas trouvé d’exemple ou il y ait une capture,
nous a conduit a conjecturer une propriété de confluence pour le Av-calcul, qui reste
encore un probleme ouvert.

Plan

Dans le premier chapitre nous rappelons les notions utiles de la théorie des al-
gebres universelles et de la théorie de la réécriture. Nous introduisons le A-calcul
dans ses deux versions: classique et a la de Bruijn, et présentons le concept d’ex-
tensionalité pour ces deux versions. Le reste de ce chapitre est consacré a exhiber
la famille des Ao-calculs en méme temps que nous donnons I’état de I’art de chacun
d’eux, en incluant les résultats obtenus dans cette these. Dans la derniere section
nous définissons la version typée du Ao-calcul.

Les chapitres 2, 3, et 4 constituent une unité logique concernant essentiellement
le Ao’-calcul.

Dans le chapitre 2 nous donnons la preuve de normalisation forte de o, obtenue
en collaboration avec P.-L. Curien et T. Hardin, et nous étendons ce résultat a o’.
(C’est dans ce chapitre que les rapports entre les Ao-calculs et la logique combinatoire
catégorique sont examinés.

Le chapitre 3 est consacré a la confluence du Ao’-calcul semi-clos. La méthode
utilisée est celle d’interprétation sur un calcul qui s’avere une extension du A-calcul
et que nous appelons \'. La confluence de ce dernier calcul est établie grace a une
preuve a la Tait-Martin-Lof (définition d’'une parallélisation et égalité des clotures
réflexives transitives).

Dans le chapitre 4 nous montrons la confluence du Ac’-calcul extensionnel. La
méthode utilisée est toujours celle d’interprétation. La confluence est ramenée main-
tenant a celle du A-calcul extensionnel, et celle-ci est montrée suivant la méthode
classique: commutation de la regle extensionnelle avec /3.

Le chapitre 5, le seul qui s’occupe de typage, étudie une interprétation différente
de la o-normalisation qui permet d’établir un résultat de complétude pour le Ao-
calcul typé. Nous étendons ensuite ce résultat au Ao,-calcul typé du premier ordre.

Les chapitres 6 et 7 regroupent des résultats qui restent encore partiels.

Dans le chapitre 6, nous présentons et motivons le Ar-calcul ou nous abandon-
nons la notation de de Bruijn pour revenir a la notation classique avec les noms
des variables. Pour que ce calcul soit correct il faut se restreindre a opérer sur un
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sous-ensemble de termes qui satisfont un certain invariant. Nous montrons que, mal-
heureusement, cet invariant n’est pas préservé par Av-dérivation. Cependant, nous
trouvons une stratégie qui conserve 'invariant et la correction du Av-calcul est ainsi
garantie pour cette stratégie. Ce résutat de correction permet d’obtenir la conflunce,
modulo a-congruence, de notre stratégie. Le chapitre finit avec deux questions ou-
vertes concernant la confluence.

Dans le chapitre 7 nous introduisons le Ar-calcul. Un outil indispensable pour
I’étude de ce calcul est 'existence et unicité des 7-formes normales. Malgré nos
efforts, la 7-noetherianité reste encore un probleme ouvert. Cependant, nous avons
franchi un premier pas: nous établissons la normalisation faible en montrant que la
stratégie “leftmost innermost” est normalisante.

Pour finir cette these nous énoncgons d’autres problemes encore ouverts en rapport
avec les substitutions explicites, les plus importants étant les développements finis
et la noethérianité du Ao-calcul typé.

Enfin, en annexe, nous rappelons quelques sous-systemes de la logique combi-
natoire catégorique, énoncons des résultats du A-calcul classique qui ont été utili-
sés et transcrivons les sessions avec le logiciel KB rendant compte des résultats de
confluence locale utilisés dans cette these.



Chapitre 1

Présentation des formalismes et
des résultats principaux

Dans ce chapitre nous présentons les formalismes qui seront utilisés dans la suite.
Les résultats principaux de ce travail, concernant les Ao-calculs, sont énoncés dans
les sections 1.6 et 1.7.

Dans la section 1.1 nous décrivons le formalisme des algebres de termes. Ce for-
malisme connait diverses dénominations: Algebres Universelles, selon les algébristes;
Théories du Premier Ordre, selon les logiciens; Types Abstraits Algébriques, selon
les informaticiens. Les notions introduites dans cette section seront sous-jacentes a
I’étude des Ao-calculs et du Ar-calcul.

Dans la section 1.2 nous rappelons les définitions essentielles et quelques pro-
priétés des systemes de réduction en général, et de réécriture sur des algebres de
termes, en particulier. Ils sont importants dans plusieurs domaines: spécification
de types de données abstraits, implémentation de langages fonctionnels, déduction
automatique. Réécrire un terme consiste a remplacer une sous-expression donnée du
terme par une autre expression plus simple dans un certain sens. Deux propriétés
importantes de ces systemes sont la confluence et la noethérianité (ou normalisation
forte). La confluence assure 'unicité du résultat d’un calcul par réécriture, tandis
que la noethérianité garantit ’existence de ce résultat.

Le A-calcul, dont nous avons déja donné un appercu dans I’Introduction, est pré-
senté formellement dans la section 1.3. Ce calcul a été introduit par le logicien Alonzo
Church dans les années 30. Il s’agit d’un systeme formel permettant la construction
des fonctions éventuellement partielles qui peuvent accepter n’importe quel terme du
calcul comme argument. L’un des traits intéressants du A-calcul est que tout algo-
rithme peut étre vu comme une expression du calcul. Le A-calcul contient une seule
regle, appelée B: une étape de simplification consiste essentiellement a remplacer
certaines occurrences d’une variable par un terme. Cette opération de substitution
est décrite dans le méta-langage du A-calcul.

Un inconvénient du A-calcul est le probleme bien connu des captures de variables.
Dans les années 70, une notation spécialement adéquate pour traiter ce probleme a



2 CHAPITRE 1. PRESENTATION DES FORMALISMES

été introduite par de Bruijn. Nous consacrons la section 1.4 a la présentation de ce
formalisme qui sera sous-jacent a la plupart des calculs introduits ultérieurement.

La f-égalité engendrée par la f-réduction du A-calcul n’est pas extensionnelle,
mais on peut obtenir un calcul extensionnel (An-calcul) par ajout d’une regle connue
dans la littérature sous le nom de n-regle. Dans la section 1.5 nous présentons ce
calcul et sa version dans le formalisme de de Bruijn.

Le reste de ce chapitre est consacré a I'introduction de la famille des Ao-calculs:

Le Ao-calcul (section 1.6) est un développement du A-calcul ou les substitutions
sont gérées de maniere explicite, i.e. elles ont une représentation syntaxique dans le
langage du Ao-calcul. On trouve donc dans ce calcul le cadre cherché pour étudier la
théorie des substitutions, ainsi qu’un intermédiaire entre le A-calcul classique et les
implémentations concretes des langages fonctionnels. Par conséquent, le Ao-calcul
s’avere un outil efficace pour la dérivation de machines abstraites pour le A-calcul
et pour prouver la correction de ces machines.

Le Ao-calcul est un systeme de réécriture sur une algebre a deux sortes: terme et
substitution. Il est facile de montrer que le Ao-calcul n’est pas localement confluent
sur les termes ouverts (ceux contenant des variables des deux sortes). L’ajout de
quatre regles permet d’obtenir la confluence locale. Nous appelons cette extension
du Ao-calcul, le Ao’-calcul. Nous présentons ce dernier calcul dans la section 1.7, ou
nous énoncons les propriétés essentielles.

Le Ao'-calcul ne s’avere pas confluent sur la totalité des termes ouverts, mais
une autre version du Ao-calcul, appelée ici Ao,-calcul, a cette propriété. La section
1.8 est consacrée a exposer succinctement ce calcul.

Enfin, dans la section 1.9 nous introduisons les versions typées du premier ordre
du A-calcul et du Ao-calcul. Nous énoncons le théoreme de correction (soundness)
et nous posons le probleme de la complétude, qui sera traité dans le chapitre 5.

1.1 Algebres de Termes

L’un des buts de I’Algebre Universelle est d’extraire les éléments communs a di-
vers types de structures algébriques. Cette généralisation et unification de concepts,
constructions et résultats permet de se placer & un niveau plus élevé d’abstraction.

Nous ne donnons ici que les définitions premieres de la théorie des Algebres
Universelles, pour une étude approfondie de cette théorie se référer a [BS81] et

[GraT9].

1.1.1 Algebres homogenes

Définition 1.1 Soit F un ensemble de symboles de fonctions et d : F — IN. Soit
f€F, on appelle d(f) U arité de f. Soit V un ensemble de variables.

La F-algebre libre homogene engendrée par V, notée Tr(V), est le plus petit en-
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semble tel que:
1. VCTx(V)
2.5t feF, df)=n et t1,...t, € Te(V), alors f(ty,---,1,) € Tr(V).

Les éléments de Tr(V) sont appelés termes et F | la signature de Ualgébre.
L’ensemble des variables présentes dans t € Tr(V') sera noté V(t).

Définition 1.2 La F-algebre initiale, notée Tx, est lalgébre engendrée par un
ensemble vide de variables. Elle est non vide si et seulement si F posséde des
symboles d’arité 0, ¢’est-a-dire des constantes. Les termes de Trx sont dits clos.

Définition 1.3 L’ensemble des occurrences O(t) du terme t € Tr(V) et le sous-
terme t/y de t a loccurrence v sont définis ainsi:

1. sit €V, alors O(t) ={e} et t/e=1 ou e désigne le mot vide.
2,51t = f(t1,---,tn), alors Ot) ={ef U{iv : 1 <i<n,vy € 0)} et
t/iy =1t;/v.

L’ensemble O(t) est ordonné par l'ordre préfixe. Un terme peut étre représenté
par un arbre dont la racine est le symbole a 'occurrence ¢ et une branche est une
suite totalement ordonnée d’occurrences.

Exemple 1.1 Soient T, {1 et o des symboles d’arité 0 (constante), 1 et 2, respec-
tivement. Le terme o(ty,t3) sera noté ty0ty. Le terme

L= (TeToT)e(fr(fr(T))e (1)

est un terme clos dont 'ensemble d’occurrences est donnée par:
O(t) ={e 1,11, 111, 1111,1112,12,2,21,211,2111,22,221} .
Voici quelques sous-termes du terme t :

Y11=t (To 1), /1111 =t/1112 =1 , /22 =f ().

Définition 1.4 Le remplacement du sous-terme t/y par le terme u dans le terme
t sera noté t{~y «— u} et est défini par:

1. si v=c¢, alors t{y —u} =u.

2. f(tlv o 7tn){l’7 — u} = f(tlv o 7ti—17ti{7 — u}vti-l-lv o 7tn) .
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1.1.2 Algebres hétérogenes

Définition 1.5 Soient K un ensemble de sortes et F un ensemble de symboles.
Soit d: F — IN, comme dans le cas homogéne, on appelle d(f) " arité de f.

A tout symbole f € F on associe une suite de d(f)+ 1 sortes, appelée le type de
f. On note le type de [ ainsi:

ik ky=kuyr ou d(f)=n et kekK.

Soient V' un ensemble de variables et v:V — K. On dira que v(x) est le type de
la variable € V.

On définit simultanément lensemble de termes de la F-algebre libre hétérogene
engendrée par V , notée encore Tr(V), et le type de chaque terme ainsi:

t€Tr(V) et la sorte de t est k, noté t:k ssi

1.teV et k=no(t).

2.t=f(t1,---,tn) ou d(f)y=n, frk,....kn =k et t;: k; pour 1 <i<mn.

Exemple 1.2 Soit K = {r,0} et soient 1, T, X et [] des symboles de fonctions
d’arité 0, 0, 1 et 2, respectivement. On abrége [](t,s) par t[s].
Les types sont donnés par:

1:7, Tto, Aiv=>71, [|iT,0=>7T.

Un exemple de terme clos de cette algebre hétérogene est

t=ACCADIDIT,

et on vérifie aisément que sa sorte est T.

Les notions de sous-terme et occurrence sont définies de la méme fagon que dans
le cas homogene.

1.2 Réécriture

Nous présentons dans cette section les notions essentielles des systemes de réduc-
tion et systemes de réécriture et ne donnons que les résultats qui seront nécessaires
dans la suite. Un excellent recueil des résultats les plus importants obtenus jusqu’a
présent dans ce domaine est [Klo90].
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1.2.1 Systéemes de réduction

Définition 1.6 Soient A un ensemble et R wune relation binaire dans A, i.e. un
sous-ensemble de A x A. On notera le fait (a,b) € R par a —p b ou a — b quand
le contexte le permettra. On appelle réduction cette relation et systeme de réduction,

la paire (A, R). On note:
1. B¢ ou Sp ou simplement = la cloture réflexive de R.
2. Rt ou g ou simplement =5 la cléture transitive de R.

3. R* ou —p ou simplement — la cloture réflexive et transitive de R.
Quand a — b on dit qu’il y a une dérivation de a a b.

4. aS5rb ou simplement a =5 b le fait que a se réduit par b en n >0 pas de
réduction, i.e.

—si n>2, il existe by,...,b,_1 tels que a — by — -+ = b,_1 — b,
1 .
— a—»pb exprime a — b,

— a>pb cquivaut a a = b.
On appelle n la longueur de la dériavation.

Définition 1.7 Soient R et S deux réductions dans A . On dit qu’elles commutent
ssi R et S satisfont la condition suivante (voir la figure 1.2(i) ') :

Va,boce A dde€ A((a »r b AN a —»s¢c)= (b —»sdANc—pd).

Définition 1.8 Soit R une réduction dans A.

1. R estlocalement confluente ou WCR (weakly Church-Rosser) sii R satisfait
la condition suivante (voir la figure 1.2(ii)) :

Va,boce A dde A((a = bANa—c¢)=0b—>»dANc—d).

2. R est confluente ou CR (Church-Rosser) ssi elle commute avec elle méme

(voir la figure 1.2(iii)), i.e.
Va,boce A dde A((a » bANa—»c)=(b—dANc—d).
3. R est quasi-fortement confluente ou QFC ssi (voir la figure 1.2(iv))

Va,bbce AddeA((a = bANa—c)=(b>dAc>d).

!Toutes les figures de ce chapitre, sauf la figure 1.1, se trouvent & la fin de celui-ci.
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4. R est fortement confluente ou FC ssi (voir la figure 1.2(v))

Va,boce A dde A((la = bANa—c)=(b—dANc—d).

Définition 1.9 Soit R une réduction dans A .

1. On dit que a € A est une R-forme normale s7l n'existe pas de b € A tel que
a — b et on dit que b a une forme normale s’il existe une forme normale a
telle que b — a.

2. R est faiblement noethérienne ou WN (weakly normalizing) si tout a € A a
une R-forme normale.

3. R est noethérienne ou SN (strongly normalizing) s’il n'existe pas de suite
infinie (a;),s, telle que a; — aiq pour tout ¢ > 0.

Lemme 1.1 Soient R une réduction dans un ensemble A .
1. Si R est FC, alors R* est FC.
2. 5t R est QFC, alors R est CR.

Démonstration

1. Voir [Bar84], lemme 3.3.2.

2. Si R est QFC, alors R est FC. D’apres le premier item, (R)* est FC.
Or, (R)*=R* et R* est FC ssi R est confluente.

a

Lemme 1.2 (Commutativity Lemma) Soient R et S deux réductions dans un
ensemble A . Si la conditon

(Va,b,c€ A)[(a —pb A a—sc)=(Fd€ A)b—sd AN cSpd)]

est satisfaite, alors R et S commutent. (Voir la figure 1.3.)

Démonstration
Voir [Ros73], lemme 3.6.
O

Théoreme 1.1 (Hindley-Rosen) Si R et S sont deux réductions confluentes
dans un ensemble A et si elles commutent, alors RUS est une réduction confluente.
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Démonstration

(C’est un cas particulier du théoreme 3.5, [Ros73].
O

Lemme 1.3 (Newman) Toute relation noethérienne et localement confluente est
confluente.

Démonstration
Voir [Bar84], proposition 3.1.25.
G. Huet en donne une autre démonstration en utilisant le Principe de récurrence

noethérienne (cf. [Hue80]).
O

Les résultats de confluence que nous présentons dans les chapitres 3 et 4 son
montrés en utilisant une méthode qui s’avere tres efficace pour les calculs sur les-
quels nous travaillons. Cette méthode a été identifiée dans [Har89], ou elle a été
utilisée pour les combinateurs catégoriques. Dans [CHLI1], on ['utilise pour mon-
trer la confluence du Ao-calcul faible, celle du Ao-calcul sur les termes clos et la
non-confluence du Ac’-calcul sur les termes ouverts. Nous 'appelons méthode d’in-
terprétation et la présentons ici puisqu’elle peut étre formulée pour un systeme de
réduction quelconque.

Lemme 1.4 (Méthode d’interprétation) Soit R = Ry U Ry ou Ry est une
réduction confluente et noethérienne et Ry une réduction quelconque. Notons Ry(f)
la Ry-forme normale de f et supposons lexistence d’une réduction R' sur les Ri-
formes normales qui satisfait:

RCR e (f—=rg = R(f)—r Rilg)).
Alors R' est confluente ssi R est confluente.

Démonstration
La preuve est simple (cf. [CHL91], lemme 1.1). La figure 1.1 illustre la partie (=)

de la démonstration. C’est dans ce sens qu’on utilise en fait le lemme.
O

1.2.2 Systémes de réécriture

Dans cette sous-section nous nous restreignons a A = Tx(V) une algebre de
termes de signature F sur I’ensemble de variables V.

Définition 1.10 Un contexte est un terme qui contient exactement une occurrence
d’un symbole spécial O , qui dénote un espace vide que nous appellerons un trou.
Un contexte est noté C[] ou simplement C . Le remplacement du trou par le terme

t € Tr(V) est noté Ct].
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/

/

g —1h Rig)..
et Ry b
ot Ru(h)*

Fia. 1.1 - Méthode d’interprétation

Définition 1.11 Une fonction o : Tr(V) — Tx(V) qui satisfait

U(f(tla T 7tn)) = f(a(tl)v T 7U(tn))

pour tout f € F n-aire (n > 0) est appelée substitution. De sorte que o est
déterminée par sa restriction a V.

On éerit o < 7 s'il existe une substitution p telle que T = o0 p (composition
fonctionnelle), dans ce cas on dit que o est plus générale que 7.

Définition 1.12 Une regle de réduction (ou régle de réécriture) r est une paire
(t,s) de termes dans Tr(V), souvent écrite t —, s, telle que

1LtgV,
2. V(s) C V().

Définition 1.13 Un systeme de réécriture est une paire (T'=(V),R) ou R est un
ensemble de regles de rééeriture.
La réduction R engendrée par R est définie ainsi:

t —ps ssiil eviste = (1,,8,) € R, une substitution o et un contexte C

tels que t = Clo(t,)] et s = Clo(s,)].

Dans ce cas on dit que o(t,) est le radical de la réduction et s = Clo(s,)] le réduit
de 1.

Nous donnons maintenant la notion de paire critique et énoncons le critere de
Knuth-Bendix pour établir la confluence locale.

Définition 1.14 On dit que la substitution o est un unificateur des termes t et s
st o(t) =o0(s). Dans ce cas on dit que t et s sont unifiables.
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Théoréme 1.2 (Unification) Soient t et s deux termes unifiables. Il existe un
unificateur T qui est le plus général (upg), i.e. pour tout unificateur o de t et s,
onaT<0o.

Démonstration
Voir [MMS82], ou un algorithme élégant est présenté pour trouver le upg.
O

Définition 1.15 Soient s — t et u — v deux régles de réécriture. Soil w un
sous-terme de u qui n'est pas une variable et C le contexte tel que v = Clw].
Supposons que s et w sont unifiables et soit o un upg.

Le terme o(u) peut donc étre réduit de deuxr maniéres :

o(u) =o(Clw]) = o(C[t]) et o(u) — o(v)

La paire de réduits (o(C[t]),o(v)) est appelée une paire critique obtenue par la
superposition des regles s — 1t et uw — v.

Dans le cas ou s —t et u — v sont la méme régle on demande que s soit unifiable
avec un sous-terme propre de u .

Une paire critique (s,t) est convergente s’ existe u tel que s —» u et t —» u.

Théoreme 1.3 (Knuth-Bendix) Un systéme de réécriture est WCR (localement
confluent) ssi toute paire critique est convergente.

Démonstration
Voir [KB70] ou [Hue80].
O

Dans ’annexe B nous reproduisons quelques sessions avec le logiciel KB, déve-
loppé a I'INRIA, qui examine les paires critiques d’un systeme donné et teste leur
convergence.

1.3 Le \-calcul

L’étude de la fonctionalité se base principalement sur le A-calcul, fort étudié
depuis les travaux de A. Church (cf. [Chu4l]). Rappelons le trait essentiel de ce
calcul: c’est une théorie qui étudie plutot aspect applicatif des fonctions, et pas
celui compositionnel, comme dans le cas de la théorie des catégories. Une notion
complémentaire & celle d’application est celle d’abstraction: a partir d’un terme a,
qui contient éventuellement la variable x, la syntaxe fournit un terme Ax.a dont
I'interprétation informelle est la fonction a vue comme fonction de .

Nous ne donnons ici que les définitions de base et les résultats qui seront utilisés
dans la suite. La référence classique est [Bar84]. Cependant, nous suivrons la présen-
tation de [HS86] en ce qui concerne la définition de la substitution. Nous choisissons
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ce point de vue car, en évitant de travailler modulo a-conversion, on est plus proche
des implémentations.

Définition 1.16 Soit V un ensemble de variables. L’ensemble de termes du A-
caleul, noté Ay , est le plus petit ensemble tel que:

1. V.CAyv.

2.5 a €Ay et €V, alors \v.a € Ay .
Intuitivement, Ax.a représente la fonction qui a la variable x associe la valeur
a. Un terme Ax.a sera appelé une abstraction et Az, [‘abstracteur.

3.5t a,b€ Ay, alors ab e Ay .
On appellera ab lapplication du terme a au terme b et on peut ['interpréter
comme la valeur rendue par “la fonction” a appliquée a “Uargument” b.

Dans la suite on abrégera ce type de définitions en présentant 1’ensemble de
termes a définir, dans ce cas Ay , ainsi:

az=z|ab| Ar.a (zeV)

Définition 1.17 On définit I ensemble de variables libres d’un terme a € Ay,
noté F'V(a), par récurrence sur la structure de a :

FV(x) = {x}
2. FV(ab) = FV(a) U FV(b)
3. FV(Ax.a) = FV(a) —{z}.

On dit qu’une variable x est liée dans un terme quand celui-ci contient un sous-
terme de la forme Ax.a.

Définition 1.18 Soient a,b € Ay et x € V, on définit ab/z] comme la substitu-
tion par b de toutes les occurrences libres de x dans a, avec éventuel changement
de variables pour éviter des captures. Plus précisément :

1. e[b/z] = b
2. y[b/z] =y pour toute variable y # x

3. (araz)[bfa] = (ar[b/])aslb/x])

b (z.ar)[b/z] = Ar.ax

5. Ow.ar)[b/z] = My.(a1[b/z]) siyda, et ygd FV(D) ou z ¢ FV(ay)
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6. (Ay.aq)[b/x] = Az.(ar[2/y][b/x]) si y#x, y € FV(b) et x € FV(ay).

Dans 6, on choisit z comme la premiére variable qui n’appartient pas a FV(a1b).

La clause 6 est introduite pour éviter la capture de la variable y de b. En effet,
par exemple, le terme Ay.x représente la fonction constante dont la valeur est x.
On souhaiterait que (Ay.x)[y/x] représente la fonction constante dont la valeur est
y . Sion évaluait (Ay.x)[y/x] d’apres la clause 5, on obtiendrait

(Ay.2)[y/=] = Ay.y,

qui représente la fonction identité et non la fonction constante a valeur y. Tandis

que si on fait I’évaluation d’apres la clause 6, notre expectative est satistaite. En
effet,

(Ay.2)ly/a] = Az (a=/ylly/2]) = Az.(aly/2]) = A=y,

qui est bien la fonction constante a valeur y .

Définition 1.19 Soit a un terme qui contient une occurrence de Ax.c, et soit
y & FV(c). Le remplacement de ce Ax.c par Ay.(c[y/x]) est appelé a-conversion
ou changement de variable liée.

On dit que a est a-congruent a b, noté a =, b st b est obtenu a partir de a par
une série finie (€ventuellement vide) de a-conversions.

Deux termes a-congruents ont des interprétations identiques et ils jouent le
meéme role dans les applications du A-calcul. En fait, plusieurs auteurs identifient
I’a-congruence avec I'identité syntaxique.

Un terme de la forme (Az.a)b représente un opérateur Ax.a appliqué a un
argument b. D’apres l'interprétation informelle de Az.a , sa valeur en b est calculée
en substituant a par b dans a, de sorte que (Az.a)b peut étre “simplifié” en
al[b/x] . Ce processus de simplification sera précisé dans la définition suivante.

Remarque 1.1 Un contexte dans le A-calcul est défini de maniére analogue a un
contexte dans une algébre de termes (voir définition 1.10).

Définition 1.20 Un terme de la forme (Ax.c)d est appelé un (-radical et le terme
c[d/x] , son réduit.
On définit la S-réduction , appelée aussi B-conlraction et notée —g, par

a —3 b ssi i existe un contexte C et des termes c¢,d tlels que

a= Cl(Ax.c)d] et b= Cle[d/x]].
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Définition 1.21 Le A-calcul est le systéme de réduction (Av, (U =,)).
Les dérivations de ce calcul sont notées —» 5. Il y a donc abus de notation en sous-
entendant les a-conversions.

La f-réduction n’est pas symétrique, mais elle engendre la rélation d’équivalence
suivante :

Définition 1.22 Un terme a est 3-égal a un terme b, noté a = b, ssi b est
obtenu a partir de a par une série finie (ou vide) de f-réductions, des B-réductions
inversées et des changements de variables liées. Plus précisément, a =g b ssi il
existe n > 0 et des termes co, -+, ¢, tels que

—cp=a et c,=0b.
- (Ve <n—=1)(¢; =p Ciy1 0u Ciy1 —p ¢ OU ¢ =4 Cig1) -
Le théoreme suivant est un résultat classique du A-calcul (cf. [Bar84] et [HS86]).

Théoreme 1.4 Le A-calcul est confluent mais il n’est pas noethérien.

A condition de travailler modulo a-conversion on peut remplacer les clauses 4, 5
et 6 de la définition 1.18 par la clause suivante (cf [Bar84], p. 26):

(ga)b/a] = Ay-(aib/a])

Pour opérer ainsi, il faut établir la convention suivante: toutes les variables liées des
termes intervenant dans une définition, preuve, etc., doivent étre choisies de sorte
qu’elles different des variables libres.

Ce choix simplifie notablement les démonstrations mais cette solution n’est pas
directement utilisable dans une implémentation.

On retrouve donc le probleme bien connu des A-calculistes: celui de la capture
des variables par 'opération de substitution. Etant donné que la solution apportée
par I’a-conversion n’est pas satisfaisante du point de vue implémentation, car elle
est couteuse et difficile a gérer, d’autres solutions ont été proposées:

1. La compilation des expressions du A-calcul dans la Logique Combinatoire,

théorie sans variables décrite par Schonfinkel et Curry (cf [CF58] et [CHST2]).

2. La notation de de Bruijn, dont nous donnons les notions essentielles dans la
section suivante.

3. La Logique Combinatoire Catégorique développée par J. Lambek puis P.-L.
Curien (cf [Cur86]), a 'origine comme modele syntaxique des Catégories Car-
tésiennes Fermés.

On peut trouver une discussion sur ces différentes approches dans la these de T.
Hardin ([Har87]).

Revenons maintenant au formalisme de de Bruijn.
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1.4 Le formalisme de de Bruijn

Ce formalisme (cf. [dB72] et [dB78]) est basé sur le remplacement des noms des
variables du A-calcul par des numéros, appelés indices de de Bruijn, rendant compte
de la portée de la variable ainsi remplacée. Plus précisément ce numéro exprime la
hauteur de liaison de 'occurrence de la variable correspondante, i.e. le nombre de
A’s a franchir quand on remonte de 'occurrence examinée jusqu’a ’abstracteur qui
la lie. Par exemple,

Ax Ay.xy  devient  AA(21)
A Ay (x(Az.zx))y  devient  A(A(2(A(13))1))

Remarquons que, dans le dernier exemple, la méme variable = a été traduite par
2 et 3 selon ses différentes positions, tandis que les variables z et y sont devenues
le méme numéro de de Bruijn 1. Il n’y aura donc pas de correspondance directe
entre numéros et noms de variables.

Méme si la notation de de Bruijn est difficile a lire, elle s’avere tres efficace
pour un traitement formel de la substitution. Nous commencons donc par introduire
I’ensemble de termes du A-calcul & la de Bruijn.

Définition 1.23 L’ensemble des termes, noté A, du A-calcul décrit avec la notation
de de Bruijn est donné par:

ax=n| ab| la ot n€lN.

Pour exprimer un terme a du A-calcul avec des variables libres xq,...,x; dans
cette notation il suffit de considérer ¢ comme sous-terme de Azy...zp.¢. Par
exemple:

Az.xy  devient A(12)
(Ax.zy)y  devient (A(12))1

Pour définir la #-réduction a la de Bruijn, nous devons définir la substitution
d’une variable par un terme, disons b, dans un terme, disons «. Il faudra donc
identifier, parmi les numéros du terme «a, ceux qui correspondent a la variable qu’on
est en train de substituer. On peut calculer de facon récursive ces hauteurs de liaison
a 'aide d’une famille de compteurs, décrite informellement ainsi:

1. On démarre la traversée de a avec un seul compteur initialisé a 1.

2. Au passage d’un neeud application, on crée deux exemplaires du compteur de
facon a en obtenir un pour chaque branche.

3. Au passage d’un nceud abstraction on incrémente le compteur.
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4. Lorsqu’on arrive a 'occurrence d’un numéro:

4.4) Sil est supérieur a la valeur du compteur, on le diminue de 1, puisqu’il
existe un A de moins sur le chemin entre ce numéro et ’abstracteur qui
le lie.

4.4i) Si ce numéro est égal a la valeur du compteur, disons n, il doit étre
remplacé par b, qui va donc se trouver ainsi sous n — 1 A’s. 1l faudra
donc ajuster les numéros de b de fagon a ne pas modifier les liaisons a
I'intérieur de b. Nous faisons ceci a I’aide d’une autre famille de fonctions
que nous appellerons fonctions d’actualisation.

4.ii) Si le numéro est inférieur a la valeur du compteur, alors il est 1ié par un
abstracteur interne a a et il ne doit pas étre modifié.

Nous commencons par définir formellement les fonctions d’actualisation :

Définition 1.24 Les fonctions d’actualisation U : A — A pour ¢ > 0 et n > 1
sont défintes par récurrence ainsi:

Ul(ab) = U(a)UM(b)

U(Aa) = MU} (a))
(m):{m—l—n—l st m > 1

m st om<uq.

Nous utiliserons dans le chapitre 3 la remarque suivante, dont la preuve par
récurrence sur n n’offre aucune difficulté:

Remarque 1.2 Soient b€ A et n >0, alors UN(b)=b.

Nous pouvons définir maintenant la famille de fonctions qui effectuent la substi-
tution:

Définition 1.25 Les substitutions a la hauteur n, pour n > 1, du terme b dans
le terme a, notées afn «— b}, sont définies par récurrence sur a ainsi:

(ara2){n «— b} = (a1{{n — b}) (azfn « b})
(A ) fn — b} = Mar{n+ 1 b})

m—1 st m>n
nfn — b} = < UJ(b) si m=n

m st m<n.
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Nous avons déja les éléments nécessaires pour définir la G-réduction, dans le
formalisme de de Bruijn:

Définition 1.26 La 3-réduction ? est définie sur A ainsi:

a —p b ssiil existe un contexte C et des termes ¢,d € A tels que

a=Cl\e)d] et b=Cle{1 « d}]

Le A-calcul a la de Bruijn, abrégé A3-calcul, ou A-calcul quand le contexte sera
suffisamment clair, est le systéme de réduction (A, 3).

Théoreme 1.5 Le AG-calcul est confluent mais il n’est pas noethérien.

Démonstration
Le Af-calcul et le A-calcul classique sont isomorphes (cf. [Mau85]). La confluence
et la non-noethérianité du A-calcul (cf. théoreme 1.4) sont donc transmises au Af3-

calcul.

Une preuve de la confluence qui n’utilise pas 1'isomorphisme mentionné précé-
demment, est donnée dans le chapitre 3 (cf. corollaire 3.6).
O

Nous remarquons que 'opération de substitution dans A est définie, comme pour
le A-calcul classique, dans le méta-langage. Ceci est une désavantage au niveau des
implémentations. Les calculs que nous introduisons a partir de la section 1.6 sont
formulés dans un langage qui integre les substitutions, tout en gardant une notation
a la de Bruijn pour mieux gérer les problemes de captures.

1.5 Extensionalité

Le concept d’égalité fonctionelle utilisé généralement en mathématique est ap-
pelé “extensionnel”. Ceci veut dire que deux fonctions sur le méme domaine sont
considérées égales quand elles prennent la méme valeur pour chaque argument :

(Vo)F(2)=G(x)) = F=G.

1.5.1 Dans le A-calcul classique

La (-égalité introduite dans la définition 1.22 est plutét “intensionnelle”, i.e. il
existe des termes a, b € Ay tels que pour toute variable v € V', on a ar =g bx
mais a #3 b. Par exemple, pour y, z € V' prendre:

a=y et b=Azyz.

?Le symbole —5 est donc surchargé : meme notation que pour le A-calcul classique. Le contexte
sera toujours suffisamment clair pour donner & —4 l'interprétation correcte.
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Cependant, on peut obtenir une notion d’égalité extensionnelle en ajoutant une
autre regle au A-calcul et en définissant 1’égalité correspondant a ce nouveau calcul.

Définition 1.27 Un terme de la forme Ax.cx ou x ¢ FV(c) est appelé un n-
radical et le terme ¢, son réduit.
On définit la n-réduction, notée —, , par

a —, b ssiid existe un contexte C', une variable x et un terme c tels que

a=ClAv.cx] , b=Cle] et v & FV(e).

Définition 1.28 Le Ayp-calcul est le systéme de réduction (Ay,(BU nU=,)).
Les dérivations de ce calcul sont notées —»g, (a-conversions sous-entendues).

De méme que la f-réduction (cf. définition 1.22), la fn-réduction s’étend a une
relation d’équivalence :

Définition 1.29 Un terme a est fn-égal a un terme b, noté a =p, b, ssi b
est obtenu a partir de a par une série finie (ou vide) de Bn-réductions, des [Bn-
réductions inversées et des changements de variables liées.

Les résultats suivants sont classiques (cf. [Bar84] ou [HS86]):

Lemme 1.5 La fn-égalité est extensionnelle.

Théoreme 1.6 Le An-calcul est confluent.

1.5.2 Dans le A-calcul a la de Bruijn

Dans cette sous-section nous traduisons la n-regle dans le A-calcul avec notation a
la de Bruijn. Remarquons d’abord que cette regle est conditionnelle : pour "appliquer
il faut vérifier qu’une certaine variable n’est pas libre dans un certain terme.

Nous devons donc traduire la n-regle et la condition sur la variable. La regle aura
cette forme:

AMal) — @' si 1 n’est pas libre dans a .

Appelons cette condition C'ny. Pour I'interpréter dans le contexte de de Bruijn, nous
précisons d’abord le concept de A-hauteur:

Définition 1.30 Soit « € A et v une occurrence dans a . La A\-hauteur de v dans
a, notée h(v,a) est le nombre de X’s que Uon trouve a des occurrences préfives de
~v . Plus précisément :

h(1,m) =0
h(ly,ab) = h(y,a)
h(2v,ab) = h(v,b)
h(ly,Xa) = h(y,a)+1

Par abus de langage nous écrivons h(a/vy,a), ou simplement h(a), au liew de h(vy,a)
quand Uoccurrence ~ et le terme a sont clairs d’aprés le contexte.
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Exemple 1.3 Considérons le terme a = A(23), qui correspond a Ax.yz dans la
notation classique. Nous affirmons que Uoccurrence de 2 dans a “joue le role” de
1 en tant que variable libre. En effet, si nous affectons le terme a par une méta-
substitution de la forme {1 « b}, c¢’est bien la variable 2 qui sera concernée par
cette substitution :

(A(23)f1 «— b} = A2f2 — b} 3{2 «—b}) = MU (D) 2).

Signalons que h(2,a) = h(3,a)=1.
Cet exemple suggere la remarque suivante :

Remarque 1.3 Soit m un indice de de Bruijn et v une occurrence de m dans un
terme a .

1. m est libre dans a, a Uoccurrence ~ ssi m > h(~y,a).

2. m joue le role de 1 en tant que variable libre ssi m = h(y,a)+ 1.

Il sera utile de disposer, non seulement de la condition Cn;, mais d’une famille
de conditions Cn,,ou n>1.
Définition 1.31 Un terme a € A satisfait la condition Cwn, ssi pour tout indice

de de Bruijn m et toute occurrence v de m dans a, on a m # h(y,a) +n.

Il nous reste encore a étudier le réduit o’ de A(a1). Comme la n-réduction efface
un A, les indices qui jouent le role de variables libres doivent étre diminués de 1.
Nous proposons donc:

Définition 1.32 La n-réduction® est définie sur A par:
a —, b ssi i existe un contexte C el un terme ¢ qui satisfait Cny lels que
a=C[Mc1)] , b=C[cY].

ou ¢\ est obtenu a partir de ¢ en rempleant tout indice de de Bruijn m a chaque
occurrence ~ qui vérifie m > h(vy,c) par Uindice m — 1.
Le Afpn-calcul est le systéme de réduction (A, (BU n)).

Pour finir cette section nous proposons une présentation plus opérationnelle de
la n-regle.

Définition 1.33 Soient a € A et n > 1. On définit partiellement le terme a, par
récurrence sur a ainsi:

(be), = bycy
(Ab), = Abpya
m—1 st m>n
m, = indéfini s1 m=n
m st m<n.

3Méme remarque que celle faite pour la g-réduction dans la note précédente, page 15.
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On sous-entend que chagque membre gauche est défini quand tous les a,, apparaissant
dans le membre droit correspondant sont définis.

On montre aisément par récurrence sur a le lemme suivant :
Lemme 1.6 Soient a € A et n>1.

1. a satisfait Cn, ssi a, est défini.

2. Si a satisfait Cny , alors a; = at.

Le résultat suivant est classique:
Théoreme 1.7 Le AfBn-calcul est confluent.

Démonstration

Nous obtenons ce théoreme comme corollaire d’un résultat plus général (cf. théoreme
4.3 et corollaire 4.5).
O

Dans le chapitre 4 nous abordons 'extentionnalité dans les calculs que nous
introduisons dans les sections suivantes.

1.6 Le \o-calcul

Le Ao-calcul, introduit dans [ACCL90], ainsi que la logique combinatoire ca-
tégorique [Cur86], sont des formalismes permettant de rendre compte de maniere
explicite du calcul de la substitution. Nous avons vu que la f-regle du A-calcul est
définie a partir d’une substitution implicite et que cette opération de substitution
est définie par récurrence sur la structure du terme ou la substitution doit étre ef-
fectuée. Dans le Ao-calcul au contraire, la substitution est gerée par un constructeur
explicite de la syntaxe: un terme est soit une variable, soit une application, soit
une abstraction, soit enfin une cloture (ou fermeture) a[s], ou, en simplifiant, la
substitution s est une liste de termes. Les difficultés liées a la capture des variables
ont conduit les auteurs de [ACCL90] a opter pour une notation a la de Bruijn sans
variables dans le A-calcul (et donc dans le Ao-calcul).

Des essais de description de la substitution a l'intérieur méme du langage ap-
paraissent déja dans [Sta78] et [Sle85]. Le premier traitement systématique de la
substitution basé sur le langage des Catégories est fourni par la théorie des Combi-
nateurs Catégoriques, CCL (cf. [Cur86]), ou il est assuré par le sous-systeme nommé
SUBST (cf. Annexe C).

Le langage du Ao-calcul est un langage a deux sortes: sorte terme des termes
proprement dits et sorte substitution des substitutions explicites. Celles-ci peu-
vent étre interprétées comme des suites des termes, et le résultat d’effectuer une
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substitution dans un terme, comme le terme obtenu par le remplacement des occur-
rences du n-ieme indice de de Bruijn dans le terme par le n-ieme terme de la suite.
Cette interprétation intuitive est developpée et illustrée avec plusieurs exemples dans
[ACCL90].

Avant de poursuivre la discussion, nous donnons la syntaxe et les regles du
calcul :

Définition 1.34 La syntaxe du Ao-calcul est donnée par:

Termes az=1]ab| da | als]
Substitutions s:=id | T |a-s | sot.

L’ensemble, noté Ao, des régles du Ao-caleul est donné dans la figure 1.5.
Nous appelons o Uensemble de régles Ao — {(Beta)} . Le o-calcul est le calcul dont
l'ensemble de régles est o.

Notation 1.1 On note Ac' l'ensemble des termes proprement dits et Ao [’en-
semble des substitutions du Ao-calcul. Enfin, Ao = Aot U Ac*.

Définition 1.35 Pour toute substitution s on définit I’ itération de la composition
par récurrence ainsi:

s0s"

On convient s° = id.

Remarquons d’abord que le seul indice de de Bruijn qui apparait explicitement
dans le langage est 1, mais on peut coder I'indice n par le terme 1[1"!]. Ce faisant,
ona ACAct.

Remarquons aussi que, en plus des opérateurs classiques d’application et d’abs-
traction, le langage possede:

— Un opérateur binaire appelé cloture ou fermeture dont la notation semi-infixe
est —[—], et qui représente 'opération de substitution. Le terme a[s] est done
interprété comme le terme @ ou la substitution s doit étre effectuée.

— Une substitution d, appelée identité, et qui sera interprétée comme la suite
des entiers de de Bruijn (n),>1 .

— Une substitution T, appelée shift et interprétée comme la suite (n+ 1),>1 .

— Un opérateur binaire appelé cons, dont la notation infixe est “-7. La substi-
tution a-s est interpretée comme la suite obtenue en ajoutant le terme a au
commencement de la suite représentant s.
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— Un opérateur binaire appelé composition, dont la notation infixe est o. Si la
substitution s est interprétée par la suite (ay),>1 alors la substitution sot
est interprétée par la suite (a,[t]),>1 -

La p-réduction du A-calcul est simulée dans le Ao-calcul en deux étapes. La
premiere, obtenue par application de la regle nommée (Beta), consiste a déclen-
cher la substitution. La seconde étape effectue la propagation de cette substitution
jusqu’aux variables concernées, par réécriture avec ’ensemble de regles o.

Exemple 1.4 Le terme a = Az.((Ax.(Ay.xy))z) se traduit par o' = A((AX(21))1).
Dans le A-calcul on a la réduction sutvante :

a —g Az y.zy
Cette réduction se traduit dans la Ao-dérivation :
a' = (Betay ANM21))[L - 4d]) = (aps) ACA(21)[L - ((1-id) 0 T)])) = (aay),(1a1)

= A2 1)[L-2- 1)) = app) AA2[L -2 1] 1[1 -2 T])) = (Clos) (Varcons)
— MALTo(1-2- T 1)) = (snisicons) AAL[2 - T)] 1)) = (varcons) A(A(21))

Remarquons que, d’apres la syntaxe que nous avons donnée, les termes/substi-
tutions que nous avons définis, sont en fait des termes/substitutions clos, puisque
nous n’avons pas inclu des variables de sorte terme ni de sorte substitution. Nous
appellerons explicitement termes ouverts ceux décrits par la syntaxe correspondante,
incluant, en plus, des variables des deux sortes. Ces variables seront parfois appelées
méta-variables pour les différencier de celles codées par les indices de de Bruijn.

Définition 1.36 On définit, par récurrence simultanée sur la structure, les termes
et substitutions ouverts par:

Termes ouverts axz=X|1]|ab] Xa | afs],

Substitutions ouvertes s:=x |id | T | a-s | sot

ou X parcourt un ensemble dénombrable de variables de type terme et x parcourt
un ensemble dénombrable de variables de type substitution.
On note Ac¢c Uensemble des termes et substitutions ouverts.

Nous résumons maintenant les propriétés essentielles du Ao-calcul et du o-calcul :

Proposition 1.1 Le o-calcul est localement confluent sur Ag.
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Démonstration

Remarquons d’abord que les regles préservent les types. On montre que le sys-
teme non typé est localement confluent en utilisant le logiciel KB, développé a
I'INRIA, qui est une implémentation de ’algorithme de complétion de Knuth-Bendix
(cf. théoreme 1.3).

Nous transcrivons le compte-rendu de la session montrant la confluence locale
de o dans 'annexe B.1.
O

Théoreme 1.8 Le o-calcul est noethérien sur Ac.

Démonstration

Le chapitre 2 sera dédié a la normalisation forte de o sur Ao . La noethérianité
s’étend facilement a A¢. En effet, une dérivation infinie dans A¢ produit une déri-
vation infinie dans Ao par remplacement de toutes les variables de type terme par,
disons 1, et de celles de type substitution par, disons ud.

O

Corollaire 1.1 Le o-calcul est confluent sur Ag.

Démonstration

(C’est une conséquence immédiate du lemme de Newman (cf. lemme 1.3) et des deux
résultats précédents.
O

Nous avons donc existence et unicité des formes normales pour le o-calcul sur
Ac¢ et donc sur Aco.

Notation 1.2 Soit f € A¢, on note o(f) la o-forme normale de f.
Théoreme 1.9 Le Ao-calcul est confluent sur Ao .

Démonstration

Voir [ACCLI0], théoreme 3.2. Cette preuve est basée sur la confluence de o, celle
du A-calcul et la technique d’interprétation (cf. lemme 1.4).
O

1.7 Le )\o'-calcul

Le Ao-calcul n’est pas localement confluent sur les termes ouverts. En effet,
considérons par exemple la paire critique suivante :

(AX)Y)[x]

(\X)Y)[x]

X[Y - d][x] — X[Y[x]- %]
(AX))) (VX)) — X[Y[x]- (xoid)].

—
—
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Méme en se restreignant aux termes semi-clos (ceux qui admettent des variables de
sorte terme, mais pas de sorte substitution) on n’obtient pas la confluence locale.

Avant d’introduire les regles qui doivent étre ajoutées pour avoir la confluence lo-
cale, nous définissons formellement ’ensemble des termes semi-clos. C’est ’ensemble
des termes qui nous intéresse et sur lequel porteront nos résultats de confluence (cf.
chapitres 3 et 4).

Définition 1.37 L’ensemble des termes semi-clos, noté AX , est défini par récur-
rence simultanée ainst :

Termes az=X|1|ab| Aa | als]
Substitutions s:=ud | T |a-s| sot,

ot X parcourt un ensemble dénombrable de variables. On note AX' l'ensemble des
termes proprement dits semi-clos. On note de méme AX® Uensemble des substitu-
tions semi-closes.

Le contre-exemple que nous venons de donner peut étre adapté facilement aux
cas semi-clos. En effet :
(AX)D[Y -id] — X[1-dd][Y -ud] — X[Y - (Y -id)]
(AX)DY -id] — (AX)[Y -ud]) (1Y -4d]) — X[Y - (Y]id] - id)].

Pour que cette paire critique devienne convergente nous proposons d’ajouter la
regle: alid] — a. Avec cette regle deux paires critiques apparaissent :

Avec la regle (Map):
(a-s)[id] — afid]-(soid) — a-(soid)
(a-s)id] — a-s,
qui suggere ’ajout de la regle soid — s.
Avec la regle (Abs):
(Aa)lid] — Aa[t-(ido D)) — Aa[1-1])
(Aa)[id] — Aa,
qui suggere ’ajout de la regle 1 - T— id.
Cette derniere regle crée encore une autre paire critique avec la regle (Map):
(1-M[s] — idos — s
(1-Mls] — ts]-(Tos),
qui suggere d’introduire enfin la regle 1[s]- (T o s) — s.

Ces quatre regles sont suffisantes pour établir la confluence locale (cf. proposition
1.2). Nous définissons donc:
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Définition 1.38 Le o'-calcul est obtenu par ['ajout au o-calcul de U'ensemble, noté
SPID, des quatre régles suivantes :

(Id) alid] — a
(IdR) soid — s
( VarShift) 17 — id
(SCons)  1[s]-(Tos) — s

et Uélimination de (Varld) et (Shiftld) qui sont des instances de (Id) et (IdR),
respectivement. Le Ao'-calcul est le caleul obtenu par Uajout de la régle (Beta) au
o'-calcul. L’ensemble des régles du Ao'-calcul est presenté dans la figure 1.6.

Méme si ces regles additionnelles sont justifiées d’un point de vue théorique, la
confluence sur les termes clos, come on vient de le voir, peut étre établie sans elles.
En plus, pour les termes et substitutions clos on peut montrer (cf. [ACCL90]) que les
regles (Id) et (IdR) sont admissibles dans le o-calcul, i.e. que toute instance de ces
regles peut étre simulée dans le o-calcul. Ceci n’est pas le cas pour le calcul semi-clos
(i.e. le calcul sur AX ): X[id] — X ne peut pas étre obtenu dans le o-calcul.

La regle (SCons) suggere que le cons du premier terme d’une substitution avec
le reste réduit a la substitution originale. Elle est donc en rapport avec la regle dite
de “surjective pairing” du A-calcul avec couples®. J. W. Klop a montré que cette
regle détruit la confluence du A-calcul [Klo80].

Dans les chapitres 3 et 4 nous utiliserons fréquemment les S PID-formes nor-
males, dont 'existence et unicité sont garanties par le lemme suivant.

Lemme 1.7 La SPID-réduction est confluente et noethérienne.

Démonstration
On vérifie la confluence locale a I’aide du logiciel KB (cf. Annexe B.3). La termi-

naison est garantie par le fait que toutes les regles diminuent la taille du terme. On
conclut donc grace au lemme de Newman.
O

Notation 1.3 La SPID-forme normale d’un terme f € AX est notée S(f).

4La syntaxe du A-calcul avec couples est donnée par:
az=x | ab | Az.a | {a,b) | fst(a) | snd(a).
L’ensemble de régles est obtenu en ajoutant a la regle 3 les regles suivantes:
(Fst) fst({a,b)) —a

(Snd)  snd({a,b)) — b
(SP) (fst(a),snd(a)) — a.
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Nous énoncons maintenant quelques propriétés fondamentales du ¢’-calcul et
du Aco’-calcul qui seront démontrées dans cette these. Nous renvoyons le lecteur au
chapitre correspondant a chacune d’elles.

Proposition 1.2 Le o'-calcul et le Ao’'-calcul sont localement confluents sur les
termes et substitutions ouverts.

Démonstration

Comme nous 'avons déja fait pour le o-calcul, nous testons la confluence locale a
I’aide du logiciel KB. Nous transcrivons dans ’annexe B.2 la partie de la session ou

les nouvelles regles entrent en jeu.
O

Théoréme 1.10 Le o'-calcul est noethérien sur Ac.

Démonstration

La section 2.8 du chapitre 2 sera dédiée a la démonstration de la noethérianité
sur Ao en utilisant essentiellement la noethérianité du o-calcul et un résultat de
commutation entre les anciennes regles et les regles ajoutées (cf. lemme 2.4).

De méme que pour le o-calcul (cf. théoreme 1.8), le résultat s’étend a Ac.

O

Corollaire 1.2 Le o'-calcul est confluent sur Ac.

Démonstration

(C’est une conséquence immédiate du lemme de Newman (cf. lemme 1.3) et des deux
résultats précédents.
O

Quant a la confluence du Ao’-calcul, nous avons le résultat négatif suivant :

Théoreme 1.11 Le Ao’-calcul n’est pas confluent sur ['ensemble des termes el sub-
stitutions ouverts Ac.

Démonstration
Voir [CHL91], lemme 3.9.
O

Mais sur les termes semi-clos, et donc sur les termes clos, la confluence peut étre
établie:

Théoreme 1.12 Le Ao’'-calcul est confluent sur AX .
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Démonstration

Le chapitre 3 sera consacré a la démonstration de ce résultat (cf.théoreme 3.3). Nous
utiliserons essentiellement la méthode d’interprétation.
O

Théoreme 1.13 Le \o'-calcul extensionnel est confluent sur AX .

Démonstration

Nous montrons ce résultat dans le chapitre 4 (cf. théoreme 4.4) en utilisant encore
la méthode d’interprétation.
O

1.8 Le Aoy-calcul

La seule contribution de notre part au calcul introduit dans cette section est le
résultat de complétude de la section 5.4. Cependant nous voulons l'inclure dans ce
chapitre pour donner une vue d’ensemble de I’état de ’art des Ao-calculs. En plus,
le Ar-calcul présenté dans le chapitre 7 est tres proche du Aog,-calcul.

Dans [HL89], T. Hardin et J.-J. Lévy ont montré qu’en introduisant un nou-
vel opérateur unaire appelé [ift, et noté {}, on obtient une version du Ao-calcul
confluente sur 'ensemble des termes ouverts.

L’idée sous-jacente dans l'introduction de ce nouvel opérateur est de simplifier
la regle (Abs) pour faire disparaitre une paire critique. Dans la section précédente
nous avons vu qu’il faut ajouter a Ao l'ensemble de regles SPID pour obtenir un
systeme localement confluent. La regle (SCons), n’étant pas linéaire a gauche, n’est
pas bonne du point de vue de la confluence. Cette regle apparait pour compléter une
paire critique engendrée par (VarShift), et celle-ci & son tour provient d’une paire
critique entre (Abs) et (IdR).

On peut éviter cette paire critique en remplacant le sous-terme 1 - (so T) du
membre droit de (Abs) par {} (s). Il faut bien str ajouter un paquet de regles pour
gérer la confluence avec ce nouvel opérateur.

Les indices de de Bruijn dans le Aoy,-calcul sont des vrais numéros de de Bruijn,
i.e. on travaille avec n directement au lieu de le coder par 1[1"7!]. De toutes fa-
cons, le fait de ne pas coder les indices de de Bruijn n’est pas essentiel, tandis que
I'introduction du [ift est fondamentale.

Voici la définition du Aoy-calcul :

Définition 1.39 La syntaze du Aoy-calcul est donnée par:

Termes ax=X|nlab]| da | afs]
Substitutions su=x |id | T |a-s | sot | f(s)

L’ensemble, noté Aoy, des regles du Aoy -caleul est donné dans la figure 1.7.
Nous appelons o, Uensemble de régles Aoy, — {(Beta)}.
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Lemme 1.8 Le o4-calcul est localement confluent.

Démonstration

La confluence locale est obtenue a ’aide du logiciel KB.
O

Lemme 1.9 Le o4-calcul est fortement normalisable.

Démonstration

Un ordre de type polynomial est présenté dans [HL89] . Nous soulignons la simplicité
de cette démonstration par rapport a celle de la terminaison forte de o .
O

Proposition 1.3 Le o4-caleul est confluent.

Démonstration

(C’est une conséquence immédiate des deux lemmes précédents et du lemme 1.3.
O

Théoreme 1.14 Le Ao, -calcul est confluent.

Démonstration

La preuve, donnée dans [HL89], utilise la méthode d’interprétation (cf. lemme 1.4)
par o,-normalisation.
O

Nous synthétisons les résultats de confluence mentionnés dans ces dernieres sec-
tions dans la figure 1.4.
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1.9 Les calculs typés

Une version simplement typée du Ao-calcul a été introduite dans [ACCL90]. Le
systeme o permet de relier le typage dans le Ao-calcul au typage dans le A-calcul.
Nous commencons donc par définir formellement le A-calcul simplement typé, dans
la notation de de Bruijn.

Les environnements sont utilisés dans les regles d’inférence de types comme d’ha-
bitude, i.e. pour enregistrer les types des variables libres. Dans le formalisme choisi,
les environnements sont donc indexés par des indices de de Bruijn. Par exemple,
I’environnement Ay, Ay, -+, A, nil associe a 'indice 1 le type A;.

Définition 1.40 La syntaxe du A-calcul simplement typé est donnée par:

Types A= K| A—1B
Environnements £ = nil | A E
Termes a = n|ab]| M.a

Les regles de typage sont données par la théorie L1 suivante:

(L1 — var) AEF1: A
Ern: B

L1 -

( varn) A EFFn+1: B
A EFbL:B

(L1 — lambda) EFADb:A— B

Frb:A— B FEFra:A
FEFrba:B

(L1 — app)

Dans le Ao-calcul, il faut typer les termes proprement dits et les substitutions.
Les environnements, étant une liste de types, ils joueront le réle de “types” pour
les substitutions, qui sont interprétées comme une liste de termes. Nous utilisons la
notation s F pour dire que la substitution s a pour environnement F .

Définition 1.41 La syntaxe du Ao-calcul simplement typ€ est donnée par:

Types A= K| A—B
Environnements £ nil | A E

Termes a 1| ab | A.a | als]
Substitutions s n=ad | T]a:A-s|sot
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Les regles de typage sont données par la théorie S1  suivante :
(S1 — var) AEF1: A

AEFb:B
EF ) Ab:A— B

(S1 — lambda)

Frb:A— B FEFra:A

(S1 — app)

EtFba:B
Ersell FEFa:A
S1 — ¢l
( clos) EFals]: A
(S1 —id) Eride E
(S1 — shift) AEFToE
(s1 ) EFra:A EFscl
cons EFra:A-sv> A E
Ers"v B’ E'FssV
(S1 — comp)

Frsos v B

Dans [ACCL90], la correction (soundness) du Ao-calcul simplement typé a été
établie. Avant d’énoncer ce résultat, dans lequel la notion de o-forme normale inter-
vient, il faut préciser la signification de o-réduction dans la version typée. Afin de
réduire les termes typés nous utilisons une version typée de ’ensemble o de regles.
Voici celles qui sont affectées:

(VarCons) 1la: A-s] —

i) (] A (alt: A-(s0 1)
(ShiftCons) To(a:A-s)—s

(Map) (a:A-s)ot —aft]: A-(sot)

Remarquons que la version typée de o a les mémes propriétés (noethérianité et
confluence) que la version non typée.

Nous énoncons maintenant le résultat de correction que nous avons annoncé plus
haut :

Théoréme 1.15 (Soundness) Si Etgya: A, alors Ebpyo(a): A.

On peut trouver sans difficulté un contrexemple montrant que la réciproque
(complétude) n’est pas vrai. Dans le chapitre 5, nous établirons un cadre adéquat
pour un résultat de complétude.
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Fia. 1.2 - Propriétés des réductions
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Fic. 1.3 - Diagramme du “Commutativity Lemma”

sur 'ensemble des termes
clos | semi-clos ouverts
Ao | C | = LC - LC
M | C| C |LC.=-C
Aoy || C C C

Fig. 1.4 -

C:
- C:
LC:
- LC:

confluent
non confluent
loc. conf.
non loc. conf.

Schéma de confluence des Ao-calculs
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CHAPITRE 1.
(Beta) (Aa)b — alb-ud]
(Varld) 1[ed] — 1
(VarCons) 1la-s] — a
(App) (@hls] — (als) (bLs))
(Abs) D] — Alalt-(so )
(Clos) (a[s)D[t] — alsot]
(IdL) idos — s
(Shiftld) Toid — 1
(ShiftCons) To(a-s) — s
(Map) (a-s)ot — aft]-(sot)
(Ass) (s1083)083 — 810 (820 83)
Fic. 1.5 - Le systeme de réécrirure Ao
(Beta) (Aa)b — alb-ud]
(Id) alid — a
(VarCons) 1la-s] — a
() (@hls] — (als]) (b))
(Al Dals] — Mali-(so 1))
(Clos) (a[s)D[t] — alsot]
(IdL) idos — s
(IdR) soid — s
(ShiftCons) To(a-s) — s
(Map) (a-s)ot — alt]-(sot)
(Ass) (s1083)083 — 810 (83083)
(VarShift) 1-17 — id
(SCons) 1[s]-(Tos) — s

Les regles précédées de x sont les SPID-regles,

donc les regles ajoutées a Ao pour obtenir Ao’

Fig. 1.6 -

Le systeme de réécrirure Ao’
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(Beta)
(App)
(Lambda)
(Clos)
(Varshifti)
(Varshift2)
(FVarCons)
(FVarLiftl)
(FVarLift2)
(RVarCons)
(RVarLift1)
(RVarLift2)
(AssEnv)
(MapEnv)
(ShiftCons)
(ShiftLift1)
(ShiftLift2)
(Lift1)
(Lift2)
(LiftEnv)
(IdL)

(IdR)
(Liftld)

(14)

Fic. 1.7 - Le systeme de réécriture Ao,
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Chapitre 2

Normalisation forte du s-calcul

Jusqu’a présent! une seule démonstration de la noethérianité du o-calcul était
connue (cf. [HL86]). Elle est fondée sur la terminaison de SUBSTZ. 1l est facile de
prouver la terminaison de SUBST privé de la regle (DA ). Cette regle est essentielle:
elle sert a propager la substitution sous les abstractions et assure la gestion des
variables du terme substitué afin d’éviter toute capture. La preuve donnée ici est
nouvelle et completement différente de celle proposée par Hardin et Laville [HL86).

Apres la présentation d’un systeme plus économique en syntaxe et dont la noe-
thérianité nous permettra détablir celle de o (section 2.1), nous montrons que les
termes sans A (w-termes) sont fortement normalisables (section 2.2). L’extension du
résultat aux termes contenant A nécessite un lemme, dont la démonstration s’avere
difficile et demande 'introduction d’une nouvelle notion, celle d’inflation (section
2.3). Le lemme est obtenu grace a un théoreme de préservation : les résultats des cer-
taines inflations des termes fortement normalisables sont fortement normalisables.
La section 2.4 sera consacrée a un plan de démonstration de ce théoreme. Dans les
sections 2.5 et 2.6 nous montrons des résultats préliminaires et dans la section 2.7
nous donnons la démonstration complete du théoreme de préservation.

Le Ao-calcul (0 + (Beta)) n’est pas localement confluent, mais il est confluent
sur les termes clos, donc sur les termes du A-calcul. Pour obtenir la confluence locale,
il faut ajouter quatre regles a o. Le systeme ainsi obtenu est appelé o’ (cf. définition
1.38). La section 2.8 sera consacrée a la preuve de terminaison de ¢’. Or, o’ et SUBST
sont deux systémes tres voisins ®. Nous obtenons ainsi une deuxiéme démonstration

de la terminaison de SUBST.

LRécemment une troisiéme preuve de la noethérianité de o a été fournie par H. Zantema [Zan92].
Voir la note de la page x.

2Nous donnons les régles de SUBST ainsi que 1'idée générale de cette preuve de terminaison
dans ’annexe C.

3Les systémes o' et SUBST contiennent tous deux une régle dite de Surjective Pairing, non
linéaire & gauche. Le A-calcul augmenté de cette régle n’est pas confluent. Il en est de meéme de

(Beta) + SUBST [Har87] et de (Beta) + ¢’ [CHLI1].

33
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(Varld) 1oid — 1

(VarCons)  1o(s-t) — s

(Abs) (As)ot — A(so(1-(toT1)))
(IdL) idos — s

(Shiftld) Towd — 7

(ShiftCons) To(s-t) —

(Map) (s-t)ou — (sou)-(tou)
(Ass) (sot)ou — so(tou)

Fia. 2.1 - Le systeme de réécrirure oq

2.1 Le o0yp-calcul

Nous rappelons que le Ao-calcul a été introduit dans le chapitre 1 (cf. définition
1.34). La regle (DA) de SUBST, dont nous avons parlé plus haut, correspond a la
regle (Abs) de notre calcul.

Etant donné que les opérateurs de substitution et composition ont un comporte-
ment semblable en ce qui concerne la démonstration de la normalisation forte, nous
allons confondre les deux opérateurs. Ce faisant, 'opérateur application devient re-
dondant et peut étre confondu avec 'opérateur cons. Donc, nous proposons un calcul
plus économique en syntaxe que nous appelons og-calcul. Voici sa définition :

Définition 2.1 La syntaxe du og-calcul est donnée par:
Termes s:=1|id | T | As | sot ]| s-t

L’ensemble, noté og, des réegles de ce calcul est donné dans la figure 2.1.

Dans la suite nous utiliserons a plusieures reprises des fonctions d’interprétation
d’un calcul dans un autre calcul. Nous appelons strictes les interprétations qui ame-
nent chaque étape de réduction du premier calcul sur une étape de réduction du
deuxieme. La noethérianité de ce dernier calcul et 'existence d’une interprétation
stricte garantissent la noethérianité du calcul de départ.

On remarque la ressemblance du gg-calcul avec le sous-calcul € de SUBST intro-
duit dans [Har89] et donné ici en annexe C. En effet, il y a une interprétation stricte
de oy dans & (I'interprétation inverse de celle donnée dans la proposition 2.6).

Notation 2.1 On note Aoy Uensemble des termes du og-calcul.
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Définition 2.2 Soit F': Ao — Aoy Uinterprétation suivante :

F(1)=1 F(id) =id

Flab) = F(a)- F(b)  F(1) =1

F(Xa) = AF(a) Fla-s)=F(a)- F(s)
Fla[s]) = F(a)o F(s) F(sot)= F(s)o F(t)

Puisque cette interprétation est stricte, on déduit la

Proposition 2.1 Si oo est noethérien, alors o est noethérien.

2.2 Les w-termes

Dans cette section nous présentons les w-termes et démontrons quelques proprié-
tés, en particulier la normalisation forte. Il est facile de définir un R.P.O. montrant
la terminaison de oq— {(Abs)} . Mais nous n’avons pas réussi, malgré plusieurs ten-
tatives, a étendre ce R.P.O. a 0¢. Nous allons tenter une preuve de terminaison par
récurrence structurelle qui ne sera pas menée jusqu’au bout dans cette section, car la
regle (Abs) posera des problemes. Nous définissons les w-termes comme des termes
sans A’s et montrons que tout w-terme est fortement normalisable. Enfin, nous for-
mulons le résultat qui sera démontré dans la suite du chapitre et qui permettra
d’étendre cette preuve en une preuve de terminaison de og.

Notation 2.2 SNy est le sous-ensemble des termes fortement normalisables de
Aog, i.e. ceuxr a partir desquels toute réduction termine.

Comme aucune regle du gg-calcul n’a ni “A” ni “-”7 comme symbole de téte, on
montre sans difficulté le

Lemme 2.1 Pour tous s,t,u € Aoy on a les équivalences suivantes :
1. ds € SNy ss1 s € SNy.
2. 8-1€ SNy sst s€ SNy et t € SNy.

Donc, pour prouver que tous les termes sont fortement normalisables, il reste a
démontrer:

Si s,t € SNp, alors sot € SNy.

On est conduit a discuter suivant la regle applicable au sommet de sot. Mais, comme
nous ne savons pas conclure directement lorsqu’il s’agit de (Abs), nous allons d’abord
faire la preuve pour les termes ne contenant pas de A’s.

Définition 2.3 On définit 'ensemble des w-termes, noté Wo, par récurrence :

w—termes wu=1|dd | T | wiowy | wy-wy
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Comme aucune regle de oy n’introduit le symbole A, on constate:

Lemme 2.2 Les w-termes sont stables par og-réduction.

Proposition 2.2 Soient t,s € Wo . Si t,s € SNy, alors tos € SNy.

Démonstration

Récurrence sur (prof(t), lg(t), prof(s), lg(s)) ou prof(x) est la profondeur de =,
i.e. la longueur de la réduction la plus longue a partir de « et lg(x) est la longueur
de z,i.e. la quantité des symboles dans = (lg(1) =1, lg(a-b) =lg(a)+1g(b) + 1,
lg(Aa) =lg(a) 4+ 1, etc.).

Si tos est en forme normale, la proposition est évidente. Considérons donc une
réduction a partir de tos. Il y a trois possibilités:

i) La premiere étape réduit dans ¢. On a donc que tos — t'os , et on peut
appliquer 'hypothese de récurrence (H.R. dans la suite) car prof(¢') < prof(?).

ii) La premiere etape réduit dans s. On a donc que tos — tos | et on peut
appliquer 'H.R. car (prof(t),lg(t), prof(s’)) < (prof(t),lg(?), prof(s)).

iii) La premiere étape réduit a la racine. Il y a plusieurs sous-cas selon la regle
utilisée :

(Varld) ou (Shiftld): Le réduit est 1 ou T qui sont en forme normale.
(IdL): Par hypothese le réduit est fortement normalisable.

(VarCons) ou (ShiftCons): Alors s = s1 - so et le réduit étant s; ou sa,
respectivement, est fortement normalisable, car s € SNy .

(Map): Alors (t1-t3)0s — (t10s)- ({20 3).
Comme prof(ty - t2) > prof(ty) et lg(ty - t3) > lg(?1), par H.R. on peut
conclure que t; 0o s € SNy et de maniere analogue on a t3 05 € SN,
d’ou, par la remarque 2.1, (t103s)-(ty0s8) € SNy.

(Ass): Alors (ty0t3)0s — 11 0(t20s).
Or, comme prof(t; o ty) > prof(tz) et lg(ty oty) > lg(ts) , 'H.R.
garantit que ty 0 s € SNy. D’autre part prof(t; o t3) > prof(ty) et
lg(t1 0 t2) > lg(?1). On peut donc appliquer 'H.R. a #; et {3 0s pour
conclure que t;0(t30s) € SNy.

Pour étendre cette preuve a Ao, il faudrait traiter le cas de la regle (Abs):

(M1)os — A(t1o(1-(s07)))
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Nous ne savons pas, avec 'ordre ci-dessus, montrer que soT € SNy. La démonstra-
tion de cette propriété se révele non évidente.
Le seul résultat obtenu jusque lors est donc:

Proposition 2.3 Les w-termes sont fortement normalisables.

Remarque 2.1 Pour montrer la terminaison de Ao, il reste donc a prouver:

* 51 s € SNy, alors soT € SNg.

En effet, I’appartenance & Wo ne joue aucun role dans les preuves précédentes, si
ce n’est pour éviter (Abs).

La démonstration d’un résultat plus général que ’affirmation x sera donnée dans
les sections 2.3 - 2.7.

2.3 Contextes et Inflation

Nous présentons dans cette section la notion de contexte a plusieurs trous. Apres
avoir introduit formellement la notion d’inflation, nous donnons, en les motivant les
définitions de bon et tres bon contexte, et montrons quelques propriétés.

Donnons d’abord une idée intuititive de ces notions. Nous voulons étudier le
comportement de so par rapport a celui de s. Analysons donc quelques réduits
de soT selon la forme de s.

1. Soit s = At. Examinons I’étape de réduction suivante:

(A)oT— Alto(1-(ToT))),

Nous avons donc besoin d’un résultat plus général que =, car nous devons
traiter to(1-(To7T)) au lieu de to 7. Essayons la généralisation suivante:

*x  Si s € SNy, alors sow € SNy.

ou w est un w-terme quelconque. »+ suffit ici, car on sait par la partie 1 du
lemme 1 que A(to(1-(ToT))) € SNy des que to(1-(ToT)) € SNy. Mais ce
n’est pas le cas pour d’autres opérateurs. Nous continuons notre analyse avec
les réduits de sow.

2. Soit s = a 0o b. Examinons ’étape de réduction suivante:

(aob)ow — ao(bow).
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Méme en établissant bow € SN, grace a une hypothese de récurrence, nous
n’avons pas de moyen d’en déduire a o (bow) € SNy. Il nous faut une géné-
ralisation plus radicale de x%, dont nous donnons maintenant 1’'idée. Soit ¢
un terme et u un sous-terme de ¢. On peut noter ¢t = Clu], ou C[] est le
contexte obtenu en remplacant le sous-terme u par un trou (voir définitions
2.4 et 2.5 plus loin). Apppelons augmenté de t un terme de la forme Cluow],
ou w est un w-terme. Un tel terme est donc obtenu en remplacant le sous-
terme u par wo w dans t. Par exemple, (a0 b) o w est un augmenté de
s =aob en prenant le contexte C[]=[]. Le terme ao (bow) = D[bow] est
aussi un augmenté de s =aob= D[b],ou D[] =ao][].

La généralisation de *x que nous proposons est, essentiellement :
**x 51 s € SNy, alors tout augmenté de s appartient a SNy .

En fait, x*x est la version informelle de ce que nous appellerons le théoreme
de préservation.

Nous revenons sur cette discussion dans la section suivante. Donnons un der-
nier exemple:

. Soit s = a - b. Examinons I’étape de réduction suivante:

(a-b)ow — (aow)-(bow)

Ce dernier exemple nous suggere I'introduction de contextes a plusieurs trous,
a cause de la duplication de w.

Un contexte pour s est donc un préfixe de s, a partir duquel on peut reconstruire

s en remplissant les trous par les sous-termes correspondants de s. Il faudra bien

choisir les contextes de facon a obtenir de bonnes propriétés de récurrence sur les

sous-termes.

Nous définissons maintenant les notions que nous venons d’introduire informel-

lement.

Définition 2.4 On définit les contextes a plusieurs trous par récurrence :

Cuo=0,|1]dd|T|AXC|C-D|CoD

ou n>1 e 0O, dénote un trou.

Notation 2.3 Soit ~v wune occurrence du contexte C . On notera C/vy le sous-

contexte de C' a Uoccurrence v et C{y « s} le contexte obtenu en remplacant
dans C le sous-contexte C [~ parle terme s.

Dans le cas particulier ou C'[y est un trou, on écrira C[s], au lieu de C{y « s}.
La notation Oy € C exprimera qu’il existe une occurrence v dans ['ensemble d’oc-

currences de C tel que C [~y = 0.
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Exemple 2.1 Soient C' = ((AOy) - (Oz0 7)) - (1 - O4) un contexte, et les termes
s=(A101))-(1-4d) et t =T oA1. Alors

- C/1=(A0y) - (Oz07)

L /12 =0,01

— C{12 —t} = ((AOy) - (T o A1) - (1 - Oy)

= Cltlizr = ((AQ4) - ((T o AL)oT)) - (1 - By)

= Clslu = ((A((A(101)) - (1-2d))) - (Bz07)) - (1 - Oy)

Définition 2.5 Soient C' un contexte, ne = max{m : O, € C}, n > nc et
u = (u, -, u,) un n-uplet de termes. Alors

Clu] = Cluq, - -+, u,]

est le terme obtenu en plagant uy dans tous les trous Oy de C pour 1 < k <n.

Chaque uy remplit donc tous les trous O . Comme nous exigeons n > n¢, tous
les trous du contexte seront remplis.

Notation 2.4 Soient C' un contexte et g > 0. On notera C, le contexte obtenu
par décalage a partir de C' en renommant les trous Oy par Opy,.

Soient u = (ug, -, Up,) e V= (v1,-+,0,,). La juztaposition de u et v sera
notée U@V = (uy, -, Upy, V1, Vpy) -

Remarque 2.2 Cfu] ne dépend que des composantes de u qui correspondent a des
trous de C'. Plus précisément, si u et v sont tels que up = vy pour tout k tel que

O € C, alors Clu] = C[v].
Siu=s@t et lg(s) = ¢, alors CyJu] = C[t].

Exemple 2.2 S5i ' = (Oy0(1-0y))- (02 - O;), alors
- 5 = (B50(1-0g)) - (D5 - D)
Définition 2.6 Un contexte C' relatif a s est un contexte tel que s = Clu] pour

un certain u. Si Oy € C', on dira que le trou Oy est un w-trou si uy est un w-terme.
On appellera A-trous les trous qui ne sont pas des w-trous.
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Définition 2.7 Une inflation de s est une paire (C,w) ou C est un contexte
et w un n-uplet de w-termes tel qu’il existe un n-uplet de termes u qui satisfait
s =C[u].

Le résultat de I'inflation est s’ = C[u’] ou u’ est donné par
— u'y = wy, st uy est un w-terme
"o
— U'p = Up O W autrement.

On peut considérer que ' est un opérateur qui prend u et w pour rendre u'. Il y
aura donc un abus de notation, puisque la dépendence de w ne sera pas explicitée
dans u'. Mais le contexte déterminera toujours w .

Convention La phrase “(C,w) est une inflation de s = C[u]”

“(Cyw) est une inflation de s et u est un lg(w)-uplet tel que s = Clu]

abrégera la phrase
2

Remarque 2.3 5i (C,w) est une inflation de s = Clu] = C[v], alors Clu'] =
Clv'].

Nous allons maintenant imposer quelques restrictions aux contextes avec lesquels
nous allons travailler. Examinons un exemple pour comprendre la nécessité de ces
restrictions. Cet exemple sera traité de maniere plus générale dans 1’étude de la regle
(Ass) au cas III) du théoreme de préservation.

Soient €' = 0O; 00, et s = C[t, \u] ou ¢ n’est pas un w-terme. Considérons
I'inflation (C, (w1, ws)) de s derésultat (tow;)o((Au)ows). Une réduction possible
est

(towy) o ((Au) owy) — to(wyo((Au)ows)).

Nous voulons interdire cette situation, car nous ne pouvons pas traiter le réduit
comme le résultat d’une inflation de s, puisque wq o ((Au) o wsg) n’est pas un w-
terme.

La solution que nous proposons est d’interdire que O, soit un A-trou. La défini-
tion suivante précise cette discusion.

Définition 2.8 Un bon contexte relatif a s est un contexte C relatif a s vérifiant
la condition suivante:

Pour chaque occurrence 6 d’une composition dans C', sl existe un trou a une
occurrence de la forme 0la, donc s’il eviste un trou dans un descendant gauche
de cette composition, alors a I’ occurrence 62 on ne peut trouver qu’un w-trou.
Autrement dit, le fils droit de cette composition est obligatoirement un w-trou. La
figure 2.3 ilustre cette situation.
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§o

/N

61 O, 82

(w-trou)

Ola Dk

Fig. 2.2 - Un bon contexte

Nous imposons maintenant une autre restriction plus technique, qui sera utile
pour restreindre le cas III) du théoreme de préservation.

Définition 2.9 Un tres bon contexte C relatif a s est un bon contexte relatif a
s tel que si s = Clu] et uy est un w-terme, alors pour toute occurrence v telle
que C'/y = Oy et pour tout & préfive propre de ~, s/6 n’est pas un w-terme. On
abrégera cette situation en disant que si uy, est un w-terme, alors il est w-maximal
dans s.

Exemple 2.3 Soit s = (1-7)-((T -1d) o (A1)), alors

-~ C=(1-0y) - ((T-04) 0 Oy) est un contexte relatif a s, car
s=C[A1,T,1,:].

C' n’est pas bon, car en partant de 04 vers la racine on arrive a une composi-
tion par la gauche et, méme si on trouve comme fils droit de cette composition
un trou (O;), ce trou n’est pas un w-trou puisque wu; = A1 n’est pas un
w-terme.

— D =(1-0;)- 03 est un contexte relatif a s, car
s=DI1, 7, (1-id)o (A1),

D est bon car D ne contient pas de compositions.
D n’est pas tres bon, car uy =T est un w-terme qui n’est pas w-maximal. En
effet, D/12 =0y et s/1 =1-7T, qui est un w-terme.

— F = 0Oy - Og est un contexte relatif a s, car
S:E[lvlvlvlv1'T7(T'id)o()\1)]‘

On vérifie aisément que K est un tres bon contexte pour s.
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La remarque suivante sera utilisée a plusieurs reprises dans les propositions 2.4
et 2.5.

Remarque 2.4 (Stabilité par passage au sous-terme) Si C est un (trés) bon
contexte relatif a s et si C' est un sous-contexte de C, alors C' est un (trés) bon
contexte relatif au sous-terme correspondant de s.

Le lemme suivant sera utilisé dans le traitement de la regle (Ass) du cas 111) du
théoreme de préservation.

Lemme 2.3 Soit C' un bon contexte relatif a s tel que C/v soit un A-trou et soit
s =s{y «t}, alors

1. Si t € Ao, C[t], est un bon contexte relatif a s .

2.5 t € Aog— Wo , i.e. si t contient au moins un A, et st C est tres bon
relativement a s, alors C[t]., est un trés bon contexte relatif a s .

Démonstration

1. Immédiat, car les w-trous de C' sont les mémes que ceux de C[t],.

2. Soit u tel que s = (C[t],)[u], et supposons que uy soit un w-terme et ne soit
pas w-maximal dans s, on a donc un w-terme w a une occurrence é préfixe
de celle de uy . Alors 6 n’est pas préfixe de v car t n’est pas un w-terme, et
cela entraine que w est un sous-terme de s, ce qui contredit le fait que C' est
un tres bon contexte relatif a s.

Définition 2.10 Une bonne (tres bonne) inflation de s est définie comme une
inflation de s dont le contexte est bon (trés bon) relativement a s.

Exemple 2.4 Soit s € Aog — Wo | i.e. un terme contenant au moins un A, alors
so T estle résultat d’une tres bonne inflation de s.

Démonstration

Prendre I'inflation (O¢,T) qui est tres bonne, soT est le résultat de cette inflation.
O
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2.4 Plan de démonstration

Nous avons déja les éléments nécessaires pour donner 1’énoncé précis du théoreme
de préservation et faire un plan de démonstration.

Théoreme de préservation
Soient s € SNy et & le résultat d’une trés bonne inflation (C,w) de s = Clu].
Alors s' € SNy .

Nous devons étudier les réduits possibles de s’. Soit ¢’ tel que

§=C] —, 1.

Il suffira de montrer 'existence d’'un ordinal associé¢ a s, C' et w, appelons-le 0,

pour éclaircir la discussion informelle suivante, et d’un terme ¢ tel que ¢’ soit le

résultat d'une tres bonne inflation de ¢, de sorte que 0,4 < 0, .

Examinons la réduction s’ — ¢’ . Il y a trois cas selon 'occurrence du radical :

0

1))

La réduction a lieu dans le contexte, i.e. C'— D et t' = D[u'].

Posons ¢ = D[u]. Pour régler ce cas, il suffira de montrer que ¢’ est le résultat
d’une tres bonne inflation de ¢ et, comme s — ¢ on pourra tenter 0, =
prof(s).

Nous consacrons les sections 2.5 et 2.6 a la démonstration de ce résultat.
Dans la section 2.5 nous le montrons pour le cas ou il s’agit d’une bonne
inflation (proposition 2.4). Dans la section 2.6 nous montrons que pour toute
bonne inflation on peut trouver une tres bonne inflation de méme résultat
(proposition 2.5). Ce dernier résultat sera utile aussi pour régler un sous-cas
du deuxieme cas (11.i.3.2).

La réduction a lieu dans w;’.

Il y aura deux sous-cas a considérer:

1) Si ug n’est pas un w-terme, alors ;' = ug 0wy . On trouve ici la partie
cruciale de la démonstration. Il faut raisonner selon ’emplacement du
radical :

i.1) Le radical est wuy 0wy . Il faut étudier la regle utilisée. Le cas 2 de la
discusion informelle de la section précedente est un bon exemple pour
comprendre cette situation dans le cas de la regle (Ass). Reprenons
donc cette discusion. Nous avions

Clu'] =Cluow] — Dlbow] = D[] =1t
on u=s=aob, C =0¢et D=aoO. Le membre droit ¢ doit
étre vu comme le résultat d’une inflation d’un terme, disons . Seul
t = s parailt étre un choix raisonnable. Nous posons donc ¢ = s, mais
alors prof(t) = prof(s). Il faut donc trouver un poids qui décroisse.
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On voit que 1g(D) > 1g(C), donc lg(s) —1g(C) > lg(s) — lg(D), ce
qui justifie 'introduction d’une deuxieme composante dans ’ordinal
05 . . Nous proposons donc

0.0 = (prof(s),lg(s) —1g(C')).
1.2) Le radical est contenu dans wy.
Les deux composantes de l'ordinal sont inchangés, mais on pourra
faire la récurrence sur la profondeur des w; (on a montré que les w-
termes sont fortement normalisables dans la section 2.2). Ceci nous
oblige a ajouter une derniere composante a 'ordinal de récurrence.
Nous proposons donc

s s = (prof(s), lg(s) —1g(C), > prof(wg)).

i.3) Le radical est contenu dans uy. On montrera que la premiere com-
posante décroit.

i) Si up est un w-terme, alors u’ = wy et wrp — w. On montrera que la
troisieme composante décroit.
IIT) 11y a interaction entre C' et u’.

Grace a la condition de tres bon contexte, nous montrerons qu’il ne peut s’agir
que d’une application de la regle (Ass) et que la deuxieme composante décroit.

2.5 Reéduction de contextes

Nous allons montrer que la notion de bonne inflation est stable par réduction du
contexte.

Définition 2.11 La longueur d’un contexte C, notée aussi lg(C'), est définie par
récurrence sur la complexité de C en étendant la définition de longueur d’un terme
aux trous par 1g(d,) =0.

Proposition 2.4 Soit s = C[u'] le résultat d’une bonne inflation (C,w) de
s = Clu]. Soit D un contexte tel que C' — D, et soient t = D[u] et t' = D[u]
(done, s —t et & — 1)

Alors il existe une bonne inflation (D', w') de t dont le résultat est t'.

Démonstration

On le montrera par récurrence sur 1g(C).
lg(C) < 1: Il n’y a pas de réduction possible.

C =A-B: Laréduction a lieu dans A ou dans B. Analysons le premier cas (le
deuxieme est analogue).
Le terme s = (A - B)[u] = A[u] - B[u'] est donc le résultat de la bonne
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inflation (A- B,w) de s = (A- B)[u] = Alu]- B[u]. Soit E tel que A — F;
alors A-B — F-B = D. Donc, t = (F- B)[lu] = E[u]- Blu] et ' =
(1 B)lw] = E[w] - Blu].

Posons a = Afu], ¢’ = A[u'], b= Blu], ' = B[u'], e = E[u] et ¢ = E[u'].
D’apres la remarque 2.4, (A, w) est une bonne inflation de «a, alors par H.R.
il existe une bonne inflation (E’,w’) de e de résultat ¢, i.e. si e = E'[r],
alors ¢ = K'[r'].

Soit (F'- B,,w'@Qw) ou ¢ = lg(r), et montrons qu’elle est une bonne inflation
de e-b de résultat ¢’ - . Soit v = r@Qu, alors

(£~ By)lv] = E'[v]- By[v] = E'[x] - Blu] = ¢- b,

la derniere égalité étant justifiée par la remarque 2.2. Le résultat de cette
inflation est

(B~ B[V = E'[v']- By[v'] = E'[r'] - Blu] = ¢ - ¥/,

avec la méme justification pour la derniere égalité. Enfin, (£’ - B,, w'Qw)
est une bonne inflation de e- b, car (E’,w’) est une bonne inflation de e et
(B,w) est une bonne inflation de b.

C = XA: La réduction a lieu dans A. On a donc une bonne inflation (AA,w) de
s = (AA)[u] = AM(A[u]) de résultat s = (AA)[u'] = A(A[u']). Soit E tel que
A— E alors A\ A— AE=1D.

Posons a = Afu], o’ = A[u/], e = F[u] et ¢ = E[u'].

D’apres la remarque 2.4, (A, w) est une bonne inflation de «a, alors par H.R.
il existe une bonne inflation (F’,w') de e de résultat ¢'. On vérifie aisément
que (AE',w') est une bonne inflation de Ae de résultat Ae’.

C'=AoB: Ily a trois possibilités:

i) Sila réduction a lieu dans A, le raisonnement est analogue a celui du cas
C = A- B, mais il faut vérifier la condition de bon contexte. Fn effet,
si A — FE, le candidat pour une bonne inflation de t = (£ o B)[u], sera
(E' o B;,w'@Qw) (méme notation que celle du cas €' = A - B). Deux
possibilités :

i.1) Si A contient au moins un trou, alors B est un w-trou car Ao B
est bon. Mais alors B, est aussi un w-trou et £’ o B, est bon.

.2) Si A ne contient pas de trous, on prend £’ = E qui est un bon
contexte, car le réduit d’un contexte sans trous est évidemment un
contexte sans trous. Alors £’ o B, est bon.

ii) Si la réduction a lieu dans B, alors B n’est pas un w-trou et, Ao B
étant bon, A n’a pas de trous. Soit F tel que B — FE, alors Ao F’ sera
un bon contexte.
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iii) Si la réduction a lieu a la racine, il faut considérer la regle utilisée.

(Map): D étant un bon contexte, on prend l'inflation (D, w).
(Abs): Alors C = (AF)o B et D=AFo(1-(BoT))).1lyadeux cas

a considérer :

a) Si F contient au moins un trou, alors B est un w-trou O, et
on prend la bonne inflation (A(F o O,,),w’) ou ng = n¢ + 1,
w'y = wg pour k # ng et w'y, = 1-(wjo 7). Vérifions que
(MFE 0 0,,),w’) est une inflation de ¢ = D[u] : on a bien ¢ =
(AME o O,))[v] ou v est tel que vy = uyp pour k # ng et
Uny = 1 (uj0 1), et le résultat est bien ¢’ = D[u'], car

Dlu'] = A(Eulo (1- (wjo 1)) = (AME 0 Oy ))[V']
puisque v’y =u'y si k # ng et vy, =Wy, =1-(wjo ).

b) Si E ne contient pas de trous, on prend comme bonne inflation
(AMEo(1-(BoO,,))),w') ot ng = neg+1, w'y = wy pour k # ng
et w',, =7T. Remarquons que le contexte est bon, car on a pris
la précaution de transformer T en trou pour que la condition de
bon contexte soit vraie pour les trous de B. Cette inflation est
bien une inflation de ¢ = D[u] qui a pour résultat ¢’ = D[u'].

(Ass): Alors C = (E o F)o B. On a, comme pour (Abs), deux cas a
considérer:

a) Si F contient au moins un trou, alors F' est un w-trou O, et
B est un w-trou O,, . On prend la bonne inflation (Ko 0O, , w’)
ou ng =nc+1, wy =wy pour k#ng et w,, =w; owj,.On
vérifie aisément qu’elle satisfait les conditions de la proposition.

b) Si E ne contient pas de trous, le réduit est un bon contexte et
on prend la bonne inflation (Eo (F o B),w).

Autres regles: D étant un sous-contexte de ', on prend la bonne

(remarque 2.4) inflation (D, w).

2.6 Tres bonnes inflations de méme résultat

Dans cette section nous montrerons que pour toute bonne inflation on peut
trouver une tres bonne inflation de méme résultat.

Notation 2.5 Si C' est un contexte on notera ke = card{v : C/y est un trou} .
Autrement dit, k¢ est la quantité de trous du contexte C'.

Proposition 2.5 Si (C,w) est une bonne inflation de s de résultat s, il existe
une trés bonne inflation (C',w') de s de résultat s' telle que ke < ke .
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Démonstration

On montrera la proposition par récurrence sur la complexité de (. Soit u tel que

s =Clu] et & =Cu].

lg(C') < 1: Le résultat est immédiat car C est tres bon et on prend l'inflation
(¢, w') =(C,w).

C=A-B: Alors s=(A-B)[u] = Alu]- B[u] et & =(A- B)[u] = A[u']- B[u'].
Posons a = Alu], b = B[u], ¢ = A[u'] et & = B[u'], alors s = a-b et
s=d-b.

Par la remarque 2.4, (A, w) et (B,w) sont des bonnes inflations de a et b,
respectivement. Donc, par H.R., il existe des tres bonnes inflations (A’, wy)
et (B',wz) de a et b dont les résultats sont o’ et b, respectivement.
Soient uj et us tels que a = A'luy], o’ = A'lur’], b = B'[ua] et ¥/ = B'[ua’].
Et soit ¢ = lg(uy).

Prenons l'inflation I = (A’ - B’;,w1@wa). Elle est une inflation de s. En
effet,

(A" B'y)[u1@Quz] = A'lwa]- B'luz] =a-b=s,
et son résultat est s, en effet
(A/ : B’q)[(ul@uz)’] = (A/ : B’q)[ul’@uz’] = A’[ul’] : B/[UZ/] =d-0=3s.

De plus, I est une bonne inflation car A’ et B’ sont bons.

Considérons I’hypothese :

T) Soit A’ est un w-trou et b est un w-terme, soit B’, est un w-trou et «
est un w-terme.

Démontrons maintenant ’affirmation suivante :

a) Si 'hypothese 7) n’est pas satisfaite, [ est une tres bonne inflation

de s.

Supposons que uj; est un w-terme, A’ étant tres bon, uy;, est w-maximal
dans a. Il y a deux possibilités:
1. si A’ # Oy, alors uy;, est w-maximal dans s =a-b.
2. si A" = Oy, alors comme la condition 7) n’est pas satisfaite, b n’est pas
un w-terme, et on conclut que uj; est w-maximal dans s.
On procede de méme pour analyser les us,, qui sont des w-termes, et ’affir-
mation a) est donc démontrée.

Pour compléter I’étude du cas C' = A - B, posons [’ = (Oy,s’). Démontrons
I’affirmation suivante:
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b) Si I’hypothese 1) est satisfaite, I’ est une tres bonne inflation de s dont
le résultat est s'.

D’abord on constate que s’ est un w-terme car, la condition T) étant satisfaite,
s est un w-terme, et le résultat d’une inflation d’un w-terme est un w-terme.
On vérifie aisément que le contexte O; est tres bon.

Remarquons que pour les deux inflations [ et [I’) la condition sur le cardinal
de 'ensemble de trous est satisfaite. En effet, pour I on a

HR
KArBl, = KAl + Kp/ < K4+ KB = ko

Puisqu’on choisit I’ quand la condition 1) est satisfaite, alors A’ est un trou
ou B’ est un trou. Donc, 1 = sy < k4 ou 1 = kg < kp et alors
ko, =1 < ke

C'=AA: Alors s = (A)[u] = MA[u]) et s = (AA)[u] = AM(A[u]).

Appelons a = Au] et o« = A[u'], alors s = Xa et s = Ad’.

Par la remarque 2.4, (A, w) est une bonne inflation de «. Donc, par H.R., il
existe une tres bonne inflation (A’,w’) de a dont le résultat est a’.

On vérifie aisément que (AA’, w’) est une tres bonne inflation de s dont le
résultat est s'. En plus kya = ka0 < k4 = kg .

C=AoB: Alors s = aob et s = da ob (méme notation que dans le cas

C=A-B).

Prenons l'inflation [ = (A" o B',,w1@Qwsz) (méme notation que dans le cas
C' = A- B et vérification analogue du fait qu’elle est une inflation de s dont
le résultat est s').

Maintenant nous nous servirons de la condition sk < k¢ .

Si le contexte A’ possede au moins un trou (k4 > 1), alors, par H.R., A
possede au moins un trou (k4 > 1). C étant bon, B ne peut étre qu'un
w-trou, alors B’ = B (voir le premier cas étudié: lg(C) < 1). Donc B’ est
aussi un w-trou, et on conclut que I est bonne.

Considérons maintenant I’hypothese:

1) Soit A’ est un w-trou et b est un w-terme, soit B’, est un w-trou et «
est un w-terme.

et le raisonnement se poursuit exactement comme dans le cas ¢ = A- B.
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2.7 Le théoréme de préservation

Nous finissons maintenant le travail des sections précédentes en démontrant le
théoreme de préservation.

Définition 2.12 La multiplicité du trou Oy dans le contexte C' est Uentier
pr = card{y : Cfy = O4}

i.e. le nombre de fois ou le trou Oy apparait dans C'.

Théoréeme 2.1 (Préservation) Soient s € SNy et s’ le résultat d’une trés bonne

inflation (C,w) de s. Alors s € SNy.

Démonstration

On montrera le théoreme par récurrence sur 1’ordinal

6 = (prof(s), lg(s) —1g(C) , 3 pgpprof(wg)) .

Remarquons que prof(wy) est bien définie pour chaque wy grace a la proposition
2.3, et que lg(s) —Ig(C') > 0, car C est un contexte relatif a s.

Soit u tel que s = Clu] et &' = C[u']. On veut démontrer que toute réduction
a partir de s’ termine. Supposons donc que

s =Cu] —,, 1.
et montrons que t' € SN . On considere trois cas selon la position du radical :

I) La réduction a lieu dans le contexte, i.e. C' — D et t' = D[u'].

Posons ¢ = D[u], alors par la proposition 2.4 il existe une bonne inflation
(D', w') de t dont le résultat est ¢'. La proposition 2.5 nous fournit une tres
bonne inflation (D", w”) de t avec résultat ¢'.

Or, comme s — t, on a que prof(t) < prof(s) et on peut appliquer 'H.R.
pour conclure ¢’ € SN .
IT) La réduction a lieu dans uy’.

Appelons 4 loccurrence correspondant a w;’, donc C'/y = O . Soit ¢ =
lg(u) + 1 et soit ¢ = C{y « 0O,} . C’" est un contexte relatif & s (car
s = C'[uQ@uy] ) qui est, en plus, tres bon.

Il y a deux possibilités a considérer :
1) Si ug n’est pas un w-terme, alors u;’ = uy o wy. Il y a trois sous-cas a
considérer selon la position du radical.

i.1) Le radical est wg o wy .
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Comme u; n’est pas un w-terme, il n’y a que trois regles possibles
pour réduire wuy 0wy a la racine:

(Abs): Alors up = Aa. On a:
s=C'lu@(Aa)] et & =C"WQ((Aa)owg)].
Donc, s' — C'[u’'@(A(ao (1-(wgo 1))))] =1".
Soit C" = C{y « A0O,} et prenons I'inflation
I =(C",wQuw,)
ou

1 (wro 1) si a n’est pas un w-terme
Y ao(1l-(wgoT)) autrement.

Alors s = C"[u@a] et t' = C"[u'@d’]. Donc, t' est le résultat
de l'inflation [ de s.
En plus, I est bonne, car €'/ = O n’est pas un w-trou, et tres
bonne car, dans le cas ou @ est un w-terme, a est w-maximal
(Aa n’est pas un w-terme).
Donc, on peut utiliser 'H.R. car la deuxieme composante de 6
décroit (1g(C") > 1g(C)).
(Map): Alors uy =a-b. On a:
s=C"uQa-b)] et & =C"WQ(a-b)ows).
Donc, s — C'[u'Q((a o wy) - (bowy))] =1
Soit " =C{y « 0O, 0,41} et prenons 'inflation
[=(C", wQ(wy,wy41))
ou
{ Wy, si a n’est pas un w-terme
w, =
a o wy autrement

Wy, si b n’est pas un w-terme

Wet1 =
bow, autrement.

Alors s = C"[u@Q(a,b)] et ' = C"[W'Q(a',V)]. Donc, ' est le

résultat de I'inflation [ de s.

En plus, I est bonne, car €'/ = O n’est pas un w-trou, et tres

bonne car a-b n’est pas un w-terme.

Donc, on peut utiliser I’'H.R.., car la deuxieme composante de 6

décroit (1g(C") > 1g(C)).
(Ass): Alors up =aob. On a:
s=C"uQ(aob)] et & =CTa@((aob)owy).
Done, s — C'[u’@(ao (bowy))] =1'.
Soit C" = C{y + ao0,} et prenons l'inflation
I =(C",wQuw,)
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ou
: b
Wy, si b n’est pas un w-terme
w, =
7 bow; autrement.

Alors s = C"[u@b] et t' = C"[u'@QV]. Donc, t' est le résultat
de l'inflation [ de s.

En plus, I est bonne car C'/y = O, n’est pas un w-trou et le
nouveau trou est a droite de la composition qu’on vient d’ajouter.
Et tres bonne car @ o b n’est pas un w-terme.

Donc, on peut utiliser I’'H.R.., car la deuxieme composante de 6

décroit (1g(C") > 1g(C)).

1.2) Le radical est contenu dans wy . Soit w tel que wy — w. Prenons

i.3)

I'inflation (C', w@Quw) de s dont le résultat est C'[u'@uw] =1".

Le lemme 2.2 garantit que w est un w-terme, donc l'inflation est
bien définie.

Comme prof(w) < prof(wy) et lg(C) = 1g(C’), la troisieme com-
posante de l'ordinal # décroit et on utilise I’'H.R. pour conclure
t"e SN.

Le radical est contenu dans wuj. Soit u tel que up — u. Deux
possibilités :

1.3.1) Si w n’est pas un w-terme, on prend l'inflation (C’, w@Quy).

Alors
s = C'u'Quy o wg)] — C'u'@(uowy)] =1
Donc, t' est le résultat de I'inflation
(C', wQuwy)
de t = ('[u@u]. Mais s — t, alors on peut utiliser I'H.R. (la
premiere composante de § ayant décru) pour obtenir ¢ € SN.

Remarquons que C” est aussi tres bon pour ¢ car, u n’étant pas
un w-terme, le trou O, continue a étre un A-trou.

1.3.2) Si u est un w-terme, on prend, comme dans le cas précédent,

I'inflation (C', wQuy,).

(" n’est pas nécessairement tres bon pour ¢ car il y a eu mue de
A-trou en w-trou. Mais ce qui est stur, c’est que C’ est un bon
contexte pour ¢ (aucun w-trou n’a disparu).

La proposition 2.5 assure l’existence d’une tres bonne inflation
(C",w') de t dont le résultat est ¢, et puisque s — ¢, on utilise
I’'H.R. (la premiere composante de # ayant décru) pour obtenir

e SN.

i) Si up est un w-terme, alors uy’ = wy . Soit w tel que wy — w.

On prend l'inflation (C’,w@Qw) de s, et on raisonne comme dans le cas

i.2).
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IIT) 11y a interaction entre C' et u’. On étudiera pour chaque regle de o toutes

les interactions possibles. Soit + 'occurrence du radical.

(Varld): Trois possibilités:
i) C/y=100; et u,' =1id. Alors uj est un w-terme qui n’est pas
w-maximal. Ce cas est impossible car ' est tres bon
i) C/y=0p0id et uy' =1.Idem.
i) C/y=0;00;, u;/=1 et uy’ =1ud. Idem.
(Shiftld): Analogue au cas précédent.
(VarCons): C[u']/y = 1o (a-b). Donc, C/y = C/yl o C/~42. 1l y a deux

possibilités :

i) C/y1 = 1, alors C'/42 = O, et uy = a-b (alors uy est un w-
terme).
Ce cas est impossible car (' est tres bon et u; n’est pas w-maximal.
i) C/y1 = O , alors, C' étant bon, C'//42 = O, est un w-trou. Mais
ugy’ = 1 entralne que wu; est un w-terme ce qui contredit la w-

maximalité de ;. Donc, ce cas est aussi impossible.
(ShiftCons): Analogue au cas précédent.
(Map): C[u']/y = (a-b)oec. Donc, C/y=C/y10C/42 et C/y1 =O. Or,

C étant bon, C'/y2 = O; est un w-trou. Mais uy’ = a - b entraine que
ur est un w-terme .

Donc, ce cas est aussi impossible car C' est tres bon, et w; n’est pas
w-maximal.

(Abs): C[u']/y = (Aa) oc. Donc, C/y = C/y1o0C/42 , C/y1 = O et
up = da.
Ce cas est impossible car, par définition d’inflation, u;’ est soit un w-
terme, soit une composition.

(IdL): C{u']/y = idoa. Donc, C/y = C/y1oC/42, C/y1 = Oy et ui’ =ud.
Or, C étant bon, C /42 = O, est un w-trou, et alors a = u; est un w-
terme. Donc, ce cas est aussi impossible car C' est tres bon, et wu; n’est
pas w-maximal.

(Ass): C[u']/v = (aob)oc. Donc, C/y = C/yloC/y2, C/y1 = 0O et
ur' = (aob).
Comme C' est bon, (/42 = 0O, doit étre un w-trou. Donc, a o b n’est
pas un w-terme (autrement wy serait un w-terme et on contredirait la
condition de tres bon contexte). Alors, nécessairement, uy = a, wy = b
et a n’est pas un w-terme. Donc,

Y= (uow)ow e ¢ =y e uo (wyow)).
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Soit D = C{+2 « O,} ou ¢ =lg(u)+ 1. Et considérons le contexte
D[uk]ﬂ .

C’est un contexte relatif a s, car s = (D]ug),1)[uQu;], qui est en plus
tres bon d’apres le lemme 2.3.

Considérons maintenant l'inflation (D[ug]41, W@(wy 0o w;)) de s.

Son résultat est
(Dlugly) 0@y 0 wy)] = 1,

car u; est un w-terme.

Or, lg(C) = 1g(D) < lg(D[ug]1) . Donc, par H.R. (la deuxieme com-
posante de l'ordinal 6 ayant décru), on conclut que ¢ est fortement
normalisable.

a

Théoreme 2.2 Le og-calcul et le o-calcul sont noethériens.

Démonstration

D’apres le théoreme précédent et I’'exemple 2.4, on conclut que si s € Aog — Aoy,
et si s € SNy, alors so T€ SNy. Mais si s € Aoy, alors so T € Ao, et d’apres la
proposition 2.3, so T € SNy. Donc,

* sl s € SNy, alors so T € SN.

Par la remarque 2.1 on a la normalisation forte pour le og-calcul. Enfin, la proposition
2.1 fournit la noethérianité du o-calcul.
O

2.8 Normalisation forte du ¢’-calcul

Dans cette section nous étendons nos résultats de terminaison au o’-calcul (cf.
définition 1.38). Comme nous 'avons déja remarqué, ce calcul possede une regle
(SCons) qui fait penser a la regle de “surjective pairing” du A-calcul avec couples.
Nous avons aussi vérifié que ce calcul plus la regle (Beta), i.e. le Ao’-calcul, est
localement confluent (cf. proposition 1.2) sur tous les termes, tandis que le Ao-calcul
ne l'est que sur les termes clos.

De méme que dans la section 2.1, nous plongeons le ¢’-calcul dans un calcul plus
économique en syntaxe, appelé oy’. Voici sa définition :

Définition 2.13 Le oy’-calcul est obtenu par lajout au og-calcul des trois régles
suivantes :

(IdR) soud — s
(VarShift) 1-1—1id
(SCons)  (Los)-(]os)—s
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et Uélimination de (Varld) et (Shiftld) qui sont des instances de (IdR).
On appellera ISP le calcul dont les seules régles sont (IdR), (VarShift) et
(SCons).

Remarque 2.5 La fonction F' introduite dans la définition 2.2 est aussi une in-
terprétation stricte du o'-calcul dans le oy -calcul.

On remarque la ressemblance du og’-calcul avec le calcul SUBST étudié dans
[Har89] (voir Annexe C). En effet, il existe une interprétation stricte de oy’ dans
SUBST. Il y a de méme une interprétation stricte de SUBST dans oy'. La noethé-
rianité de oy’ entraine donc la noethérianité de SUBST :

Proposition 2.6 Si oy’ est noethérien, alors SUBST est noethérien.

Démonstration

La seule difficulté (mineure) est la présence de la constante App.
Grace a 'interprétation stricte G, donnée par

1d — 1d

Fst =T

Snd — 1

Ax = AG(x)

roy — G(x)oG(y)
<z,y> = Gy) Gz),

on déduit que tout terme ne contenant pas App est fortement normalisable.

Or, App étant une constante inerte pour SUBST, i.e. n’apparaissant dans aucune
regle de SUBST, on montre facilement que tout terme de CCL est fortement nor-
malisable.

O

Soulignons que, bien que les regles ajoutées a oy soient des regles simplifiantes,
le théoreme de préservation ne s’étend pas au systeme oy’
En effet, un nouveau sous-cas apparait dans le cas d’interaction entre contexte

et u’ (cas I1I)):
(IdR): C{u']/y =aoid. Donc, C/y =C/y1oC/y2, C/y2 =0} et w' =1d.

Or, uj est un w-terme et u’ ne contient aucune information dessus. Si on enleve
td aux w-termes, on pourrait régler ce cas. Mais ce faisant on perd la stabilité par
o¢’-réduction pour les w-termes, a cause de la regle (VarShift). Donc, on ne sait pas
traiter ce cas.

Nous montrons que tout terme est o¢’-fortement normalisable (théoreme 2.3) par
récurrence sur (og-profondeur, longueur). Puisque la [.SP-réduction fait diminuer
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strictement la longueur, il suffit d’obtenir le résultat préliminaire suivant: la 1.5 P-
réduction n’augmente pas la og-profondeur (proposition 2.7). Enfin, pour démontrer
ce dernier résultat, il faut un lemme qui dit essentiellement qu'un pas de ISP-
réduction suivi d’un pas de og-réduction peut étre simulé par une oy’-réduction
commencant par un pas de og-réduction, i.e. une sorte de lemme de commutation
(lemme 2.4).

Nous commencons donc par ce lemme, dont nous donnons une démonstration
tres détaillée en analysant tous les cas possibles.

Lemme 2.4 Soient s,s1,s2 € Aoy tels que s —1sp $1 —4, S2, alors il existe
s € Nog tel que s —,, 8" —»,00 39

Démonstration

On montrera le lemme par récurrence sur la structure de s.
lg(s) = 1: Le lemme est immédiat.
s=1t-u: La [SP-réduction peut avoir lieu dans ¢, dans u ou a la racine.

i) La [SP-réduction a lieu dans ¢ ou dans wu, disons dans ¢ ('autre cas
est symétrique). Donc, t-u —jsp t;-u. Il y a deux sous-cas a considérer
selon ’emplacement du ogp-radical :

i.1) La og-réduction a lieu dans t;. Posons ty tel que t; —,, t2. Par

H.R., il existe t’ tel que ¢ —,, ' —»,,/ 1. Alors
tou—g, th-u—»g0ta-u

et on prend s’ =1t -u.

1.2) La og-réduction a lieu dans u. Posons wu; tel que u —,, uy. Alors
il suffit de prendre s =1-wuy, car t-u —,, - Uy —»,00 11 - Uy .

ii) La [SP-réduction a lieu a la racine. Il y a deux possibilités:

ii.1) t =1 et u =T, alors s; = td qui est en op-forme normale et il n’y
a rien a démontrer.

i.2) t = 10w, u =T o v et s = v. Alors on prend, par exemple,
§'=(1083) (] ow), car

(1ov)-(Tov) =g (Los2) (T ov) =4 (Loss)- (T 052) =15p 52

s = At: La ISP-réduction a lieu dans ¢, de sorte que At —;sp Aty. Alors la og-
réduction a lieu dans ¢;. Posons t, tel que t; —,, t2. Par H.R., il existe ¢’
tel que t —, t' =, tg. Alors At —, 0 At —»,0 Aty et on prend s’ = At'.

s=towu: La [SP-réduction peut avoir lieu dans ¢, dans u ou a la racine et la
oo-réduction peut aussi avoir lieu a la racine. Donc, ce cas requiert une étude
plus approfondie.
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Si la 1.5 P-réduction et la og-réduction n’ont pas lieu a la racine, le raisonne-

ment est analogue au sous-cas i) du cas s = - u.

Examinons les autres cas selon 'emplacement du IS5 P-radical. Pour chacun

d’eux étudions quelles sont les og-regles qui peuvent étre utilisées pour réduire

i)
i)

La IS5 P-réduction a lieu a la racine, alors v = id et s; = t. On prend
s’ = sy 01d qui vérifie les conditions du théoreme.

t —sp t1, alors sy =t o u. Supposons donc que la gg-réduction a lieu
a la racine. Avant d’analyser les og-regles utilisées, nous étudierons les
possibilités pour . Dans deux cas nous pourrons conclure directement.
Remarquons d’abord que si t; # id, il n’y a que trois possibilités:

P.1) Le symbole de téte de t est le méme que celui de #; et la 1.5P-
réduction est interne.

P.2) t=(10t1) (T oty)
P3) t=t10ud
Tandis que si t; = 2d, on a aussi le cas:
P4)yt=1-7
On peut traiter P.2) et P.3) indépendamment de la og-regle utilisée:
- Sit=(1ot1)-(Toty),alors
s=((1oty) - (Toty))ou—ysptiou—g sq.
Et il suffit de prendre
d=(((1ot)ou)- (T on)ow)
car s —v,, 8" =g ((Lo(tiou)) - (To(tiou))) —rsptiou—,, s2.
— Si t =1, 01d, alors
s=(tyoid)ou —rspliou —,, S2.
Et il suffit de prendre
s =t1o(idou)
car § —r,, 8 g 10U —4y So
Supposons donc qu’on est dans la situation P.1) ou P.4). Examinons le
oo-radical qui est, rappelons-le, a la racine:
(Varld) ou (VarCons): Donc, t; = 1. Ceci est impossible.
(Shiftld) ou (ShiftCons): Analogue au cas précédent.
(Map): 11 =wv1-wy et s5=(vi0ou)-(wyou).llya deux possibilités:
a) t =v-w; et v —gp vy, alors on prend s’ = (vou)- (wy ou),
car (v-wy)ou —4 (vou)- (wyou) —=rsp (v ou)- (wou).

b) t =v1-w et w —ysp wy , analogue au sous-cas a).
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(Abs): t1 = dvy et s5 = AMvio(1-(u o T))). Done, t = dv avec
v —ysp v1. On prend ' = A(vo(1-(uoT))) qui vérifie
(M) ou —, 8" —1sp Sa.
(IdL): t; = id et s3 = u. Donc, t = 1.7, et il suffit de prendre
d=(lou)-(Tou).
(Ass): Analogue a I’étude de la regle (Map).

i) Si u —ysp ug, alors s; = t o wuy. La discussion est menée suivant la
oo-regle utilisée dans la réduction s; —,, s2 supposée a la racine.
(Varld): t =1, uy =id et s =1.O0n a trois cas:

a) u=(1oid)- (T oed),on prend s =101d, car
1o((1oud)-(Toud)) =4 Lotd —,, 1.
b) u =1idoid, on prend s’ =1o01id, car
1o(tdoid) =,y 1oid —4, 1.
¢) u=1-T,on prend s =1, car
10(1-7) =4y 1 —»5yr 1.
(Shiftld): On raisonne comme dans le cas précédent.
(VarCons): t =1, uy = vy -wy et sy =wv1. 1l y a quatre possibilités:
a) u=v-wy et v —ysp vy, on prend s =wv.
b) u=1wv;-w et w —ysp wy,on prend s = vy, car vy —Hyy V1.
¢) u=(1o(vy-w)) (T o (vy-w)), alors on prend
s'=10(vr-((To(vi-wi)))),
puisque 10 u —,, 8 —,, v71.
d) u = (v1-wy)od, alors on prend
§'=10((vy0ed)- (wyo1id)),
car 1ou —,, 8 —,5 vy 0td —5p V7.
(ShiftCons): On raisonne comme dans le cas précédent.
(Map): t =v-w et s3=(vouy)-(wouy). Alors il suffit de prendre
§=(wou) - (wou).

(Abs): t=Xv et s5=Avo(l-(ug07T))). Prendre

s§=Avo(1l-(uol))).

(IdL): t =1id et sy = uy. Alors on prend s =u.

(Ass): Analogue a I’étude de la regle (Map).

Notation 2.6 Pour s € Aoy, on notera pr(s) la profondeur de s par rapport a la
réduction oq, t.e. la longueur de la og-réduction la plus longue a partir de s.
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Proposition 2.7 Soient s,t € Aog tels que s —ysp t, alors pr(t) < pr(s).

Démonstration

La preuve se fait par récurrence sur pr(s), en étudiant pr(?).

Si pr(t) = 0, il n’y a rien a démontrer. Supposons donc que pr(t) > 0. Soit
u € Aog tel que t —,, u et pr(u)+ 1 = pr(f) (i.e. on prend u sur un chemin de
réduction de longueur maximale & partir de ).

D’apres le lemme 2.4 il existe s; € Aoy tel que s —,, 1 —,, u. On montre
que

*  Pour tout v € Aog tel que s; —», v, on a pr(v) < pr(sq).

La preuve de * est faite par récurrence sur la longueur, notée L. de la réduction
§1 —»4, v. Rappelons que la notation sy —n»gol sy signifie que s; se réduit par s
en n pas de réduction.

Si L =0, alors v = 51 et le résultat est immédiat. Supposons le résultat vrai pour
L = n et appelons cette hypothese L-H.R.. Soit s; € Agg tel que 51—,/ 83— V.
Par L-H.R. on a

pr(ss) < pr(s1) (2.1)

et, comme s —,, 8§, on a aussi pr(s;) < pr(s). Donc, pr(sy) < pr(s). Il y a deux
possibilités :

— Si sy =4, v, alors pr(v) < pr(sz) et, par (2.1) et transitivité, on conclut
pr(v) < pr(s1).

- Si sy —ysp v, alors par H.R. (car pr(sz) < pr(s)), pr(v) < pr(ssy) et,
d’apres (2.1), pr(v) < pr(s1).

On a donc démontré *, et on peut conclure que pr(u) < pr(s;). Alors
pr(t) — 1 = pr(u) < pr(si) < pr(s).

Donc, pr(t) < pr(s).
O

La proposition précédente nous permet de démontrer aisément le théoreme de
normalisation forte pour les oy’ et o’-calculs.

Théoreme 2.3 Le oy'-calcul, et donc le o'-calcul, sont noethériens.

Démonstration

On montrera que tout s € Aoy est fortement normalisable par récurrence sur

(pr(s),lg(s)).
Si s est en o¢’-forme normale, s est fortement normalisable. Soit donc ¢ € Aoy tel
que s —,, t et montrons que ¢ est fortement normalisable :

— Si 8 —,, t, alors pr(t) < pr(s), et par H.R. ¢ est fortement normalisable.
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— Si s —sp t, alors par la proposition précédente pr(t) < pr(s). Mais la [.5P-
réduction fait diminuer la taille du terme réduit, donc la deuxieme composante
de 'ordinal décroit strictement, et par H.R. on conclut que ¢ est fortement
normalisable.

La noethérianité de o’y étant établie, la remarque 2.5 assure la noethérianité de o’.
2

a
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Chapitre 3

Confluence du )o/-calcul semi-clos

Dans ce chapitre nous montrons la confluence du Ao’-calcul (cf. définition 1.38)
sur les termes semi-clos (on admet des variables de type terme proprement dit,
mais pas de type substitution). Nous appelons ce calcul le Ao’-calcul semi-clos. Ce
résultat de confluence a été conjecturé dans [ACCL90] ainsi que la non-confluence
du Ao’-calcul ouvert (variables de type terme et substitution).

Cette derniere conjecture a été prouvée (cf. lemme 3.9 dans [CHL91]) par un
contrexemple qui contient essentiellement des variables de type substitution. Le
probleme de la confluence du calcul semi-clos restait donc ouvert. La preuve que nous
présentons ici utilise la méthode d’interprétation (cf. lemme 1.4). Cette méthode
était déja suggérée dans [ACCLI0| pour étudier la confluence du calcul semi-clos.

La confluence du Ao,-calcul sur la totalité des termes/substitutions a aussi été
montrée en utilisant la méthode d’interprétation (cf. [HL89] et [Har92]). Cependant,
la technique que nous employons pour A¢’ differe de celle présentée dans les articles
cités. Notre outil essentiel est la récurrence structurelle, tandis que pour le Ao,-calcul
cette technique ne s’avere pas efficace (voir [Har92], section 1.2). C’est ’étude des
résidus des (Beta)-radicaux qui fournit les résultats désirés dans le Aoy-calcul.

La remarque que nous venons de faire sur la différence de techniques est aussi
valide pour le Ag’-calcul extensionnel, que nous étudierons dans le chapitre suivant,
et le Ao,-calcul extensionnel.

Le plan de ce chapitre est le suivant :

Nous commencgons par caractériser les ensembles des o-formes normales et des
o'-formes normales, dont nous étudions quelques propriétés (section 3.1). Nous in-
troduisons ensuite le A'-calcul (section 3.2) sur les o’-formes nomales, dans lequel
nous interprétons le Ao’-calcul. Le A-calcul contient une seule regle appelée 3, qui
peut étre décrite comme (Beta) suivie de o’-normalisation du terme entier. D’apres
cette description, on constate aisément que la regle 3’ peut étre simulée par une Ao’-
dérivation. Le reste de la section 3.2 est consacré a montrer que le X'-calcul est une
extension du Af-calcul (A-calcul a la de Bruijn). Ce résultat (corollaire 3.1.2) ne sera
utilisé que pour donner une nouvelle preuve d’un résultat déja connu: la confluence
du AfF-calcul. Cependant les résultats de cette section sont intéressants car ils ren-
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seignent sur les rapports entre les substitutions explicites et les méta-substitutions
du A-calcul classique.

Pour appliquer la méthode d’interprétation il faut vérifier que la regle (Beta) du
Ac’-calcul se traduit en une [’-dérivation sur les o’-formes normales, plus précisé-
ment :

Si [ —(Beta) g - alors o'(f) —p 0'(g).

Nous consacrons la section 3.3 a la preuve de ce résultat et signalons les difficultés
que 'on trouve quand on essaye d’étendre ces résultats au calcul ouvert.

Nous montrons la confluence du X'-calcul en adaptant la preuve de confluence du
A-calcul classique donnée dans [Bar84] et due a Tait-Martin-Lof. Nous définissons
donc une parallélisation de — g de sorte que leurs clotures reflexives transitives
coincident (section 3.4).

Pour obtenir la confluence de la parallélisation, un lemme de substitution est
nécessaire. Nous consacrons la section 3.5 a ce résultat qui est le corollaire 3.5.

Nous avons enfin les élements nécessaires pour montrer la confluence de la pa-
rallélisation qui fournit a son tour celle du A-calcul et permet donc d’utiliser la
méthode d’interprétation afin d’obtenir la confluence du Ao’-calcul (section 3.6).

3.1 Description des formes normales

Rappelons d’abord que I'ensemble des termes semi-clos (termes proprement dits
ouverts et substitutions closes) AX est donné par:

Termes az=X|1|ab| Aa | als]
Substitutions s:=1ud | T | a-s]| sot

ou X parcourt un ensemble dénombrable de variables de type terme. Rappelons aussi
que AX' dénote I'’ensemble des termes proprement dits et AX® dénote ’ensemble
des substitutions.

Comme d’habitude, nous identifions les termes 1["] avec les indices de de Bruijn
n + 1. Nous convenons de poser 1= d.

Remarque 3.1 Puisque aucun membre gauche des o-regles n’est ni une application,
ni une abstraction, ni de la forme X|s|, ni un cons, pour a,b € AX', s € AX?,
on a:

1. o(ab) = o(a) o (b)

2. o(a) = Ao(a)

3. o(X[s]) = X[o(s)
4. ola-s)=o(a) o(s)
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Les termes en o-forme normale qui sont des clotures sont restreints aux termes
de la forme 1[1"] et X[s], on s est en o-forme normale. Les seules compositions
en o-f.n. sont de la forme T". Ceci est un aspect essentiel du calcul semi-clos par
rapport au calcul ouvert. Nous revenons sur cette différence radicale qui permet
d’établir la confluence du calcul semi-clos a la fin de la section 3.3. La description
précise des o-f.n. sur AX est la suivante:

Proposition 3.1 Les termes et substitutions en o-forme normale dans AX sont
donnés récursivement par:

Termes az=1]ab| Xa | 1[T"] | X | X[$]
Substitutions s:=1ud | 1" | a-s

Rappelons que 1™ est défini par récurrence sur n ainsi: T'=7 et 1"*=701".

Démonstration

D’abord on remarque que les termes et substitutions ainsi définies sont en fait des
formes normales. On montrera qu’il n’y en a pas d’autres.

Supposons que «a[s] soit en forme normale, alors a est nécessairement 1 ou X,
autrement on aurait un (App), un (Abs) ou un (Clos)-radical. Analysons maintenant
les possibilités pour s, en supposant @« = 1. On voit que s ne peut étre qu'une
composition ou T, autrement on aurait un (Varld) ou un (VarCons)-radical. Si
s =tou,alors t =] nécessairement, autrement on aurait un (IdL), un (Map) ou
un (Ass)-radical. Démontrons ’affirmation suivante:

Affirmation Si Tou est en o-forme normale, il existe n > 1 tel que v ="1".

On la montre par récurrence sur la complexité de w. Si lg(u) = 1, alors u =7
(u = id est impossible par (Shiftld)). Supposons donc que T ou est en fin. et
lg(w) > 1, u ne peut étre qu’une composition, autrement on aurait un (Shiftld)
ou un (ShiftCons)-radical. Alors u = wuy 0 uy, mais nécessairement u; =7, autre-
ment on aurait un (IdL), un (Map) ou un (Ass)-radical. On conclut par H.R. que
uy = 1™, et donc u = 1™+, L’affirmation est donc démontrée. O

Alors s =1" et a[s] = 1[1"]. D’autre part, si « = X, il n’y a pas de restriction sur
la substitution s.

Remarquons que si ab est en f.n., alors a et b sont en f.n.; et que si Aa est en
f.n., alors a est en fan. (cf. remarque précédente). On a donc démontré que les termes
en forme normale sont exactement ceux décrits dans I’enoncé de la proposition.

Etudions maintenant les substitutions en forme normale. Il sufit d’étudier les
compositions car a-s est en f.n. ssi a et s sont en f.n. (cf. remarque précédente).
Soit donc sot en f.n. et analysons les possibilités pour s et ¢. On constate que s
ne peut étre que T, autrement on aurait un (IdL), un (Map) ou un (Ass)-radical.
L’affirmation précédente nous permet de conclure que t =1", ce qui démontre la
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proposition.
O

Notation 3.1 L’ensemble des termes en o-forme normale est noté AX! et l'en-
semble des substitutions en o-forme normale est noté AX?, tandis que AX, =

AXTUAXE .

Nous décrivons maintenant les o’-formes normales. Il faut ajouter deux restric-
tions imposées par les nouvelles regles: s ne peut pas étre ¢d dans X[s] et il ne
doit pas exister n € IN tel que ¢ =n et s =1" dans a-s.

Proposition 3.2 Les termes el substitutions en o’-forme normale sont donnés ré-
cursivement par:

Termes az=1]ab| da | 1[T"] | X | X[s] (s #1id)
Substitutions s:=d | 7" | a-s (a#n ou s#T")

Démonstration
La preuve est analogue a celle de la proposition précédente. Seule I'étude de X|s]

et de a-s deviennent différentes :

— Si X[s] est en o'-fn., s # id (autrement on aurait un (Id)-radical) et celle-ci
est la seule restriction.

— Sia-s estenfn.et a =1, alors s #7 (autrement on aurait un (VarShift)-
radical).
Si a =n,avec n > 1,alors s #1" (autrement on aurait un (SCons)-radical).

a

Notation 3.2 L’ensemble des termes en o'-forme normale est noté AX!, et l’en-
semble des substilutions en o'-forme normale est noté AX?,, tandis que AX, =

AXE UAXS .

Les deux propositions précédentes nous permettent de décrire les substitutions
en forme normale ainsi:

Remarque 3.2 Soit s € Ac®.

1. s € AX? ssiil existe k>0, n>0 et ay,...,ap € AX! tels que
s=ay-...-ap-".
2. s € AX?, ssiil exviste k>0, n>0 et ar,...,ar € AX, tels que

s=ay-...-ap- " et ap #n.
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Dans les deux cas, nous appelons k la complexité de s et n sa hauteur.
Pour k=10 nous convenons ay-...-ap-T"=1".

La remarque suivante, dont la démonstration se fait par récurrence sur m, sera
utilisée constamment au cours de ce chapitre.

Remarque 3.3 Soient ay,...,ar, € AX" et k,m,n >0, alors

Ay ----ap-T" st m<k

prtm—k si.om>k.

T o(ay ... ap- ") —», {

Nous faisons maintenant quelques remarques sur les formes normales. Ces re-
marques seront utilisées dans la suite sans mention explicite.

Rappelons d’abord que I’ensemble de regles o' est obtenu en ajoutant a o
I’ensemble des regles

SPID = {(Id),(IdR), ( VarShift), (SCons)}
introduit dans la définition 1.38. La confluence et la noethérianité du o’-calcul (cf.

corollaire 1.2 et théoreme 2.3) et du S PID-calcul (cf. lemme 1.7) assurent I’existence
et 'unicité des formes normales notées o'(f) et S(f), respectivement.

Remarque 3.4 Puisque aucun membre gauche des o'-régles n’est ni une abstraction
ni une application, pour a,b € AX', on a:

1. o'(ab)=0c'(a)o’(b) et S(ab)= S(a)S(b).

2. o'(Aa) = Ao'(a) et S(Aa) = AS(a).

Remarque 3.5 Soient a € AX" et s € AX®. Puisque X[s] —sprp X[S(s)] et
a-s—»gsprp S(a)-S(s), on a:

1. S(X[s]) = X[S(s)] ssi S(s)#d.

2. S(X[s]) =X ssi S(s)=1d.

3. S(a-s)=25(a)-S(s) ssi =(In>1)(S(a) =n A S(s)=1").
4. S(a-s)=1"""1 ssi S(a)=n A S(s) =1".

Les énoncés précédents sont encore vrais si lon substitue partout S par o' .
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On peut montrer par récurrence sur f € AX, 'égalité o'(f) = S(f) et donc
on peut conclure que tout g € AX satisfait o'(¢g) = S(o(g)), i.e. que la mise en
o'-f.n. peut se faire en deux étapes: d’abord, réduction a o-f.n., et ensuite mise en
SPID-fn..

Cependant nous n’utiliserons qu’un résultat plus faible qui décrit les o’-f.n. des
clotures et des consings:

Lemme 3.1 Soient a € AX! et s € AX®.
1 o (X[s)) = S(X[o(s)]).
2. 0'(a-s)=S(c'(a)-0'(s)).

Démonstration

Démontrons par exemple le premier résultat. La remarque précédente assure:
Si o'(s) #id, alors o'(X[s]) = X[o'(s)] = S(X][o'(s)]).

Si o'(s) =id, alors o'(X][s]) = X = S(X][o'(s)]).

O

3.2 Le MN-calcul

Nous allons réduire le probleme de confluence du Ac’-calcul a la confluence d’un
calcul sur les o’-formes normales : le M'-calcul, qui s’avere une extension du A-calcul.

M. Abadi avait suggéré la méthode suivante pour prouver la confluence d’un
calcul qui opérerait sur les o’-f.n. : essayer de traduire les termes du type X[a-b-.. ]
en une forme normale de téte du A-calcul classique xab..., ou = est une variable
fixée de ce dernier calcul. Cette méthode informelle pose bien stir le probleme de la
traduction de 1", mais elle donne quand méme une idée intuitive de la raison pour
laquelle le calcul, que nous allons traiter formellement, est confluent.

La seule regle du M'-calcul consiste en une application de la regle (Beta) suivie
d’une réduction totale (i.e. de tout le terme) a sa o’-forme normale. Plus précisément :

Définition 3.1 Le X -caleul est défini sur les o'-formes normales par la réduction
B donnée par:

f—pyg ssi ilexiste h € AX tel que f —(puay h et g=0a'(h).

Rappelons que [ —(peay b signifie : il existe un contexte C est des termes a, b tels

que f=C[(Aa)b] et h = Clalb-ud]].

Evidemment, d’apres cette définition, toute §’-dérivation peut étre simulée dans
le Ao’-calcul :

Remarque 3.6 Soient f,g € AX, tels que [ —»g g, alors f—»\, ¢.
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Signalons enfin que la f-réduction est une extension de la f-réduction du A-
calcul classique a la de Bruijn. Rappelons-la:

()\a)b —3 a{{l — b}}

ou les méta-substitutions —{k « —} sont définies a 'aide des fonctions d’actuali-
sation U" (cf. définitions 1.24, 1.25 et 1.26).

Le reste de cette section est dédié a montrer cette extension. Comme nous 1’avons
dit au commencement de ce chapitre, ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite, sauf
dans la preuve du corollaire 3.6, mais nous voulons les inclure ici car ils montrent
le rapport entre les substitutions explicites et les méta-substitutions du A-calcul
classique.

Nous montrons d’abord o’(a[b-id]) = a{{1 — b}, si a,b € A.
Définition 3.2 Pour i > 0 et n > 1 nous définissons la famille des substitutions

Sin par
Sip=1-2-.. . -1 7"t

On convient sg, =1""1 et 591 = id.

Grace aux regles (Clos) et (Ass), pour tout indice de De Bruijn n, on a que

n[T] =, n+ 1. Donc, les regles (IdL) et (Map) assurent :

Remarque 3.7 Soient © >0 et n>1, alors 1-(8,,0T) =, Sig1n -

Lemme 3.2 Soit be A, ¢ >0 et n > 1, alors b[s;,] —», UM(b).
En particulier, b[1"] —», Uyt (b).

Démonstration

Nous montrons le lemme par récurrence sur b.
b= 1: Deux possibilités:
i=0:Si n=1,alors 1[sp1] = 1[id] = 1 = U;(1).
Si n>1,alors 1[1" ' =n=U}(1).
i>1: 1s;,] =1=U"1).

b=cd: (cd)[sin] = c[sin]d]sin] B, Ur(c) Ur(d) = Ur(cd) .

R3.7 HR

b= Ac: (Ae)[sin] = A(e[1- (sin0 T)]) = Ae[si1n]) =0 MUR () = Ul (Ae).
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b=1k > 1: k[s;,] = 1[T* Y[s:] — 1[T*! 054,]. D’apres la remarque 3.3 :

K-...-i-10 6 k—1<
k=2 si k—12>1.

o2 i) ) {

Donc,

k si k<1
n+k—1 si k>q.

1[Tk_1 OSin] —Fs {

Le lemme est donc démontré car, par définition 1.24, on a:

U7 1) k si k<1
k) =
! n+k—1 si k>q.

a

Si on veut montrer alb - id] —», af{t « b} par récurrence sur a, quand
on considere le cas a = Ac, a cause de la regle (Abs), on se rend compte qu’une
hypothese de récurrence plus forte est nécessaire. La définition suivante est introduite
pour gérer cette difficulté.

Définition 3.3 A partir d’un terme b € AX! nous définissons une famille de sub-
stitutions (bg)p>1 ainsi:

by = b-ud
bz = 1me
ékH = 1-2-...-k-b[TF]- 1% .

Les regles (Map), (Clos) et (Ass) permettent de constater :

Remarque 3.8 Soit k> 1, alors 1-(byo T) —5 bpi1 -

Lemme 3.3 Soient a,b€ A et k> 1, alors a[by] —, a{k « b} .
En particulier, a[b-id] —, af{1 « b} .

Démonstration

On montre le lemme par récurrence sur a € A.

a=1:Si k=1, alors 1[by] = 1[b-id] — b "= UL(b) = 1{1 « b} .
Si k>1,alors 1[bx] =1 =1{k < b}.

a=cd: (cd)[by] = c[bp)dbe] 2 ek — b} d f{k — b} = (cd){k — b}.
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a=Xe: (A)[be] = Ale[t- (bro D)) B Melbp]) B Mefx+1 — b)) =
= (Ae){k — b} .

a=m>1:m[b] = 1[1""[bx] — 1[1™ " 0 by] .D’apres le lemme 3.3

T oby =1 o(1-2-...-k—1-b[1"]-1TFY) =,
me..ok—1-b[TR 1R st om< ke
S siom=h
1m—2 siom > k.
Donc,
m siom<k

™ ob] = { B[TFY si m=k
m—1 st m>k.

Le lemme est donc démontré car, par définition 1.25, on a:

m—1 si m>k
nfk b} =< Us(b) si m=k

m si m<k

et, d’apres le lemme précédent, b[1*71] —», UZ(b).

Corollaire 3.1 Soient a,b € A.
1. o'(a[b-ed]) = o(alb-id]) = a1 « b} .

2. Cl—)g/b SSiG—)Bb.

Démonstration

1. Le terme af{1 « b} appartient a A, étant ainsi en o-f.n. et en o’-f.n..

2. Par récurrence sur la structure de a. Si la réduction est interne, ’'H.R. permet
de conclure. Quand la réduction a lieu a la racine, on utilise I'item précédent.
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3.3 Interprétation de (Beta)

L’objectif de cette section est de montrer (cf. proposition 3.3) que pour tous

f,g€ AX on a:

Si [ —(Beta) g - alors o'(f) —p 0'(g).

Ceci est I'une des conditions du lemme d’interprétation. Si la réduction a lieu a
la racine, on conclut facilement, tandis que si elle est interne, pour conclure nous
avons besoin d’une série de lemmes qui garantissent le passage au contexte des 3'-
dérivations.

Nous commencons par étudier ce passage quand la f’-dérivation est constituée
d’un seul pas de réduction.

Remarque 3.9 Soient a,b,c € AX!, et s, t,u € AX?, .
1. 5t a —p b, alors ac—p be.
2.5 a—p b, alors ca —p cb.
3. 5t a —p b, alors Aa —pz Ab.
4. St s =g t, alors S(X]s]) =z S(X[t]).
5.8 a—p b, alors S(a-s) —g S(b-s).
6. St s —pt, alors S(a-s) —pz Sla-t).

Démonstration
Les trois premiers sont presque immédiats. Nous montrons, par exemple, le premier

énoncé.

Il existe d € AX' tel que a —(peqy d et b = o'(d). Alors ac — (g, de et
o'(de) = o'(d)o’(¢) = be. Done, ac—p be.

Pour montrer les trois derniers, il faut remarquer d’abord que la réduction qu’on a
par hypothese assure que S est superflue dans le terme de départ de la #'-réduction a
démontrer. Nous avons choisi cette formulation (avec S') pour des raisons techniques
qui deviendront claires dans la suite.

Montrons, par exemple, le quatrieme.

Il existe u € AX? telle que s —(peye) u et ¢ = o'(u). Donc, s # id (autrement il
n’y a pas de (Beta)-radical). Alors

S(X[s]) = X[s] = (Bera) X[u] et o'(X[u]) = S(X[o'(v)]) = S(X[H]),
fe. S(X[s]) —p S(X[]).

Pour le cinquieme, a —4 b, garantit @ # m. Donc S(a-s) = a-s, et le raisonnement
se poursuit comme dans le cas précédent.



3.3. INTERPRETATION DE (BETA) 71

Pour le sixieme, s —g ¢, garantit s #7”. Donc S(a-s)=a- s, etc..
O

Lemme 3.4 Soient a € AXL, , t € AX5, be AX" et s,u e AX®.
1. Si a = (Beta) b, alors o'(a[s]) =g o'(b]s]) .
2. Si t —(Beta) U, alors o'(tos) —g o'(uos).

Démonstration
On montre les deux résultats par récurrence simultanée sur a et ¢. On n’étudie que

les cas ou il y a des radicaux.
a = cd: Deux sous-cas selon I'emplacement du radical :

Interne: Par exemple, ¢ — () ¢ et b= ed.
Par H.R. on a o’(¢[s]) —4 o'(¢[s]). Donc,

o'((ed)[s]) = o' (cls])o’(dls]) 35" o' (els])o'(d]s]) = o’(ed]s]).
A la racine: Alors ¢ = de et b= e[d-id].
o'((Ae)d)[s]) = (A’ (e[1 - (s o T)]))o'(d[s]) —p

0 0(0"(e[1- (s 0 TI)[o"(dls]) - id]) = o*(e[t - (s o T)][d]s] - id]) =
— o/(e[d[s] - (s 0 id)]) = o'(e[d[s] - s]) = o(e[d - id][s]).

a=Ac: Alors b= Ad o ¢ —(Bet) d.
o/(Ae)ls]) = Ad'(e[t - (so1)]) " A (d]1 - (s o 1)) = o’ (Ad)[s])-
a = X[v]: Alors b= X[w] ol v = (Bega) w.

HR& R3.9.4

o' (X[v][s]) = S(X[o'(vos)]) =57 S(X[o'(wos)]) =o' (X[w][s]).
t =c-v: Par exemple, ¢ —(peo) d et u=d-v.
o'((c-v)[s]) = S(o'(els]) - o’ (v]s])) "G
—pg S(o'(d[s]) - o'(v]s])) = o'((d - v)[s]) -
O

Corollaire 3.2 Soient a,b€ AX!, |, t,u € AX? el s € AX".

[

1. St a —p b, alors o'(a[s]) —p o'(b]s]) .
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2.8t t —p u, alors o'(tos) —p o'(uos).
3. 8t a —»p b, alors o'(a[s]) —p o'(b]s]).
4. Sit —pg u, alors o'(tos) —»g o'(uos).

Démonstration

Montrons le premier résultat. Par hypothese, il existe ¢ € AX" tel que a — () ¢
et o'(¢) = b. Et d’apres le lemme 3.4.1 on a o'(als]) —p o'(c[s]) = o' (b]s]) .
La preuve du deuxieme est analogue.

Les troisieme et quatrieme résultats sont montrés par récurrence sur la longueur
des dérivations a —»p b et 1 —»p u, respectivement, et en utilisant les items 1 et
2.

O

Lemme 3.5 Soient a,b,c,d € AX!, et s, t € AX], .
1.5t a—pb el c—pgd, aors ac —p bd.
2.5 a—>»p b et s—»gt, alors S(a-s)—z S(b-1).
3. St a —»p b, alors Aa —»g Ab.

4. St s g t, alors S(X[s]) —p S(X[t]).

Démonstration

1. Récurrence sur la longueur de la dérivation ¢ —»g d. Si elle est nulle, il faut
montrer ac — g be. Ceci se fait par récurrence sur la longueur de la dérivation
a —»g b en utilisant la remarque 3.9.1.

Supposons donc ¢ —»g ¢ —g d. Par H.R. ac —p be et la remarque 3.9.2
permet de conclure.

2. Analogue a la preuve précédente. Utiliser maintenant les remarques 3.9.5 et

3.9.6.
3. Récurrence sur la longueur de la dérivation. Utiliser la remarque 3.9.3.

4. Récurrence sur la longueur de la dérivation. Utiliser la remarque 3.9.4.

Lemme 3.6 Soient a € AX!,, s,u € AXZ et t € AX®. Si 5 — (g t, alors

o'(als]) =g o'(alt]) et o'(u ogs) —»g o'(uot).
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Démonstration
Récurrence simultanée sur a et u.
Puisque s —(Bew) ¢, il existe & > 1 tel que s = ay - ... a;- ... ap- 1" et

_ ! ~ !
t=ay-...-a; ... ap-T", 0l a; —(Beta) @'

a=be: o'((be)ls]) = o'(b[s])’(cls]) TG o (b[t])o (e[t]) = o ((be)[H])

a = Ab: Puisque s —(peyq) t, le lemme 3.4.2 assure o'(s o T) —p o'(t o 1), ie.
il existe v € AX? telle que 0'(s 0 T) —(Beta) v €t o'(v) = o'(t o T). D’ou,
1-0'(s 0 T) —(Betay 1-v. En plus, comme ¢'(s o T) contient un (Beta)-radical,

o'(s o T) #7, et alors 1-0'(s o T) est en o'-forme normale. On peut donc
appliquer ’'H.R. pour obtenir:

a'(bL - o'(s o 1)) = o' (b1 - v]) = o'(b[1 - o'(v)]) = (b1 - (L 0 1))

Donc,

o/ ((Ab)[s]) = Ao’(b[1 - o'(s 0 1)]) 57 A'(b[1 - o'(t 0 1)]) = o' (AB)[1]) -

Si m =1, alors o'(m[s]) = a; =g o'(d';) = o' (m[t]).
]

Sim >k, alors o'(m[s]) =m+4+n—k =o'(nft]).

a =X : Puisque s =g,y t,ona s —g o'(t).

Donc (cf. remarque 3.9.4), S(X[s]) =4 S(X[o'(t)]). Alors

o'(X[s]) = S(X[s]) =g S(X[o'(1)]) = o"(X[1]) -
a = X[v]: Par L.R. o’(vos) -y o'(vot).
o' (X[o][s]) = S(X[o'(v o s)]) 55 S(X[o'(vot)]) =o' (X[o][t]).
u=id: o'(idos)=s —g o) = o'(idot).
u=1": Dapres la remarque 3.3

T™os=1"o(ar-...-q

Ayt - ap-T" st m<k
.ak.T”)—» ek )
Tram siom>k.

Un calcul analogue pour 1™ ot nous permet de conclure:

mSZ—l: g/(Tmos) TS IR PR A Tn_>(Beta)
—(Beta) g1~ -+ @' cap- T"—0 ' (17 0t).
Donc, o/(1T™os) —p a'(1™ot).



74 CHAPITRE 3. CONFLUENCE DU Ao’-CALCUL SEMI-CLOS

m>i—1:0(Tmos)=0c'("ot).

u=c-v: o'((c-v)os) = S(o'(c[s]) - o'(vos)) " =5 S(o'(ct]) - o'(vot)) =
o'((c-v)ot).

a

Corollaire 3.3 Soient a € AX], et s, t,u € AX?, .
1. Si s —pgt, aors o'(a[s]) — g o'(aft]) et o'(uos) —p o' (uot).
2. 80 s =g t, alors o'(a[s]) =g o'(aft]) et o'(uos) =g o' (uot).

Démonstration
Le premier résultat est une conséquence immédiate du lemme précédent. On montre

le deuxieme par récurrence sur la longueur de la réduction et en utilisant le premier.
O

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour simuler la regle (Beta) sur
AX par la dérivation —» g sur les o’-formes normales.

Proposition 3.3 Soient f,g € AX tels que [ —(Beia) g, alors o'(f) —p 0'(g).

Démonstration
Récurrence sur la structure de f.

f =ab: On considere I'occurrence du radical :

@ —(Beta) ¢¢ Alors g = cb.
o'(ab) = o'(a)o'(b) "D o) o' (b) = o'(ch).

b —(Beta) d: Analogue au sous-cas précédent.

A la racine: Alors a = Ac et g =c[b-id].
o'(Ae)) = (Ao'(e)) o’ (D) =0 o' (o'()[o(B) - id]) = o' (cb- id]).
f=2Xa: Alors @ — gy b et g=Ab.
o'(Aa) = Ao'(a) TREEP o' (b) = o/ (M) .
f=als]: Considérons occurrence du radical :

@ —(Beta) bt Alors g = b[s].
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5 —(Beta) L+ Alors g = at].
o'(als]) = o'(o’(a)[o"(s)]) "L (o' (a)[o' (1)) = o' (al1).
f=a-s: Selon l'occurrence du radical :
@ = (Bera) b: Alors g =b-s.
o'(a-s)=S(o'(a) o'(s)) "L (o' (b) - o'(s)) = o'(b-s).
8 —(Beta) t+ Alors g =a-1.
o(a-s)=S(c'(a)o'(s) T S(o'(a)- o' (1) = o' (a-1).
f=sot: Selon Poccurrence du radical
8 —>(Beta) Ut Alors g =uot.
o(sot)=c'(c'(s) oo (t)) T o/ (0’ (u) 0 0'(1) = o'(uot).
t —(Beta) v Alors g = sowv.
o(sot)=o'(o'(s) o o'(1)) "5 o'(0(s) 0 0'(v)) = o'(s 0 v).

a

Corollaire 3.4 Soient f,g € AX tels que [ —»ro g, alors o'(f) —p 0'(g).

Démonstration
Par récurrence sur la longueur de la dérivation. Si elle est nulle, le résultat est
immédiat. Supposons donc f —»y,» h —). ¢, et étudions la derniere regle. Si elle
est une o'-regle, o’(h) = o'(g). Si elle est la regle (Beta), la proposition précédente
assure o'(h) —» g o'(g).
O

Avant de finir cette section, nous voulons remarquer que la proposition 3.3 n’est
pas vraie pour les termes ouverts. En effet, voici un contre-exemple, ou x est une

variable de type substitution :

Soit f = (1[x o (((A1)1)-4d)]) - (T o(x o (((A1)1)-1id))), alors
f = Bewy (Hx o ((1[L - id]) - id)]) - (T o(w o ((A1)1) - id))) =gef 9 -

D’autre part, o'(f) = x o (((A1)1) - id), et comme o'(f) contient un seul (Beta)-
radical, la seule #’-réduction possible est la suivante:

o'(f) =g wo(1-id) # o'(g).
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Remarquons aussi que ce contre-exemple ’est aussi pour la remarque 3.9.5 en pre-
nant a = 1[z o (((A1)1)-id)], b= 1[xo ((1[1-ed])-id)] et s =T o(xz o (((A1)1)-id)).

La confluence peut étre établie pour les termes semi-clos, car les ¢’-f.n. sont tres
simples par rapport a celles des termes ouverts. En fait, on peut montrer de maniere
analogue a la preuve de la proposition 3.1, le résultat suivant :

Remarque 3.10 Les termes et substitutions en o-forme normale dans A sont
donnés récursivement par:

Termes ax=1|ab| da | X | X[s] | 1[s](s#id N s#a-1)
Substitutions su=id | T |a-s | x| xos | Tos(s#wd AN s#a-t)

Les termes et substitutions en o’-forme normale dans A¢ sont donnés récursivement
par:

T. au=1]ab| Xa| X | X[s](s#id) | 1[s](s#td N s#a-1)
S. su=ad | T|a-s(-3F:a=1] ANs=Tot) | a | xzos(s#id) |
Tos(s#td N s#a-t)

La différence radicale est 'apparition des compositions = o s et T os dans les
formes normales des substitutions, tandis que dans le cas semi-clos les seules com-
positions qui interviennent sont de la forme 1" . Ceci limite la création de (SCons)-
radicaux a ceux de la forme n- 1", ce qui n’interfere pas avec la (Beta)-réduction.
Le contre-exemple que nous venons de donner se fonde justement sur la possibilité
de détruire un (SCons)-radical par une (Beta)-réduction, ce qui est impossible dans
le cas semi-clos.

3.4 La parallélisation

Nous utilisons la méthode de Tait et Martin-Lof pour montrer la confluence
du N-calcul, i.e. nous définissons une parallélisation de — 4/, notée =, dont nous
montrons la confluence forte dans la section suivante.

Cette section est consacrée a introduire la parallélisation et a montrer que sa
cloture reflexive transitive coincide avec —» g, de sorte que, des que la confluence
forte de = sera établie, la confluence de — 4 s’ensuivra.

Nous commencgons par définir la parallélisation et remarquons ensuite qu’une
définition équivalente sera plus facile a manipuler.

Définition 3.4 Soient a,b,c,d € AX!, et s,t € AX? . La réduction f = g est
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définie sur AX, par les régles suivantes:

s=>1
(REFL) =1 (Clos) X[s] = S(X[t])
a=b a=b s =1
(ABST)  +—— (Cons) a-s= S(b-1)
a4 = cC b=d a=c b=d
(APPL) b= cd (BETA) (Aa)b = o'(alb-id])

On sous-entend que les régles (Clos) et (Cons) peuvent étre appliquées seulement
quand X[s] € AX}, et a-s € AX?, | respectivement; i.e.

1. (Clos) peut étre appliquée ssi s # id.
2. (Cons) peut étre appliquée ssi (—In >1) (a=n A s=T").

Evidemment, il est plus commode d’avoir une définition ou il n’y ait pas de
conditions a vérifier pour pouvoir appliquer les regles (Clos) et (Cons).

Lemme 3.7 La réduction qu’on obtient en remplacant les régles (Clos) et (Cons)
par les regles

s=1 a=b s=1t
S(X[) = S(X1]) (CONS) S = s0-1)

(CLOS)

respectivement, et sans aucune condition pour Uapplication de ces regles, est équi-
valente a la réduction =, introduite dans la définition 3.4.

Démonstration

Il suffit de constater que id, n et 7" n’ont qu'un seul =-réduit, a savoir: id, n
et 1", respectivement. On peut donc utiliser la remarque 3.5 pour vérifier que dans
les cas critiques (CLOS) et (CONS) fonctionnent comme (REFL).

O

Dans le reste de ce chapitre, nous utiliserons toujours cette derniere version de
la parallélisation.

Nous finissons cette section en montrant que les clotures réflexives transitives de
= et de —4 coincident.

Lemme 3.8 Soient f,g € AX, tels que [ =g, alors [ —p g.

Démonstration
Récurrence sur la dérivation de f = ¢. On étudie donc la derniere regle utilisée.

(REFL): Immédiat.
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(APPL): On utilise I’ H.R. et le lemme 3.5.1.

(BETA): Alors f = (Aa)b et g =0'(c[d-id]) ou a = c et b=d.
Par HR. ¢ —p ¢ et b —5 d. Signalons que, d’apres la remarque 3.5.3,
be AX!, , entraine b-id € AX], .
D’ot, le lemme 3.5.2 garantit b-¢d —»5 d - ed. Donc,

(Aa)b =g o'(ab-id]) 5 o (c[b-id)) % o' (c[d - id]).

(ABST): Utiliser H.R. et lemme 3.5.3.
(CLOS): Utiliser H.R. et lemme 3.5.4.
(CONS): Utiliser H.R. et lemme 3.5.2.

a

Proposition 3.4 Les clotures réflexives transitives de — g et de sa parallélisation
coincident sur AX, , i.e. —g = =7,

Démonstration

On montre sans difficulté par récurrence sur f quesi f —(pesy g alors f = o'(g).
En effet, la regle (BETA) permet de traiter les réductions a la racine, tandis que les
réductions internes sont gérées par les autres regles.

Ceci permet de conclure —g C =.

Le lemme précédent assure = C —»p .

Alors —3 C = C —»g . Done, —p5 = =~
O

3.5 Le lemme de substitution pour =

Pour montrer la confluence de la parallélisation nous avons besoin d'un lemme
de substitution (cf. corollaire 3.5). Pour établir ce lemme nous montrons une série
de résultats préliminaires sur = du méme genre de ceux que nous avons obtenu
pour —»g dans la section 3.3. Malheureusement, ’égalité des clotures reflexives
transitives montrée dans la section précédente et les anciens résultats sur —» 4 ne
fournissent pas les résultats désirés pour =, car nous envisageons la confluence forte
de =, et par conséquent, c’est un lemme de substitution pour =, et pas pour =~
dont nous avons besoin.

Si s € AXZ , la remarque 3.2 explicite sa structure ainsi: s = ay-...-ap- .
Nous avons appelé k la complexité de s et n sa hauteur.

Le lemme suivant dit que la complexité de tout =-réduit de s n’augmente pas
par rapport a la complexité de s. En plus, si la complexité du réduit a diminué de
p, alors la hauteur aussi.
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Lemme 3.9 Soient k,n >0 et s,t € AX?, tels que s=ay-...-ap- T" et s=1.
Alors il existe ¢ >0 tel que ¢ <k et by,...,bs_y € AX], tels que

—t=by by IO
— Qh—g4; =>n—q+J pour 1 <j5<gq.
— ;= b; pour 1 <1< k—gq.

Pour le cas limite ¢ =k, le premier item doit étre lu t =179, et le troisieme doit
étre omis.

Démonstration

Par récurrence sur la longueur de l'inférence s = ¢. Remarquons que si & = 0,
nécessairement ¢ = s, et il suffit de prendre ¢ = 0.

Supposons donc k > 1. Si la derniere regle est (REFL) on prend ¢ =0 et b; = q;
pour 1 <7< k.

Si la derniere regle est (CONS), puisque S(ay - ... ap 1") = ay ... ap T", car
s € AXZ ,ona:

a1 =by ay-...-ap- "= u
ay-ag-...-ap- 1= S(byou)’

Dans ce cas on peut appliquer I'H.R. pour obtenir ¢/ < k—1 et by,...bs_y € AX,
tels que w=by ... by_y- i

- Si k—¢' >2,alors t = S(by - u) = by - u et il suffit de prendre ¢ = ¢'.
~Si k—¢ =1,alors u=1""7 et on étudie la valeur de b; :

— Si by #n—¢q',on prend ¢=1¢ .
~Sibh=n—¢,onprend ¢q=¢ +1=%F.

Par récurrence sur n on montre sans dificulté:
Remarque 3.11 Soient n >0 et m >0, alors
m+1-...-m+n ™" =gspp ™ .
En particulier, s;1 —spip td.

Le lemme suivant est un cas particulier du lemme 3.12. Or, il faut d’abord établir
ce cas particulier pour prouver le cas général.

Lemme 3.10 Soient a,b € AX!,, s,t € AX?, i>0 et n>1. Alors

1. St a=b, alors o'(als;n]) = o' (b[sin]) -
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2.5t s=1t, alors 0'(s08;,) = 0'(t08;n).

Démonstration

On montre les deux résultats par récurrence simultanée sur les longueurs des infé-
rences a = b et s=1.
Analysons donc la derniere regle appliquée:

(REFL): Immédiat.
(ABST): Alors a = A, b=\ et ¢ = d.
o'(A)[sin]) = o' (A(elt - (510 1)) = Ao (e[1 - (5000 1)])) &7
= Mo (c[si10]) BN (dlsi41a])) = Mo (d[L - (5000 1)])) =
= o/ (Md[1 - (510 1)])) = o’ (Ad)[s::])
(APPL): Alors a =cd et b=¢d', ot c=¢ et d=d'.
o/ ((ed)lsin)) = o'(e[sin])o’(dlsin]) B o' ([s0,]) o (d5i]) = o'((¢/ ) [sin])
(BETA): Alors a = (Ae)d et b=o'(d[d' -ud]),ou c= ¢ et d=d'.
o' (A)d)[si]) = o' ((Ae)sia])o(dfsin)) "ET (Ao (e[si1,]))0 (d]sin]) =
= 0'(0"(¢[siy1a)) [0(d[s02]) - id]) = o' ([sig10 0 (d[si] - id)]) E7
= o' ([d'[sin] + sin]) = o' ([(d"-id) 0 8;,]) = o' (o' ([ - ed])[5:4])) -

(CLOS): Alors a = S(X[u]), b= S(X[v]) et u=v.
Or, par HR. o'(vo0s;,) = o' (v0si,).

o'(X[ullsia]) = S(X[o"(wo sin)]) F S(X[o(vosin)]) = o' (X[o][sin])
(CONS): Alors s = S(c-u) et t=S(d-v), ol c=d et u=v.
o'((c-u)osin) = S(a'(c[sin]) - o' (u0sin)) ZF
= S(o’(d[si]) - ' (v o sin)) = o'((d-v) o sin)

a

Lemme 3.11 Soient a € AX], et s,t,u € AX? tels que s = 1.
Alors o'(a[s]) = o'(a[t]) et o'(uos)=o'(uot).
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Démonstration

On le montre par récurrence simultanée sur a et u.

Posons s = ay - ... ap 1. D’apres le lemme 3.9, il existe p > 0 et by,...,bp_, €
AX!, tels que ¢ = by« ... bg_p T"7F avec p < k, aj_py; = n—p+j pour

1<j3<pet a=05b pour 1 <:<k—p.
a=bc: I'H.R. et la regle (APPL) nous permettent de conclure.

a=MAb: Le lemme 3.10.2 garantit ¢'(s o T) = 0'(s0s02) = d'(t0sp2) =0'(to 1),
d'ou S(1-0'(s07))=S5(1-0'(to1)).
On peut donc appliquer ’'H.R. pour obtenir:

o' (Ab)[s]) = Mo (b[S(1 - o'(so T))])) = A" (B[S(1- o'(toT)]))) = o (AD)[E]) -

a =m: Trois possibilités selon la valeur de m :
- Si m < k—p,alors o'(n[s]) = an, = by, = o'(m]t]).
- Sik—p<m<k,alors m=k—p+j avec 1 <j < p. Donc,
o' (m[s]) = ar_p; = n—p+3 =7 /(1[I 0 1]) = o’(nlt]).
— Si m >k, alors o(n[s]) &’ m+n—x &% o/(n[t]) .
Et la regle (REFL) assure U’(m[s]) o'(m[t]).

a=X:0'(X][s])=5(X][s]) = S(X[t]) =o' (X[t]).
a=X[o]: o'(X[p][s]) = S(X[o'(v 0 s)]) 2 S(X[o"(vo)]) = o'(X[o][1]).

u =T9: On considere ¢ > 0, i.e. le cas u = id est inclus ici. Nous avons encore trois
possibilités a COHSlderer selon la valeur de ¢.

- Si g < k—p, alors

CONS
U/(qus):aq+1""'ak—p'ak—p+1'-..-ak-T”( =) )
= S(bg1 - by —p+ 1o w1
= bys1 e by 1077 (100 t).

- Sik—p<g<k,alors g=k—p+j avec 1 <35 <p. Donc,

o'(T90s)=agpr-.. ap " (C%VS)
= Sn—p+j+1-...-n 1) e B3 51964y,

~ Si ¢ >k, alors O_I(Tq o 3) R3.3 Tq-l—n—k R3.3 U/(Tq ) t).

u=">b-v: o'((b-v)os) = S5(c'(bs])-0'(vos)) 255( "(b[t])-o'(vot)) =o' ((b-v)ot).
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Lemme 3.12 Soient a,b € AX!, et s, t,u,v € AX?, tels que u = v. Alors
1. St a=0b, alors o'(afu]) = o'(bv]) .
2.8t s=1t, alors o'(sou) = o'(tow).

Démonstration

On démontre les deux résultats par récurrence simultanée sur les longueurs des
inférences de @ = b et s = t. On étudie donc la derniere regle utilisée.

(REFL): Cest le lemme précédent.

(ABST): Alors a = Ac, b=XAd et ¢=d.
Le lemme 3.10.2 garantit o'(u o T) = 0'(uv03592) = 0'(vosg2) =0'(voT).
Donc, S(1-0'(wo 1)) = S(1-0'(voT)). Et on peut appliquer I'H.R. et la
regle (ABST) pour obtenir:

o'((Ac)[u]) = Ao’ (c[S(L- o' (uo T))])) = Ao’(d[S(L-0'(v o 1))]) = ' ((Ad)[v]) -
(APPL): Alors a =cd et b=d" ,ou c= ¢ et d=d'.
o' ((cd)[u]) = o'(c[u])o(d[u]) T o’ ([v]) '(d'[v]) = o (¢ ) [v])

(BETA): Alors a = (Ae)d et b=o'(d[d"-id]), ou ¢ = ¢ et d = d'. Dans I'étude
de (ABST) on a déja établi S(1-0'(uo 1)) = S(1-0'(voT)). Nous pouvons
utiliser ’'H.R. pour obtenir:

o' ((Ae)d)[u]) = o’ (Ae)[u))o’(d[u]) = (A(e"(c[S(1- o (w o 1)]))e’(d[u]) &
= o'(o'(d[S(1-o'(v o 1))DIe'(d[v]) - id]) = o' ([t - (v o )][(d[v]) - 4d]) =
S To]) - (v 0 id)]) = (L)) - o]) = o (o (L i)
(CLOS): Alors a = S(X[v]), b=S(X[v]) et v =,
o' (X[w)[u]) = S(X[o'(u' 0 u)]) Z S(X[o'(v/ 0 v)]) = o' (X[v'][v]) .
(CONS): Alors s = S(c-s') et t=5(d-t'),on c=d et s =1.

(e ou) = S(o/(clul) - o'(s o)) H S(o!(dle]) - o'(F o)) = o((d- ) o)

a

Corollaire 3.5 Soient a,b,c,d € AX!, tels que a = ¢ et b= d. Alors

o'(alb-id]) = o'(c[d - id]).
Démonstration
Comme o'(a[b-id]) = o'(a[S(b-id)]), d’apres le lemme précédent, il suffit de montrer
S(b-ud) = S(d-ud). Or, ceci est assuré par la regle (CONS).
O
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3.6 Les résultats de confluence

Pour montrer la confluence forte de la parallélisation nous n’utilisons que le
corollaire précédent. La confluence du N-calcul est donc assurée, et nous pouvons
enfin utiliser la méthode d’interprétation pour obtenir la confluence du Ac’-calcul
sur les termes semi-clos.

Théoreme 3.1 La réduction = est fortement confluente sur AX, .

Démonstration
Nous devons montrer que pour tout f,g,h € AX, telsque f =g et f= h,il
existe k € AX, tel que g = k et h = k.

Nous procédons par récurrence sur la longueur de l'inférence f = ¢. Analysons
donc la derniere regle utilisée dans cette inférence.

(REFL): Alors g = f et le diagramme se ferme trivialement avec k = h.
(ABST): Alors f=MXa, g=Xb et a=0.

Remarquons que h = Ac avec a = c. En effet, la derniere regle utilisée pour
obtenir Aa = h ne peut étre que (ABST) ou (REFL).

Alors par H.R. il existe d € AX!, tel que b = d et ¢ = d. En utilisant la
regle (ABST) on conclut Ab = Ad et Ae = Ad.

(APPL): Alors f=abet g=d'b,ou a=d et b=V
Remarquons qu’il y a deux possibilités pour h, selon la derniere regle utilisée
pour dériver ab = h.

(a) Sila regle est (REFL)ou (APPL), h = a"b", avec a = a" et b=1b".
Par H.R. il existe ¢, d € AX?, tels que ¢’ = ¢, a”’ = ¢, V/ = d et
b = d. On conclut en appliquant (APPL).

(b) Silaregle est (BETA), h =o'(d"[t/ -id]), a=Ad, d=d" et b=1b".
D’apres la remarque que nous avons fait dans I’étude de (ABST), o' =
Ad',ou d=d.

L’H.R. assure l'existencede ¢, e € AX}, telsque O = ¢, b = c. d' = ¢
et d"=e.
En appliquant (BETA), on obtient:

g=dbt =\ = d'(e[c-id]).
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Et en utilisant le corollaire 3.5, on conclut :
h=d'(d"[b" - id]) = o'(e]c-id]).

(BETA): Alors f = (Xa)b et g =0'(d'[b/-id]), ot a = d' et b= V.
D’apres un raisonnement analogue a celui fait précédemment, il y a deux pos-
sibilités pour A .

(a) h=2cb" o Aa=c et b=10".
Le raisonnement est symétrique au précédent.

(b) h=0o'(a"[t"-id]), avec a = a" et b= b".
Par HR.ona ¢, d € AX], telsque o' = ¢, a’" = ¢, b = d et V' = d.
On utilise deux fois le corollaire 3.5 pour conclure g = o'(c[d - id]) et

h = o'(c[d-id]).

(CLOS): Alors f = S(X[s]) et g =5(X][t]),on s=1.
Remarquons que S(X[s]) = h entraine lexistence de u € AXZ telle que
h = S(X[u]) et s = u. En effet,

1. Si s =1d, alors S(X[s]) = X et la regle ne peut étre que (REFL) ou
(CLOS). Dans les deux cas, il suffit de prendre u = id. On rappelle que
le seul =-réduit de id est d.

2. Si s #1id,alors S(X[s]) = X[s]. Encore, la regle utilisée ne peut étre que
(REFL) ou (CLOS). Si c’est (REFL), prendre u = s et si c’est (CLOS)

prendre la substitution donnée par cette regle.

Par H.R. il existe v € AXZ telle que t = v et u = v, et on conclut en
appliquant (CLOS)

(CONS): Alors f=S(a-s) et g=S(b-1),on a=bet s=1.
On affirme h = S(c-u), ot a = ¢ et s = u. En effet,

1. Sl existe n tel que @ = n et s =17, alors f =1""1, et la regle pour
dériver f = h doit étre (REFL)ou (CONS). Dans les deux cas il suffit de
prendre ¢ = a et u = s. On rappelle que n et 7" ont un seul =-réduit :
n et 7", respectivement.

2. Siun tel n n’existe pas, f = a-s. Les regles possibles pour dériver h
sont toujours (REFL) ou (CONS). Si elle est (REFL), prendre ¢ = a et
u=s. Sielleest (CONS), la prémise fournit ¢ et w.

Enfin, I'H.R. et 'application de (CONS) permettent de conclure.

a

Théoreme 3.2 Le X -calcul est confluent sur AX,. .
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Démonstration

La confluence forte de = entraine celle de =* (cf. [Bar84], lemme 3.2.2), donc
—» 3 est fortement confluent, i.e. — g est confluente.

O

Corollaire 3.6 Le \3-calcul, i.e. le A-calcul a la de Bruijn, est confluent sur A .

Démonstration

On constate aisément que les termes clos sont stables par A'-dérivation. Ceci assure
la confluence de — 4 sur A. Le corollaire 3.1.2 permet de conclure.
O

Théoreme 3.3 Le Ao'-calcul est confluent sur AX .

Démonstration

Nous utilisons la méthode d’interprétation (cf. lemme 1.4), en interprétant les termes
et substitutions dans A X, .

La simulation de /3’ dans le Ao’-calcul (cf. remarque 3.6), I'interprétation de
(Beta) par 3’ sur les o’-formes normales (cf. proposition 3.3) et la confluence du \'-
calcul (cf. théoreme précédent) permettent d’appliquer la méthode d’interprétation.
O
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Chapitre 4

Confluence du A\on-calcul semi-clos

Dans ce chapitre nous introduisons la regle (Eta), qui est une regle conditionnelle,
et montrons la confluence du calcul obtenu en ajoutant cette regle aux regles du Ao’-
calcul, que nous appelons Aon-calcul. Nous travaillons toujours sur 'ensemble des
termes semi-clos introduit dans le chapitre précédent.

La méthode utilisée pour la preuve de confluence est encore la méthode d’inter-
prétation. Le calcul dans lequel nous interprétons le Aon-calcul est appelé Ap’-calcul
et il est obtenu en ajoutant une regle appelée n” au N'-calcul que nous avons déja uti-
lisé pour interpréter le Ao’-calcul. La regle n” est obtenue a partir d’une application
de (Eta) suivie de o’-normalisation du terme entier.

Notre preuve de confluence se ramene donc a la confluence du An’-calcul et celle-
ci est montrée, comme dans le A-calcul classique, grace a la commutation des regles
B ety

Dans la section 4.1 nous présentons la regle (FEta) et montrons qu’elle est bien
définie modulo ¢’. Cette preuve se base sur des lemmes qui discutent I’existence de
solutions de certaines équations et qui seront utilisés constamment dans le reste du
chapitre.

La regle n’ et le Ap’-calcul sont introduits dans la section 4.2, oti nous donnons un
algorithme pour vérifier la condition nécessaire pour appliquer (Eta). Nous concluons
que 7’ est une extension de n a AX, . Les résultats obtenus dans cette section ne
seront pas utilisés dans la suite.

Dans la section 4.3 nous prouvons que toute Aon-dérivation s’interprete, via
o’-normalisation, par une An’-dérivation. Cette preuve se ramene essentiellement a
montrer :

Si f —(5t) g, alors o'(f) =, o'(g).

Pour obtenir ce résultat il faut établir une série de lemmes analogues a ceux de la
section 3.3 du chapitre précédent.

La section 4.4 est consacrée a la confluence de 5’. En fait, nous montrons la
confluence quasi-forte (cf. définition 1.8.3) de n’. Nous devons établir quelques lem-
mes techniques avant de montrer le théoreme de confluence.

87
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Enfin, dans la section 4.5, nous établissons la commutation de 3’ et 5’ pour
obtenir la confluence du An’-calcul qui, grace a la méthode d’interprétation, fournit
celle du Aop-calcul.

4.1 Le Aon-calcul

La regle (Eta) a déja été introduite dans le contexte du Ao-calcul clos et du
Aoq-calcul sur les termes et substitutions ouverts (cf. [Har92]). Nous adaptons cette
définition en vue d’ajouter cette regle au Ao’-calcul sur les termes semi-clos.

Avant de définir (Eta) nous reproduissons la discussion informelle de T. Hardin
pour introduire cette regle dans le Ao,-calcul, qui est aussi valable pour notre calcul.

Signalons d’abord le lien entre les regles 3 et n dans le A-calcul classique:

(Az.az)b =5 ab et (Az.ax)b —, ab.
Essayons de reproduire cette situation dans le Ao’-calcul avec a = 21.
(M21))b = (Betay (21)[b-id] —»p 1b.
Remarquons que 2 = 1[1]. De maniere plus génerale :
(A1) b = (Betay (c[1]1)[0-id] —or ([T 0(b-id)])b —5r cb.

On serait donc tenté d’essayer: (A(c[T]1)) = (g €.

Cette version de (Eta) correspond a la regle (SA) dans le cadre des combinateurs
catégoriques (cf. [Har87]) qui, ajoutée au systeme £+ ( Beta) (Ao dans notre version),
donne un systeme confluent sur un sous-ensemble de termes clos.

Mais cette formulation de (Eta) crée une infinité de paires critiques avec les
autres o’-regles, par exemple, avec (Clos):

Ale[s][1]1) = Alefso 1]1) et A(c[s][T]1) — ¢[s]
Alc[(sot)o 7] 1) — A(c[so(to T)]1) et A(c[(sot)oT]1) — ¢[sot], etc.

On retrouve donc la méme situation que dans le cas de Ao : un systeme confluent
sur un ensemble de termes clos, qui n’est méme pas localement confluent sur tous
les termes.

Etant données ces difficultés la regle de réécriture conditionnelle introduite par
Hardin semble étre la plus adéquate. Malheureusement, elle n’est pas une regle de
réécriture au sens classique, car une condition existentielle doit étre vérifiée pour ap-
pliquer cette regle. Dans la section suivante nous donnons une condition équivalente
qui est plus maniable.

Définition 4.1 Soient a,b € AX". La régle (Eta) est donnée par:
Mal) —=(ptay b si o'(a) =o' (b[T]) .
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Le caleul obtenu par Uajout de la régle (Eta) au Ao'-calcul est appelé Aon-calcul.

Le premier résultat que nous devons démontrer est que cette définition est bonne
dans le sens qu’elle ne dépend pas (modulo ¢’) du terme b qui satisfait la condition
o'(a) = o'(b[T]) . Plus précisément, il faut montrer que si o’(b[1]) = o'(¢[T]), alors
a'(b)y =o'(c).

En vue d’obtenir ce résultat nous devons commencer par déterminer les solutions
de certaines équations. Les lemmes de cette section seront utilisés a plusieurs reprises
dans le reste du chapitre.

Lemme 4.1 L’équation o'(a[s,z2]) =m
1. a une seule solution dans AX!, : a=m, si m <n;
2. a une seule solution dans AX!, : a=m—1,si m>n+1;

3. n’a pas de solution si m =n +1.

Démonstration
Remarquons d’abord que si a € AX!, est solution de o'(a[s,2]) = m, d’apres les

remarques 3.4 et 3.5, @ ne peut étre qu'un numéro de de Bruijn. Soit donc a =p.
La remarque 3.3 donne:

p si p—1<n

PlSn2] —o {

p+1 st p—12>n.

Dans le premier cas p =m est la seule solution pourvu que m—1 <n,ie. m<n.
Dans, le deuxieme cas, p + 1 = m, la seule solution est donc p=m—1,si m—2 > n,
le.si m>n-+1.

On constate donc que I’équation n’a pas de solution quand m =n+1.

O

Lemme 4.2 Soit m > 0. L’équation o'(t o s,2) =™
1. a une seule solution dans AX?: : ¢ =1""1 si m >n;

2. n'a pas de solution si m <n.

Démonstration

Récurrence sur la structure de ¢.
Montrons d’abord que si t est une solution de la forme a - s, alors ¢t € AX? . En
effet,

o'((a ) 5n3) = S(0"(alsnal) - 75 0 502)

Donc (cf. remarque 3.5.4), o'(a[sn2]) =m+ 1 et o'(s0s,2) =T"T'. En utilisant le
lemme précédent et 'H.R. on conclut m+1>n, a=met s=1",dou t=a-s
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n’est pas en o’-forme normale.
Donc t est nécessairement de la forme 1?7 ou p > 0. La remarque 3.3 donne:

p+i1-...-n- 1" si p<n
1P+ si p>n.

Tp OSp2 —4 {
On constate donc que ¢ =1™"1 est la seule solution pourva que m —1 > n, i.e.
m>n.
O

Nous voulons montrer maintenant que la seule solution de I’équation o’(t0s,4) =
Sn2 est t =ud.Si t = a-s nous sommes ramenés a considérer I’équation o’(s0s,4) =
2-...-n- 1" Ceci suggere d’introduire la définition suivante et essayer de montrer
un résultat plus général (lemme 4.3).

Définition 4.2 Soient k>1, n>0 et 1 <i<n+1. On définit

Sink:i'i—I-l'...'n'Tn-I_k_l .

:Tn—l—k—l

On convient pour 1t =n +1, S;nx el s101 = 1d.

Lemme 4.3 Soient n >0 et 1 <t <n+ 1. Léuation o'(to s,2) = Sin2 a une

seule solution dans AX?, , a savoir t =171,

Démonstration

Par récurrence sur la complexité de s;, 4, i.e. sur 'entier n — ¢ + 1.

Si elle est nulle, i.e. i =n+ 1, "équation devient o'(t 0 s,5) =1"1! et le lemme
précédent donne la seule solution ¢ =T1".

Supposons donc que la complexité est positive, i.e. 1 <n+ 1.
Si t est de la forme 17, on vérifie que ¢ est solution ssi p =7 — 1 (cf. remarque

3.3).

Si t est de la forme a-u, on a:
o'((a-u)os,s)=S(c'(a[snz])  o'(uos,q)).

Comme $;,9 = 1-8i1142, on conclut (cf. remarque 3.5.4) qu’il n’existe pas m tel
que o'(a[sn2]) =m et o'(uos,2)) =1". Donc,

o'((a-u)os,s) =0'(a[snz2])  o'(vos,2) = Sin2 =1"Siy1n2-
On doit donc résoudre les deux équations:
L. o(af[sns]) = 1.

2. 0(u0Sp2) = Sit1n2-
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Le lemme 4.1 donne une seule solution pour la premiere, a savoir a = 1.

Pour la deuxieme on utilise I’'H.R., la complexité de s;11,92 étant plus petite que
celle de s;,5. On a donc une seule solution: u =1°. Ceci est absurde, car t € AXZ .
Donc, ¢ n’est pas un cons et la seule solution est ¢ =71,
O

Lemme 4.4 Soit t € AX?. Pour tout n >0, on a o'(tos,2) #id.

Démonstration

Il suffit de calculer o'(t 0 s,3) selon la forme de ¢.
Si ¢t =7™ ot m >0, le résultat est un cons ou ™!, donc différent de id.

Sit=a-s,on a:
'((a-8)0sus)=S(c"(a[sn2]) - o'(s08,2))

Supposons qu’il existe m > 1 tel que o'(a[s,2]) =m et o'(s0s,2)) =T . D’apres
les lemmes 4.1 et 4.2, m > n 41 > 1. Donc (cf. remarque 3.5.4),

o'((a-5)0s,e) =1""1#£4d, car m—1>0.
S’il n’existe pas un tel m, d’apres la remarque 3.5.3, on a:
o'((a-s)os,q) =0 (a[snz])  o'(s0s,2) #£id.

a

Nous avons maintenant les éléments nécessaires pour montrer la bonne définition

de (Fta) :

Proposition 4.1 Soient n >0, b,c€ AX!, et t,u e AX}, .
1. St o'(b[sn2]) = o'(c[sn2]), alors b=c.

2.5t 0'(tosye) =0 (uos,2), alors t =u.

Démonstration

On montre les deux résultats par récurrence simultanée sur la structure de b et ¢.

b=V": o'(b[snz2]) = o' (V[sn2])o’ (0 [sn2]) = o' (¢[sn2]) -

Alors ¢ ne peut étre qu'une application ¢’ et I’'H.R. permet de conclure.

b=Ad: o'(b[sn2]) = Ao’ (d[snt12]) = o'(c[sn2]) -

Alors ¢ ne peut étre qu'une abstraction Ae et I’'H.R. permet de conclure.
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b=m: D’apres la remarque 3.3 on a:

o' (blsn2]) =

m si m<mn
n+1 st m>n.

Dans le premier cas m = 0'(¢[s,2]), et le lemme 4.1 donne la seule solution
c=m=bh.

Dans le deuxieme, m 4+ 1 = 0’(¢[s,2]), et encore le lemme 4.1 donne la seule
solution c=m=1>.

b=X: o' (b[sn2]) = X[sn2] = 0'(c[sn2]).
En analysant la structure qui peut avoir ¢, on arrive a: soit ¢ = X, soit
c= X|[s].
Dans le premier cas on conclut immédiatement.
Soit donc ¢ = X[s], alors (le lemme précédent assure o'(s0 s,3) # id)

Xsna] = o' (X[s][snal) = X[o'(s 0 5,2)].

Donc, s,2 = 0'(s08,2), et le lemme 4.3 avec ¢t = 1 donne s = id. Donc, ce
cas est impossible car ¢ € AX, .

b= X[s]: Encore deux possibilités pour ¢ :
Si ¢ = X on arrive, comme dans le cas précédent, a s = id, ce qui est absurde.

Si ¢ = X[s] on utilise I'H.R..

t =1": On considere m > 0, de sorte que le cas t = id est inclu ici. La remarque

3.3 donne:

Smain2 81 m<n

pmtt si o m>n.

o'(tosny) = {

Dans le premier cas, le lemme 4.3 donne u =7T". Dans le deuxieme cas, le
lemme 4.2 donne encore u =1"".

t=a-s: 0'((a-s)o0s,2)=5(0"(a[sn2]) - 0'(508u2)) = 0" (1o s,q).
S’il existe m > 1 tel que o'(als,q]) = m et o'(s0s,2) =17, en raisonnant
comme dans la démonstration du lemme 4.3, on arrive a ¢t ¢ AXZ, .
Donc, o'(uo0s,2) = 0'(a[sn2]) - 0'(s08,2). ST u=d-v,on utilise '"H.R. et un
raisonnement analogue a celui mentionné précédemment pour conclure.
Si u =77, alors p<n car o'(uos,2) est un cons, et dans ce cas o'(v0s,3) =
Sprinz2. Done, o'(als,2]) =p+1 et 0'(s08,2) = Spr2n2-
Le lemme 4.1 assure @ = p+ 1 et le lemme 4.3 donne s =171 Et ceci est
absurde car t € AX}, .

a

Corollaire 4.1 Soient b,c € AX". St o'(b[1]) = o'(c[T]), alors o'(b) = o’(c) .
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Démonstration

Puisque o'(0’(b)[s02]) = o'(b[T]) = o'(c[T]) = o'(0'(¢)[s02]), la proposition précé-
dente donne o'(b) = o'(c).

O

4.2 Le An/-calcul

Nous définissons la regle n” a partir de (Eta) de maniere analogue a la définition
de " a partir de (Beta): la regle n’ est donnée par une application de (FEta) suivie
de o’-normalisation totale. Nous appelons An’-calcul, le calcul dont les seules regles
sont 3" et 7.

Dans le chapitre précédent nous avons montré que la regle 3’ est une extension de
la G-réduction clasique & A X, . De méme, ' est une extension de la n-réduction cla-
sique a AX,s . Nous présentons ce résultat comme corollaire d’un lemme qui s’avere
tres intéressant lui-méme, car il fournit un algorithme pour vérifier la condition de

la regle (Eta).
Définition 4.3 La régle n' est définie sur AX, ainsi:
[ =g ssi il eriste he€ AX tel que f —puyh et g=0'(h).

/

Le An'-calcul est le caleul sur AX, dont les seules régles sont 3" et n'.

D’apres cette définition la remarque suivante est immeédiate.

Remarque 4.1 5i [ —,, g, alors [ —\.; 9.

Nous avertissons le lecteur que les résultats montrés dans cette section ne seront
utilisés dans la suite que pour montrer le corollaire 4.5. Nous le renvoyons a la section
1.5 pour les définitions de la regle n dans le A-calcul a la de Bruijn, de la famille de
condions C'n, et des a,. Nous commencons par étendre cette derniere définition a

AX,.

Définition 4.4 Soient f € AX, et n > 1. On définit partiellement f, par récur-
rence sur la structure de f ainsi:

(ab), = ayb, id ,, = indéfini
(M), = Aappa (a-8)n = ay- Sy,
m—1 st m>n — . >
m, = indéfini si m =n ), = T o SZ. e
. indéfini st m <n
m st m<n.
X, = indéfini (X[s])n = S(X[sa))

On sous-entend que chaque membre gauche est défint ssi tous les f, apparaissant
dans le membre droit correspondant sont définis.
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Remarquons que nous avons été obligés de prendre la S PID-f.n. dans le cas X[s]
pour assurer (X[s]), € AX! . En effet, la possibilité s, = id peut se présenter
seulement quand s =T et n = 1. Par contre, prendre la SPID-f.n. n’est pas
nécessaire pour le cas a-s, car a, =m et s, =T™ entrainent m+1>n, a=m+1
et s =1"% qui est imposible si a-s € AX?, .

Lemme 4.5 Soient a € AX!,, s € AX? et n>1.
1. St a, est défini, a = o'(a,][s,-12]).
2. Si s, est définie, s =0"(8,038,-12).

3. Sl existe b e AX], tel que a = 0'(b[s,—12]), alors b= a, .

4. S’ existe t € AXZ tel que s =0'(tos,_12), alors t = s,

Démonstration

Les deux premiers résultats sont montrés par récurrence simultanée sur a et s.
Etudions par exemple le cas ¢ =m. Si a, est défini alors m # n.
Sim>n,onam,=m—1 et m=0'((m— 1)[s,_12]) se vérifie.
Sim<n,onam,=mnetmn=oc'(ms,_12]) se vérifie aussi.
Pour les autres cas on utilise ’'H.R., sauf pour le cas s =" ou un simple calcul
permet de conclure.

Pour obtenir les deux derniers résultats, on montre sans difficulté par récurrence
simultanée sur b et ¢ :

(0'(b[sp—12]))n =0 et (o'(tosu_12))n=1.

a

Corollaire 4.2 Soient a € AX?,

o'l

seAX) et n>1.
1. 1l existe be AX], tel que a = o'(b[s,—12]) ssi a, est défini.

2. Il existe t € AX?, tel que s =0'(t08,-12) ssi s, est définie.

Ce corollaire donne donc un algorithme pour vérifier la condition nécessaire pour
appliquer (Eta). En effet, étant donné a € AX", pour constater 1'existence de b €
AX?" tel que o'(a) = o'(b[T]), il suffit de vérifier si (o'(a)); est défini. Et ceci peut
se faire de maniere récursive.

Un deuxieme corollaire du lemme 4.5 est que la réduction n’ est une extension

dena AX, .

Corollaire 4.3 Soient a,b e A, alors a =, b ssi a —, b.
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Démonstration

Récurrence sur . Le seul cas intéressant est quand la réduction a lieu a la racine.
Supposons a = A(c1) —, b. Donc, b= o'(d) et ¢ = o'(d[T]) = o'(b[T]). D’apres
le lemme 4.5.3, b = ¢;, et le lemme 1.6 assure que c¢ satisfait O et que b = c!.
Alors (cf. définition 1.32), a —, b.

Réciproquement, supposons @ = A(c1l) —, b. Alors b = ¢! et c satisfait Cr;.
Encore le lemme 1.6 garantit que ¢; est défini et ¢; = b. D’apres le lemme 4.5.1,
on déduit ¢ = o'(b[T]) et, comme b € AX!,, on conclut @ —,/ b.

O

4.3 Interprétation de (Eta)

L’objectif de cette section est de montrer que toute Aon-dérivation s’interprete,
via o’-normalisation, par une Ap’-dérivation. Pour cela nous devons montrer une
série de lemmes analogues a ceux de la section 3.3 du chapitre précédent. Nous nous
contentons ici de signaler les différences essentielles par rapport a ces preuves-la.

La preuve de la remarque suivante est identique a celle de la remarque 3.9.

Remarque 4.2 Soient a,b,c € AX!, et s, t,u € AX?, .
1. 5t a—yb, alors ac—, be.
2.5 a—, b, alors ca —, ch.
3.5t a —, b, alors Aa —, Ab.
4. St s =t alors S(X[s]) —, S(X[t]).
5.8 a—yu b, alors S(a-s) —, Sb-s).
6. St s =y t, alors S(a-s) —, S(a-t).
Lemme 4.6 Soient a € AX!,, s,t € AX5, be AX" et ue AX?.
1. Si a =gy b, alors o'(als]) —, o'(b]s]).
2. 80 1 =gy u, alors o'(tos) =, o'(uos).

Démonstration
La preuve est analogue a celle du lemme 3.4, sauf le cas ou il y a un radical a la

racine qui est essentiellement différent :
Soient donc @ = A(c1) et b€ AX" tel que ¢ =0'(c) =a'(b[T]). On a

o'(Me1))ls]) = A" (e[t - (so T)]) L - (so 1)) = AMo" (e[t - (so T)]) 1)
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Or, o’(c[1- (soT)]) = o’ (b[T][L - (so1)]) = o' (b[s0T]) = o' ((b[s])[T]) -
, ' ((A(e1))[s]) = (ma) bls], ie. a'((A(c1))[s]) = o'(b]s]).

~ —

Donc
O

Méta-remarque Le corollaire 3.2, les lemmes 3.5 et 3.6 et le corollaire 3.3 sont aussi
valables, avec démonstrations identiques, en mettant (Fta) a la place de (Beta),
—, alaplace de —g et —, ala place de —» 5 . Nous nous rapportons a ces nou-
velles versions en ajoutant 1 a I’ancienne référence: lemmes 3.5n, 3.6 et corollaires
3.2n et 3.3n.

Proposition 4.2 Soient f,g € AX lels que [ — gy g, alors o'(f) —»y 0'(g) .

Démonstration

Récurrence sur la structure de f. La preuve est analogue a celle de la proposition
3.3, sauf le cas ou f = Aa et le radical est a la racine, i.e. @ = b1 et g = ¢ ou

o'(b) = o'([1]) -
Donc, o'(f) —, o'(g).
O

Corollaire 4.4 Soient f,g € AX tels que [ —»rop g, alors o'(f) —\p 0'(g) .

Démonstration

Par récurrence sur la longueur de la dérivation f —»\,, ¢. Si la derniere regle
est (Beta), on utilise la proposition 3.3. Si elle est (FEta), on utilise la proposition
précédente. Et si elle est une o’-regle le résultat est évident.

O

4.4 Confluence quasi-forte de 7’

Avant de montrer la confluence quasi-forte de 5, nous devons montrer un lemme
qui assure que les (Fta)-réduits des termes/substitutions de la forme o'(a[s,2]) /
0'(s 0 8,9) sont aussi de cette forme-la et que la (Fta)-réduction a nécessairement
lieu dans a ou dans s (cf. lemme 4.9).

Pour établir ce dernier résultat nous devons vérifier que la condition pour appli-
quer la regle (Eta) est satisfaite pour un terme ¢ € AX!, qui satisfait a son tour
o'(c[sn412]) = o'(b[T]) pour un certain terme b. Nous devons donc montrer que, en
présence de ces hypotheses, ¢ = o’(e[]]) pour un certain terme e (cf. lemme 4.8).

Enfin, ce dernier résultat requiert encore un lemme qui assure la non-existence
de solutions de certaines équations. Nous commencons donc par montrer ce résultat.

Lemme 4.7 Sotent p>0, >0 et 1 <k<p+1.

1. Sip>q>k—1, Uéquation sy,o = 0'(tos,2) n'a pas de solution dans AX®.
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2. 5 p < q, Uéquation sj,9 = 0'(t08,2) n'a pas de solution dans AX*.

3. L’équatio

Démonstration

n sy =0'(tos,2) n'a pas de solution dans AX?®, si p#q.

Rappelons sj,2 =k-...-p- TP*! (cf. définition 4.2).

Remarquons d’

abord qu’il suffit de montrer qu’il n’y a pas de solution dans AXZ ,

car o'(tos,9) = 0'(0'(t) 0 842) .

1. Supposons qu’il y ait une solution ¢ € AX?, .

(a) Sit

1.
il.

(b) Si ¢

=77 on étudie la valeur de m :

Si o m < g, alors o'(t0852) = Smt142. Or, égalité sp,0 = Spmy142
est impossible au niveau structurel si p # ¢.

Si m > g, alors o'(t 0 s,9) =1™%'. Donc, sgp2 =1, ce qui est
impossible, puisque sg,2 est un cons (k< p+1).

= qay-...-a; 7, avec j > 1, alors a; # m, car t € AX?,.

Remarquons que

o(arlsye)) . ' (ayfsgal) - /(17 052) € AXZ.

En effet, s’il existe n tel que o'(a;[sy2]) = n et o'(1T™ o0s,2) =17, les
lemmes 4.1 et 4.2 assurent n > ¢+1, ¢;j=n—1et m=n—1, ce qui
est absurde, car a; # m. Donc,

o'(tosga) = o'(arlsga]) oo 0 (as]sg2]) - 0/ (1T7 0542).

Calculons o/(1™ 0s,2) selon la valeur de m :

1.

il.

Si m < q,alors o/(1™ 0s,2) =m+1-...-g- 19" Donc,
Skp2 = 0 (a1[s,2]) .. - 0 (aj[s49)) m A1 o q PO
impossible si p # ¢.
Si m > ¢, alors ¢'(1™ 0s,3) =1™*'. Donc,
sep2 = o' (arfsg2]) oo o' (aglsge]) T

On conclut p =m, g =p—k+1,et comme k—1 < g < p,
on peut égaliser la (q+2-k)-ieme composante des deux substitutions:
a4+ 1= 0'(ag42-k[342]) - Ceci contredit le lemme 4.1.3.

2. On le montre par récurrence sur p+ 1 — k.
Si p+1—k =0, alors s, =1"*", et comme p+1 < ¢, le lemme 4.2 permet
de conclure.
Supposons donc p4+1—Fk > 0 et supposons qu’il existe une solution ¢ € AX?, .

(a) Sit

=17, comme sj,2 est un cons, nécessairement m < ¢. Donc,

Keoop P =i = 0'(1" 0s2) =m+1-...-q- 177,

ce qui est absurde, car p < ¢.
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(b) Si t=a-s, les lemmes 4.1 et 4.2, et t € AX?, donnent o'(t o s,2) =
o'(a[sq2]) - 0'(s 0 849). Donc,

K- Spr1pa = Skpa = 0 (afs42]) - 0'(50542),
d’olt sp41,p2 = 0'(s03,2), ce qui est absurde par H.R.

3. C’est une conséquence immédiate de deux résultats précédents avec k= 1.

a

Comme nous I’avons dit au commencement de cette section nous envisageons de
montrer que pour tout terme ¢ € AX!, | l'existence d'un terme b € AX" tel que
o'(c[snt12]) = o'(b[T]), entraine 'existence d'un terme e tel que ¢ = o'(e[]]). Si
nous essayons une preuve par récurrence sur la structure de ¢, nous constatons que
le traitement du cas ¢ = Aa nécessite une hypothese de récurrence plus forte. Nous

montrons donc le lemme suivant plus général.

Lemme 4.8 Soient ¢ € AX!, et s € AX?,, el soient 1, j tels que 0 < j <.

1. S7il existe b € AX!, tel que o'(c[si2]) = o'(b]s;2]), alors il existe ¢ € AX],
tel que ¢ = o'(e[s;q]) .

2. 8%l existe t € AX?, tel que 0'(s0s;2) =0'(tos;q), alors il existe u € AX},
tel que s = o'(uosj3).

Démonstration

Récurrence simultanée sur la structure de ¢ et de s.

c=ad: o'(c[si2]) = o'(a]siq)) o'(d[si2]) = 0'(b]siz]). Alors b ne peut étre qu’une
application: b="80", et on a par H.R. ¢, ¢ € AX], tels que a = o'(¢'[s;2])
et d = 0'(e"[s;2]). Il suffit donc de prendre e = €’€e”.

c=Aa: o'((c[siz]) = Ao'(a]siy12]) = o'(b[si2]). Alors b ne peut étre qu'une abs-
traction: b= Ab'. Donc, o'(a[sit12]) = o' (V'[sj412]), et comme j+1 <i+41,
I’'H.R. assure I’existemce de €’ tel que a = o'(€'[sj412]) . Prendre donc e = Ae’.

¢ =m: Nous devons montrer que m = o’(e[s;2]) a une solution. D’apres le lemme
4.1, il suffit de vérifier m # 5 + 1.
Supposons m = j+1. La remarque 3.3 donne o’((j + 1)[s;2]) = j + 1. Alors,
par hypothese, j + 1 = 0'(b[s;2]), ce qui contredit le lemme 4.1.

c=X: o'(c[si2]) = X[si2] = 0'(b]s;2]). Une simple analyse sur la structure de b,
montre que b ne peut étre que de la forme X[v] (b= X est exclu, car j <1).
Comme o'(v oid) # id (cf. lemme 4.4), on déduit X[s;2] = X[o'(v 0 s;9)].
Ceci contredit le lemme 4.7.3. Donc, ’hypothese n’étant pas satisfaite, il n’y
a rien a démontrer.
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c= X[w]: o'(c[si2]) == X[o'(w o s;2)] = o'(b[sj2]). Encore une analyse sur la
structure de b, montre que b ne peut étre que de la forme X[v] (b = X
est exclu maintenant a cause du lemme 4.7.3). L’H.R. donne u' telle que
w=o0'(u"0s;,), et il suffit de prendre e = X[u'].

s =7": On veut montrer que "= o’'(u0s;3) a une solution. D’apres le lemme 4.2,
il suffit de constater m > j.
En effet, si m < j, alors m < i, donc o'(1™ 08;2) = Smy1i2 = 0'(t05;2), ce
qui est impossible par le lemme 4.7.1.

s=a-w: Comme s € AX?, |, 0'(s0s;2) =0'(a][s;2]) - o'(wos; ) =0'(tos;z).
Si t =1", nécessairement m < j, car o’(tos;5) est un cons. Donc,

!
o'(tosis) =Smi1j2=m+ 1 Sn42j2.

Alors o'(w 0 8;2) = Smy2j2, qui contredit le lemme 4.7.2.
Si t=d-v, ’H.R. permet de conclure.

a

Lemme 4.9 Soient « € AX!,, be AX", s € AX?, et t € AX®.

[

1. Si o'(a[sn2)) —(me) b, alors il existe ¢ € AX" tel que o'(b) = o'(e[sna]) et
a4 —(Bta) € -

2. 51 0'(508p2) —(ta) t, alors il existe u € AX' tel que o'(t) = o'(uos,3) et
5 = (Eta) U -

Démonstration

Les deux résultats sont montrés par récurrence simultanée sur la structure de a et
s. Le seul cas intéressant est quand @ est une abstraction.
Soit donc a = Ae. Alors o'(a[s,2]) = Ao'(¢[snt12]) -
Si la réduction est interne ’H.R. permet de conclure. Supposons donc qu’elle a lieu
a la racine, i.e. o'(¢[spq12]) = d1. Un simple analyse sur la structure de ¢ montre
que ¢ = dc”. Alors o'(¢[spt12]) = d et o'('[sp12]) = 1. D’apres le lemme 4.1,
"= 1. Donc,

o (alsna]) = Mo"(¢sntr21) 1) (o) b

Comme la réduction a lieu a la racine, o'(¢/[s,412]) = o' (b[T]) = o’(b[s02]) -
Le lemme précédent garantit donc 'existence de ¢ € AX?, tel que ¢ = o'(e[sg2]) =
a'(e[T]). Alors
a=Xc1) = (pu) €.
Il suffit donc de montrer o’(b) = o'(e[s,2]). Nous utiliserons le corollaire 4.1.
On vérifie aisément que o'(T 0 $,412) = /(8,2 0 7). Donc,

o'(elsna][T]) = o'(e[snz o T]) = (€[] © $nt12]) =
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= o/(e[lsnr2]) = o(¢[sns13]) = o' (B[1)).

Le corollaire 4.1 permet donc de conclure.
O

Théoréme 4.1 La réduction n' est quasi-fortement confluente sur AX,: , et donc
confluente.

Démonstration

Nous allons montrer par récurrence sur la structure de f € AX, quesi f —(gw) g
et [ —(pw) h, alors il existe k € AX, tel que o'(g) =, k et o'(h) =, k. Ceci
est équivalent a la confluence quasi-forte de 7’

Le lemme 1.1 permettra d’établir la confluence.
On n’étudie que les cas ou il y a des radicaux.

f =ab: Trois possibilités:

— Les deux réductions ont lien dans a,i.e. @ —(pun) @' et a — (g @’ . Alors
g=abet h =a"b. Par H.R. il existe &' € AX!, tel que o'(a’) =, k'
et o'(a") =, k. Dapres la remarque 4.2.1, il suffit de prendre k = k'b.

— Les deux réductions ont lieu dans b. Analogue au sous-cas précédent.

— Une réduction a lieu dans a et 'autre dans b, i.e.
a =gy @' 5 b—=(pay b', g =a'b et h=al.
Alors b —, o'(V') et a —, o'(a’). Donc,

a'(g)=d'(a’) b %37'/2 o'(a")o'(b) et
o'(h) = ao'(¥) 5 o' (') ().
f = Aa: Trois possibilités:
— Les deux réductions ont lieu dans «, alors 'H.R. et la remarque 4.2.3
permettent de conclure.

— Les deux réductions ont lieu a la racine. Evident.

— Une réduction est interne et ’autre a la racine. Alors a = b1, ¢ = ¢ ou
c € AX' satisfait o'(c[T]) =b, et h=A(d1) ou b —(pu)d.
Or, b = d'(c[T]) = o'(0'(¢)[T]) . Donc, le lemme précédent assure 'exis-
tence d’'un terme e € AX" tel que o'(d) = o'(e[T]) et o'(¢) —=(m) €.
Nous avons donc

o' (h) = Ao'(d)1) =, a'(e) et a'(c) —, a'(e).

f = X]s]: Les deux réductions sont nécessairement internes. On conclut grace a
I’H.R. et la remarque 4.2.4.
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f=a-s: 51 les deux réductions ont lieu dans le méme sous-terme principal, on
conclut grace a I’'H.R. et les remarques 4.2.5 et 4.2.6.
Autrement, les remarques seules permettent de conclure.

4.5 Commutation et confluence

Dans la preuve de commutation nous avons besoin de la version correspondant
a (Beta) du lemme 4.9

Lemme 4.10 Soient a € AX!,, be AX", s€ AXS et t € AX®.

1. Si o'(a[sn2]) = (Beta) b, alors il existe e € AX" tel que o'(b) = o'(¢[sns]) et
@ —7(Beta) € -

2. 5t 0'(505,2) = (Betay . alors il existe u € AX' tel que o'(t) = 0'(uo0s,,) et
8§ 7 (Beta) U -

Démonstration

Les deux résultats sont montrés par récurrence simultanée sur la structure de a et
s. Le seul cas intéressant est quand a est une application.

Soit donc a = c¢d. Alors o'(als,3]) = o'(¢[sn2])0’(d[sn2]) .
Si la réduction est interne ’H.R. permet de conclure. Supposons donc qu’elle a lieu
a la racine, i.e. o'(c[s,2]) = A. En étudiant la forme de ¢, on arrive a la seule
possibilité ¢ = A, d’ou ¢ = o'(¢""[$5412]) . Alors
o alsna]) = (0" (Tsngr 2D (dlsa]) — ety (0" smir Dl (dlsa]) - i)
Or, a = (A")d —(petay ¢'[d - id] . 11 suffit donc de prendre e = ¢’[d - id] et montrer
o'(elsnal) = o'(0"("[snpr2])[0"(dlsn2]) - 7d])
En effet,
o ([d - id)[snz])) = o’ (" [d[su2] - 502]) "B (I snpr2 0 (dlsno] - id)]) =

= 0'("snt12][d[sn2] - 1d]) = 0" ('("[sn412]) 0" (d[s02]) - id]) .

Théoréme 4.2 Les réductions 3 et n' commutent sur AX,.
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Démonstration

Il suffit de vérifier les hypotheses du Lemme de Commutation (cf. lemme 1.2). On
montre donc par récurrence sur la structure de f € AX, que si f —(gu,) g et
I = (Betay b, alors il existe k € AX, tel que o'(g) —E>ﬁ/ ket o'(h) =, k.

On n’étudie que les cas ou il y a des radicaux.

f =ab: Quatre possibilités:

— Les deux réductions ont lieu dans a, i.e. @ —(pn) @' et a —(pe a”.

Alors ¢ = d'b et h = a'b. Par H.R. il existe &' € AX!, tel que
o'(a') S k' et o'(a’) —», k. D’apres la remarque 3.9.1 et le lemme

3.5.1n il suffit de prendre k = £'b.

— Les deux réductions ont lieu dans b. Analogue au sous-cas précédent.

Une réduction a lieu dans a et 'autre dans b, i.e.
a —(gta) @' 5 b—=(Beta) V', g=a'b et h=alb'.
Alors b —p o'(V) et a —, o'(a’). Donc,

a'(g)=d'(a’) b ]ﬁ%? o'(a")o'(b) et
o'(h) = ao'(¥) 5 o' (') ().

— La (Beta)-réduction a lieu a la racine. Alors a = Ac. Trois sous-cas:

— La (Eta)-réduction a lieu dans c. Alors g = (A')b olt ¢ —(pq) ¢’ et

h = ¢[b-id]. Dapres le lemme 4.6 (b-id € AX?, ), on a
o'(c[b-id]) —, o'([b-1d]).
Donc, o'(h) —, o'(<'[b-ud]).

D’autre part,

7'(9) = (A ()" (B)) =0 o ('()[o'(b) - i) = o' (b i)

— La (Eta)-réduction a lieu dans b. Alors g = (Ac)b’ ot b — () b’ et
toujours h = ¢[b-id].
Comme dans le cas précédent,

7'(9) = (A())"(¥)) = (e[ - id])

Il suffira donc de montrer que o’(¢[b - id]) —», o'(c[b - 1d]).
Or, b —, o'(V/). Alors (rappelons b€ AX, ),

bid=S(b-id) 5% S(' (V) -id) = ' (V - id) .
Enfin, la version 5 du corollaire 3.3.1 permet de conclure:

C3.3.1n

a'(e[b-id]) =¥, o'(c[o'(b - id)]) = o'(c[b - id]) .
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— La (FEta)-réduction a lieu a la racine de a,ie. c¢=d1, g =d'b ou

d=7c'(d[1]) et h = (d1)[b-id]. Donc, puisque b € AX!, on a:

o' (h) = oo id]) b) = o/ (& [1][b- id]) b =
=d'(d[id]) b=7c'(d)b=0o'(g).

f = Xa: Siles deux réductions ont lieu dans a, I’H.R., la remarque 3.9.3 et le lemme
3.5.3n permettent de conclure.
Supposons donc que la (Fta)-réduction a lieu a la racine, i.e. a = b1. Alors
g=cou b=d(]]).

La (Beta)-réduction ne peut avoir lieu que dans b. Donc, h = A(V'1) ou

()l
:0'/(

b 7 (Beta) b.
Or, comme b = o'(c[T]) = o'((o’
il existe ¢ € AX! tel que o'(¥')

o'(e).

D’autre part,

) — (Beta) b, d’apres le lemme précédent,
e[T]) et U( ) — (Beta) €. Done, o'(¢c) —p

ce qui permet de conclure.

f = X[s]: Les deux réductions ne peuvent avoir lieu qu’a l'intérieur de s, alors
I’H.R., la remarque 3.9.4 et le lemme 3.5.4n permettent de conclure.

f=a-s: 1l 'yatrois possibilités qui sont anologues aux trois premiers sous-cas du

cas f=ab.

a

Théoreme 4.3 Le A\p'-calcul est confluent sur AX, .

Démonstration

(est une conséquence du théoreme de Hindley-Rosen (cf. théoreme 1.1).
O

Corollaire 4.5 Le Afn-caleul, ¢’est-a-dire le A-calcul a la de Bruijn extensionnel,
est confluent sur A .

Démonstration

On constate aisément que les termes clos sont stables par An’-dérivation. Ceci assure
la confluence de An’ sur A. Le corollaire 4.3 permet de conclure.
O

Théoreme 4.4 Le Aon-calcul est confluent sur AX .
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Démonstration
Nous utilisons la méthode d’interprétation (cf. lemme 1.4), en interprétant les termes
et substitutions dans A X, .

Puisque ' peut étre simulée dans le Ao’-calcul (cf. remarque 3.6), elle est aussi
simulée dans Aon. La remarque 4.1 garantit la simulations de 5’ dans Aon. D’autre
part, 'interprétation de (Beta) par 3’ sur les o’-formes normales (cf. proposition
3.3) fournit une interprétation de (Beta) dans le Ap’-calcul, et la proposition 4.2
donne l'interprétation de (Eta) dans Ap'.

Le An'-calcul étant confluent (cf. théoreme précédent), on a les hypotheses du
lemme d’interprétation.

O




Chapitre 5

Deux résultats de complétude

Les résultats de ce chapitre ont été présentés dans [CR91]. Nous donnons ici la
version complete de ces résultats.

Dans la section 1.8 nous avons introduit le A-calcul a la de Bruijn typé et le
Ao-calcul typé et nous avons appelé les théories correspondant a ces calculs L1 et
S1, respectivement.

Nous avons aussi énoncé le théoreme de correction (cf. théoreme 1.15): si a est
simplement typable dans le Ao-calcul, alors sa o-forme normale o(a) est simplement
typable dans le A-calcul.

La réciproque n’est pas vraie. Voici un contrexemple: prenons 1fa : A-s], ou «
est typable et en o-forme normale, et s n’est pas typable (cela implique donc que
1la : A-s] n’est pas typable non plus). On a o(1[a: A-s]) =a, donc o(1[a: A-s])
est typable.

Le probleme est que la traduction o perd de 'information (ici s). Dans ce cha-
pitre, nous proposons une autre traduction du Ao-calcul dans le A-calcul, basée sur
des regles de reécriture qui ne perdent pas d’information. Pour cette traduction nous
pouvons prouver la complétude recherchée: un terme du Ao-calcul est simplement
typable si et seulement si sa traduction est simplement typable.

Nous commencons par formuler un ensemble £ de regles dont nous prouvons qu’il
est confluent et noethérien (section 5.1). Les formes normales pour ce systeme sont
essentiellement des A-termes: plus précisément, ce sont des A-termes dans lesquels
des opérations de recalage d’indice ( —[1] ) peuvent apparaitre. Une seconde traduc-
tion permet d’obtenir des A-expressions ou ces recalages ont été effectués. Dans la
section 5.2 nous présentons cette autre traduction et montrons qu’elle conserve les
types. Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme de complétude 5.2 (sec-
tion 5.3). Enfin, dans la section 5.4, nous adaptons ce résultat de complétude au
Aoy-calcul.

Notation 5.1 Afin de simplifier la notation, nous utilisons dans ce chapitre la no-
tation des ensembles de termes et substitutions non typés pour les ensembles typés
correspondants. On note donc A, 'ensemble des termes du A-caleul simplement typé

105



106 CHAPITRE 5. DEUX RESULTATS DE COMPLETUDE

en notation de de Bruijn; Ao’ , Uensemble des termes du Ao-calcul simplement typé;
Ac?®, Uensemble des substitutions du Ao-calcul simplement typé et Ao = Ao"UAo* .
5.1 Le systeme L

Définition 5.1 Le systeme L est défini sur Ao par les régles suivantes :

(IdEnv) alid] — a
(AntiClos) a[sot] — a[s][t]
(AntiBeta) alb: A-s] — ((AA.a)[s])b.

Théoréme 5.1 L est noethérien.

Démonstration

Soit P la fonction définie par récurrence simultanée sur les termes et substitutions

e P(1)=1 P(id) =1
P(ab)=P(a)+P(b) P(T)=1
P(AA.a) = P(a) P(sot)=P(s)+P(t)+1

P(a[s]) =P(a)+ P(s) Pla:A-s)=Pa)+P(s)+1

On vérifie aisément, par récurrence sur les contextes, que, pour tout contexte
Cl], st P(z) > P(y), alors P(C[z]) > P(C[y]). Montrons que P(a) > P(b) pour
chaque regle a — b de L:

~ P(afid]) = P(a) + 1 > P(a).
~ P(a[sot]) = P(a) + P(s) + P(t) + 1 > P(a) + P(s) + P(t) = P(a[s][1]) .
~ P(afb: A-s]) = P(a)+P(b)+P(s)+1 > P(a)+P(b)+P(s) = P((AA.a)[s])b).

Donc, une réduction infinie produirait une suite décroissante infinie d’entiers natu-
rels.
O

Corollaire 5.1 L est confluent.

Démonstration

L est localement confluent, car £ n’a pas de paires critiques; donc (cf. lemme 1.3),
noethérianité entraine confluence.
O

Notation 5.2 L(a) notera la L-forme normale de a dont Uexistence et unicité sont
assurées par le théoréme précedent et son corollaire, respectivement.
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La définition suivante formalise la notion de décalage retardé évoquée plus haut.
Définition 5.2 L’ensemble de termes AT est défini par:
az=11]ab| M.a | o[f].

Définition 5.3 On définit 1[T]" par récurrence sur n, ainsi:

i = 1t
1 = 1.

On identifiera n4 1 avec 1[T]". Grace a cette identification on a A C AT.

Proposition 5.1 Pour tout a € Ao, si a est en L-forme normale, alors a € A7 .
Donc, Uensemble de termes en L-forme normale est AT .

Démonstration

Par récurrence sur la structure du terme «a. Le seul cas intéressant est « = b[s],
mais si a est en forme normale, alors b est en forme normale et, en plus, s =7
(autrement on aurait un L-redex). Donc, on peut appliquer I’ H.R. & b.
Remarquons que I’ensemble de termes en L-forme normale est exactement AT, car
ses éléments sont des formes normales.

O

5.2 La traduction T

Pour définir T : AT— A, nous nous servirons des fonctions d’actualisation intro-
duites dans le chapitre 1 (cf. défifnition 1.24). Afin d’éviter une surcharge d’indices,
nous donnons une autre version de ces fonctions et conservons la méme notation.
Donc, dans ce chapitre, les fonctions U* sont données par:

Définition 5.4 On définit les fonctions U : A — A pour ¢ >0 et n>1 par:
Ut (ab) = Ui (a) U (D)
Ur(AA.a) = NAUT (a)

(m):{m—l—n Stm >

m sim <1

Définition 5.5 On définit la fonction de traduction T : AT— A par:

T(1) =1
T'(a)T(b)
)_)\AT(a)
Us(T'(a

T(ab) =
T(MA.
T(alT )

I)=
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Remarque 5.1 L’image de T est, en effet, contenue dans A. En fait, 'image de
T est exactement A, car, pour a € A, on a T(a)=a.

Notation 5.3 FE étant un environnement, 1g(E) notera sa longueur et E,, le m-
ieme type de E (en partant de la gauche).

Lemme 5.1 Pour tout environnement E , tout type A et tout entier m > 1,
Frpim:A ssi lg(E)>m et F, =A.

Démonstration
Par récurrence sur m. Le cas m = 1 est précisément la regle L1-var.
Soit ¥ = K1, E'. On a les équivalences suivantes :

Erpim+1:A ssi (L1-var n)
Erpim: A ssi (H.R.)
lg(E')>m et E,=A ssi

lg(E)y>m+1 et E,g=A.

O

Lemme 5.2 Sotent a € A, A):Al,...,Ai et ngl,...,Bn.Alors
A),BE),EI—LlUf(a):C 881 A),El—Lla:C.

Démonstration
Par récurrence sur la structure de «.

—a=met m>1 (alors U'(a) =m+n)
A),BE),E Frim+n:C ssi (lemme 5.1)
(14_1) é ) >m+n et (A),B),E)m_m =C ssi
g(%_l) E) > et (A),E)m =C ssi (lemme 5.1)
A) E |_L1 m: C
—a=met m<i (alors U(a) =m):
A B Etpim:C ssi (lemme 5.1)
A, =C ssi (lemme 5.1)
/_( E |_L1 m: (.
— a = be (alors Ul(a) =Ub)Ul(c)):
14_1) é Etpy Ub)UMe) : C ssi (L1-app)
/T é Etrp Ur(b):D — C et A B,Etp; UM(c): D ssi (ILR.)
14_1) Eby1b6:D—C et A),E Fric: D ssi (L1-app)
/Y Etpybe:C .
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— a = AC1.b (alors Ul(a) = AC1.U" (D) ):

A, B, E by ACL.UE(b) : C ssi (L1-lambda)
C=C—Cy et C,A B Ery Ur(b):Cy o ssi (LR
Ci, A, E bty b: Oy ssi (L1-lambda)

A E b1 AC1b: Oy — Oy
O

Lemme 5.3 Pour tout a € AT, tout environnement E et tout type A,
Fbgia:A ssi EFppT(a):A.

Démonstration

Par récurrence sur la structure de «.

a=1 (alors T(a)=1):
Flgi1:A  ssi(S1-var)

EFi=A ssi (L1-var)
E |_L1 1:A4.
— a=be (alors T(a)=T(b)T(c)):
Elgrbc: A ssi (S1-app)
Etgib:B—A et Elgic:B ssi (H.R.)

Ebp1Th):B—A e FEbpyT(e): B ssi(Ll-app)
Eblp1 T0)T(c): A.

— a=AB.b (alors T(a) = AB.T(b)):

Etgr ABb: A ssi (S1-lambda)
A=B—C e B,EFs1b:C ssi(HR.)
B, Etrp, T(b): C ssi (L1-lambda)

Etrpy ABT(b): B— C.
— a =[] (alors T'(a)=Us(T(b))):

EFg1 b[T]: A ssi (S1-clos et S1-shift)
E=FE,E e FEtgib:A ssi(HR.
E'Fp1T0): A ssi (lemme 5.2 avec i =0 et n=1)

By Ug(T'(0))

5.3 Complétude du Ao-calcul

Nous montrons d’abord que les regles de réduction de £ préservent le typage.
Donc, les types seront préservés par passage a L-forme normale. Grace a ce résultat
nous obtenons le théoreme de completude.
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Lemme 5.4 Pour toute réegle a — b de L, tout contexte C[] de type terme et tout
contexte D[] de type substitution,

1. Etgy Cla]: A ssi EFgy C[b]: A
2. Etgy Do B ssi E gy D[b]s E.

Démonstration

On montre les deux résultat en méme temps par récurrence simultanée sur la struc-
ture des contextes.
Le seul cas intéressant est C'[] = []:

(IdEnv): Alors a = c[id] et b= c.
FFgyclidl: A sii (S1-clos et S1-id) Eltgyc: A.

(AntiClos): Alors a =c¢[sot] et b= c[s][t].

EFgycsot]: A ssi (S1-clos)
Etgysotv B et E'bgre: A ssi (S1-comp)
FEblgite B, FE'tgisc B et E'lgpce: A ssi(Sl-clos)
EFgite B et E'Fgycs]: A ssi (S1-clos)
EFgycfs]t]: A.

(AntiBeta): Alors a =¢[d: B-s] et b= ((AB.c)[s])d.
Ergicd:B-s]: A ssi (S1-clos)
Fbtgi(d:B-s):B,E et B,F'Fgic:A ssi (S1-cons)
EFrgid:B, Etgisv bk et B Etbgic:A ssi (S1-lambda)
FFg1d:B, Flgysec k' et E'tgy AB.c:B— A ssi(S1-clos)

(

Etgy (AB.c)[s]:B— A et Etrg1d:B ssi (S1-app)
FEFg1 (AB.o)[s])d: A.

Une conséquence immédiate du lemme précédent est la

Proposition 5.2 Pour tout a € Ac', on a I'équivalence :

Ftgia:A ssi Ebgy Lla): A.

Théoréme 5.2 (Complétude) Pour tout a € Ao’ tout environnement E et tout
type A,

Flgra:A ssi Erpy T(L(a)):A.

Démonstration

F Fgy a: A ssi(proposition 5.2) EFgy L(a): A. Mais, d’apres la proposition 5.1,
L(a) € AT, donc le théoreme découle du lemme 5.3.

O
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5.4 Complétude du Aoy-calcul

Nous finissons ce chapitre en adaptant le résultat de complétude de la section
précédente au Aoy-calcul (cf. section 1.8). L’intérét de ce calcul, rappelons-le, est
qu’il est confluent sur tous les termes/substitutions ouverts. Nous donnons la syntaxe
pour la version typée et définissons les regles de typage ainsi:

Définition 5.6 La syntaze du Aoy-calcul typé est obtenue a partir de celle du \o-
caleul typé en y ajoutant un constructeur unaire de substitutions {4 pour chaque
type A. Les régles de typage sont celles de la théorie S1 a laquelle, pour chaque type
A, la regle suivante est ajoutée :

(81— lift) EFsp F

A EFf,(s)5 A, E

On nomme S1 cette théorie. On note AS*, AS® l'ensemble des termes et 'ensemble
des substitutions, respectivement; tandis que AS = ASTUAS®.

Définition 5.7 La fonction de traduction J : AS — Ao est donnée par:

J(1)=1 J(ed) =ud

J(ab) = J(a)J(b) J(T) =

J(AA.a) = NA.J(a) Ja:A-s)=J(a): A-J(s)
J(a[s]) = J(a)[J(s)] J(sot)=J(s)oJ(1)
J(Mals))=1:A-(J(s)oT)

Proposition 5.3 Soient f € AS, E un environnement et F un type, si f est un
terme, ou un environnement, si f est une substitution. Alors

Ebs1f:F ssi EFgy J(f):F.

Démonstration
Par récurrence simultanée sur la structure de f.

Etudions, par exemple le cas ou f =14 (s) :

A ElFsifa (s)> A E ssi (S1- hft)

EbFs1 s B ssi (H.R.)

FElgy J(s)> F' ssi (S1-comp) et (S1-shift)
A EFgy J(s)o Tk ssi (S1-cons) et (S1-var)

A EFgi1:A-(J(s)oT)p A E".
O

Le théoreme de complétude 5.2 et la proposition précédente nous assurent la
complétude du Ao,-calcul :

Théoréme 5.3 Soient a € AS", E un environnement et A un type. Alors
Ftsia:A ssi Ebpi T(L(J(a))): A.
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Remarque 5.2 On peut aussi donner une démonstration directe du théoréeme 5.3
en suivant les lignes de celle du théoréme 5.2.

En effet, on définit d’abord un systeme de réduction £' qui a les regles de £ plus la
regle

(AntiLift) - alfra(s)] — (AA.a)[s][T])1

On démontre la noethérianité de £’ en étendant la fonction de poids P par

P(fh4(s)) = P(s) + 3.

On obtient, de méme, la confluence de £’ et une démonstration analogue a celle de
la proposition 5.1 nous donne:

Pour tout a € AS*, L'(a) € AT.

Les lemmes 5.3 et 5.4 et la proposition 5.2 restent valides en substituant £ par L’
et S1 par &1, et on arrive ainsi a un théoreme analogue au théoreme 5.2:

Pour tout a € AS", Ets1a:Assi Ebpy T(L'(a)): A

En fait, on démontre par récurrence sur (pr(a),lg(a)), ou pr(a) est la profondeur
de a (longueur de la réduction la plus longue de a a sa L£'-forme normale) et lg(a)
sa taille, que

£/(a) = L(J(a))

ce qui fournit une autre démonstration du théoreme 5.3.



Chapitre 6

Le )\v-calcul

Dans ce chapitre nous abandonnons la notation de de Bruijn et nous revenons
a la notation utilisée habituellement pour dénoter les variables: les noms, i.e. les
lettres z, y, 2z, etc.. Nous essayons donc d’intégrer cette formulation traditionnelle
du calcul avec le nouvel ingrédient des substitutions explicites. Deux calculs de ce
type ont été proposés dans [ACCL90], ou I'on présente aussi les désavantages de ces
calculs: absence de formes normales pour les substitutions, pas de bonnes propriétés
de confluence. Ces deux calculs conservent la division des termes en deux sortes:
termes proprement dits et substitutions. Nous essayons une autre formulation.

Nous voulons inclure dans le langage un opérateur ternaire —[—/—] qui reflete
la méta-substitution du A-calcul le plus fidelement possible. Nous souhaitons donc
que le calcul contienne une regle:

(Beta) (Ax.a)b — alb/z].

Pour effectuer la substitution, nous devons la propager jusqu’aux variables.
Calculer les substitutions sur les variables semble naturel : inclure une regle pour
traiter le cas ou la variable a étre substituée est celle explicitée dans la substi-
tution (cf. la clause 1 de la définition 1.18 '):

(Var =) z[b/z] — b;
et une autre pour le cas ou ces deux variables sont différentes (cf. la clause 2):
(Var) ylb/z] — y.

Il faut introduire une regle qui permette le passage de la substitution sous les
abstractions. Nous proposons d’introduire la regle suivante (cf. la clause 5):

(Abs) (Ay.a)[b/x] — Ay.(a[b/x]).

,es clauses mentionnées dans la suite sont celles de cette définition

113
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Evidemment, cette regle, sans restrictions, introduira le probleme de capture des
variables. Nous la gardons telle qu’elle a été énoncée et, pour tenter d’éviter les
captures, nous nous restreignons a un sous-ensemble de termes.

En fait, il y a deux situations a éviter:

— Celle de la clause 4, c’est-a-dire quand = = y . On peut arriver a cette situation
ainsi :

(Az.(Az.a))b — (Az.a)[b/z].

Il semble naturel d’exiger que toute variable d’un abstracteur soit différente
de toutes les variables des autres abstracteurs.

— Celle de la clause 6, c’est-a-dire quand y € F'V(b). On peut arriver a cette
situation ainsi:

(Az.(Ay.a))b — (Ay.a)[b/z].
Il semble suffissant d’exiger qu’aucune variable ne soit libre et liée a la fois.

Nous proposons donc d’imposer aux termes la condition, que nous appelons TNV,
qui consiste en les deux clauses suivantes:

I1. Des abstracteurs différents lient des variables différentes.
12. Aucune variable n’est libre et liée a la fois.

Pour continuer la propagation de la substitution, nous devons ajouter une regle
qui effectue le passage sous ’application. La regle correspondante du A-calcul clas-
sique suggere la regle:

(Ap) (ab)le/z] — (ale/z])(ble/x]).

Or, si 'on garde (Ap), la propriété INV n’est pas préservée par dérivation. Voici
un exemple ou 11 n’est plus satisfait par le dérivé:

(Az.22)(A2.2) = (Bewa) (22)[Ax.2/2] = (4p)
—(4p) (z[Ax.x/z]) (z[ M.z /z]) — (Var=) Ae.z)(Ae.x).

Pour éviter la perte de I1 dans cet exemple il suffit de renommer les variables liées
de Az.x au moment de la distribution sous 'application zz :

(zz)[Av.a/z] = (z[Axr.xq/z])(z[Axz.20/2]) — (Aag.2q)(Axz.2g) .

Ce renommage permet aussi d’éviter la perte de /2 dans un sous-terme du réduit,
ce qui pourrait aussi produire une capture. Voici un exemple de cette situation :

(Az.22)(Azy.2y) = (Beta) ((22)[Axy.2y/2]) = (4p)

—ap) (Z[Azy.ay/z]) (z[Azy.xy/2]) = (varzy (Azy.2y)(Azy.2y) — (Beto)
— (Beta) (Ay.xy)[Azy.xy/x] — Ay ((Azy.zy)y).
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En effet, le sous-terme (Azy.zy)y du réduit ne satisfait pas 2. En revanche, avec
le renommage cet exemple devient :

(Az.z2)(Azy.ay) = (Bewa) ((22)[Aay.2y/z]) —
— (z[Aziyr.aiyi [ 2]) (2[Az2y2.2292/2]) = (var=)
7 (Var=) ()\Jflyl-wlyl)()\wzyz-wzyz) —7(Beta)

—7(Beta) ()\yl-51?1311)[)\51?2?12-51?2?12/51?1] - )‘yl-(()\x2y2-$2y2)y1)-

Maintenant le sous-terme (Azayq.22y2)y; satisfait bien 12.

Ceci suggere I'introduction de deux opérateurs de renommage, que nous dénotons
de maniere suffixe ainsi: —(1) et —(2). IIs sont activés au moment du passage de
la substitution sous ’application par la regle:

(App) (ab)le/u] — (ale(1)/ul)(ble(2)/u]).

La fonction essentielle de ces opérateurs est le renommage des variables sous les
abstracteurs, ce qui est décrit par la regle:

(Absk) (Au.a){k) — Aug.(a(k)|ur/u]).

Dans la section 6.1 nous définissons le Av-calcul en complétant ’ensemble de
regles que nous venons d’introduire informellement; nous fixons les notations et
nous montrons quelques résultats préliminaires. Dans la section 6.2, nous donnons
quelques exemples qui illustrent 'introduction de la condition INV. Nous y consta-
tons que toutes les expectatives ne sont pas satisfaites : méme avec I'introduction des
opérateurs de renommage et des regles qui les concernent la propriété I NV n’est pas
préservée par Av-dérivation. Dans la section 6.3 nous montrons que le Av-calcul est
suffisamment puissant pour reproduire la 3-réduction du A-calcul classique. Dans la
section 6.4, nous commencons 1’étude du v-calcul (le Av-calcul sans la regle (Beta)),
dont nous montrons la confluence. La section 6.5 est consacrée a la noethérianité
du v-calcul. Enfin, dans la section 6.6, nous définissons une stratégie de réduction
qui préserve I NV et nous montrons que, en utilisant cette stratégie, le Av-calcul est
correct par rapport au A-calcul classique.

6.1 Présentation du calcul

Comme nous ’avons dit plus haut nous abandonnons la division en termes pro-
prement dits et substitutions, mais nous retrouvons deux sortes a un autre niveau:
une sorte variable, sous-sorte d’une sorte terme. La substitution est gérée en reflétant
le traitement habituel du méta-langage sur la syntaxe. Ainsi, le langage possede un
opérateur ternaire —[—/—] de type terme X terme x variable = terme . L’inter-
prétation du terme a[b/x] est donc le terme a ou la substitution de la variable z
par le terme b doit étre effectuée. Notre syntaxe devient donc tres adéquate pour
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exprimer 'idée intuitive de substitution et notre regle (Beta), (Az.a)b — a[b/x]
reflete fidelement la regle § du A-calcul classique, maintenant exprimée a l'intérieur
du langage.

Remarquons que si nous voulons définir un systeme de réécriture qui contienne
les regles (Var=) et (Var), en suivant la présentation que nous avons donnée dans
la section 1.2, le systeme obtenu ne sera pas confluent. En effet, la raison est la
suivante: (Var=) est une instance de (Var) et les réduits ne correspondent pas.
Cependant, nous pouvons définir une notion de réduction non ambigué en explicitant
la précédence de (Var=) par rapport a (Var). Autrement dit, on impose la condition :
un (Var)-radical peut se réduire s’il n’est pas un (Var=)-radical.

Nous commencons par donner la syntaxe du Av-calcul. Comme nous venons de
le dire, les variables liées de certains termes pourront étre renommeées. Nous partons
donc d’un ensemble dénombrable de variables de base, appelons-le V', & partir duquel
nous construisons un ensemble de variables étiquetées, i.e. variables sur lesquelles
quelques renommages ont été effectués. Ces variables seront les variables de notre
calcul.

Définition 6.1 La syntaxe du Av-calcul est donnée par:

Etiquettes kao=112

Listes d’étiquettes ¢ ::=nil | (Qk

Variables wi=z, (zeV)

Termes az=u | ab | Au.a | a[b/u] | a(k)

Nous dénotons V., U'ensemble des variables (étiquetées). La liste (Qk , souvent notée
tk, est la liste obtenue en ajoutant 'étiquette k a la fin de la liste ¢.
L’ensemble des termes du Av-calcul est noté Av .

Notation 6.1 Nous utilisons les lettres u, v, w pour dénoter des variables étique-
tées, tandis que x,y, z dénotent des variables de base. Si u = x,, la variable éti-
quetée uy abrége x,ayp .

La liste vide est dénotée ¢, et convenons x. = x. La longueur de la liste ¢ est
notée lg(¢).

L’ensemble des termes du A-calcul avec des variable étiquetées est noté A. au
liew de Ay, , pour alléger la notation. Nous gardons Ay pour l'ensemble des termes
du A-calcul avec des variables sans étiquettes.

Remarque 6.1 D’apres lidentification x. = x, on a les inclusions suivantes:

Ay C A CAv.
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(Beta) (Mu.a)b —  a[b/u]
(Var=) ulb/u] — b

(Var) v[b/u] — v

(Abs)  (Av.a)[b/u] — Av.(a[b/u))
(App) ab)[

(Vark) u(k) — wu

/
c/u] — (ale(l)/u])(b]e(2)/u])
{
{
{

)
ky —  Aug.(alk)ug/u])
) — (a{k))(b(k))

FiG. 6.1 - Le systeme de réécrirure A\v

Définition 6.2 Le Av-calcul est défini par Uensemble de reégles donné dans la figure
6.1. La régle (Var=) précéde la régle (Var), i.e. pour réduire un radical de la forme
v[b/u] on compare d’abord les variables u et v : si elles coincident, le réduit est
b, tandis que si elles difféerent, le réduit est v. Le v-calcul est le calcul obtenu en
privant le Av-cacul de la régle (Beta).

Evidemment les termes de A. sont en v-forme normale. Donc, le théoreme sui-
vant caractérise les v-formes normales comme les termes de A, .

Théoreme 6.1 Soit a € Av en v-forme normale, alors a € A, .

Démonstration
Supposons que la these n’est pas vraie, alors a contient au moins une cloture ou un

renommage.

Si a contient au moins une cloture, prenons une cloture de longueur minimale
contenue dans a; elle sera de la forme b[c/x], ou b = d{k), car a est en forme
normale. Or, a étant en forme normale et la cléture étant de longueur minimale, d
est est encore de la forme d'(k), et ainsi de suite. Comme b est un terme fini, ce
processus doit s’arréter, i.e. b= (---(e(ky))---)(k,) ou e n’est pas un renommage.
Mais tout autre choix pour e est absurde.

Si a ne contient pas de clotures, alors a contient au moins un renommage, et un
raisonnement analogue au précédent nous permet de conclure par I’absurde.

O

Nous rappelons 'ordre préfixe sur les suites:
e =k ssi lg(e) <lg(k) et Vi <lg(e)(e; = ki) .

La relation de compatibilité, qui s’avere adéquate pour définir la propriété INV
dans le cadre plus général des termes avec des variables étiquetées, est donnée par:

1<~k 88l 1t =<K ou K =1¢.
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Remarque 6.2 Voci quelques propriétés évidentes de ces relations :
1. =< est reflexive et transitive.
2.5 =X p et k=X, alors ¢ <~ k.

3.8 1=k, /! =vet £ =<k, aors ! <=k

Notation 6.2 On utilisera la notation Au € b pour abréger FyIa(b/~y = Au.a) et
on notera Au €, b quand on voudra mettre en évidence 'occurrence .

La création des abstractions est bien controlée par la Av-dérivation: les suites
d’indices des variables des abstracteurs d’un terme dérivé ne peuvent étre que des
extensions des suites d’indices des variables des abstracteurs du terme de départ :

Lemme 6.1 Sotent z €V, a,b€ Av, a —»), b et Az, € b, alors il existe K < ¢
tel que Az, € a.

Démonstration

On le montre par récurrence sur n, longueur de la dérivation.

Le cas n =0 étant trivial, supposons a — ¢ — b.

Si ¢ = €, on constate que pour toute regle on a que si Az € b, alors Az € ¢, et par
H.R., on déduit Az € a.

Si ¢ # e, s0it ¢ = k. Si Az, € ¢, on utilise 'hypothese de récurrence et si
Az, € ¢, alors la derniere regle appliquée est nécessairement (Absk) et Az, € c,
I’H.R. garantit 'existence de & < ¢ tel que Az, € a et, =< étant transitive, le
lemme est démontré.

O

Nous étendons maintenant les définitions d’ensemble de variables et d’ensemble
de variables libres aux termes du Av-calcul et montrons que la Av-dérivation ne crée
pas de nouvelles variables libres.

Définition 6.3 Pour a € Av, on définit V,(a), I’ ensemble de variables de «a, et
FV,(a), I’ensemble des variables libres de a, par récurrence sur la complexité de a :

Vi(u) = {uj Vi(u) = {u}

Vi (ab) =V, (a) UV, (D) Vi (ab) = (a) V.(0)

Vo(Aw.a) = {uj UV, (a) Vi (Au ) u(a) {u}

Vio(a[b/u]) = {u} UV, (a) U V(b) V, (afb/u]) = F Vo(0) U (FV,(a) = {u})
Vo(a(k)) = V.(a) Vola(k)) = FV,(a)

Remarque 6.3 5i a € A., V,(a) et FV,(a) coincident avee les ensembles des
variables et des variables libres définis habituellement.
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Lemme 6.2 Soient a,b € Av. Si a —), b, alors FV,(b) C FV,(a).

Démonstration

On le montre par récurrence sur n, longueur de la dérivation.

Le cas m = 0 est trivial. Si @ — ¢ — b, on constate d’abord que, pour chaque
Av-regle 1 — s, FV,(s) C FV,(r), et ensuite on vérifie par récurrence sur la
complexité des contextes que, pour tout contexte C', si FV,(s) C FV,(r), alors

FV,(C[s]) C FV,(C[r]). On a donc FV,(b) C FV,(c) et on conclut par H.R..
O

6.2 Le pseudo-invariant

On veut introduire maintenant une condition sur les termes du A-calcul pour
que les réductions dans le Av-calcul soient correctes par rapport a la [F-réduction.
L’idée est la suivante: éviter que la regle (Abs) produise des captures des variables.
Etudions quelques exemples pour mieux comprendre la situation.

Exemple 6.1 Réduisons le terme (Axx.x)y dans les deux calculs :
- (Azz.x)y —p Ae.a)y/z] = Ae.x,
- (Azz.x)y —n Qx.x)y/z] = Ae(zly/z]) = Azey .
Cet exemple suggere une premiere condition a imposer au terme a réduire :
B> Des abstracteurs différents lient des variables différentes.
Exemple 6.2 Réduisons le terme (Axy.x)y dans les deux calculs :
- Qayx)y =5 (Ay.z)ly/z] = Az,
- Qaya)y = yo)ly/z] = Ay-(xly/a]) = Ayy

Cet exemple suggere une deuxieme condition :

B>  Aucune variable n’est libre et liée a la fois.

Nous voulons généraliser ces idées pour donner une définition d’invariant pour les
termes avec des variables étiquetées. Une notion préliminaire, celle de compatibilité,
rendra plus claire cette généralisation.

Définition 6.4 Deux variables étiquetées u et v sont compatibles ssi il existe une
variable de base x telle que w=x,, v =x, et ¢t <~ K.
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Définition 6.5 On dira qu’un terme a € A, satisfait I’ invariant, et on le note
a = INV | ssiles deux conditions suivantes sont salisfaites :

11. Des abstracteurs différents lient des variables non compatibles, i.e.
st z€V, Xz, €ya, Azg€sa el 1 <-kK, alors 1=k et y=0.
12. Aucune variable libre n’est compatible avec une variable liée, i.e.

—dz € V=3i, s telles que z, € FV(a), Azx €a et 1t <~ k.

Puisque sur les termes sans variables étiquetées les notions de compatibilité et
d’égalité coincident, les conditions de la définition que nous venons de donner sont
en fait une généralisation des conditions suggérées plus haut :

Remarque 6.4 Si a € Ay, a EINV se réduit a:
11. Des abstracteurs différents lient des variables différentes.

12. Aucune variable n'est libre et liée a la fois.

Remarque 6.5 Tous les sous-termes d’un terme satisfaisant Uinvariant le satisfont
ausst.

Démonstration

Récurrence sur la complexité du terme. Il suffit de montrer:
1. Si ablEINV jalors a = INV et b INV .
2. Si Az,.a | INV Jalors a EINV.

L’affirmation 1. est évidente. Quant a I'affirmation 2., le seul cas intéressant a consi-
dérer est celui ou z, est libre dans a et Az, € a avec k <> ¢, mais le fait que
Az,.a = INV exclut cette possibilité.

O

La question qui surgit naturellement est de savoir si 'invariant ainsi défini est
vraiment invariant par rapport a la Av-réduction, i.e. si a | INV et a —»,, b,
alors b |= INV . La réponse est negative. En effet :

Exemple 6.3 Perte de INV par Av-réduction.
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Demonstration

Soient ¢ = (Az.xx)(Ay.y) et a = (Az.zz)c.

Evidemment, a | INV . On construira b € A, tel que @ —»,, b et b INV . On
commence la réduction :

a— (zz2)[c/z] — z[c(1) /2] z[c(2) /2] — ¢(1)e(2)

On continue la réduction séparément dans ¢(1) et ¢(2) en suivant deux stratégies
différentes:

c(l) = (Azpziz)(Ayiyn) — (Ayayin) (Ayiz-yi2)

c(2) = ((Ayry)(Ay2.92))(2) = (Ayi2.y12)(Aya2.y22)
On a donc la Av-réduction suivante :

a —» C<1>C<2> - ((Ayn-yn)(Aym-ym))((Aym-ylz)()\yzz-yzz)) =b

On constate que b = INV (b = I1), car on trouve dans b, par exemple, deux
Ayqo’s différents.
O

Faut-il changer le pseudo-invariant I NV? D’apres le contrexemple précédent on
aurait envie d’affaiblir la premiere condition a:

> Si deux A’s lient des variables égales, alors aucun d’eux ne se trouve
sous la portée de 'autre.

Mais I'exemple suivant montre que celle-ci n’est pas une bonne solution pour la
conservation de I NV par Av-réduction.

Exemple 6.4 (Ayx.y)(Az.x) —»\, Az.(Az.x)

Ce qui s’est passé est que la regle (Beta) a fait entrer le deuxieme Az sous
la portée du premier Ax. Donc, trouver la bonne notion d’invariant semble plus
compliqué.

Nous gardons quand-méme la définition 6.5 et par commodité continuerons a
I'appeler “invariant” méme s’il ne 'est pas. De toutes facons nous Av-réduirons en
utilisant une stratégie qui conserve 'invariant et montrerons la correction du calcul
(cf. théoreme 6.5) pour cette stratégie.
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6.3 Simulation du M-calcul dans le \v-calcul

Le but de cette section est de montrer que toute -dérivation a —»3 b peut étre
simulée par une Av-dérivation o —»,, V' telle que a =, d', b=, b, ¢ E INV
et ' E INV (cf. théoreme 6.2). Ceci montre que le Av-calcul est suffisamment
puissant pour simuler le A-calcul classique.

Nous montrons d’abord que, sous certaines conditions, la v-dérivation effectue la
méta-substitution du A-calcul classique quand le terme a substituer est une variable :

Lemme 6.3 Soient b€ A., v € V(b) et Au &b, alors blv/u] —, bJv/u].

Démonstration

On le montre par récurrence sur la complexité de b.
— Si be V., le lemme est immédiat.

—Si b=cd (alors v € V(c), v€ V(d), \u d c et Auéd)on a:

(cd)v/u] =, clo(1)/u] d[v(2) /u] =, c[v/u] d[v/u] =,
—», c[v/u] dv/u] = (ed)[v/u] .

- Si b= Aw.c (alors w#u, w#v, v V(ic) et Audc)ona:
(Aw.c)[v/u] —, Aw.(c[v/u]) il Aw.cfv/u] = (Aw.e)[v/u] .

La derniere égalité étant justifiée par la clause 5. de la définition 1.18, puisque
w# .
O

Nous présentons maintenant une stratégie pour réduire les renommages de sorte
que 'invariant soit préservé. En plus, les dérivés donnés par cette stratégie satisfont
plusieurs propriétés qui seront utiles dans la suite. Plus précisément :

Proposition 6.1 2 Si be A, et b= INV | alors il eviste b, € A, k€ {1,2} tels
que

i) bk) —, by .
ZZ) b =4 bk .
iii) FV(b) = FV(by).

?Dans le cas oul b est une variable il y a abus de notation. En effet, si b = u = z,, la variable
uy dénote (cf. notation 6.1) x,; , tandis que le by, fourni par cette proposition sera x, . Cependant,
le contexte dans lequel nous utiliserons cette notation ambigiie sera toujours suffisamment clair
pour faire le bon choix.
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iv) b INV.
v) mdz eV, ~Ji,k (L <K N Az, €b1 N Az € by).

vi) Az, €by = F/ (v=k N Az €D).

Démonstration Par récurrence sur la structure de b.

I) Si be V., alors b(k) — b et il suffit de prendre by = b.

II) Si b=cd, alors ¢,d = INV et par H.R. il existe ¢, d; tels que i)-vi) sont
satisfaites. Nous montrons que by = cxdy satisfait aussi i)-vi).

1) ed(k) — c(k)d(k) — cpdy .

) ¢, =4 ¢ et dp =, d entrainent cpdy, =, ed.
)
)

FV(erdy) = FV(er) U FV(dy) = FV(e) U FV(d) = FV(cd).

iv) Démontrons que ¢xdy = INV .

111

I1) Soient Az, €, cpdi, Azy €5 crpdy, ¢ <= K.

o Siy=14" et 6 =10, alors Az, €, ¢ et Az, €y ¢ . Comme
e EINV,ona 1=k et v'=¢.Done, v=46 .

e Si v=24" et 6 =2¢, on raisonne comme dans le cas précédent.

o Siy=14" et 6 =26, alors Az, €, ¢ et Az, €s d . Par H.R.
viyona =k, k=rk, dzy €Ec et Azy €d ,ce qui est
absurde car b = INV et <= £’ . Donc, ce cas-ci n’es pas
possible.

e Si v=24"et 6 =1¢, on raisonne comme dans le cas précédent.

I2) Supposons que I2 n’est pas satisfaite. Alors il existe z € V' et des
suites ¢, & telles que z, € FV(epdy) , Azy € cpdy , ¢ <~ K.
o Siz, € FV(cp) et Az; € ¢y , absurde, car ¢ E INV.
o Siz, € FV(dy) et Az, € dy , absurde, car dy, = INV .
e Siz, € FV(cp) et Az, € dy , alors par H.R.iii) z, € FV(c) et
par HR. vi) k =«'k et Azy € d . Mais alors z, € FV(ed)
et Az € ed ,avec ¢ <= k' | ce qui est absurde car b= INV.

o Si z, € FV(dy) et Az € ¢ , analogue au cas précédent.
v) Supposons qu’il existe z € V', et des suites ¢, £ telles que ¢ <~ &k ,
Az, Ecidy et Az, € cadsy .
e Si Az, €1 et Az, € ¢y, C'est absurde par H.R. v).
o 5i Az, €dy et Az, € dy, c’est analogue au cas précédent.
e Si Az, € ¢y et Az, € dy, alors par HR.vi)jona (=1, k=rx"2,

Azy € ¢ et Azo € d . Mais alors <= £’ | ce qui est absurde car

b INV .



124

CHAPITRE 6. LE Av-CALCUL

o 5i Az, €dy et Az, € cg, c’est analogue au cas précédent.

vi) Soit Az, € ¢pdy . Alors Az, € ¢, ou Az, € dj, et les deux cas entrainent

par H.R. vi) que ¢ = 'k et que Az, € cd.

IIT) Si b= Az,.c, alors ¢ |= INV et par H.R. il existe ¢ tels que i)-vi).

1) (Az,.c)(k) = Ax . (c(k) ek /z,)) EJEU Az (ex[zmw/x.]) .
Comme b = INV on sait que pour tout & tel que k <~ ¢, Aa, & c.

En plus, Az, € ¢, autrement H.R. vi) permet de conclure ¢ = /k
et Az, € ¢, ce qui est absurde. Et encore, ., ¢ V(c). En effet, si
Az, € ¢, par H.R. vi) on aurait Az, € ¢, absurde car b = INV.
Donc, si @, € V() nécéssairement x, € FV(ex) = FV(c) et alors
z,, € FV(b) ce qui contredit b= INV .

On a donc les hypotheses du lemme 6.3 pour conclure

celen/x )= en]rn/x.]

Et finalement on a (Ax,.c){k)—, Az p.crer/z.] .
Donc, on prendra (Az,.c)r = Az .cpfen/.] .

) Aag.cplenw/x]=are,.ci=a 2, .c. La premiere a-équivalence est justifiée
par @, € FV(c) et la deuxieme par H.R.

i) FV(Qzg.cplen/z]) = FV(er[rw/x]) — {zn} =

H Rii)

= FV(er)—{x,ant=FViep)—{a,} =" FV(e)—{x,} = FV(Az,.c).

iv) Démontrons maintenant que Ax.cpfz,/x,] E INV

1)

12)

Soient Az, €, Aap.cplru/x] . Aze Es Avg.cpfen/x] et p < k.
D’apres le lemme A.1, le seul cas intéressant a considérer est p = ¢k,
v =€ et Az, € cpfen/a], ie. Az, € ¢ (lemme A.1). Alors par
H.R.vi) on a k = £’k et Az € ¢. Mais, d’apres la remarque 6.2.2
on a ¢ <= k', ce qui est absurde car b = INV . Done, ce cas-ci ne
se produit jamais.

Supposons que I2 n’est pas satisfaite. Alors il existe z € V| et
des suites p, £ tels que u <~ £ , z, € FV(Qa.crfen/z]) et
Az €4 A pecrle/]

Alors, par le lemme A.2 z, € FV(c) L8 FV(e). 1l y a deux possi-

bilités:

o S5i v =c¢,alors Kk =tk et z=uax. Alors y <~ ¢ et z, # x,, car
x, & FV(ep[rw/x.]). Done, z, € FV(b), ce qui est absurde car
bEINV.

o Si v £ e, alors Az, € ¢xwx/2,], et par lemme A.1 on a Az, € ¢,
d’ou, par H.R. vi) k£ = &'k et Azy € c. Mais &' <~ pu, ce qui
est absurde car ¢ = INV.
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v) Supposons qu’il existe z € V| et des suites p, £ tels que p <~ &,
Azy €4 Axg.afea/x] et Az, €5 Axg.carn/)] .
e Si v =406 =¢,on aune contradiction, car (1 < (2.

e SiyFeet §Fe ,parlemmeA.l,ona Az, € ¢ et Az, € ¢z, ce qui
est absurde par H.R.

e Si v =c¢€et 6F#e¢,alors z, = x, et par lemme A.1 Az, € ¢;. Alors,
par H.R., £ = £'2 et Az € ¢, ce qui est absurde car k' <~ ¢ et

bEINV.
e Si 6 =c¢€ et v # e, c’est analogue au cas précédent.
vi) Supposons Az, €, Ax.cpfen/x] .

o 5i v =¢€,alors z = x et Kk = k. Puisque Az, € Az,.c, ce cas est
évident.

e Si v # ¢, par lemme A.1 on a que Az, € ¢, et par H.R. on sait que
k=r'k et Az €c,dou Azy € Az,.c.

La proposition suivante est un cas particulier du théoreme 6.2 que nous avons

annoncé au commencement de cette section. Plus précisément, le cas ou une seule

[B-contraction a lieu a la racine.

Proposition 6.2 Soient @ € V et a,b € A.. Si (Ax,.a)b = INV , alors il existe

t €A, tel que alb/z,] —, t, t =, afb/z,] et t =EINV.
Démonstration
On procede par récurrence sur la structure de a.

[) Si a € V., c’est immédiat.

IT) Si a =cd, alors

(cd)[b/a] — c[b(1) /2 ]d[b(2)/2.] =, clbr/z.]d[ba/ ]

ou les by sont ceux donnés par la proposition précédente.
Pour appliquer 'H.R. il faut (Az,.c)by E INV et (Ax,.d)by = INV . Démon-

trons la premiere condition (la deuxieme est analogue).

I1) Si Il n’est pas satisfaite, alors il y a deux cas intéressants:

o Si v, €0 et kK <=1, alors Kk = k'l et Az, € b, ce qui est absurde,
car (Az,.a)b EINV et ' <~ .
® Si Az, €b1, Az, € c et K <~ pu, c’est analogue au cas précédent.

I2) SiI2 n’est pas satisfaite, alors il y a trois cas intéressants:

o Si x, € F'V(h) et kK <~ ¢, alors x, € FV(b), ce qui est absurde car
(Ax,.a)b = INV.
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o Si z, € FV(b), Az, € ¢ et kK <= pu, c’est analogue au cas précédent.

o Si z, € FV(e)—{a,}, Az, € by et kK <~ pu, alors z, € FV(Az,.a),
p=p'l et Az € b, ce qui est encore absurde.

Alors on peut conclure, en utilisant H.R., que ed[b/z,] — Jd', ou ¢ =,

c[bi/z,] et d' =, d[bs/x,]. Et encore dd' =, c[b/xz,]d[b/x] = ¢d[b/z,], car

bk =4 b.

Vérifions maintenant que ¢'d’ = INV . Par H.R. on sait que ¢ E INV et
que d = INV.

I1) Soient z € V et pu, k des suites tels que Az, €, d", Az, €5 d et

12)

Kk <= . Il n’y a que deux cas intéressants et analogues:
1) Azy€d et Az, ed .
2) Az, ed et Az el

Analysons le premier:

D’apres le lemme 6.1 on sait qu’il existe ¢/ < p et & < &, et donc

p < k' telles que Az € c[bi/x,] et Az € d[by/x,].

Il y a quatre possibilités:

e Si Az €c et Az € d, alors on a une contradiction car a = INV .

o Si Az € c et Azy € by, alors & = k"2 et Az € b, ce qui est
absurde car (Az,.a)b = INV et " <= u'.

e Si Az € by et Az € d, analogue au cas précédent.

e Si Az € by et Az € by, cest absurde d’apres la proposition 6.1 v).
Donc, ce cas ne peut pas se produire.

Supposons qu’il existe des suites u, & et z, € FV(cd') telles que Az, €
dd et p <= k.1l n’y a que deux cas intéressants qui sont d’ailleurs
analogues :

1) z, € FV() et Az, €d.

2) z, € FV(d) et Xz, €.
Analysons le premier:
D’apres le lemme 6.2, z, € FV(c[bi/z,]) = (FV(c) —{z,})U FV(b),
et le lemme 6.1 garantit 'existence d’une suite &' < & telle que Az €
d[by/z,].
Il y a quatre possibilités:
o Siz, € FV(c)—{x,} et Az, € d, absurde car ed = INV .
o Si z, € FV(b)) = FV(b) et Az € d, absurde car (Ax.a)bl=INV.
o Si z, € FV(e) —{x,} et Azy € by, alors il existe £ =< k' telle que

Azqr € b ce qui est aussi absurde car (Ax.a)b = INV .

e Siz, € FV(b) = FV(b) et Az € by, absurde car b = INV .
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III) Si a = Ays.c, alors (Ay,.c)[b/x,] — Ay,.c[b/z,]. Pour appliquer H.R. il faut
montrer que (Az,.c)b = INV avec I'hypothese (Az,.(Ay..c))bE INV
I1) (Az,.c)b =11 est évident en tenant compte de 'hypothese.
I2) Supposons qu’il existe des suites u, £ et z € V telles que

2, € FV((Az,.c)b) , Aze € (Az,.0)b et p <= €.
Il y a deux cas intéressants:

e Si z, € FV(b) et Az € ¢, on a une contradiction a cause de I’hypo-
these.

o S5iz, € FV(c)—{x,} et Az €b,ily a deux cas a considrer:

* Si z, # y., alors z, € FV(Azx,.(Ays.c)), impossible par 1’ hypo-
these.

* Sl z, =ys,alors z=y et p=r dou Ay €b et { <~ £k ce qui
est aussi impossible d’apres ’hypothese.

On peut donc appliquer 'H.R. pour obtenir
Aye.clb/x,] =, Ayo.d avec c[b/z,] — ¢ et ¢ =, c[b/x]

Alors Ay..d =, Ayg.c[b/x,] = Ays.o)[b/x,] car y, & FV(b).
I nous reste a démontrer que Ay,.c' = INV en sachant ¢ = INV .

I1) Supposons Ay, € ¢ avec u <~ . D’apres le lemme 6.1 il existe ¢/ < p
telle que Ay, € c[b/x,]. Les deux options Ay, € ¢ et Ay, € b sont
impossibles a cause de I’hypothese.

I2) Supposons y, € FV() avec y <~ k et p # k. Le lemme 6.2 nous
assure

y, € FViclb/z)]) = FV(b)U(FV(c)—{x}).

Et les deux options y, € FV(b) et y, € F'V(c)—{x,} sont aussi impos-
sibles a cause de I’hypothese.

a

Nous avons donc démontré la partie cruciale du théoreme de simulation. Nous
généralisons la proposition précédente au cas ou la F-contraction a lieu a I'intérieur
du terme.

Proposition 6.3 Soient a,b € A, tels que a = INV et a —5 b, alors il existe
te A, tel que a —»y,t, t=,b et t EINV.

Démonstration

Par récurrence sur la structure de «.

[) Si a € V.,iln’y arien a démontrer.
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IT) Si a =ecd,ily a trois cas selon 'occurrence du radical :

1. Si ¢ —p ', par H.R. il existe ¢’ tel que ¢ —,, ', ' =, et ' = INV .
Il suffit de prendre ¢ = ¢'d. En suivant la méthode de la proposition
précédente on vérifie sans difficulté ¢ = INV .

2. 51 d —5 d, c’est analogue au cas précédent.

3. Si ¢e=Az,.e et b=c¢[d/z,],on a

a = (Ax,.e)d —, e[d/z,] ggfy t,

ou t =, efd/z,] et t EINV.

III) Si @ = Az,.c, il existe d tel que ¢ —5 d et b= Ax,.d. Par H.R. il existe ¢’
tel que ¢ —»), t', t' =, b et t' E INV . 1l suffit de prendre ¢t = Az,.t". La
méthode de la proposition précédente permet encore de vérifier ¢ = INV .

a

Remarque 6.6 Pour tout terme a € A., il existe b € A, tel que a =, b et
bEINV.

Démonstration

Par récurrence sur «. Le cas délicat est ¢ = ¢d. Par H.R. il existe ¢,d" € A,
tels que ¢, d | INV . Chaque Az, € ¢ tel que Az, € d ou z, € FV(d') avec
¢ <~ k doit étre a-converti. On choisit pour cette a-conversion une variable fraiche
non étiquetée qui ne soit ni libre ni liée dans ¢’d’. On est str donc que la clause 6
de la définition de méta-substitution (cf. définition 1.18) ne sera jamais utilisée, de
sorte qu’il n’y aura pas d’apparition de nouvelles variables pendant ce procedé.

O

Un raisonnement par récurrence sur la quantité de [J-contractions dans la -
dérivation fournit la preuve du théoreme de simulation.

Théoreme 6.2 Soient a,b € A, tels que a —»5 b, alors il existe o', b € A, tels
que o' =\, b, d=,a, V=, b, d EINV et ¥/ =INV .
Si al=INV , on peut choisir o' = a.

Démonstration

Rappelons d’abord que — 5= (U =,)* (cf. définition 1.21). Done, puisque la a-
congruence contient 'identité syntaxique, la dérivation a —5 b peut s’ecrire ainsi:

a=y,0 —pgb =402 —p... =5b, =, 0.

Nous montrons le théoreme par récurrence sur n.
Sin=1,alors a =, ay —3 b =, b. D’apres la remarque précédente il existe o’
tel que @' = INV et a' =, a. Le lemme A.7 fournit b’ € A, tel que a' —45 b et
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bll =4 bl .
La proposition précédente donne b tel que a' —»,, &', by E INV et b" =, b/
Donc, il suffit de prendre & = b," .

Le diagramme suivant illustre cette situation :

p

a =5 41— bl Eab

m m
a/ 5 bll
ey

blll

Il nous reste donc a montrer I’étape inductive.

Supposons que a —%5 ¢ —5 d =, b. L’hypothese de récurrence assure l’existence
de o', € A, tel que o' —»,, ¢, d' =, a, d =,cet d, ¢ EINV. Lelemme A7
nous fournit d’' € A, tel que ¢ —5d et d' =, d.

Le théoreme étant déja démontré pour n = 1, on a d’ € A, tel que ¢ —,, d’,
d'"=,d et "= INV.Donc, o' —,,d", d'=,0b, et il suffit de prendre & = d".
Le diagramme suivant illustre cette situation :

a p c p d=,b

[
A p

6.4 Confluence du v-calcul

La stratégie de réduction que nous présentons dans la section 6.6 nécessite ’exis-
tence et unicité des v-formes normales. Afin d’obtenir I'unicité nous montrons la
confluence du v-calcul. Pour cela, nous divisons le calcul en deux sous-calculs: le
vi-calcul qui gere les renommages, et le vy-calcul qui gere les substitutions. Nous
montrons d’abord que ces deux réductions commutent. Pour pouvoir appliquer le
théoreme de Hindley-Rossen (cf. théoreme 1.1), il suffit de montrer la confluence
des deux calculs séparément. Notre procédé est le méme pour les deux calculs: nous
montrons la confluence locale par analyse par cas, et la noethérianité, en exhibant
des fonctions de poids adéquates, et nous concluons grace au lemme de Newman (cf.
lemme 1.3).
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Puisque dans la section suivante nous montrons la noethérianité du v-calcul, il
suffit en fait de montrer la confluence locale, ce qui en principe semble plus écono-
mique. Mais la seule économie est au niveau des preuves de normalisation de v et
vy, qui sont tres simples. En effet, une preuve de confluence locale requiert I’analyse
de tous les paires critiques de vy (testés pour la confluence locale de vy ), de 1y
(testés pour la confluence locale de vy ) et de ceux engendrés par l'interaction des
regles de 1y avec des regles de vy (testés pour la commutation). On gagne donc, en
divisant une preuve tres longue en trois, un résultat supplémentaire : la commutation
de deux sous-systemes.

Définition 6.6 On définit deux sous-calculs du v-calcul :

1. Le vi-caleul, dont les régles sont (Appl), (Absl), (Varl), (App2), (Abs2) et
(Var2).

2. Le vy-caleul, dont les régles sont (App), (Abs), (Var=), (Var).

Proposition 6.4 Les réductions vy et vy commulent.

Démonstration

D’apres le lemme 1.2, il suffit de montrer

aq..
y !
A
a cad
X Ty
asy’

On le fera par récurrence sur la complexité de a.
[) Si a € V., alors a est en vq-forme normale et il n’y a rien a démontrer.
IT) Si a =be, il y a quatre possibilités:
i) Les deux réductions ont lieu dans b. Par H.R. on obtient ¥ tel que

bl. blc

b/y/ ....y.l:b’ . Donc, bc/l// .....y.l,‘:b'c .
sz,.wv; Xbﬂ,wv;

ii) Les deux réductions ont lieu dans ¢. On raisonne comme dans le cas
précédent.
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iii) La we-réduction a lieu dans b et la vq-réduction a lieu dans ¢. Dans ce
cas on complete le diagramme de la facon suivante:

blc

be "blcl

R4

1/2

" .
bCl ’

iv) La vp-réduction a lieu dans ¢ et la 1vq-réduction a lieu dans b. Analogue
au cas précédent.

IIT) Si @ = Az.b, les deux réductions auront lieu dans b. Par H.R. on obtient &’

tel que

bl. )\Zbl

b</ ....y:l.‘:b’.Donc, )\Z.bV
4 bz..v"l)z

Ne!
N /
- Azt

k‘)\z.bz"ﬁbz

IV) Si a = blc/z], on considere les deux possibilités suivantes:

i) Le vp-radical n’est pas a la racine. Alors il y a quatre sous-cas a considérer :

i.1) Siles deux réductions ont lieu dans b, alors par H.R. on obtient ¢’
tel que

by [c/z]..

N by
v s Va e
b/ b . Donc, b[c/z]/ S Ve/z] .
k‘bz"'..yz k\bz[c/z]“.ul/z

1.2) Si les deux réductions ont lieu dans ¢, c’est analogue au cas précé-
dent.

i.3) Si la vy-réduction a lieu dans b et la vy-réduction a lieu dans ¢,
alors on complete le diagramme de la fagon suivante:

vy 51[C/Z]~.... ”
ble/?] e/
TENey 2]
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i.4) Si la vp-réduction a lieu dans ¢ et la vi-réduction a lieu dans b,
c’est analogue au cas précédent.

ii) Le wy-radical est a la racine. Alors il y a quatre sous-cas a considérer
selon la regle du vy-calcul qu’on utilise:

ii.1) Sila regle est (Var=), le diagramme se complete comme suit :

c..
2 o

<fe/] e

N

/N

ii.2) Sila regle est (Var), le diagramme se complete comme suit :

y..

V e
"
Sy

k 1/2

yler/2]"

yle/4]

ii.3) Sila regle est (App), il y a trois possibilités selon le sous-terme ou
la vi-réduction aura lieu:

ii.3.1) Sila vy-réduction a lieu dans la premiere composante de ’ap-
plication, alors on complete le diagramme :

Vb[d<1>/z]c[d<2>/z]
beld/<) 3 bifd (1) /2]efd(2) /2]

14 ..~".l/2

bicld/z]""

/

ii.3.2) Sila rq-réduction a lieu dans la deuxieme composante de ’ap-
plication, on procede de maniere analogue au cas précédent.

ii.3.3) Si la vy-réduction a lieu sous la substitution, on complete le
diagramme de la fagon suivante:

bld(1)/=]c[d(2)/]

2 1

(1)) 2]eld (2)/<]

" .~".l/2

beldy /]

X

beld/z]
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ii.4) Sila regle est (Abs), il y a deux possibilités selon le sous-terme ou
la vi-réduction aura lieu:
ii.4.1) Si la vq-réduction a lieu sous I'abstraction, on ferme le dia-
gramme :

Ay.(ble/=]) .

1% .1

(Ay-b)le/2] A(e/4))
Oyb)e/z] 7

"

ii.4.2) Si la vy-réduction a lieu sous la substitution, on complete le
diagramme :

Ay.(ble/=]) .

1%) .1

S Ay (bley/2))
EF\ /

2

(Ay.b)[e/z]
(Ay.b)[er/z]

V) Si a = b(k), on considere les deux possibilités suivantes :

i) Le vi-radical n’est pas a la racine. Et comme le vy-radical doit se trouver
dans b, par H.R. on obtient & tel que

by by (k)

v 1/1 v 1/1
h/y/ ¥ . Donc, M@/}/’ (k)
k‘bz"'..yz sz<k>1/2

ii) Le vy-radical est a la racine. Alors il y a trois sous-cas a considérer selon
la regle du v4-calcul qu’on utilise:

ii.1) Le cas b € V. est impossible car dans ce cas b(k) est en vy-forme
normale.

ii.2) Sila regle utilisée est (Appk), il y a deux sous-cas analogues selon la
composante de 'application ou se trouve le pry-radical. Complétons
le diagramme pour 1'un de ces cas:

(bre) (k).

< e
ISkt

(be) (k)
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ii.3) Si la regle utilisée est (Absk), la vy-réduction aura lieu sous 1’abs-
traction, plus précisément si b —,, b', on complete le diagramme de
la fagon suivante:

(2. ) (k)

<Az-b><k>/ RS ORILIeYE)

1/2

SO (0 [0/ 2])

a

Nous donnons maintenant une preuve tres simple de la noethérianité de v et de
vy . Dans la section suivante nous montrons indépendemment la noethérianité de v,
qui entraine évidemment celle de 17 et vy. Nous voulons quand méme inclure ces
deux preuves car elles renseignent sur le poids polynomial correspondant a chacun
des sous-calculs.

Proposition 6.5 La réduction vy est noethérienne.

Démonstration

On définit une fonction de poids P : A. — IN par

1. Pour chaque regle ¢ — b de vy on vérifie sans difficulté que P(a) > P(b).

2. On montre par récurrence sur la complexité du contexte que pour chaque
contexte C' et pour chaque regle @ — b de 11 on a P(C(a)) > P(C(b)).

a

Proposition 6.6 La réduction vy est noethérienne.

Démonstration

On définit une fonction de poids @) : A, — IN par
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et le reste de la démonstration est analogue a la démonstration de la proposition

précédente.
O

Proposition 6.7 La réduction vy est localement confluente.

Démonstration

L’algorithme de superposition de Knuth-Bendix pourrait, en principe, nous donner

une démonstration immeédiate; or, il n’est pas certain qu’on puisse appliquer ce

résultat a notre calcul, étant donné la précédence soulignée dans la définition 6.2.
On montre donc la proposition par récurrence sur la complexité de a.

[) Si a est une variable, a est en v;-forme normale et il n’y a rien & démontrer.
IT) Si a =be, il y a deux possibilités essentiellement différentes:

i) Les deux réductions ont lieu simultanément dans b ou elles ont lieu si-
multanément dans ¢. Examinons, par exemple, le premier cas. Par H.R.
il existe &' tel que

bl. blc

b :b’ . Done, be :b’c .
by byc

ii) Une réduction a lieu dans b et l'autre dans ¢. Alors on complete le
diagramme :

blc

S
be .‘blcl

R4

1/1

" .
bCl :

IIT) Si a = Az.b, les deux réductions ont lieu dans b et par H.R. on obtient ' tel
que

bl )\Zbl

v "n.yl v -
b/ U Az.b / PRENAS

. Donc,

Xb L XAz_bZ,.w'z/l

2
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IV) Si a =blc/z], il y a deux possibilités essentiellement différentes:

i) Les deux réductions ont lieu simultanément dans b ou elles ont lieu si-
multanément dans ¢. Examinons, par exemple, le premier cas. Par H.R.
il existe &' tel que

by.. , , bl[c/z].... "
b/l// .....I\b’ . Donc, b[c/z]/ ....A‘b’[c/z] :
sz,wvi ka[c/z]f"’;l

ii) Une réduction a lieu dans b et l'autre dans ¢. Alors on complete le
diagramme :

bi[c/z]

v 2

ble/=] .:::bl[cl/z]
6[01/2]"...1/1

"

V) Si a = b(k) on considere les deux possibilités suivantes :

i) Aucun des vy-radicaux ne se trouve a la racine. Alors les deux réductions
ont lieu dans b et par H.R. il existe &' tel que

ii) Au moins 'un des vj-radicaux est a la racine. Supposons que 'autre
réduction n’a pas lieu a la racine, autrement le résultat est évident. On
considere trois sous-cas selon la regle utilisée :

ii.1) Si la regle est (Vark), 'autre réduction a nécessairement lieu a la
racine, ce qui contredit notre supposition.

ii.2) Si la regle est (Appk), il y a deux sous-cas analogues selon que la
réduction qui n’a pas lieu a la racine a lieu dans ¢ ou dans d. Sup-
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posons qu’elle a lieu dans ¢ et complétons le diagramme:

(crd)(k) ..

ii.3) Sila regle est (Absk), la réduction qui n’a pas lieu a la racine a lieu
dans ¢. Supposons donc que ¢ —,, ¢, et complétons le diagram-
me:

(Az.c) (k)

<Az-c><k>/ T (/A

1/1

Nz (e(k) 2/ )

Proposition 6.8 La réduction vy est localement confluente.

Démonstration

La démonstration suit les lignes de la démonstration de la proposition précédente.
On démontre la confluence locale par récurrence sur la complexité du terme a sur
lequel s’effectuent les vp-réductions.

Les cas @ € V., a = bc et a = Az.b étant exactement analogues a ceux de la
démonstration précédente, on se contente d’étudier les deux autres cas.

[) Si a = b(k), les vy-réductions ont lieu dans b. Par H.R. on sait qu’il existe
b tel que

by. by (k)

Vs 1/2 14 1/2
h/// ;U.Dmm,bu»/y/ S (k)
kbz...uyz kbzwﬁyz

IT) Si a =b[¢/z],ily a deux possibilités:

i) Aucun des vy-radicaux ne se trouve a la racine. I.’étude de ce sous-cas
est exactement analogue au cas IV) de la démonstration précédente.
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ii) Un radical se trouve a la racine et 'autre a I'intérieur. Alors il y a quatre
sous-cas selon la regle qu’on utilise pour réduire le radical a la racine.

ii.1) Sila regle est (Var=), on complete le diagramme :

c..

le/7] e

v2 2[02/2]'....1/2

2

ii.2) Sila regle est (Var), le diagramme se complete comme suit :

Y

N
Y
k 1/2

yler/2]

yle/4]

ii.3) Sila regle est (App), il y a trois possibilités selon le sous-terme ou
la réduction intérieure a lieu:

ii.3.1) Si la réduction intérieure a lieu dans la premiere composante
de D"application, on complete le diagramme :

/V/b[d<1>/2]c[d<2>/2]
beld/z]

\ )]

ii.3.2) Si la réduction intérieure a lieu dans la deuxieme composante
de I’application, on raisonne comme dans le cas précédent.

N7

bald{1)/=)eld(2) /7]

ii.3.3) Si la réduction intérieure a lieu sous la substitution, on com-
plete le diagramme de la facon suivante:

bld(1)/=]c[d(2)/]

S 1)/l 2/
o

ii.4) Sila regle est (Abs), il y a deux possibilités selon le sous-terme ou

X

beld/z]

la réduction intérieure a lieu:

ii.4.1) Sila réduction intérieure a lieu sous I’abstraction, on complete
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le diagramme :

Ay-(ble/z])

v RN

(Oy-b)[e/2] CSw(bile/#))
Oyb)e/z]

Vo

ii.4.2) Si la réduction intérieure a lieu sous la substitution, on com-
plete le diagramme :

Ay-(ble/z])

T ber/<))

/1//'
k()\y.b)[q/z] -

(Ay.b)[e/z]

a

Théoreme 6.3 La v-réduction est confluente.

Démonstration

Puisque noethérienité et confluence locale entrainent confluence (cf. lemme 1.3), les
propositions 6.5, 6.6, 6.7 et 6.8 nous garantissent la confluence de vy et vy.

Or, v =11 Uy et 11 et vy commutent par la proposition 6.4. On a, donc, les hypo-
theses du Théoreme de Hindley-Rosen (théoreme 1.1) qui nous fournit la confluence
de v.

O

6.5 Noethérianité du r-calcul

La confluence du v-calcul nous garantit 'unicité des formes normales, tandis
que l'existence est assurée par la noethérianité du calcul. Dans cette section nous
montrons la noethérianité par récurrence sur la complexité des termes. La remarque
6.7 nous permet de traiter les cas des applications et des abstractions. Le cas des
renommages est reglé grace au lemme 6.5. Ce lemme nécessite un sous-lemme (lemme
6.4): certaines substitutions sur des termes fortement normalisables sont fortement
normalisables. Enfin le lemme 6.6 nous permet de regler le cas des substitutions en
général.

Notation 6.3 Dans cette section SN notera le sous-ensemble de Av des termes
fortement normalisables, i.e. ceuxr a partir desquels il n’y a pas de réductions infinies.
Si a € SN, prof(a) dénotera la profondeur de a, i.e. la longueur de la réduction
la plus longue qui est d’ailleurs bien définie grace au lemme de Konig. D’ autre part,
lg(a) notera la longueur ou complexité de a définie de fagcon évidente.
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Remarque 6.7 Pour tous a,b € Av, w €V, on a:
1. abe SN ssi a € SN et be SN .

2. Mu.a € SN ssi a € SN .

Démonstration

Les regles du v-calcul ne réduisent ni les applications ni les abstractions.
O

Lemme 6.4 Soient a € SN, n >0, (ky, -, k,) € {1,2}*, et u,v € V.. Alors
afv{ky) -+ (k,)/u] € SN .

Démonstration

On le montre par récurrence sur (prof(a),lg(a),n).

Le cas (prof(a),lg(a),n) = (0,1,0) se réduit a démontrer que pour toute variable
w e V., wlv/u] € SN, ce qui est immédiat. Soit donc afv{ky)--- (k,)/u] tel que
(prof(a),lg(a),n) > (0,1,0) et démontrons qu’il est fortement normalisable en vé-
rifiant que tous les réduits possibles sont fortement normalisables.

i) La réduction a lieu dans a. On a donc
afv(ky) -+ (kn)/u] = aTo(ka) - (kn)fu],
et on peut appliquer I'H.R. & ce dernier terme car prof(a’) < prof(a).

ii) La réduction a lieu dans v(kq)--- (k,). Dans ce cas il n’y a qu’'une réduction
possible:

alv(ky) -« (ka)/u] —, alo(k'y) - (Knoa)/ul, ot Ky = ki,

et on peut appliquer I’'H.R. a ce dernier terme car n a diminué de 1, la pro-
fondeur et longueur n’ayant pas changé.

iii) La réduction a lieu a la racine. Il y a quatre sous-cas selon la regle utilisée:
iii.1) La regle est (Var), alors le réduit est une variable qui est fortement

normalisable.

iii.2) La regle est (Var=), alors le réduit est v{kq)--- (k,) qui est aussi forte-
ment normalisable (on le vérifie par récurrence sur n).

iii.3) La regle est (App). On a donc

(be)[v(k) - - (ka) fu] = (Dlo(ka) - (k) (1) ful)(e[o(kr) - - (ka) (2) [u]) -

Puisque prof(bc) > prof(b) , prof(be) > prof(e), lg(be) > lg(b) et
lg(be) > 1g(c) , on peut utiliser I'H.R. pour conclure que

bolky) -+ (ko)1) /u] € SN et cfolky) - (ko)(2)/u] € SN .
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La remarque précédente nous garantit que le réduit est fortement norma-

lisable.
iii.4) La regle est (Abs). On a donc

(Aw.b)[v(kr) -~ (kn)[u] = Adw.(blv(kr) - - (kn) [u])

Mais, prof(Aw.b) = prof(b) et lg(Aw.b) > 1g(b); donc, on applique I'H.R.
pour obtenir (blv(ky)--- (k,)/u]) € SN, et la remarque précédente nous
permet encore une fois de conclure.

a

Lemme 6.5 Soient a € Av et ke {1,2}. Si a € SN, alors a(k) € SN .

Démonstration

On le montre par récurrence sur (prof(a),lg(a)).

Le cas (prof(a),lg(a)) = (0,1) se réduit a montrer que pour u € V., u(k) € SN,
ce qui est évident. Soit donc a(k) tel que (prof(a),lg(a)) > (0,1), et montrons qu’il
est fortement normalisable en vérifiant que tous les réduits possibles sont fortement

normalisables.

i) La réduction a lieu dans a. On a donc
alk) —, a'{k) ,ou a—, d

et on peut appliquer I'H.R. & ce dernier terme car prof(a’) < prof(a).
ii) La réduction a lieu a la racine. Il y a trois sous-cas selon la regle utilisée:

ii.1) La regle est (Vark), alors le réduit est une variable qui est fortement
normalisable.

ii.2) La regle est (Appk). On a donc
(be) (k) —, b{k)e(k)

Puisque prof(bc) > prof(b) , prof(be) > prof(e), lg(be) > lg(b) et
lg(be) > 1g(e) ; on peut utiliser I'H.R. pour conclure que b(k) € SN et
c(k) € SN . La remarque précédente nous garantit que le réduit est SN.

ii.3) La regle est (Absk). On a donc
(Au.b) (k) —, Aug.(b(k)[ug/u))

Mais, prof(Au.b) = prof(b) et lg(Au.b) > lg(b); donc, on applique I'H.R.
por obtenir b(k) € SN, le lemme précédent (cas n = 0) et la remarque
6.7 nous permettent de conclure.
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Lemme 6.6 Soient a,b€ Av et we V.. St a € SN et b€ SN, alors alb/u] €

SN .

Démonstration

Récurrence sur (prof(a),lg(a), prof(b)).

Le cas (prof(a),lg(a), prof(b)) = (0,1,0) se réduit & montrer que pour toute variable
v € V. et pour tout b en v-forme normale, v[b/u] € SN, ce qui est immédiat.
Soit donc a[b/u] tel que (prof(a),lg(a),prof(b)) > (0,1,0) et montrons qu’il est
fortement normalisable en vérifiant que tous les réduits possibles sont SN.

i)

i)

iii)

a

La réduction a lieu dans a. On a donc
alb/u] —, a'[b/u]
et on peut appliquer I'H.R. a ce dernier terme car prof(a’) < prof(a).

La réduction a lieu dans 6. On a
alb/u] —, a[b'/u]

et on peut appliquer 'H.R. & ce dernier terme car prof(d') < prof(b), la
profondeur et longueur de a n’ayant pas changé.

La réduction a lieu a la racine. Il y a quatre sous-cas selon la regle utilisée:
iii.1) La regle est (Var), alors le réduit est une variable qui est fortement

normalisable.

iii.2) La regle est (Var=), alors le réduit est b qui est aussi fortement norma-
lisable par hypothese.

iii.3) La regle est (App). On a donc

(cd)[b/u] =, (c[b(1)/u])(d[b(2)/u])

Puisque prof(ed) > prof(c), prof(ed) > prof(d), lg(ed) > lg(c) et
lg(ed) > lg(d), et comme b(k) € SN par le lemme précédent on peut
utiliser I'H.R. pour conclure que ¢[b(1)/u] € SN et ¢[b(2)/u] € SN . La

remarque 6.7 garantit que le réduit est SN.

iii.4) La regle est (Abs). On a donc
(Av.c)[b/u] —, Av.(c[b/u])

Mais, prof(Av.c) = prof(c) et lg(Av.c) > lg(¢); donc, on applique I'H.R.
pour obtenir (¢[b/u]) € SN, et la remarque 6.7 nous permet de conclure.

Théoréme 6.4 Le v-calcul est noethérien.
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Démonstration
On montrera que tout @ € Arv est fortement normalisable par récurrence sur la

complexité de a.
—~ 51 a €V, évident.
— Si a = be, remarque 6.7.
— Si a = Az.b, idem.
— Si a = b(k), lemme 6.5.
- Si a =be/y], lemme 6.6.

a

Corollaire 6.1 Tout terme a € Av a une, et une seule, v-forme normale v(a).

Démonstration

Le théoreme précédent garantit ’existence de la forme normale, tandis que le théo-

reme 6.3 assure 1'unicité.
O

La remarque suivante, dont la démonstration est immeédiate, sera utilisée sans
mention explicite dans la suite.

Remarque 6.8 Soient a, b€ Av et u € V.. On a les égalités suivantes :
1. v(ab) = v(a)v(b)
2. v(huw.a) = Mu.v(a)
3. v(a{k)) = v(v(a)(k))
4. vlalbfu]) = v(v(a)[v(b)/u])

6.6 Correction et confluence du A\v-calcul

Dans cette section nous montrons que le Av-calcul est correct par rapport au
A-calcul quand on utilise une certaine stratégie de réduction, que nous appelons Bu.
Nous avons déja montré que toute J-réduction correspond, a a-congruence pres,
a une application de (Beta) suivie de v-normalisation (cf. démonstration de la pro-
position 6.3). Nous montrons maintenant la réciproque: une application de (Beta)
suivie de v-normalisation correspond, a a-congruence pres, a un pas de g-réduction.

Proposition 6.9 Soit a« € A, tel que a = INV et a Betg a', alors il existe 1 € A,
tel que a —zt et t=,v(d).
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Démonstration

On le montrera par récurrence sur la complexité de a.

[) Si a € V., alors a ne contient pas de (Beta)-radicaux et la proposition est
triviale.

IT) Si a =be, il y a trois sous-cas a étudier selon 'occurrence du (Beta)-radical :

i) Si b Betg b, alors @' = bc, et par H.R. on sait qu’il existe ¢’ tel que

b—st et t' =, v(b). Mais alors bc —5 t'c et t'e=, v(b)e=v(lbe).
i) Si ¢ Betg ¢, analogue au cas précédent.

i) Si b = Au.d, alors @’ = d[c/u]. D’apres la proposition 6.2 on obtient
t € A. tel que dle/u] —, t' et t' =, d[c¢/u]. D’ou v(dlc/u]) =t et,
évidemment, (Au.d)e —4 d[c/u].

IIT) Si @ = Au.b, alors b Bl et o' = Mt . Par H.R. on sait qu’il existe ¢’ tel

que b —gzt' et t' =, v(V'). Mais alors Au.b —5 Au.t’ et dut’ =, M. (V) =
v(Au.b').

Nous montrons maintenant que la (Beta)-réduction suivie de v-normalisation
préserve 'invariant.

Proposition 6.10 Soit a € A, tel que a = INV et a 2% o' alors v(d) EINV.

Démonstration

On le montrera par récurrence sur la complexité de a.

[) Si a € V., alors a ne contient pas de (Beta)-radicaux et la proposition est
triviale.

IT) Si a =bc, il y a trois sous-cas a étudier selon 'occurrence du Beta-radical :

i) Si b Bety b, alors o' = bec, et par HR., v(¥/) = INV . Mais v(d') =
v(b')e. On veut donc démontrer que v(b')e = INV .

I1) Le seul cas intéressant est Az, € v(b'), Az, € ¢ et « <~ k. Mais
alors le lemme 6.1 nous donne ¢ < ¢ telle que Az, € b, ce qui est
absurde car ¢ <~k et be = INV . Donc ce cas ne se produit pas.

I2) 11y a deux cas intéressants a considérer:

e Siz, € FV(v(V)), Azs € ¢ et ¢« <= &, alors le lemme 6.2 nous
assure z, € F'V(b), absurde.

e Siz, € FV(c), Az € v(b) et ¢« <= k, mais alors le lemme 6.1
nous fournit &’ < & telle que Az, € b, ce qui est encore absurde.
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Donc, les cas génants ne se produisent pas.
.. . Beta L2
i) Si ¢ = ¢, c’est analogue au cas précédent.

iii) Si b = Au.d et la réduction a lieu a la racine, alors o« = d[¢/u].La
proposition 6.2 assure l'existencede ¢ € A, tel que o' —, t et t = INV .
Mais alors v(a’) =1, et donc v(d') E INV.

IIT) Si a = Az,.b, nécessairement b Beld by ot o = Az, b Par HR. v(V) E INV.
On veut montrer Az,.v(b') = INV | car v(d') = Az,.v(V).

I1) Le seul cas intéressant est Az, € v(b') avec k <~ ¢. Le lemme 6.1 nous
donne k' < £ telle que Az € b, absurde. Donc ce cas est impossible.

I2) Le seul cas intéressnat est z, € FV(v(0')) avec £ <~ ¢ et & # ¢. Le
lemme 6.2 assure z, € F'V(b), absurde. Donc ce cas est aussi impossible.

La proposition précédente suggere la stratégie de réduction a suivre : apres chaque
application de (Beta), v-réduire a forme normale, de sorte que toutes les (Beta)-
réductions s’effectuent sur des termes dans A.. Plus précisément :

Définition 6.7 Une Av-dérivation est Bv ssi les trois conditions suivantes sont
satisfaites :

1. La régle (Beta) n’est appliquée qu’a des termes dans A, .
2. Le premier terme de la réduction satisfait ['invariant.

3. Le dernier terme de la réduction appartient a A, .

Quand a —»y, b et la dérivation est Bv on utilesera la notation a By

Enfin nous montrons que, en suivant cette stratégie de réduction, le Av-calcul
est correct par rapport au A-calcul, i.e que toute dérivation Bv correspond a une 3-
dérivation du A-calcul. Nous montrons aussi que cette stratégie préserve I'invariant.

Théoreme 6.5 Soient a, b € A, tels que a B8 b alors b EINV et a—»gb.

Démonstration

Soit n le nombre des fois que la regle (Beta) est appliquée pendant la réduction.
On montrera le théoreme par récurrence sur n.

Si n = 1, la réduction est de la forme « Bels o s, v(c) = b et le théoreme est
exactement la proposition 6.9, car, rappelons-le, la a-congruence est implicite dans
Supposons maintenant que « By o Bl g v(d) = b. Par HR. ¢ E INV
et @ —»5 c¢. Puisque ¢ | INV, la proposition 6.10 garantit b = INV | et la
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proposition 6.9 assure ¢ —g b. Donc, a —»45 b.
O

Nous avons donc une sorte de double simulation : la simulation (a a-congruence
pres) du A-calcul dans le Av-calcul (cf. théoreme 6.2) et la simulation (restreinte
aux Bv-dérivations) du Av-calcul dans le A-calcul. Nous pouvons donc utiliser la
confluence de ce dernier pour obtenir un résultat de confluence pour le Av calcul.

Théoreme 6.6 La Bv-dérivation est confluente a a-congruence pres.
sy . ;. By By . .
Plus précisément, si a, b, ¢ € A, vérifient a = b et a = ¢, il existe V', € A,

tels que bgb’, cB et b=, .

Démonstration
D’apres le théoreme précédent, b, ¢ = INV, a =3 b et a —4 ¢. La confluence du

A-calcul assure l'existence de d € A, tel que b —5d et ¢ —pd.

Remarquons maintenant que les Av-dérivations fournies par la proposition 6.3 et
le théoreme 6.2 sont, en fait, des Br-dérivations. Donc, selon ce dernier théoreme,
il existe V', ¢ € A, tels que b By b, ¢ B et b=, d=, c.

O

Ce dernier théoreme est le seul résultat de confluence que nous avons obtenu
pour le Arv-calcul. Cependant, si nous revenons a ’exemple de perte de l'invariant
(cf. exemple 6.3) et continuons la dérivation du terme «, nous arrivons a la forme
normale Ayao.y22 . 11 est facile de constater que, dans cet exemple, toute dérivation
avec stratégie Br conduit au méme résultat. Nous posons donc la question suivante:

Question 6.1 La Br-dérivation est-elle confluente méme en enlevant la restriction
“a a-congruence pres”?

On peut trouver facilement un terme et deux dérivations qui montrent que le
Av-calcul n’est pas confluent :

Exemple 6.5 Le Av-calcul n'est pas confluent, méme en partant d’un terme qui

satisfait INV.
Voici deux formes normales différentes du terme (Ay.(Azx.2)y)(Az.z).
(Ay.(Az.2)y)(Az.2) = (Ay.y)(Az.2) =, Azoz

Ay.Ax.z)y)(Az.z) = (Az2)[(Az.2) (1) [y] y[(Az.2)(2) /y] =

o (Ar.z)(Az2.29) =, Azo.22
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Cependant, nous constatons que les formes normales sont a-congruentes. Nous
posons donc une deuxieme question :

Question 6.2 Le Av-calcul est-il confluent, modulo a-congruence, quand on part
d’un terme satisfaisant ['invariant?
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Chapitre 7

Le )\r-calcul

Dans ce chapitre nous présentons le Ar-calcul et montrons la normalisation faible
de ce calcul. C’est le seul résultat obtenu sur ce calcul jusqu’a présent. Nous consi-
dérons donc que le plus gros du travail reste encore a faire.

Le Ar-calcul est un systeme de réécriture obtenu par orientation de la théorie
équationnelle présentée par T. Ehrhard (voir [Ehr88], annexe). Cette théorie provient
d’une axiomatisation d’'un certain type de modeles des constructions. Le calcul de
constructions considéré est une version modifiée par T. Streicher [Str88] du Calcul
des Constructions de T. Coquand et G. Huet. Le calcul des constructions est une
théorie de types qui contient la logique intuitioniste d’ordre supérieur (systeme F
de Girard) et des types dépendants du premier ordre comme dans le systeme de
Martin-Lof (voir [ML85]).

Le Ar-calcul est proche du Aog-calcul. La différence essentielle entre A7 et les
Ao-calculs que nous avons présentés dans cette these se trouve au niveau de 'opé-
rateur cons. En effet, puisque la regle (Beta), n’utilise cet opérateur que dans le cas
particulier ou la substituion est ¢d, I'idée de remplacer cons par un opérateur unaire
surgit naturellement.

7.1 Présentation du calcul

Dans cette section nous introduisons le calcul, caractérisons les 7-formes normales
et constatons la confluence locale.

Définition 7.1 La syntaxe du At-calcul est donnée par:

Termes az= 1] ab| Xa | als]
Substitutions su= id | T | a/ | sot | 1 (s)

Les régles de réduction du At-calcul sont données dans la figure 7.1. Le T-calcul est
le sous-systéme du A7-caleul obtenu en enlevant la régle (Beta).

149
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(Beta) (Aa)b —  a[b/]

(App) (b)) —  als]bls]
(Lambda) Dalsl — Aat (s))
(Clos) (a[s])[t] — alsot]
(Fvar) 1la/] — a

(Folift1) 1t (s)] — 1

(Folift2) 1t (s)ot] — 1[t]

(Ass) (sot)ou — so(tou)
(MapEne) (af)os — 1i(s)o(als]))
(Shift) Tola)) — ud
(ShiftLift1) Toff(s) — sof
(ShiftLift2) To(ft(s)ot) — so(Tot)
(Lift1) FEo () — @ (s
(Lift2) f(s)o(ft(t)ou) — f(sot)ou
(IdL) idos — s

(IdR) soid — 8

(Liftld) f(id) — id

(IdEnv) altdf] — a

FiG. 7.1 - Le systeme de réécrirure At

Notation 7.1 On note A7t Uensemble des termes et A1° Uensemble des substitu-
tions de ce calcul, tandis que AT = AT"U AT°.

Théoreme 7.1 Les 7-formes normales sont données par:

Termes az=11ab| Xa | 1[1"]
Substitutions su=id | 1" | a/ | ()| N (s)o1" | f(s)oa/ .
s#id
Démonstration

D’abord on remarque que les termes et substitutions ainsi définis sont en fait des
formes normales. On montrera qu’il n’y en a pas d’autres.

Supposons que a[s] est en forme normale, alors a est nécessairement le terme
1, autrement on aurait un (App), un (Lambda) ou un (Clos)-radical. Analysons
maintenant les possibilités pour s. On voit que s ne peut étre qu'une composition
ou T, autrement on aurait un (IdEnv), un (Fvar)ou un (Fulift! )-radical. Si s = tou,
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alors ¢ =T nécessairement, autrement on aurait un (IdL), un (MapFEnv), un (Ass)
ou un (Fulift2)-radical. Démontrons affirmation suivante:

Affirmation Si T ou est en 7-forme normale, u =7".

On le montre par récurrence sur la complexité de u. Si v a complexité 1, alors u =T
(u = id est impossible par (IdR)). Supposons donc T ou en f.n. et la complexité de
u non triviale, u ne peut étre quune composition, autrement on aurait un (Shift)
ou un (ShiftLift1)-radical. Alors u = ujouy, mais nécessairement u; =7, autrement

on aurait un (IdL), un (MapEnv), un (Ass) ou un (ShiftLift2)-radical. On conclut

par H.R. que uy =1™, et donc u =1"*. L’affirmation est donc démontrée. 0O

Alors s =T" et a[s] = 1[1"]. Remarquons que si ab est en f.n., alors a et b sont
en f.n., et que si Aa est en fn., alors a est en f.n.. On a donc démontré que les
termes en forme normale sont exactement ceux décrits dans I’enoncé du théoreme.

Etudions maintenant les substitutions en forme normale. Remarquons d’abord
que si a/ est en f.n., alors a est en fn., et que si {} (s) est en f.n., alors s est en
fn..

Il sufit d’étudier les compositions car a/ et ) (s), avec s # td peuvent avoir des
radicaux seulement a l'intérieur. Soit donc sot en f.n. et analysons les possibilités
pour s et t. On constate que s ne peut étre que T ou de la forme 1} (u) avec
u # td , autrement on aurait un (IdL), un (MapFEnv) ou un (Ass)-radical. Si s =T,
I’affirmation précédente nous assure que t =1".

Soit donc {} (u) ot, ot u # id et analysons les possibilités pour ¢.

— t #id, autrement on aurait un (/dR)-radical.
— t #{y ('), autrement on aurait un (Lift!)-radical.
~ t = a/ est une possibilité valable si a est en f.n..

— t =T est aussi une possibilité valable.

t =ty oty, on continue ’analyse. D’apres ce qu’on vient de voir pour le cas de
la composition #; ne peut étre que T ou {} (#'1), mais ce dernier cas est exclu
par (lift2). Donc, t; =T, et 'affirmation nous permet de conclure £, =1".

a

Notation 7.2 On note © [‘ensemble des substitutions en 7-forme normale. En
identifiant comme d’habitude 1[T"] avec Uentier de de Bruijn n, l'ensemble des
termes en forme normale s’identifie avec ['ensemble des termes du A-calcul en no-
tation de de Bruijn. Donc, on conserve la notation A pour l'ensemble des termes
en forme normale du 7-calcul.

Théoreme 7.2 Le At-calcul est localement confluent.
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Démonstration

D’abord on remarque que les regles préservent les sortes. Apres on montre que le
systeme non typé est localement confluent en utilisant le logiciel KB.
O

7.2 Noethérianité faible du 7-calul

Nous montrons dans cette section, par récurrence structurelle, que tous les termes
et substitutions du 7-calcul sont faiblement normalisables, i.e. qu’il existe une 7-
dérivation qui aboutit & une forme normale (théoreme 7.3). Nous décrivons aussi la
stratégie a suivre: leftmost-innermost, i.e. celle ou a chaque étape de la dérivation
on réduit le radical le plus a gauche de I'ensemble des radicaux les plus internes.
Deux cas de cette récurrence, les clotures et compositions, demandent un travail
préalable.

Nous procédons ainsi: pour montrer que a[s] et ¢ o s sont faiblement norma-
lisables (w.n.), nous normalisons d’abord a — a', s — & et t — t', ce qui est
possible par H.R.. Il suffit donc de montrer que a'[s'] et t' o s’ sont w.n. avec les
hypotheses aditionnelles a’ € A et ', s € © (lemmes 7.5 et 7.6).

Nous continuons 'analyse seulement pour «'[s’]. Les mémes lemmes intermé-
diaires que nous devrons montrer pour arriver a la normalisation faible de «'[s'],
serviront aussi pour établir que ¢/ o s’ est w.n..

On essaie donc de montrer que a'[s’] est w.n. par récurrence sur a . Le cas
a' = 1[1"] est le seul qui n’est pas immédiat. Pour I’établir nous montrons que
1™ 08" est w.n. par récurrence sur n (lemme 7.4). Le cas n = 1 est le lemme 7.3.
Quand on etudie s’ =f} (u)o 17, on est ramené a montrer que u o TP*! est w.n.
(lemme 7.2). Enfin, le cas v = b/ nous conduit & montrer que b[T?*!] est w.n.. Or,
quand on essaie une récurrence sur b, le cas b = A’ oblige a montrer un résultat plus
fort: o[} (17*1)] est w.n. (lemme 7.1), ot )™ dénote m applications consécutives
de 'opérateur {}. Plus précidément :

Définition 7.2 Soient s € A7* et m > 0. On définit (}™ (s) par récurrence sur
m de la fagon suivante :

17 (s) =s

7= (™ (s))

Nous aurons besoin d’une notation pour abréger T o(T o(...0 (T 0s))) :

Définition 7.3 Soient s,t € A7° et p> 0. On définit s ot par récurrence sur p
ainsi : .
sot=1
1
s7S tzso(sgt)
Notation 7.3 Dans le reste de ce chapitre [ — ¢ dénotera la T-dérivation leftmost-
innermost et f — ¢ un pas de T-réduction en suivant cette stratégie.
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Nous montrons d’abord une remarque générale qui sera utile pour les lemmes
suivants.

Remarque 7.1 Soient s € O et p, m,n>0. Alors:
i) Tofr="1rte,
i) 175" s =18 (1 os).
ii) 771 os 170 s.
iv) Si m <p, alors 17 o ™ (") —1"F7.
v) Sim > p, alors TP o ™ (1) —"72 (1")0 17

Démonstration

Les deux premiers énoncés se démontrent par récurrence sur p.
.. . . p+1 .

Quant au troisieme, on constate que la dérivation 1Pt os — 7 0 s est en fait
la seule dérivation possible: il n’y a qu’un radical (de type (Ass)) a chaque étape.
C’est donc apres avoir complété I'association a droite que le T le plus a droite peut
interagir avec s.

Montrons le quatrieme et cinquieme simultanément. D’apres I'item précédent
7”0 ft™ (1") =1 & (7"). Dans le réduit il n’y a qu’un radical: T o ) (1").
La regle (ShiftLiftl) permet alors que le T a gauche du 1, traverse le {}"*. Apres
application de cette regle on a: T ot (1™ (1™)o 7). A partir de maintenant on ne
trouve a chaque étape qu’un seul radical (de type (ShiftLift2)). Cette regle permet
alors que le T & gauche du lift continue & traverser le ! . Chaque passage de T
décrémente 'exposant du {} de 1. 1l y a donc deux possibilités:

1. Tous les {} sont consommés (m < p), c’est le cas iv) et le réduit est ™17 .

2. Les T sont consommés avant les f} (m > p), c’est le cas v) et le réduit est
= (1) o 17,
O

Nous pouvons déja commencer a montrer les lemmes annoncés au début de cette
section.

Lemme 7.1 Soient a € A, m >0 et n > 1. Alors il existe o’ € A tel que
alf™ (1)) =+ .

Démonstration

On le montre par récurrence sur a :
— Si a =1, on considere deux possibilités:

* Siom =0, alors 1[}™ (T")] = 1[1"].
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— Si a = be, alors (b

* Siom >0, alors 1[(}" (T")] — 1, par (Fulifti).
c)[™ (

b,d €A tels que b (T
A

N7 (1)) — b[™ (T™)]e[t™ (T7)], et par H.R. il existe
()] e[t (17)] — b'¢

(™ (1™)] — AB[™ (1™)], et encore par H.R. on
™) = b, dott (AB)[™ (1™)] — AV

— Si a = 1[1?], alors on considere:

« Si m < p, alors 1[IPJA™ (17)] = 1[17 0 4™ (17)] = L[] (par (Clos) et

remarque 7.1.iv) ).

- Si a = Ab, alors (\b
obtient &' tel que b[f}™

* Si m > p, alors
LTI ()] = 1 [17 o ™ (1) — [A™77 (17)o 17] — 1[17]
(par (Clos), remarque 7.1.v) et (Folift2)).

O
Lemme 7.2 Si s € O et p> 1, alors il existe t € O telle que t # id et so [P—»t.

Démonstration
On le montrera par récurrence sur s € ©.

— Si s =1d, alors ido 1P — 1P (par (IdL)).
~ Si s=1", alors 7" o 1P — """ (par (Ass)).
~ S s=af, alors afo ¥~ {1 (19)o (al1¥]/) — i (1*) o/ (par (MapBuv) et

lemme précédent avec m = 0).
~ Si s =1 (u),alors ff (u)o 17 est en f.n..
~Si s = (w)o 1", alors (1 (u) 0 7)o 17—} (w) o 17" (par (Ass)).
~Si s=1 (u)oa/, alors
( (w) 0 af)o 17 =1 () o (afo 1) =t (w)o (1t (1) o (a["]/)) —
oA (w) o (ff (7)o 'f) =4 (wo 7)o ) —ft ()0 d/

(par (Ass), (MapEnv), lemme précédent avec m =0, (Lift2) et H.R.).
Remarquons que le réduit obtenu est bien une f.n., car ¢ # id, et que la stra-
tégie suivie est innermost (on réduit d’abord «[1?], avant d’appliquer (Lift2)).

a

Lemme 7.3 Si s € O, alors il existe 1 € © telle que T os —» 1.
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Démonstration

On le montrera par récurrence sur s € © |
~ Si s=id,alors T oid —7 (par (IdR)).
~Si s=1", alors T o1"=1"", qui est en f...
~Si s=a/,alors Toa/ — id (par (Shift)).

~ Si s=1 (u),alors Tof (u) — wo T (par (ShiftLift1)), et on utilise le lemme

précédent.

~— Si s=1f(u)o 1™, alors T o(ff (u)o ") — wo 1"t (par (ShiftLift2)), et on

utilise le lemme précédent.

- Si s={(u)oa/,alors T o(ft (u)oa/) — vo(Toa/) — uwoid — u (par
(ShiftLift2), (Shift) et (IdR)).

a

Lemme 7.4 Si s € O et n >0, alors il existe t € O telle que 106 s —» 1.

Démonstration

On le montre par récurrence sur n. Le cas n = 0 est immédiat.

.1 n+1
Considérons donc T o s:

Tné_ls =1 o(Tgs)}igTot’

ou t' € O, et par le lemme précédent, il existe ¢ € O telle que T ot —» 1.
Remarquons que la stratégie est toujours innermost : on réduit la composition a la
racine apres avoir réduit 16 s.

O

Lemme 7.5 Soient a € A et s € O, alors il existe o' € A tel que a[s] — a .

Démonstration

On le montre par récurrence sur a. Remarquons que si s = d, il suffit de prendre
a' = a, grace a la regle (IdEnv). Supposons donc s # id.

— Si a =1, on le montre en étudiant s € O.

* Si s =7T", alors 1[1"] € A.

* Si s =ua/,alors 1[a/] — a (par (Fvar)), et a € A car s € O.
* Si s =1 (u), alors 1[f} (uv)] — 1 (par (Fuliftl)).

* Sios =1 (u)o ™, alors 1[f} (u)o "] — 1[1"] (par (Fulift2)).
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* Si s =1 (u) o a/, alors 1[f} (u) o a/] — 1[a/] — a (par (Fulift2) et
(Fvar)), et a € A car s € O.
— Si a =be, alors (be)[s] — bls]¢[s] — b'¢ (par (App) et H.R.).

— Si a = Ab, alors (Ab)[s] — A(B[) (s)]) — A (par (Lambda) et H.R. car
s €0 et s#id entraine {} (s) € O).

~ Si a=1[1"], alors 1[1"][s] — 1[1" os] — 1[0 s] — 1[t] — b€ A (par
(Clos), remarque 7.1.iii), lemme précédent et le cas @ = 1 du lemme présent).

O
Lemme 7.6 Soient s,t € O, alors il existe u € O telle que sot —» wu.

Démonstration
On le montrera par récurrence sur s € ©.Remarquons que si t = ud, il suffit de
prendre u = s, grace a la regle (IdR). Supposons donc t # id.

— Si s=1ud, alors id o t — t (par (IdL)).

~ St s=1",alors "ot 10t —» ucO (par la remarque 7.1.iii) et le lemme

7.4).
- Si s =a/,alors a/ot —1{ (t)o(alt]/]) =1 (t) o o'/ (par (MapEnv) et

lemme précédent, car s € O entraine a € A).

- Si s =1 (¢'), alors on le montre par analyse par cas, selon la structure de
1e0O.
* Sit=7",alors } (s')o "€ 0.
* Sit=a/,alors {} (s')o a/ € 0.

* Sit={ (), alors 4 (s)o 4t (') =1 (s’ o t) —1 (v) (par (Lift1) et
H.R.). Si u' # ud, alors {} (u') € © et on prend v =1} (u'). Si o' =id,

on prend u = d.
* Sit=1 ()0 T", alors on a la réduction suivante:
(o (M (#)ol") =M (s'ot)o " =1 (v)ol"
(par (Lift2), H.R. et lemme 7.2). Si ' # i¢d , on prend v =1} (v/)o "€ O.
Si ' =1d, on prend u =1".

* Si t=1 () o a/, alors on a la réduction :

N (o (') oal) =N (sot)yoa/ —{(u)o af
(par (Lift2) et H.R.). Si v’ # i¢d, on prend u =1} (v')oa/ € ©.5i v’ =1id,

on prend u=a/.
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a

Si s =1 (s")o 1", alors on a la réduction suivante:

(f ()0 1) ot = (s)o (1" ot) =1 (sho(Tol) = (s)ou — u
(par (Ass), remarque 7.1.iii), lemme 7.4 et H.R.).

Si s =1 (s")o a/, alors on a la réduction :

(M (s") oaf)yot —f(s)olafol) =q (s)o(hh(t)o(all])/) —
=M (o (o d/) — u

(par (Ass), (MapEnv), lemme 7.5 et H.R., car {} ()0 o’/ € O).

Théoreme 7.3 Le 7-calcul est faiblement noethérien (WN).

Démonstration

On le montre par récurrence simultanée sur la structure des termes et des substitu-

tions. Le résultat a démontrer est le suivant:
Pour tout a € A7" et s € AT* il existe @' € A et s’ € O tels que a —», d’ et

S —»,

s’

Les cas a =1, s =ud et s =T sont immédiats.

Si a = be, par H.R. il existe &', € A tels que b — b et ¢ — . Alors
b e Aet a— .

Si a = Ab, par H.R. il existe &' € A tel que b — b'. Alors A0 € A et
a—» A .

Si a = b[s], par H.R. il existe & € A et s’ € O tels que b —» b’ et s — 5.
Alors a —» b'[s'] et par le lemme 7.5 il existe b € A tel que b'[s'] — b, donc

a—»b'.
Si s =0b/,par H.R.il existe &' € A tel que b —» b'. Alors O// € A et s = V'/.

Si s =towu, par H.R. il existe t/,u’ € O telles que t — ' et u —» u’. Alors
s —» t'ou’ et par le lemme 7.6 il existe s’ € © telle que ' o v’ — s, donc

s —» .
Si s =1 (t), par H.R. il existe ¢’ € © telle que t — t'.

Si t' = id, on prend s = id, d’apres la regle (Liftld). Si t' # ud, alors
() €O et s (1).

Nous concluons ce chapitre en formulant deux conjectures.

Conjecture 7.1 Le 7-calcul est noethérien, et donc confluent.
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Conjecture 7.2 Le At-calcul est confluent.

Nous considérons que la confluence du Ar-calcul pourrait étre montrée par la
méthode d’interprétation, apres avoir établi la noethérianité de 7.



Chapitre 8

Conclusion et problemes ouverts

Les Ao-calculs sont un essai fructueux pour démasquer “I’éminence grise” du
A-calcul : la substitution. Les travaux de Abadi, Cardelli, Curien, Hardin et Lévy le
confirment. Notre apport personnel a I’étude de ces calculs peut étre synthétisé en:

— Une technique nouvelle pour montrer la noethérianité de o.
— La confluence du Ac’-calcul et du Aon-calcul sur les termes semi-clos.

— Une interprétation du Ao-calcul typé du premier ordre dans le A-calcul corres-
pondant pour laquelle on montre la correction et la complétude.

Il reste encore a établir la noethérianite des Ao-calculs typés. Nous consacrons
la section 8.2 a la présentation de ce probleme. Signalons ici qu’une preuve de ter-
minaison des calculs typés devrait fournir une preuve de terminaison des o-calculs
associés, au moins sur les termes typés. C’est la raison pour laquelle nous considé-
rons qu’aucune technique permettant d’établir la noethérianité des o-calculs n’est a
écarter.

Les résultats de confluence obtenus pour le Ao’-calcul et pour sa version exten-
sionnelle mettent en valeur I’ensemble des termes semi-clos. Ces termes sont intéres-
sants car, premierement, ils contiennent les termes du A-calcul, et deuxiemement, ils
permettent de formaliser une notion de modularité. On s’autorise ainsi a travailler
avec des “boites noires” (les variables de sorte terme) grace auxquelles les termes
peuvent étre considérés comme des contextes.

Ces résultats de confluence sont montrés par la méthode d’interprétation. On
constate encore une fois que cette méthode s’avere 'outil adéquat pour cette sorte
de calculs.

Nous avons rappelé que la o-normalisation, en tant qu’interprétation du Ao-
calcul typé du premier ordre dans le A-calcul, ne fournit pas la complétude. La
technique proposée dans le chapitre 5 pour résoudre ce probleme est d’utiliser un
systeme de réécriture auxiliaire dont les regles ne perdent pas l'information. Peut-
étre cette technique pourrait-elle s’adapter aux problemes présentés dans les sections
suivantes.
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Nous avons constaté que la notation de de Bruijn s’est avérée fructueuse dans le
cadre des substitutions explicites, tandis que notre essai d’intégrer la notation usuelle
n’est pas tout a fait satisfaisant. Dans le Av-calcul, nous sommes obligés d’imposer
une condition au terme de départ qui devrait étre préservée par les dérivations
pour le bon fonctionnement du calcul. Or, la condition trouvée ne satisfait pas ces
expectatives. Malgré ces obstacles nous avons réussi a montrer la confluence d’une
stratégie de réduction pour le Av-calcul. Mais cette confluence est valide modulo
a-conversion. Nous ne sommes donc pas arrivés a nous libérer completement du
probleme des renommages. Les questions que nous formulons a la fin du chapitre 6
montrent qu’il y a encore des problemes intéressants a résoudre pour ce calcul.

Seulement la noethérianité faible du 7-calcul a été montrée, en vérifiant que
la stratégie leftmost innermost est normalisante. La noethérianité reste encore un
probleme ouvert. Nous considérons donc que ce calcul est un bon exemple pour
tester les nouvelles méthodes de terminaison.

Pour conclure nous énoncgons les problemes ouverts les plus importants concer-
nant les Ao-calculs: développements finis et normalisation forte des versions typés,
et discutons brievement leur difficulté.

8.1 Développements Finis

Le théoreme des développements finis est un théoreme central dans le A-calcul
classique, car parmi ses conséquences les plus importantes se trouvent les deux
grands théoremes du A-calcul: le théoreme de confluence et le théoreme de stan-
dardisation.

Nous présentons ici la formulation la plus simple donnée dans [Bar84], section
11.2. Lautre version, plus compliquée du point de vue formel, mais tres claire par
contre au niveau intuitif, dit que pour tout terme, ses développements sont toujours
finis. Les développements d’un terme a € Ay, sont des dérivations partant de a ou
I’on ne s’autorise a réduire que les radicaux présents dans a ou dans les résidus de
ces radicaux, tandis que les réductions de radicaux creés sont interdites.

La version plus simple dit qu’une certaine réduction dans une extension de Ay
est fortement normalisable. Nous définissons d’abord cette extension.

Définition 8.1 L’ensemble de termes Ay est défini récursivement par :

az=uz | ab | Ar.a | (Aoz.a)b (x€V)

Nous étendons maintenant la définition de la méta-substitution du A-calcul clas-
sique (cf. définition 1.18) a A’y :

Définition 8.2 Soient a,b,c € Ay et © € V, on définit la méta-substitution en
ajoutant auz clauses de la définition 1.18 la clause suivante :

7. ((Aoy-a) b)[e/a] = ((Aoy-ale/x])) ble/x].
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Définition 8.3 Le Ag-calcul est le calcul engendré par la régle By définie ainsi:

(Aox.a)b —p, alb/z] .

Théoréme 8.1 (Développements Finis) Le Ag-calcul est noethérien.

Démonstration
Voir [Bar84], proposition 11.2.20.
O

Pour mieux comprendre le fonctionnement de 3y, voyons comment elle réduit le
terme non-normalisable classique (Az.za)(Ax.xx) dans sa Ag-version :

(Moz.2z)(Az.22) =5, (A\v.22)(Av.22),

et (Ax.za)(Ax.zx) est une fy-forme normale.
Remarquons que le sous-terme Ax.zx de (Aox.za)(Ax.zx) ne peut étre indexé, car
il n’est pas la premiere composante d’un radical.

La version du théoreme des développements finis pour les Ao-calculs est encore
un probleme ouvert. Nous donnons la formulation précise pour le Ao-calcul.

Définition 8.4 [’ensemble de termes et substilulions du Aoo-calcul est donné ré-
cursivement par:

Termes az=1]ab | da | (Aoa)b | a[s]
Substitutions s:=idd | T |a-s | sot.

L’ensemble des regles du Ago-calcul est obtenu en ajoutant a o la régle suivante :

(Betag) (Aoa)b — alb-id]

Conjecture 8.1 Le \go-calcul est noethérien.

La difficulté majeure, si nous voulons nous servir de la noethérianité du Ag-
calcul et de la o-normalisation, est engendrée par les regles de o qui “effacent”.
Nous revenons sur ce probleme dans la section suivante.

8.2 Normalisation des Ao-calculs typés

Une propriété essentielle que possede le A-calcul typé, et qui n’est pas présente
dans le A-calcul non-typé, est la noethérianité. Il existe plusieurs preuves de ce résul-
tat pour le A-calcul classique, parmi lesquelles celle de Tait [Tai67] a été facilement
étendue a des nouveaux systemes.
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Des variations de la preuve de Tait sont celles données dans [HS86] et [GLT90].
Dans ce dernier ouvrage on l'adapte au A-calcul avec couples et elle est ensuite
étendue aux systemes F de Girard et T de Godel.

La preuve de Tait se base sur l'introduction d’une notion abstraite: celle de
réductibilité dont nous donnons la définition.

Définition 8.5 L’ensemble de termes réductibles de type A est défini par récur-
rence sur le type A ainsi:

1. Si a est de type atomique A, a est réductible ssi il est fortement normalisable.

2. 5t a est de type B — C', a est réductible ssi, pour tout terme réductible b
de type B, le terme ab est réductible de type C' .

La preuve de noethérianité de Tait consiste en deux étapes:
— Tout terme réductible est fortement normalisable.
— Tous les termes sont réductibles.

Malgré nos efforts, la preuve de Tait n’a pas pu étre adaptée pour les Ao-calculs.
Cependant, nous formulons la conjecture suivante:

Conjecture 8.2 Le Ao-caleul typé (cf. section 1.9), le Ao'-caleul typé et le Aoy-
caleul typ€ (cf. définition 5.6) sont noethériens.

Le probleme est le suivant : si la conjecture 8.2 était démontrable par un argument
ala Tait, une notion adéquate de réductibilité pour le Ao-calcul devrait étre formulée.
En fait, la notion introduite dans la définition 8.5 fonctionne bien pour le A-calcul
dont la seule regle est 3, tandis que la définition cherchée devrait étre capable de
gérer toutes les regles de Ao.

On pourrait aussi étre tenté d’utiliser la noethérianité du A-calcul typé pour
montrer celle du Ao-calcul. Malheureusement, si la maniere de relier ces deux calculs
est la version typée de 'interprétation introduite dans le chapitre 3, qui d’ailleurs
semble étre la plus naturelle, on se rend vite compte de 'echec. En effet, étant donné
que le Ao-calcul possede des regles qui “effacent” ((VarCons) et (ShiftCons)), une
dérivation de longueur infinie peut devenir une dérivation interprétée de longueur
nulle. Par exemple, supposons une dérivation infinie a1 —), az —y, -+ -. On peut
donc construire la dérivation infinie suivante:

To(ar:A-s) —=yTolag: A-s) =y -

Or, toutes les substitutions de cette dérivation, apres mise en o-formes normales

deviennent s.
Une formulation adéquate de la technique du chapitre 5 serait peut-étre utile
pour éclaircir ces problemes.



Annexe A

Résultats du M-calcul utilisés

Dans cet annexe nous énoncons les résultats du A-calcul que nous avons utili-
sés dans le chapitre 6, et donnons la méthode a suivre pour leurs preuves. Nous
renvoyons aux définitions 1.18 et 1.19 de méta-substitution et a-congruence, respec-
tivement.

Lemme A.1 Soit ¢ € Ay . Si x & V(c), alors Az € ¢ ssi Az € c[x/y].

Démonstration

Récurrence sur c.
O

Lemme A.2 Soit c€ Ay . Si v ¢ V(c), alors FV(Ax.c[z/y]) C FV(e).

Démonstration

Soit W = FV(Ax.c[z/y]) = FV(c[z/y]) — {=}.
Siy & FV(c)alors c[x/y] = ¢, et alors W C FV(e).
Siy € FV(e)alors FV(c[x/y]) = {x} U (FV(e) —
W= FV(c) = {y} € FV(e).

O

{y}), et comme « & F'V(c) on a

Les lemmes suivants ont pour objectif d’aboutir au lemme A.7. Le reste des
lemmes n’est pas utilisé dans le chapitre 6. Leurs preuves sont routinieres.

Lemme A.3 Soient a,be Ay . Si v € FV(a), alors
a[bly/=]/y] =« alb/y]ly/«]-

Démonstration

Récurrence sur a.
O

Lemme A.4 Soient a, b€ Ay. Si v € FV(a) et z & FV(ya), alors
alz/ylly/][bly/x]/=] =o alb/y]ly/=].
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Démonstration
Propriétés des substitutions (voir [HS86]) et lemme précédent.
O

Lemme A.5 Soient a,be Ay . Si x & FV(a), alors

a[blz/x]/z] =a alb/=][z/]-

Démonstration

Récurrence sur a.
O

Pour la définition de —4 voir la définition 1.20. Nous utilisons ici la notation

— 5 pour souligner qu’il s’agit d'un pas de f-réduction qui nous intéresse.

Lemme A.6 Soient a, b, c € Ay . Si aimb et y & FV(a), alors il existe ¢ tel
que ¢ =, b[y/z] et afy/x]>sc.

Démonstration

Récurrence sur a et utiliser les lemmes A.4 et A.5.
O

Lemme A.7 5 aimb et a=,da , alors il existe b tlel que a’imb’ et b=,10.

Démonstration
Récurrence sur n = quantité de a-conversions dans a =, «’. Le pas inductif est

trivial. Pour démontrer le cas n = 1 utiliser le lemme précédent.
O



Annexe B

Confluence locale automatique

Cette annexe contient les démonstrations de la confluence locale du o-calcul, du
o’-calcul, du Ao’-calcul et du SPID-calcul sur les termes ouverts, obtenues avec le
logiciel KB développé a 1’ .LN.R.[LA..

L’application ab est notée app(a,b); 'abstraction Aa est notée 1b(a); la fer-
meture a[s] est notée clos(a,s); la substitution T est notée sh et le cons a- s est
noté cons(a,s).

B.1 Confluence locale du o-calcul

KB Version experimentale Mars 84 [Unix]
List of comnstructors = ()

List of AC operators = ()

List of infix operators = (o)

List of data-files = ( /kb/subs)

[load /users/formel/rios/kb/subs.l]
Mode (free/auto) = free

KB: complete subs

do you want a trace? y

[fasl /udd/formel/KB/V8/kb-trace.o]

Given set of equations:

clos(1,id) =1

clos(1,cons(a,x)) = a

clos(app(a,b),x) = app(clos(a,x),clos(b,x))
clos(1b(a),x) = 1b(clos(a,cons(1,xosh)))
clos(clos(a,x),y) = clos(a,xoy)

idox = x

shoid = sh

shocons(a,x) = x

cons(a,x)oy = cons(clos(a,y),xoy)
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(xoy)oz = xo(yoz)

R1: clos(1,id) ---> 1

R2: clos(l,cons(x,y)) ---> x

R3: clos(app(x,y),2z) ---> app(clos(x,z),clos(y,z))
R4 : clos(1b(x),y) ---> 1lb(clos(x,cons(1l,yosh)))
R5: clos(clos(x,y),z) ---> clos(x,yoz)

R6: idox ---> x

R7 : shoid ---> sh

R8: shocons(x,y) ---> y

R9: cons(x,y)oz ---> cons(clos(x,z),yoz)

R10: (xoy)oz ---> xo(yoz)

superposition of rules: RR1 and RRS

normalization of : clos(clos(1l,id) ,x)
R1: clos(1,id) ---> 1

occurrence: [ 1 ]

substitution :

normal form: clos(1,x)

normalization of : clos(clos(1l,id) ,x)

R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ =1

y’> = 1id

clos(1,idox)

R6: idox’ ---> x’
occurrence: [ 2 ]
substitution :

x’ = x

normal form: clos(1,x)
superposition of rules: RR6 and RR10

normalization of : (idox)oy

R6: idox’ ---> x’
occurrence: [ 1 ]
substitution :

x’ = x

normal form: xoy

normalization of : (idox)oy
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R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = id

y’ = x

ido(xoy)

R6: idox’ ---> x’
occurrence: [ ]
substitution :

x’ = xoy

normal form: xoy

superposition of rules: RR7 and RR10

normalization of : (shoid)ox
R7 : shoid ---> sh
occurrence: [ 1 ]
substitution :

normal form: shox

normalization of : (shoid)ox
R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = sh

y’> = 1id

sho(idox)

R6 : idox’ ---> x’

occurrence: [ 2 ]

substitution :
X’ =X

normal form: shox
superposition of rules: RR2 and RRS

normalization of : clos(clos(1l,cons(x,y)),2z)
R2: clos(l,cons(x’,y’)) ---> x’
occurrence: [ 1 1]

substitution :
X’ =X
y =y

normal form: clos(x,z)
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normalization of : clos(clos(1l,cons(x,y)),z)
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ =1

y’ = cons(x,y)

clos(1,cons(x,y)oz)

R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)
occurrence: [ 2 ]

substitution :

x’ = x

y =y

z’> = z

clos(1,cons(clos(x,z),yo0z))
R2: clos(l,cons(x’,y’)) ---> x’
occurrence : [ ]

substitution :
x’ = clos(x,z)
y’ = yoz

normal form: clos(x,z)
superposition of rules: RR8 and RR10

normalization of : (shocons(x,y))oz
R8 : shocons(x’,y’) ---> y’
occurrence: [ 1 1]

substitution :
X’ =X
y =y

normal form: yoz

normalization of : (shocons(x,y))oz
R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution:

x’ = sh

y’ = cons(x,y)

sho(cons(x,y)oz)

R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)
occurrence: [ 2 ]

substitution :

x’ = x

y =y
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z’ =z

shocons(clos(x,z) ,yoz)
R8 : shocons(x’,y’) ---> y’
occurrence: [ ]

substitution :
x’ = clos(x,z)
y’ = yoz

normal form: yoz
superposition of rules: RR5 and RRS

normalization of : clos(clos(clos(x,y),z),u)
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ 1 ]

substitution :
X’ =X
y =y
z’ =z

clos(clos(x,yoz) ,u)
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :
x’ = x

y’ = yoz

z’> = u

clos(x, (yoz)ou)

R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ 2 ]

substitution :

x’ =y

y’ =z

z’ = u

normal form: clos(x,yo(zou))

normalization of : clos(clos(clos(x,y),z),u)
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = clos(x,y)

y’ =z

clos(clos(x,y),zou)
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
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occurrence: [ ]

substitution :
X’ =X

y =y

z’ = zou

normal form: clos(x,yo(zou))

superposition of rules: RR10 and RR10

normalization of : ((xoy)oz)ou

R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ 1 ]

substitution :

x’ = x

y =3

z’> = z

(xo(yoz))ou

R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = x

y’ = yoz

z’> = u

xo((yoz)ou)

R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ 2 ]

substitution :

x’ =y

y’ =z

z’ = u

normal form: xo(yo(zou))

normalization of : ((xoy)oz)ou
R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution:

x’ = xoy

y’ =z

(xoy)o(zou)

R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = x
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b .
y =73
z’ zou

normal form: xo(yo(zou))
superposition of rules: RR3 and RRS

normalization of : clos(clos(app(x,y),z),u)
R3: clos(app(x’,y’),z’) ---> app(clos(x’,z’),clos(y’,z’))
occurrence: [ 1]

substitution :
X’ =X
y =y
z’ =z

clos(app(clos(x,z),clos(y,z)),u)
R3: clos(app(x’,y’),z’) ---> app(clos(x’,z’),clos(y’,z’))
occurrence: [ ]

substitution :
x’ = clos(x,z)
y’ = clos(y,=z)
z’> = u

app(clos(clos(x,z),u) ,clos(clos(y,z),u))
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ 1 ]

substitution :
x’ =X
y’ =z
z’ = u

app(clos(x,zou),clos(clos(y,z),u))
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ 2 ]

substitution :
x’ =y
y’ =z
z’ = u

normal form: app(clos(x,zou),clos(y,zou))

normalization of : clos(clos(app(x,y),z),u)
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = app(x,y)

y’ =z
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clos(app(x,y),zou)
R3: clos(app(x’,y’),z’) ---> app(clos(x’,z’),clos(y’,z’))
occurrence: [ ]

substitution :
X’ =X

y =y

z’ = zou

normal form: app(clos(x,zou),clos(y,zou))
superposition of rules: RR4 and RRS

normalization of : clos(clos(1b(x),y),z)
R4 : clos(1b(x’),y’) ---> 1lb(clos(x’,cons(l,y’osh)))
occurrence: [ 1 ]

substitution :
X’ =X
y =y

clos(1b(clos(x,cons(1,yosh))),z)
R4 : clos(1b(x’),y’) ---> 1lb(clos(x’,cons(l,y’osh)))
occurrence: [ ]

substitution :
x’ = clos(x,cons(1,yosh))
y’ =z

1b(clos(clos(x,cons(l,yosh)),cons(1,zosh)))
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ 1 ]

substitution :

x’ = x

y’ = cons(1l,yosh)

z’ = cons(1,zosh)

1b(clos(x,cons(1,yosh)ocons(1,zosh)))
R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)
occurrence: [ 1 2 ]

substitution :

x’ =1

y’ = yosh

z’ = cons(1,zosh)

1b(clos(x,cons(clos(1,cons(1,zosh)), (yosh)ocons(1,zosh))))
R2: clos(l,cons(x’,y’)) ---> x’

occurrence: [ 1 2 1]

substitution:

x’ =1
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y’ = zosh

1b(clos(x,cons(1, (yosh)ocons(1,zosh))))
R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ 1 2 2]

substitution :

x’ =y

y’ = sh

z’ = cons(1,zosh)

1b(clos(x,cons(1,yo(shocons(1l,zosh)))))
R8 : shocons(x’,y’) ---> y’
occurrence: [ 1 2 2 2]

substitution :
x’ =1
y’ = zosh

normal form: lb(clos(x,cons(1l,yo(zosh))))

normalization of : clos(clos(1b(x),y),z)
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :
x’ = 1b(x)
y =y

clos(1b(x),yoz)
R4 : clos(1b(x’),y’) ---> 1lb(clos(x’,cons(l,y’osh)))
occurrence: [ ]

substitution :

x’ =X

y’ = yoz

1b(clos(x,cons(1, (yoz)osh)))
R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ 1 2 2]
substitution :

x’ =y

y’ =z

z’ = sh

normal form: lb(clos(x,cons(1l,yo(zosh))))
superposition of rules: RR9 and RR10

normalization of : (cons(x,y)oz)ou
R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)
occurrence: [ 1 ]
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substitution :
X’ =X
y =y
z’ =z

cons(clos(x,z),yoz)ou

R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = clos(x,z)

y’ = yoz

z’> = u

cons(clos(clos(x,z),u), (yoz)ou)
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ 1 ]

substitution :
X’ =X
y’ =z
z’ = u

cons(clos(x,zou), (yoz)ou)

R10: (x’0y’)oz’ ---> x’o(y’oz’)
occurrence: [ 2 ]

substitution :

x’ =y

y’ =z

z’ = u

normal form: cons(clos(x,zou),yo(zou))

normalization of : (cons(x,y)oz)ou

R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = cons(x,y)

y’ =z

cons(x,y)o(zou)

R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ =X

y =7y

z’ = zou

normal form: cons(clos(x,zou),yo(zou))

Time: 9 s. [GC: O s. ]
Complete set: *subs
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B.2 Confluence locale de ¢’ et de \o’

Nous avons conservé de la transcription de la session correspondant au Ao’-
calcul seulement les superpositions de paires critiques nécessitant l'introduction de
nouvelles regles (R1, R7, R11, R12, R13). On constate ainsi la confluence locale du
Ac’-calcul.

Quant a celle du o’-calcul, il suffit de vérifier que la regle (Beta) (R13) n’est
jamais utilisée pour fermer une paire critique engendrée par les autres regles.

Voici les regles fournies au logiciel KB:

Rl1: clos(x,id) ---> x

R2: clos(l,cons(x,y)) ---> x

R3: clos(app(x,y),2z) ---> app(clos(x,z),clos(y,z))
R4 : clos(1b(x),y) ---> 1lb(clos(x,cons(1l,yosh)))
R5: clos(clos(x,y),z) ---> clos(x,yoz)

R6: idox ---> x

R7: xoid ---> x

R8: shocons(x,y) ---> y

R9: cons(x,y)oz ---> cons(clos(x,z),yoz)

R10: (xoy)oz ---> xo(yoz)

R11: cons(1,sh) ---> id

R12: cons(clos(1,x),shox) ---> x

R13: app(1lb(x),y) ---> clos(x,cons(y,id))
superposition of rules: RR6 and RR7

normalization of : idoid
R6: idox’ ---> x’
occurrence: [ ]
substitution :

x’ = id

normal form: id
normalization of : idoid
R7: x’0id ---> x’
occurrence: [ ]
substitution :
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x’ = id
normal form: id

superposition of rules: RR11 and RR2

normalization of : clos(1l,cons(1,sh))
R11: cons(1,sh) ---> id

occurrence: [ 2 ]

substitution :

clos(1,id)

Rl1: clos(x’,id) ---> x’
occurrence: [ ]
substitution :

x’ =1

normal form: 1

normalization of : clos(l,cons(1,sh))
R2: clos(l,cons(x’,y’)) ---> x’
occurrence : [ ]

substitution :
x’ =1
y’ = sh

normal form: 1

superposition of rules: RR11 and RR8

normalization of : shocons(1,sh)
R11: cons(1,sh) ---> id
occurrence: [ 2 ]

substitution :

shoid

R7: x’0id ---> x’
occurrence: [ ]
substitution :

x’ = sh

normal form: sh

normalization of : shocons(1,sh)
R8: shocons(x’,y’) ---> y’
occurrence: [ ]

substitution :

x’ =1
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y’ = sh
normal form: sh

superposition of rules: RR1 and RR12

normalization of : cons(clos(1l,id),shoid)
Rl1: clos(x’,id) ---> x’

occurrence: [ 1 ]

substitution :

x’ =1

cons(1,shoid)

R7: x’0id ---> x’
occurrence: [ 2 ]
substitution :

x’ = sh

cons(1,sh)

R11: cons(1,sh) ---> id
occurrence: [ ]
substitution :

normal form: id

normalization of : cons(clos(1,id),shoid)
R12: cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = id

normal form: id

superposition of rules: RR7 and RR12

normalization of : cons(clos(1l,id),shoid)
R7: x’0id ---> x’

occurrence: [ 2 ]

substitution :

x’ = sh

cons(clos(1,id),sh)

Rl1: clos(x’,id) ---> x’
occurrence: [ 1 ]
substitution :

x’ =1

cons(1,sh)
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R11: cons(1,sh) ---> id
occurrence: [ ]
substitution :

normal form: id

normalization of : cons(clos(1,id),shoid)
R12: cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’
occurrence: [ ]

substitution:

x’ = 1id

normal form: id

superposition of rules: RR1 and RRS

normalization of : clos(clos(x,id),y)
Rl1: clos(x’,id) ---> x’

occurrence: [ 1 ]

substitution :

x’ = x

normal form: clos(x,y)

normalization of : clos(clos(x,id),y)

R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ =X

y’> = 1id

clos(x,idoy)

R6 : idox’ ---> x’

occurrence: [ 2 ]

substitution :
x’ =y

normal form: clos(x,y)
superposition of rules: RR1 and RRS

normalization of : clos(clos(x,y),id)
Rl1: clos(x’,id) ---> x’

occurrence: [ ]

substitution :

x’ = clos(x,y)

normal form: clos(x,y)
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normalization of : clos(clos(x,y),id)
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ =X

y =7y

z’? = id

clos(x,yoid)

R7: x’0id ---> x’

occurrence: [ 2 ]

substitution :

x’ =y

normal form: clos(x,y)

superposition of rules: RR7 and RR10

normalization of : (xoid)oy
R7: x’0id ---> x’
occurrence: [ 1 ]
substitution :

x’ = x

normal form: xoy

normalization of : (xoid)oy

R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = x

y’> = 1id

xo(idoy)

R6: idox’ ---> x’

occurrence: [ 2 ]

substitution :
x’ =y

normal form: xoy
superposition of rules: RR7 and RR10

normalization of : (xoy)oid
R7: x’0id ---> x’
occurrence: [ ]
substitution :
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x’ = xoy
normal form: xoy

normalization of : (xoy)oid
R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ ]
substitution :

x’ = x

y =3

z’ = id

xo(yoid)

R7: x’0id ---> x’
occurrence: [ 2 ]
substitution :

x’ =y

normal form: xoy

superposition of rules: RR12 and RR2

normalization of : clos(1,cons(clos(1,x),shox))
R12: cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’
occurrence: [ 2 ]

substitution:

x’ = x

normal form: clos(1,x)

normalization of : clos(1l,cons(clos(1l,x),shox))
R2: clos(l,cons(x’,y’)) ---> x’
occurrence : [ ]

substitution :
x’ = clos(1,x)
y’ = shox

normal form: clos(1,x)

superposition of rules: RR2 and RR12

normalization of : cons(clos(l,cons(x,y)),shocons(x,y))
R2: clos(l,cons(x’,y’)) ---> x’

occurrence: [ 1 1]

substitution :

x’ = x

y =3
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cons (x,shocons(x,y))
R8 : shocons(x’,y’) ---> y’
occurrence: [ 2 ]

substitution :
X’ =X
y =y

normal form: cons(x,y)

normalization of : cons(clos(l,cons(x,y)),shocons(x,y))
R12: cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’

occurrence: [ ]

substitution:

x’ = cons(x,y)

normal form: cons(x,y)

superposition of rules: RR12 and RR8

normalization of : shocons(clos(1l,x),shox)
R12: cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’
occurrence: [ 2 ]

substitution:

X’ = x

normal form: shox

normalization of : shocons(clos(1l,x),shox)
R8 : shocons(x’,y’) ---> y’
occurrence: [ ]

substitution :
x’ = clos(1,x)
y’ = shox

normal form: shox
superposition of rules: RR8 and RR12

normalization of : cons(clos(l,cons(x,y)),shocons(x,y))
R8: shocons(x’,y’) ---> y’
occurrence: [ 2 ]

substitution :
X’ =X
y =y

cons(clos(1l,cons(x,y)),y)
R2: clos(l,cons(x’,y’)) ---> x’
occurrence: [ 1 1]
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substitution :
X’ =X
y =y

normal form: cons(x,y)

normalization of : cons(clos(l,cons(x,y)),shocons(x,y))
R12: cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’

occurrence: [ ]

substitution:

x’ = cons(x,y)

normal form: cons(x,y)

superposition of rules: RR1 and RR3

normalization of : clos(app(x,y),id)
Rl1: clos(x’,id) ---> x’
occurrence: [ ]

substitution :

x> = app(x,y)
normal form: app(x,y)

normalization of : clos(app(x,y),id)
R3: clos(app(x’,y’),z’) ---> app(clos(x’,z’),clos(y’,z’))
occurrence: [ ]

substitution :
X’ =X

y =y

z’? = id

app(clos(x,id),clos(y,id))
Rl1: clos(x’,id) ---> x’
occurrence: [ 1 ]
substitution :

x’ = x

app(x,clos(y,id))

Rl1: clos(x’,id) ---> x’
occurrence: [ 2 ]
substitution :

x’ =y

normal form: app(x,y)

superposition of rules: RR1 and RR4
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normalization of : clos(1b(x),id)
Rl1: clos(x’,id) ---> x’
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = 1b(x)

normal form: 1b(x)

normalization of : clos(1b(x),id)

R4 : clos(1b(x’),y’) ---> 1lb(clos(x’,cons(l,y’osh)))
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = x

y’> = 1id

1b(clos(x,cons(1,idosh)))
R6: idox’ ---> x’
occurrence: [ 1 2 2]
substitution :

x’ = sh

1b(clos(x,cons(1,sh)))
R11: cons(1,sh) ---> id
occurrence: [ 1 2 ]
substitution :

1b(clos(x,id))

Rl1: clos(x’,id) ---> x’
occurrence: [ 1 ]
substitution :

x’ = x

normal form: 1b(x)

superposition of rules: RR7 and RR9

normalization of : cons(x,y)oid
R7: x’0id ---> x’

occurrence: [ ]

substitution:

x’ = cons(x,y)

normal form: cons(x,y)

normalization of : cons(x,y)oid

R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = x
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y =7y

z’? = id

cons(clos(x,id) ,yoid)
Rl1: clos(x’,id) ---> x’
occurrence: [ 1 ]
substitution :

x’ =X

cons(x,yoid)

R7: x’0id ---> x’
occurrence: [ 2 ]
substitution :

x’ =y

normal form: cons(x,y)

CONFLUENCE LOCALE AUTOMATIQUE

superposition of rules: RR11 and RR9

normalization of : cons(1,sh)ox

R11: cons(1,sh) ---> id
occurrence: [ 1 ]
substitution :

idox

R6: idox’ ---> x’
occurrence: [ ]
substitution :

x’ = x

normal form: x

normalization of : cons(1,sh)ox

R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)

occurrence: [ ]
substitution :
x’ =1

y’ = sh

cons(clos(1,x),shox)

R12: cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’

occurrence: [ ]
substitution :
X’ =X

normal form: x

superposition of rules: RR12 and RR9
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normalization of : cons(clos(1,x),shox)oy
R12: cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’
occurrence: [ 1 ]

substitution :

x’ = x

normal form: xoy

normalization of : cons(clos(1,x),shox)oy
R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :
x’ = clos(1,x)
y’ = shox

cons(clos(clos(1,x),y), (shox)oy)
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ 1 ]

substitution :
x’ =1
y’ = x
z’ =y

cons(clos(1,xo0y), (shox)oy)
R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)
occurrence: [ 2 ]

substitution :
x’ = sh

y’ = x

z’ =y

cons(clos(1,xo0y) ,sho(xoy))

R12: cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’
occurrence: [ ]

substitution:

x’ = xoy

normal form: xoy

superposition of rules: RR13 and RR3

normalization of : clos(app(1lb(x),y),z)

R13: app(lb(x’),y’) ---> clos(x’,cons(y’,id))
occurrence: [ 1 ]

substitution:

x’ =X

y =y
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clos(clos(x,cons(y,id)),z)

R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = x

y’ = cons(y,id)

z’> = z

clos(x,cons(y,id)oz)

R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)
occurrence: [ 2 ]

substitution :

x’ =y

y’> = 1id

z’> = z

clos(x,cons(clos(y,z),idoz))

R6: idox’ ---> x’
occurrence: [ 2 2 ]
substitution :

x’ = z

normal form: clos(x,cons(clos(y,z),z))

normalization of : clos(app(1lb(x),y),z)
R3: clos(app(x’,y’),z’) ---> app(clos(x’,z’),clos(y’,z’))
occurrence: [ ]

substitution :
x’ = 1b(x)
y =y

app(clos(1b(x),z),clos(y,z))
R4 : clos(1b(x’),y’) ---> 1lb(clos(x’,cons(l,y’osh)))
occurrence: [ 1 ]

substitution :
X’ =X
y’ =z

app(1b(clos(x,cons(l,zosh))),clos(y,z))

R13: app(lb(x’),y’) ---> clos(x’,cons(y’,id))
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = clos(x,cons(1,zosh))

y’ = clos(y,=z)

clos(clos(x,cons(1,zosh)),cons(clos(y,z),id))
R5: clos(clos(x’,y’),z’) ---> clos(x’,y’0z’)
occurrence: [ ]

substitution :
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X’ =X

y’ = cons(1l,zosh)

z’ cons(clos(y,z),id)

clos(x,cons(1,zosh)ocons(clos(y,z),1id))

R9: cons(x’,y’)oz’ ---> cons(clos(x’,z’),y’0z’)
occurrence: [ 2 ]

substitution :

x’ =1

y’ = zosh

z’ = cons(clos(y,z),id)

clos(x,cons(clos(1,cons(clos(y,z),id)), (zosh)ocons(clos(y,z),id)))
R2: clos(l,cons(x’,y’)) ---> x’

occurrence: [ 2 1 ]

substitution :

x’ = clos(y,z)

y? = id

clos(x,cons(clos(y,z), (zosh)ocons(clos(y,z),id)))
R10: (x’o0y’)oz’ ---> x’0(y’0z’)

occurrence: [ 2 2 ]

substitution :

x’ = z

y’ = sh

z’ cons(clos(y,z),id)

clos(x,cons(clos(y,z),zo(shocons(clos(y,z),id))))
R8: shocons(x’,y’) ---> y’

occurrence: [ 2 2 2 ]

substitution :

x’ = clos(y,z)

y’> = 1id

clos(x,cons(clos(y,z) ,z0id))
R7: x’0id ---> x’
occurrence: [ 2 2 ]
substitution :

x’ =z
normal form: clos(x,cons(clos(y,z),z))
Time: 15 s. [GC: 0 s. ]

Complete set: *lsubs
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B.3 Confluence locale du SPID-calcul

Pour vérifier la confluence locale du SPID-calcul il suffit en fait de consta-
ter que dans la session transcrite dans la section précédente chaque surperposition
des SPID-regles (R1, R7, R11, R12) est gérée seulement avec des SPID-regles
Puisque’il n’y a que deux superpositions nous reproduisons quand méme la session
obtenue en fournissant au logiciel KB seulement les S PID-regles:

Rl1: clos(x,id) ---> x

R2: xoid ---> x

R3: cons(1l,sh) ---> id

R4 : cons(clos(1,x),shox) ---> x

superposition of rules: RR1 and RR4

normalization of : cons(clos(1l,id),shoid)
Rl1: clos(x’,id) ---> x’

occurrence: [ 1 ]

substitution :

x’ =1

cons(1,shoid)

R2: x’0id ---> x’
occurrence: [ 2 ]
substitution :

x’ = sh

cons(1,sh)

R3: cons(1l,sh) ---> id
occurrence: [ ]
substitution :

normal form: id

normalization of : cons(clos(1l,id),shoid)
R4 : cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = id

normal form: id
superposition of rules: RR2 and RR4

normalization of : cons(clos(1l,id),shoid)
R2: x’0id ---> x’
occurrence: [ 2 ]
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substitution :
x’ = sh

cons(clos(1,id),sh)

Rl1: clos(x’,id) ---> x’
occurrence: [ 1 ]
substitution :

x’ =1

cons(1,sh)

R3: cons(1l,sh) ---> id
occurrence: [ ]
substitution :

normal form: id

normalization of : cons(clos(1l,id),shoid)
R4 : cons(clos(1,x’),shox’) ---> x’
occurrence: [ ]

substitution :

x’ = id

normal form: id
Time: 1 s. [GC: O s. ]

Complete set: *spid
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Annexe C

Sous-systemes de CCL

Les termes clos de CCL sont définis par:
zu=1Id | Fst| Snd | App | Az | 2oy | <a,y>
Le systeme & est donné par I’ensemble de regles suivantes:

(Ass) (zoy)oz—zo(yoz)

(1dL) Ildox — x

(Fst) Fsto<az,y>—u

(Snd)  Sndo<ax,y>—y

(Dpair) <a,y>o0z—<z0z,y0z>
(DA) (Ax)oy — A(xwo <yo Fst, Snd >)
(FId)  Fstold— Fst
(S1d) Sndold — Snd

Le systeme SUBST est obtenu en ajoutant aux regles de & les regles:

(IdR) xzold—
(FSI) < Fst, Snd>— Id
(SP) < Fstox,Sndox >—«x

et en enlevant les regles (FId) et (SId) qui sont des instances de (IdR).

La premiere preuve de terminaison de SUBST donnée dans [HL86] consiste a
montrer que le nombre d’applications de la regle (DA ), dans toute dérivation d’un
terme donné, est borné par une valeur ne dépendant que du terme. Il faut pour
cela estimer le nombre de symboles A et de symboles <, > qui peuvent étre présents
dans un méme réduit. Ces estimations sont données par des fonctions qui vérifient
la propriété de sous-terme (f(C[s]) > f(s)) mais ne sont pas compatibles avec la
structure (si f(s) > f(t), alors f(C[s]) > f(C[t])). La fonction estimant le nombre de
paires est tres compliquée et nécessite la construction d’une liste auxiliaire servant
a représenter un terme. Cette derniere construction ne vérifie pas la propriété de
sous-terme mais est compatible avec la structure.
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Dans [Har89], T. Hardin a montré que le systeme € + (Beta) est confluent sur
un sous-ensemble D de termes, qui contient les termes du A-calcul. Ce systeme im-
plémente donc la fg-réduction avec gestion explicite des substitutions. Par contre,
le calcul SUBST + (Beta) n’est pas confluent. Ces résultats sont obtenus en uti-
lisant la méthode d’interprétation (cf. lemme 1.4). L’interprétation est faite par
E-normalisation. La non-confluence est montrée en construisant un contre-exemple
pour le A-calcul avec couples, assez différent de celui de Klop, et en le traduisant

dans CCL.
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