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Introduction

Ce travail se place dans un domaine o�u convergent la th�eorie de la r�e�ecriture

et le �-calcul. Son but principal est d'approfondir les connaissances sur une famille

de calculs, les ��-calculs, qui ont vu le jour r�ecemment et dont la caract�eristique

essentielle est le traitement explicite de la substitution. On a �egalement abord�e deux

nouveaux calculs avec des substitutions explicites, pour lesquels certains r�esultats

partiels ont �et�e obtenus : le ��-calcul et le �� -calcul.

Le �-calcul a �et�e fond�e par Church dans les ann�ees 30 a�n de d�evelopper une

th�eorie g�en�erale des fonctions et d'�etendre cette th�eorie avec des notions logiques en

vue de fournir une fondation de la logique et des math�ematiques. Malheureusement,

les tentatives fondationnelles ont �echou�e et seule la sous-th�eorie correspondant �a la

partie fonctionnelle a surv�ecu. C'est dans le cadre de cette th�eorie que Church a

formalis�e la notion de \fonction e�ectivement calculable" (�-d�e�nissable).

Dans le �-calcul, les fonctions sont consid�er�ees en tant que proc�ed�es. L'interêt de

cette conception est de souligner leur aspect calculatoire. Ce point de vue dynamique

di��ere de la notion ensembliste, plus statique, de fonction en tant que graphe, c'est-

�a-dire ensemble de paires ordonn�ees.

Une fonction en tant que r�egle de calcul peut être consid�er�ee comme un pro-

gramme, ex�ecutable en suivant des instructions, pour donner un r�esultat �a partir

de certains arguments. Le �-calcul permet donc la manipulation des programmes

et pr�esente lui-même plusieurs aspects des langages de programmation et de leurs

impl�ementations. On sait que ce calcul, même en ayant une syntaxe tr�es simple, est

su�samment puissant pour d�ecrire toutes les fonctions calculables et devient ainsi

un outil e�cace pour la conception et l'analyse d'une large famille de langages de

programmation : les langages fonctionnels.

Le �-calcul contient une seule r�egle, appel�ee � : une application de cette r�egle

consiste essentiellement �a remplacer certaines occurrences d'une variable par un

terme. Cette op�eration de substitution est d�ecrite dans le m�eta-langage du �-calcul.

Ceci peut s'av�erer g�enant dans la mod�elisation des impl�ementations. En e�et, la

variable doit être remplac�ee seulement quand elle est libre dans un certain sous-

terme et, en plus, il faut �eviter que, apr�es la substitution, les variables libres du

terme introduit soient captur�ees par des abstractions pr�eexistantes. On est donc

oblig�e de faire les renommages ad�equats pour r�esoudre ce probl�eme.

Plusieurs solutions ont �et�e propos�ees pour traiter ces inconv�enients, dont deux

vii
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nous int�eressent particuli�erement :

{ Celle propos�ee dans les ann�ees 70 par de Bruijn qui introduit une notation

o�u les noms des variables sont remplac�es par des entiers naturels indiquant la

hauteur de liaison de chaque variable, i.e. le nombre de �'s �a franchir quand

on remonte de l'occurrence examin�ee jusqu'�a l'abstracteur qui la lie.

{ Celle o�u, au lieu de d�e�nir la substitution dans le m�eta-langage, on introduit

dans le langage un nouvel op�erateur pour d�enoter la substitution �a e�ectuer.

Dans les ��-calculs et dans le �� -calcul ces deux ingr�edients sont combin�es,

tandis que pour le ��-calcul on ne retient que le second.

Une caract�eristique commune aux calculs mentionn�es pr�ec�edemment est la pr�e-

sence d'une r�egle (Beta) destin�ee �a d�eclencher la substitution, le reste des r�egles

servant �a la propager jusqu'aux variables concern�ees. Les calculs obtenus par sup-

pression de (Beta) sont d�enot�es : �-calculs, �-calcul et � -calcul, respectivement, et

appel�es g�en�eriquement calculs de substitutions.

Les ��-calculs ont leur origine dans la Logique Combinatoire Cat�egorique (CCL),

introduite par P.-L. Curien [Cur86] commeun mod�ele syntaxique des Cat�egories Car-

tesiennes Ferm�ees. Sur les Combinateurs Cat�egoriques, deux th�eories �equationnelles

non �equivalentes ont �et�e d�evelopp�ees :

{ La Logique Combinatoire Cat�egorique Faible qui est �a l'origine de l'impl�emen-

tation du langage CAML (cf [MS86]). Celle-ci repose sur la Machine Abstraite

Cat�egorique (CAM) d�ecrite dans [CCM87].

{ La Logique Combinatoire Cat�egorique Forte �equivalente �a la th�eorie du �-

calcul avec couples (cf. [Cur86] et [Har87]).

Dans [Har87], T. Hardin �etudie les propri�et�es de con
uence du syst�eme de r�e�ecri-

ture obtenu en orientant les �equations de la Logique Combinatoire Cat�egorique

Forte. Elle montre que le syst�eme n'est pas con
uent, mais qu'en revanche, un sous-

syst�eme, appel�e E+(Beta), capable de simuler la �-r�eduction, est con
uent sur un

sous-ensemble de termes clos. La d�e�nition de ce sous-ensemble n'est pas simple

[Har89] et il contient une traduction des termes du �-calcul.

CCL est le premier syst�eme de r�e�ecriture connu, capable d'impl�ementer compl�e-

tement la substitution, mais il n'est pas tout �a fait satisfaisant. Premi�erement, pour

�etudier les �-termes il faut se restreindre au sous-ensemble mentionn�e plus haut,

dont la manipulation est di�cile. Deuxi�emement, fonctions et environnements sont

repr�esent�es par des combinateurs au même niveau, tandis que leur s�emantique est

fort di��erente.

Pour essayer de r�esoudre ces probl�emes, P.-L. Curien con�cut en 1988 un calcul,

appel�e �� [Cur88], qui contient deux sortes : terme et substitution, et qui a �et�e

�etendu ult�erieurement au ��-calcul [ACCL90]. Ce dernier calcul s'est av�er�e être une
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version �a deux sortes du syst�eme E+(Beta) et il r�epond favorablement aux probl�emes

qui nous int�eressent :

{ Il est con
uent sur les termes/substitutions clos. De plus, les termes clos

contiennent les termes du �-calcul en notation de de Bruijn, qui peuvent être

d�ecrits d'une mani�ere tr�es simple : les �-formes normles.

{ On dispose d'une distinction s�emantique entre fonctions et environnements.

Pourtant, sur l'ensemble total des termes/substitutions, le ��-calcul, tout com-

me sa version combinatoire cat�egorique, n'est même pas localement con
uent.

L'�etude des paires critiques sugg�ere l'ajout de quatre r�egles, grâce auxquelles la

con
uence locale est atteinte. Le calcul ainsi obtenu est appel�e ��

0

-calcul. L'une de

ces r�egles est non-lin�eaire �a gauche et rappelle la r�egle dite de \surjective pairing" du

�-calcul avec couples. J. W. Klop a montr�e que la con
uence de ce calcul est d�etruite

par cette r�egle [Klo80]. C'est aussi le cas pour le ��

0

-calcul : la non-con
uence, d�ej�a

conjectur�ee dans [ACCL90], a �et�e �etablie r�ecemment [CHL91].

Existe-t-il un calcul totalement con
uent qui poss�ede les bonnes propri�et�es de

��? La r�eponse a�rmative a �et�e donn�ee dans [HL89]. Le ��

*

-calcul est un calcul

con
uent sur un ensemble de termes �a deux sortes et il peut être interpr�et�e dans ��.

L'id�ee centrale pour l'obtention de ce calcul est l'introduction d'un op�erateur unaire

a�n d'eviter la paire critique qui conduit �a l'ajout de la r�egle de \surjective pairing".

Cet op�erateur, not�e * , a�ecte la substitution apr�es la travers�ee d'un abstracteur.

On peut donc comprendre l'�evolution de CCL �a ��

*

comme une suite d'am�elio-

rations qui ont pour but la con
uence. L'une des contributions principales de cette

th�ese se situe �a mi-chemin dans cette ascension vers la con
uence totale. Etant donn�e

que le ��

0

-calcul n'est pas con
uent sur la totalit�e des termes/substitutions, et que

le contre-exemple donn�e dans [CHL91] utilise de mani�ere cruciale les variables de

sorte substitution, nous nous demandons quelle est la limite jusqu'�a laquelle on

peut pousser la con
uence dans le cadre du ��

0

-calcul. La r�eponse donn�ee dans le

chapitre 3 est la suivante : au moins jusqu'aux termes semi-clos. Ce sont les termes

qui admettent des variables de sorte terme, mais pas de sorte substitution. La

même r�eponse est valide pour le ��

0

-calcul extensionnel (chapitre 4).

Le ��

0

-calcul devient donc fort int�eressant, non seulement du point de vue th�eo-

rique, mais aussi dans le domaine des applications, puisque la possession des va-

riables de sorte terme (rappelons que les termes du �-calcul sont cod�es dans cette

sorte) permet de se placer dans une th�eorie plus g�en�erale de la r�eduction o�u l'on

peut formaliser une notion de modularit�e : une variable �etant consid�er�ee comme une

sous-expression non sp�eci��ee, un terme du ��

0

-calcul semi-clos joue le rôle d'un

contexte.

La m�ethode propos�ee pour arriver �a ces r�esultats est la m�ethode d'interpr�etation,

identi��ee dans [Har89], o�u elle a �et�e utilis�ee pour les combinateurs cat�egoriques. C'est

une m�ethode simple et e�ective qui consiste �a r�eduire le probl�eme de con
uence, via

�

0

-normalisation dans ce cas, �a la con
uence d'un calcul plus simple (une extension

du �-calcul) qui peut être �etablie par des m�ethodes classiques.
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L'existence et l'unicit�e des �

0

-formes normales, et plus g�en�eralement la noe-

th�erianit�e et la con
uence des calculs de substitutions, deviennent donc indispen-

sables. Grâce au lemme de Newman [New42], il su�t d'�etablir la noeth�erianit�e et

la con
uence locale, et celle-ci peut être v�eri��ee, dans le cas des �-calculs et du

� -calcul, par analyse automatique des paires critiques [KB70]. Par cons�equent, c'est

le probl�eme de la noetherianit�e de ces calculs qu'il faut r�esoudre.

Une seule d�emonstration de la noetherianit�e du �-calcul �etait connue. Elle est

fond�ee sur la terminaison du sous-syst�eme de CCL correspondant �a �

0

: SUBST.

La preuve de la noetherianit�e de SUBST [HL86] est compl�etement di��erente de

celle que nous proposons pour � dans le deuxi�eme chapitre

1

. Etant donn�e que la

noetherianit�e du ��-calcul typ�e est encore un probl�eme ouvert, nous consid�erons

qu'aucune technique d�evelopp�ee pour �etablir la terminaison de � n'est �a �ecarter.

Tous les calculs discut�es pr�ec�edemment sont non-typ�es et leurs versions typ�ees

restent encore peu �etudi�ees. Dans [ACCL90], on introduit le ��-calcul typ�e du pre-

mier ordre et on montre sa correction par rapport au �-calcul : si a est typable

dans le ��-calcul, alors sa �-forme normale est typable dans le �-calcul. La r�eci-

proque (compl�etude) n'est pas vraie �a cause des �-r�egles qui perdent de l'informa-

tion. Notre contribution �a ce sujet est la formulation d'une traduction autre que

la �-normalisation, pour laquelle on peut montrer la correction et la compl�etude

(chapitre 5).

Dans sa th�ese [Ehr88], T. Ehrhard pr�esente une th�eorie �equationnelle provenant

d'une d�e�nition cat�egorique g�en�erale du calcul des constructions de T. Coquand

et G. Huet [CH88]. Une possible orientation du fragment correspondant au premier

ordre non-typ�e de cette th�eorie, donne naissance �a un syst�eme de r�e�ecriture que nous

appelons �� . Le calcul ainsi obtenu est tr�es proche de ��

*

: il n'introduit qu'une

modi�cation syntaxique dans la sorte substitution; on peut donc le consid�erer

comme un nouveau membre de la famille des ��-calculs. Par les mêmes raisons que

celles que nous avons �evoqu�ees plus haut, la terminaison de � est essentielle pour

�etudier ce calcul. Notre apport dans ce domaine est la preuve de terminaison faible

(chapitre 7). La terminaison forte reste encore un probl�eme ouvert et, �etant donn�ee

sa di�ucult�e, nous croyons que c'est un vrai d�e� pour les sp�ecialistes de la r�e�ecriture.

Le traitement explicite de la substitution, combin�e avec le formalisme de de

Bruijn, o�re un cadre ad�equat pour d�ecrire et prouver des propri�et�es math�ema-

tiques des substitutions. D�es qu'on abandonne la notation de de Bruijn pour revenir

�a la notation usuelle des variables, en s'�eloignant ainsi des syst�emes de r�e�ecriture

classiques, les di�cult�es augmentent de sorte qu'on n'est pas encore arriv�e �a formu-

ler de mani�ere satisfaisante un calcul de substitutions explicites avec des noms de

1

Le contenu de ce chapitre est le fruit d'un travail en collaboration avec P.-L. Curien et

T. Hardin et a d�ej�a �et�e publi�e comme Rapport de Recherche du LIENS [CHR91] et dans les

Proceedings de MFCS'92 [CHR92].

R�ecemment une troisi�eme preuve de la noeth�erianit�e de � a �et�e fournie par H. Zantema [Zan92].

Cette preuve est moins complexe que les deux �enonc�ees pr�ec�edemment et s'int�egre dans une m�e-

thode plus g�en�erale.
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variables. Le ��-calcul que nous introduisons dans le chapitre 6 est un essai dans

cette direction. Ce calcul poss�ede deux op�erateurs de renommage qui permettent la

mise �a jour des variables des abstracteurs pour �eviter les captures. La correction de

ce calcul ne peut être obtenue qu'en imposant une condition sur les variables du

terme de d�epart. Malgr�e nos e�orts nous n'avons pas trouv�e une condition qui soit

pr�eserv�ee par les d�erivations. En revanche, nous avons obtenu une condition qui est

pr�eserv�ee en suivant une certaine strat�egie de r�eduction pour laquelle le calcul est

correct. Ceci ajout�e au fait qu'on n'a pas trouv�e d'exemple o�u il y ait une capture,

nous a conduit �a conjecturer une propri�et�e de con
uence pour le ��-calcul, qui reste

encore un probl�eme ouvert.

Plan

Dans le premier chapitre nous rappelons les notions utiles de la th�eorie des al-

g�ebres universelles et de la th�eorie de la r�e�ecriture. Nous introduisons le �-calcul

dans ses deux versions : classique et �a la de Bruijn, et pr�esentons le concept d'ex-

tensionalit�e pour ces deux versions. Le reste de ce chapitre est consacr�e �a exhiber

la famille des ��-calculs en même temps que nous donnons l'�etat de l'art de chacun

d'eux, en incluant les r�esultats obtenus dans cette th�ese. Dans la derni�ere section

nous d�e�nissons la version typ�ee du ��-calcul.

Les chapitres 2, 3, et 4 constituent une unit�e logique concernant essentiellement

le ��

0

-calcul.

Dans le chapitre 2 nous donnons la preuve de normalisation forte de �, obtenue

en collaboration avec P.-L. Curien et T. Hardin, et nous �etendons ce r�esultat �a �

0

.

C'est dans ce chapitre que les rapports entre les ��-calculs et la logique combinatoire

cat�egorique sont examin�es.

Le chapitre 3 est consacr�e �a la con
uence du ��

0

-calcul semi-clos. La m�ethode

utilis�ee est celle d'interpr�etation sur un calcul qui s'av�ere une extension du �-calcul

et que nous appelons �

0

. La con
uence de ce dernier calcul est �etablie grâce �a une

preuve �a la Tait-Martin-L�of (d�e�nition d'une parall�elisation et �egalit�e des clôtures

r�e
exives transitives).

Dans le chapitre 4 nous montrons la con
uence du ��

0

-calcul extensionnel. La

m�ethode utilis�ee est toujours celle d'interpr�etation. La con
uence est ramen�ee main-

tenant �a celle du �

0

-calcul extensionnel, et celle-ci est montr�ee suivant la m�ethode

classique : commutation de la r�egle extensionnelle avec �.

Le chapitre 5, le seul qui s'occupe de typage, �etudie une interpr�etation di��erente

de la �-normalisation qui permet d'�etablir un r�esultat de compl�etude pour le ��-

calcul typ�e. Nous �etendons ensuite ce r�esultat au ��

*

-calcul typ�e du premier ordre.

Les chapitres 6 et 7 regroupent des r�esultats qui restent encore partiels.

Dans le chapitre 6, nous pr�esentons et motivons le ��-calcul o�u nous abandon-

nons la notation de de Bruijn pour revenir �a la notation classique avec les noms

des variables. Pour que ce calcul soit correct il faut se restreindre �a op�erer sur un
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sous-ensemble de termes qui satisfont un certain invariant. Nous montrons que, mal-

heureusement, cet invariant n'est pas pr�eserv�e par ��-d�erivation. Cependant, nous

trouvons une strat�egie qui conserve l'invariant et la correction du ��-calcul est ainsi

garantie pour cette strat�egie. Ce r�esutat de correction permet d'obtenir la con
unce,

modulo �-congruence, de notre strat�egie. Le chapitre �nit avec deux questions ou-

vertes concernant la con
uence.

Dans le chapitre 7 nous introduisons le �� -calcul. Un outil indispensable pour

l'�etude de ce calcul est l'existence et unicit�e des � -formes normales. Malgr�e nos

e�orts, la � -noetherianit�e reste encore un probl�eme ouvert. Cependant, nous avons

franchi un premier pas : nous �etablissons la normalisation faible en montrant que la

strat�egie \leftmost innermost" est normalisante.

Pour �nir cette th�ese nous �enon�cons d'autres probl�emes encore ouverts en rapport

avec les substitutions explicites, les plus importants �etant les d�eveloppements �nis

et la noeth�erianit�e du ��-calcul typ�e.

En�n, en annexe, nous rappelons quelques sous-syst�emes de la logique combi-

natoire cat�egorique, �enon�cons des r�esultats du �-calcul classique qui ont �et�e utili-

s�es et transcrivons les sessions avec le logiciel KB rendant compte des r�esultats de

con
uence locale utilis�es dans cette th�ese.



Chapitre 1

Pr�esentation des formalismes et

des r�esultats principaux

Dans ce chapitre nous pr�esentons les formalismes qui seront utilis�es dans la suite.

Les r�esultats principaux de ce travail, concernant les ��-calculs, sont �enonc�es dans

les sections 1.6 et 1.7.

Dans la section 1.1 nous d�ecrivons le formalisme des alg�ebres de termes. Ce for-

malisme connâ�t diverses d�enominations: Alg�ebres Universelles, selon les alg�ebristes;

Th�eories du Premier Ordre, selon les logiciens; Types Abstraits Alg�ebriques, selon

les informaticiens. Les notions introduites dans cette section seront sous-jacentes �a

l'�etude des ��-calculs et du �� -calcul.

Dans la section 1.2 nous rappelons les d�e�nitions essentielles et quelques pro-

pri�et�es des syst�emes de r�eduction en g�en�eral, et de r�e�ecriture sur des alg�ebres de

termes, en particulier. Ils sont importants dans plusieurs domaines : sp�eci�cation

de types de donn�ees abstraits, impl�ementation de langages fonctionnels, d�eduction

automatique. R�e�ecrire un terme consiste �a remplacer une sous-expression donn�ee du

terme par une autre expression plus simple dans un certain sens. Deux propri�et�es

importantes de ces syst�emes sont la con
uence et la noeth�erianit�e (ou normalisation

forte). La con
uence assure l'unicit�e du r�esultat d'un calcul par r�e�ecriture, tandis

que la noeth�erianit�e garantit l'existence de ce r�esultat.

Le �-calcul, dont nous avons d�ej�a donn�e un apper�cu dans l'Introduction, est pr�e-

sent�e formellement dans la section 1.3. Ce calcul a �et�e introduit par le logicien Alonzo

Church dans les ann�ees 30. Il s'agit d'un syst�eme formel permettant la construction

des fonctions �eventuellement partielles qui peuvent accepter n'importe quel terme du

calcul comme argument. L'un des traits int�eressants du �-calcul est que tout algo-

rithme peut être vu comme une expression du calcul. Le �-calcul contient une seule

r�egle, appel�ee � : une �etape de simpli�cation consiste essentiellement �a remplacer

certaines occurrences d'une variable par un terme. Cette op�eration de substitution

est d�ecrite dans le m�eta-langage du �-calcul.

Un inconv�enient du �-calcul est le probl�eme bien connu des captures de variables.

Dans les ann�ees 70, une notation sp�ecialement ad�equate pour traiter ce probl�eme a

1
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�et�e introduite par de Bruijn. Nous consacrons la section 1.4 �a la pr�esentation de ce

formalisme qui sera sous-jacent �a la plupart des calculs introduits ult�erieurement.

La �-�egalit�e engendr�ee par la �-r�eduction du �-calcul n'est pas extensionnelle,

mais on peut obtenir un calcul extensionnel (��-calcul) par ajout d'une r�egle connue

dans la litt�erature sous le nom de �-r�egle. Dans la section 1.5 nous pr�esentons ce

calcul et sa version dans le formalisme de de Bruijn.

Le reste de ce chapitre est consacr�e �a l'introduction de la famille des ��-calculs :

Le ��-calcul (section 1.6) est un d�eveloppement du �-calcul o�u les substitutions

sont g�er�ees de mani�ere explicite, i.e. elles ont une repr�esentation syntaxique dans le

langage du ��-calcul. On trouve donc dans ce calcul le cadre cherch�e pour �etudier la

th�eorie des substitutions, ainsi qu'un interm�ediaire entre le �-calcul classique et les

impl�ementations concr�etes des langages fonctionnels. Par cons�equent, le ��-calcul

s'av�ere un outil e�cace pour la d�erivation de machines abstraites pour le �-calcul

et pour prouver la correction de ces machines.

Le ��-calcul est un syst�eme de r�e�ecriture sur une alg�ebre �a deux sortes : terme et

substitution. Il est facile de montrer que le ��-calcul n'est pas localement con
uent

sur les termes ouverts (ceux contenant des variables des deux sortes). L'ajout de

quatre r�egles permet d'obtenir la con
uence locale. Nous appelons cette extension

du ��-calcul, le ��

0

-calcul. Nous pr�esentons ce dernier calcul dans la section 1.7, o�u

nous �enon�cons les propri�et�es essentielles.

Le ��

0

-calcul ne s'av�ere pas con
uent sur la totalit�e des termes ouverts, mais

une autre version du ��-calcul, appel�ee ici ��

*

-calcul, a cette propri�et�e. La section

1.8 est consacr�ee �a exposer succinctement ce calcul.

En�n, dans la section 1.9 nous introduisons les versions typ�ees du premier ordre

du �-calcul et du ��-calcul. Nous �enon�cons le th�eor�eme de correction (soundness)

et nous posons le probl�eme de la compl�etude, qui sera trait�e dans le chapitre 5.

1.1 Alg�ebres de Termes

L'un des buts de l'Alg�ebre Universelle est d'extraire les �el�ements communs �a di-

vers types de structures alg�ebriques. Cette g�en�eralisation et uni�cation de concepts,

constructions et r�esultats permet de se placer �a un niveau plus �elev�e d'abstraction.

Nous ne donnons ici que les d�e�nitions premi�eres de la th�eorie des Alg�ebres

Universelles, pour une �etude approfondie de cette th�eorie se r�ef�erer �a [BS81] et

[Gra79].

1.1.1 Alg�ebres homog�enes

D�e�nition 1.1 Soit F un ensemble de symboles de fonctions et d : F ! IN . Soit

f 2 F , on appelle d(f) l' arit�e de f . Soit V un ensemble de variables.

La F-alg�ebre libre homog�ene engendr�ee par V , not�ee T

F

(V ) , est le plus petit en-
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semble tel que:

1. V � T

F

(V )

2. si f 2 F , d(f) = n et t

1

,...,t

n

2 T

F

(V ) , alors f(t

1

; � � � ; t

n

) 2 T

F

(V ) .

Les �el�ements de T

F

(V ) sont appel�es termes et F , la signature de l'alg�ebre.

L'ensemble des variables pr�esentes dans t 2 T

F

(V ) sera not�e V (t) .

D�e�nition 1.2 La F-alg�ebre initiale, not�ee T

F

, est l'alg�ebre engendr�ee par un

ensemble vide de variables. Elle est non vide si et seulement si F poss�ede des

symboles d'arit�e 0, c'est-�a-dire des constantes. Les termes de T

F

sont dits clos.

D�e�nition 1.3 L'ensemble des occurrences O(t) du terme t 2 T

F

(V ) et le sous-

terme t=
 de t �a l'occurrence 
 sont d�e�nis ainsi:

1. si t 2 V , alors O(t) = f�g et t=� = t o�u � d�esigne le mot vide.

2. si t = f(t

1

; � � � ; t

n

) , alors O(t) = f�g [ fi
 : 1 � i � n ; 
 2 O(t

i

)g et

t=i
 = t

i

=
 .

L'ensemble O(t) est ordonn�e par l'ordre pr�e�xe. Un terme peut être repr�esent�e

par un arbre dont la racine est le symbole �a l'occurrence � et une branche est une

suite totalement ordonn�ee d'occurrences.

Exemple 1.1 Soient " , * et � des symboles d'arit�e 0 (constante), 1 et 2, respec-

tivement. Le terme �(t

1

; t

2

) sera not�e t

1

� t

2

. Le terme

t = (* (" � ")� ") � (* (* ("))� * ("))

est un terme clos dont l'ensemble d'occurrences est donn�ee par :

O(t) = f�; 1; 11; 111; 1111; 1112; 12; 2; 21; 211; 2111; 22; 221g :

Voici quelques sous-termes du terme t :

t=11 =* (" � ") , t=1111 = t=1112 =" , t=22 =* (") :

D�e�nition 1.4 Le remplacement du sous-terme t=
 par le terme u dans le terme

t sera not�e tf
  ug et est d�e�ni par :

1. si 
 = � , alors tf
  ug = u :

2. f(t

1

; � � � ; t

n

)fi
  ug = f(t

1

; � � � ; t

i�1

; t

i

f
  ug; t

i+1

; � � � ; t

n

) :
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1.1.2 Alg�ebres h�et�erog�enes

D�e�nition 1.5 Soient K un ensemble de sortes et F un ensemble de symboles.

Soit d : F ! IN , comme dans le cas homog�ene, on appelle d(f) l' arit�e de f .

A tout symbole f 2 F on associe une suite de d(f) + 1 sortes, appel�ee le type de

f . On note le type de f ainsi :

f : k

1

; : : : ; k

n

) k

n+1

o�u d(f) = n et k

i

2 K .

Soient V un ensemble de variables et v : V ! K . On dira que v(x) est le type de

la variable x 2 V .

On d�e�nit simultan�ement l'ensemble de termes de la F-alg�ebre libre h�et�erog�ene

engendr�ee par V , not�ee encore T

F

(V ) , et le type de chaque terme ainsi:

t 2 T

F

(V ) et la sorte de t est k , not�e t : k ssi

1. t 2 V et k = v(t) .

2. t = f(t

1

; � � � ; t

n

) o�u d(f) = n , f : k

1

; : : : ; k

n

) k et t

i

: k

i

pour 1 � i � n .

Exemple 1.2 Soit K = f�; �g et soient 1 , " , � et [ ] des symboles de fonctions

d'arit�e 0, 0, 1 et 2, respectivement. On abr�ege [ ](t; s) par t[s] .

Les types sont donn�es par :

1 : � , ": � , � : � ) � , [ ] : �; �) � :

Un exemple de terme clos de cette alg�ebre h�et�erog�ene est

t = � ( ( (�1) ["] ) ["] ) ;

et on v�eri�e ais�ement que sa sorte est � .

Les notions de sous-terme et occurrence sont d�e�nies de la même fa�con que dans

le cas homog�ene.

1.2 R�e�ecriture

Nous pr�esentons dans cette section les notions essentielles des syst�emes de r�educ-

tion et syst�emes de r�e�ecriture et ne donnons que les r�esultats qui seront n�ecessaires

dans la suite. Un excellent recueil des r�esultats les plus importants obtenus jusqu'�a

pr�esent dans ce domaine est [Klo90].
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1.2.1 Syst�emes de r�eduction

D�e�nition 1.6 Soient A un ensemble et R une relation binaire dans A , i.e. un

sous-ensemble de A�A . On notera le fait (a; b) 2 R par a!

R

b ou a! b quand

le contexte le permettra. On appelle r�eduction cette relation et syst�eme de r�eduction,

la paire (A;R) . On note :

1. R

�

ou

�

!

R

ou simplement

�

! la clôture r�e
exive de R .

2. R

+

ou

+

!!

R

ou simplement

+

!! la clôture transitive de R .

3. R

�

ou !!

R

ou simplement !! la clôture r�e
exive et transitive de R .

Quand a!! b on dit qu'il y a une d�erivation de a �a b .

4. a

n

!!

R

b ou simplement a

n

!! b le fait que a se r�eduit par b en n � 0 pas de

r�eduction, i.e.

{ si n � 2 , il existe b

1

; : : : ; b

n�1

tels que a! b

1

! � � � ! b

n�1

! b ,

{ a

1

!!

R

b exprime a! b ,

{ a

0

!!

R

b �equivaut �a a = b .

On appelle n la longueur de la d�eriavation.

D�e�nition 1.7 Soient R et S deux r�eductions dans A . On dit qu'elles commutent

ssi R et S satisfont la condition suivante (voir la �gure 1.2(i)

1

) :

8a; b; c 2 A 9d 2 A ((a !!

R

b ^ a !!

S

c)) (b !!

S

d ^ c !!

R

d)) :

D�e�nition 1.8 Soit R une r�eduction dans A .

1. R est localement con
uente ou WCR (weakly Church-Rosser) sii R satisfait

la condition suivante (voir la �gure 1.2(ii)) :

8a; b; c 2 A 9d 2 A ((a ! b ^ a ! c)) (b !! d ^ c !! d)) :

2. R est con
uente ou CR (Church-Rosser) ssi elle commute avec elle même

(voir la �gure 1.2(iii)), i.e.

8a; b; c 2 A 9d 2 A ((a !! b ^ a !! c)) (b !! d ^ c !! d)) :

3. R est quasi-fortement con
uente ou QFC ssi (voir la �gure 1.2(iv))

8a; b; c 2 A 9d 2 A ((a ! b ^ a ! c)) (b

�

! d ^ c

�

! d)) :

1

Toutes les �gures de ce chapitre, sauf la �gure 1.1, se trouvent �a la �n de celui-ci.
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4. R est fortement con
uente ou FC ssi (voir la �gure 1.2(v))

8a; b; c 2 A 9d 2 A ((a ! b ^ a ! c)) (b ! d ^ c ! d)) :

D�e�nition 1.9 Soit R une r�eduction dans A .

1. On dit que a 2 A est une R-forme normale s'il n'existe pas de b 2 A tel que

a! b et on dit que b a une forme normale s'il existe une forme normale a

telle que b!! a .

2. R est faiblement noeth�erienne ou WN (weakly normalizing) si tout a 2 A a

une R-forme normale.

3. R est noeth�erienne ou SN (strongly normalizing) s'il n'existe pas de suite

in�nie (a

i

)

i�0

telle que a

i

! a

i+1

pour tout i � 0 .

Lemme 1.1 Soient R une r�eduction dans un ensemble A .

1. Si R est FC, alors R

�

est FC.

2. Si R est QFC, alors R est CR.

D�emonstration

1. Voir [Bar84], lemme 3.3.2.

2. Si R est QFC, alors R

�

est FC. D'apr�es le premier item, (R

�

)

�

est FC.

Or, (R

�

)

�

= R

�

et R

�

est FC ssi R est con
uente.

2

Lemme 1.2 (Commutativity Lemma) Soient R et S deux r�eductions dans un

ensemble A . Si la conditon

(8a; b; c 2 A)[( a!

R

b ^ a!

S

c )) ( 9d 2 A )( b!!

S

d ^ c

�

!

R

d )]

est satisfaite, alors R et S commutent. (Voir la �gure 1.3.)

D�emonstration

Voir [Ros73], lemme 3.6.

2

Th�eor�eme 1.1 (Hindley-Rosen) Si R et S sont deux r�eductions con
uentes

dans un ensemble A et si elles commutent, alors R[S est une r�eduction con
uente.
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D�emonstration

C'est un cas particulier du th�eor�eme 3.5, [Ros73].

2

Lemme 1.3 (Newman) Toute relation noeth�erienne et localement con
uente est

con
uente.

D�emonstration

Voir [Bar84], proposition 3.1.25.

G. Huet en donne une autre d�emonstration en utilisant le Principe de r�ecurrence

noeth�erienne (cf. [Hue80]).

2

Les r�esultats de con
uence que nous pr�esentons dans les chapitres 3 et 4 son

montr�es en utilisant une m�ethode qui s'av�ere tr�es e�cace pour les calculs sur les-

quels nous travaillons. Cette m�ethode a �et�e identi��ee dans [Har89], o�u elle a �et�e

utilis�ee pour les combinateurs cat�egoriques. Dans [CHL91], on l'utilise pour mon-

trer la con
uence du ��-calcul faible, celle du ��-calcul sur les termes clos et la

non-con
uence du ��

0

-calcul sur les termes ouverts. Nous l'appelons m�ethode d'in-

terpr�etation et la pr�esentons ici puisqu'elle peut être formul�ee pour un syst�eme de

r�eduction quelconque.

Lemme 1.4 (M�ethode d'interpr�etation) Soit R = R

1

[ R

2

o�u R

1

est une

r�eduction con
uente et noeth�erienne et R

2

une r�eduction quelconque. Notons R

1

(f)

la R

1

-forme normale de f et supposons l'existence d'une r�eduction R

0

sur les R

1

-

formes normales qui satisfait :

R

0

� R

�

et (f !

R

2

g ) R

1

(f)!!

R

0

R

1

(g)) :

Alors R

0

est con
uente ssi R est con
uente.

D�emonstration

La preuve est simple (cf. [CHL91], lemme 1.1). La �gure 1.1 illustre la partie ())

de la d�emonstration. C'est dans ce sens qu'on utilise en fait le lemme.

2

1.2.2 Syst�emes de r�e�ecriture

Dans cette sous-section nous nous restreignons �a A = T

F

(V ) une alg�ebre de

termes de signature F sur l'ensemble de variables V .

D�e�nition 1.10 Un contexte est un terme qui contient exactement une occurrence

d'un symbole sp�ecial 2 , qui d�enote un espace vide que nous appellerons un trou.

Un contexte est not�e C[ ] ou simplement C . Le remplacement du trou par le terme

t 2 T

F

(V ) est not�e C[t] .
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f

�

�

�

��

�

�

�

��

R

@

@

@

@R

@

@

@

@R

R

g

h

--

R

1

--

R

1

--

R

1

R

1

(f)

R

1

(g)

R

1

(h)

�

�

�

��

�

�

�

��

R

0

@

@

@

@R

@

@

@

@R

R

0

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

R

R

R

0

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

�

�

R

0

k

Fig. 1.1 - M�ethode d'interpr�etation

D�e�nition 1.11 Une fonction � : T

F

(V )! T

F

(V ) qui satisfait

�(f(t

1

; � � � ; t

n

)) = f(�(t

1

); � � � ; �(t

n

))

pour tout f 2 F n-aire (n � 0 ) est appel�ee substitution. De sorte que � est

d�etermin�ee par sa restriction �a V .

On �ecrit � � � s'il existe une substitution � telle que � = � � � (composition

fonctionnelle), dans ce cas on dit que � est plus g�en�erale que � .

D�e�nition 1.12 Une r�egle de r�eduction (ou r�egle de r�e�ecriture) r est une paire

(t; s) de termes dans T

F

(V ) , souvent �ecrite t!

r

s , telle que

1. t 62 V ,

2. V (s) � V (t) .

D�e�nition 1.13 Un syst�eme de r�e�ecriture est une paire (T

F

(V );R) o�u R est un

ensemble de r�egles de r�e�ecriture.

La r�eduction R engendr�ee par R est d�e�nie ainsi :

t!

R

s ssi il existe r = (t

r

; s

r

) 2 R , une substitution � et un contexte C

tels que t = C[�(t

r

)] et s = C[�(s

r

)] .

Dans ce cas on dit que �(t

r

) est le radical de la r�eduction et s = C[�(s

r

)] le r�eduit

de t .

Nous donnons maintenant la notion de paire critique et �enon�cons le crit�ere de

Knuth-Bendix pour �etablir la con
uence locale.

D�e�nition 1.14 On dit que la substitution � est un uni�cateur des termes t et s

si �(t) = �(s) . Dans ce cas on dit que t et s sont uni�ables.
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Th�eor�eme 1.2 (Uni�cation) Soient t et s deux termes uni�ables. Il existe un

uni�cateur � qui est le plus g�en�eral (upg), i.e. pour tout uni�cateur � de t et s ,

on a � � � .

D�emonstration

Voir [MM82], o�u un algorithme �el�egant est pr�esent�e pour trouver le upg.

2

D�e�nition 1.15 Soient s ! t et u ! v deux r�egles de r�e�ecriture. Soit w un

sous-terme de u qui n'est pas une variable et C le contexte tel que u = C[w] .

Supposons que s et w sont uni�ables et soit � un upg.

Le terme �(u) peut donc être r�eduit de deux mani�eres :

�(u) = �(C[w])! �(C[t]) et �(u)! �(v)

La paire de r�eduits (�(C[t]); �(v)) est appel�ee une paire critique obtenue par la

superposition des r�egles s! t et u! v .

Dans le cas o�u s! t et u! v sont la même r�egle on demande que s soit uni�able

avec un sous-terme propre de u .

Une paire critique (s; t) est convergente s'il existe u tel que s!! u et t!! u .

Th�eor�eme 1.3 (Knuth-Bendix) Un syst�eme de r�e�ecriture est WCR (localement

con
uent) ssi toute paire critique est convergente.

D�emonstration

Voir [KB70] ou [Hue80].

2

Dans l'annexe B nous reproduisons quelques sessions avec le logiciel KB, d�eve-

lopp�e �a l'INRIA, qui examine les paires critiques d'un syst�eme donn�e et teste leur

convergence.

1.3 Le �-calcul

L'�etude de la fonctionalit�e se base principalement sur le �-calcul, fort �etudi�e

depuis les travaux de A. Church (cf. [Chu41]). Rappelons le trait essentiel de ce

calcul : c'est une th�eorie qui �etudie plutôt l'aspect applicatif des fonctions, et pas

celui compositionnel, comme dans le cas de la th�eorie des cat�egories. Une notion

compl�ementaire �a celle d'application est celle d'abstraction : �a partir d'un terme a ,

qui contient �eventuellement la variable x , la syntaxe fournit un terme �x:a dont

l'interpr�etation informelle est la fonction a vue comme fonction de x .

Nous ne donnons ici que les d�e�nitions de base et les r�esultats qui seront utilis�es

dans la suite. La r�ef�erence classique est [Bar84]. Cependant, nous suivrons la pr�esen-

tation de [HS86] en ce qui concerne la d�e�nition de la substitution. Nous choisissons
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ce point de vue car, en �evitant de travailler modulo �-conversion, on est plus proche

des impl�ementations.

D�e�nition 1.16 Soit V un ensemble de variables. L'ensemble de termes du �-

calcul, not�e �

V

, est le plus petit ensemble tel que :

1. V � �

V

.

2. Si a 2 �

V

et x 2 V , alors �x:a 2 �

V

.

Intuitivement, �x:a repr�esente la fonction qui �a la variable x associe la valeur

a . Un terme �x:a sera appel�e une abstraction et �x , l'abstracteur.

3. Si a; b 2 �

V

, alors ab 2 �

V

.

On appellera ab l'application du terme a au terme b et on peut l'interpr�eter

comme la valeur rendue par \la fonction" a appliqu�ee �a \l'argument" b .

Dans la suite on abr�egera ce type de d�e�nitions en pr�esentant l'ensemble de

termes �a d�e�nir, dans ce cas �

V

, ainsi :

a ::= x j ab j �x:a (x 2 V )

D�e�nition 1.17 On d�e�nit l' ensemble de variables libres d'un terme a 2 �

V

,

not�e FV (a) , par r�ecurrence sur la structure de a :

1. FV (x) = fxg

2. FV (ab) = FV (a) [ FV (b)

3. FV (�x:a) = FV (a)� fxg .

On dit qu'une variable x est li�ee dans un terme quand celui-ci contient un sous-

terme de la forme �x:a .

D�e�nition 1.18 Soient a; b 2 �

V

et x 2 V , on d�e�nit a[[b=x]] comme la substitu-

tion par b de toutes les occurrences libres de x dans a , avec �eventuel changement

de variables pour �eviter des captures. Plus pr�ecis�ement :

1. x[[b=x]] = b

2. y[[b=x]] = y pour toute variable y 6= x

3. (a

1

a

2

)[[b=x]] = (a

1

[[b=x]])(a

2

[[b=x]])

4. (�x:a

1

)[[b=x]] = �x:a

1

5. (�y:a

1

)[[b=x]] = �y:(a

1

[[b=x]]) si y 6= x, et y 62 FV (b) ou x 62 FV (a

1

)
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6. (�y:a

1

)[[b=x]] = �z:(a

1

[[z=y]][[b=x]]) si y 6= x, y 2 FV (b) et x 2 FV (a

1

) .

Dans 6, on choisit z comme la premi�ere variable qui n'appartient pas �a FV (a

1

b) .

La clause 6 est introduite pour �eviter la capture de la variable y de b . En e�et,

par exemple, le terme �y:x repr�esente la fonction constante dont la valeur est x .

On souhaiterait que (�y:x)[[y=x]] repr�esente la fonction constante dont la valeur est

y . Si on �evaluait (�y:x)[[y=x]] d'apr�es la clause 5, on obtiendrait

(�y:x)[[y=x]] = �y:y ,

qui repr�esente la fonction identit�e et non la fonction constante �a valeur y . Tandis

que si on fait l'�evaluation d'apr�es la clause 6, notre expectative est satisfaite. En

e�et,

(�y:x)[[y=x]] = �z:(x[[z=y]][[y=x]]) = �z:(x[[y=x]]) = �z:y ,

qui est bien la fonction constante �a valeur y .

D�e�nition 1.19 Soit a un terme qui contient une occurrence de �x:c , et soit

y 62 FV (c) . Le remplacement de ce �x:c par �y:(c[[y=x]]) est appel�e �-conversion

ou changement de variable li�ee.

On dit que a est �-congruent �a b , not�e a �

�

b si b est obtenu �a partir de a par

une s�erie �nie (�eventuellement vide) de �-conversions.

Deux termes �-congruents ont des interpr�etations identiques et ils jouent le

même rôle dans les applications du �-calcul. En fait, plusieurs auteurs identi�ent

l'�-congruence avec l'identit�e syntaxique.

Un terme de la forme (�x:a)b repr�esente un op�erateur �x:a appliqu�e �a un

argument b . D'apr�es l'interpr�etation informelle de �x:a , sa valeur en b est calcul�ee

en substituant x par b dans a , de sorte que (�x:a)b peut être \simpli��e" en

a[[b=x]] . Ce processus de simpli�cation sera pr�ecis�e dans la d�e�nition suivante.

Remarque 1.1 Un contexte dans le �-calcul est d�e�ni de mani�ere analogue �a un

contexte dans une alg�ebre de termes (voir d�e�nition 1.10).

D�e�nition 1.20 Un terme de la forme (�x:c)d est appel�e un �-radical et le terme

c[[d=x]] , son r�eduit.

On d�e�nit la �-r�eduction , appel�ee aussi �-contraction et not�ee !

�

, par

a!

�

b ssi il existe un contexte C et des termes c; d tels que

a = C[(�x:c)d] et b = C[c[[d=x]]] :



12 CHAPITRE 1. PR

�

ESENTATION DES FORMALISMES

D�e�nition 1.21 Le �-calcul est le syst�eme de r�eduction (�

V

; (� [ �

�

)) .

Les d�erivations de ce calcul sont not�ees !!

�

. Il y a donc abus de notation en sous-

entendant les �-conversions.

La �-r�eduction n'est pas sym�etrique, mais elle engendre la r�elation d'�equivalence

suivante :

D�e�nition 1.22 Un terme a est �-�egal �a un terme b , not�e a =

�

b , ssi b est

obtenu �a partir de a par une s�erie �nie (ou vide) de �-r�eductions, des �-r�eductions

invers�ees et des changements de variables li�ees. Plus pr�ecis�ement, a =

�

b ssi il

existe n � 0 et des termes c

0

; � � � ; c

n

tels que

{ c

0

= a et c

n

= b .

{ (8i � n� 1)(c

i

!

�

c

i+1

ou c

i+1

!

�

c

i

ou c

i

�

�

c

i+1

) .

Le th�eor�eme suivant est un r�esultat classique du �-calcul (cf. [Bar84] et [HS86]).

Th�eor�eme 1.4 Le �-calcul est con
uent mais il n'est pas noeth�erien.

A condition de travailler modulo �-conversion on peut remplacer les clauses 4, 5

et 6 de la d�e�nition 1.18 par la clause suivante (cf [Bar84], p. 26) :

(�y:a

1

)[[b=x]] = �y:(a

1

[[b=x]]) :

Pour op�erer ainsi, il faut �etablir la convention suivante : toutes les variables li�ees des

termes intervenant dans une d�e�nition, preuve, etc., doivent être choisies de sorte

qu'elles di��erent des variables libres.

Ce choix simpli�e notablement les d�emonstrations mais cette solution n'est pas

directement utilisable dans une impl�ementation.

On retrouve donc le probl�eme bien connu des �-calculistes : celui de la capture

des variables par l'op�eration de substitution. Etant donn�e que la solution apport�ee

par l'�-conversion n'est pas satisfaisante du point de vue impl�ementation, car elle

est coûteuse et di�cile �a g�erer, d'autres solutions ont �et�e propos�ees :

1. La compilation des expressions du �-calcul dans la Logique Combinatoire,

th�eorie sans variables d�ecrite par Sch�on�nkel et Curry (cf [CF58] et [CHS72]).

2. La notation de de Bruijn, dont nous donnons les notions essentielles dans la

section suivante.

3. La Logique Combinatoire Cat�egorique d�evelopp�ee par J. Lambek puis P.-L.

Curien (cf [Cur86]), �a l'origine comme mod�ele syntaxique des Cat�egories Car-

t�esiennes Ferm�es.

On peut trouver une discussion sur ces di��erentes approches dans la th�ese de T.

Hardin ([Har87]).

Revenons maintenant au formalisme de de Bruijn.
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1.4 Le formalisme de de Bruijn

Ce formalisme (cf. [dB72] et [dB78]) est bas�e sur le remplacement des noms des

variables du �-calcul par des num�eros, appel�es indices de de Bruijn, rendant compte

de la port�ee de la variable ainsi remplac�ee. Plus pr�ecis�ement ce num�ero exprime la

hauteur de liaison de l'occurrence de la variable correspondante, i.e. le nombre de

�'s �a franchir quand on remonte de l'occurrence examin�ee jusqu'�a l'abstracteur qui

la lie. Par exemple,

�x:�y:xy devient ��(21)

�x:�y:(x(�z:zx))y devient �(�(2(�(13))1))

Remarquons que, dans le dernier exemple, la même variable x a �et�e traduite par

2 et 3 selon ses di��erentes positions, tandis que les variables z et y sont devenues

le même num�ero de de Bruijn 1 . Il n'y aura donc pas de correspondance directe

entre num�eros et noms de variables.

Même si la notation de de Bruijn est di�cile �a lire, elle s'av�ere tr�es e�cace

pour un traitement formel de la substitution. Nous commen�cons donc par introduire

l'ensemble de termes du �-calcul �a la de Bruijn.

D�e�nition 1.23 L'ensemble des termes, not�e � , du �-calcul d�ecrit avec la notation

de de Bruijn est donn�e par :

a ::= n j ab j �a o�u n 2 IN :

Pour exprimer un terme a du �-calcul avec des variables libres x

1

; : : : ; x

k

dans

cette notation il su�t de consid�erer a comme sous-terme de �x

1

: : : x

k

:a . Par

exemple :

�x:xy devient �(12)

(�x:xy)y devient (�(12))1

Pour d�e�nir la �-r�eduction �a la de Bruijn, nous devons d�e�nir la substitution

d'une variable par un terme, disons b , dans un terme, disons a . Il faudra donc

identi�er, parmi les num�eros du terme a, ceux qui correspondent �a la variable qu'on

est en train de substituer. On peut calculer de fa�con r�ecursive ces hauteurs de liaison

�a l'aide d'une famille de compteurs, d�ecrite informellement ainsi :

1. On d�emarre la travers�ee de a avec un seul compteur initialis�e �a 1.

2. Au passage d'un n�ud application, on cr�ee deux exemplaires du compteur de

fa�con �a en obtenir un pour chaque branche.

3. Au passage d'un n�ud abstraction on incr�emente le compteur.
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4. Lorsqu'on arrive �a l'occurrence d'un num�ero :

4.i) S'il est sup�erieur �a la valeur du compteur, on le diminue de 1, puisqu'il

existe un � de moins sur le chemin entre ce num�ero et l'abstracteur qui

le lie.

4.ii) Si ce num�ero est �egal �a la valeur du compteur, disons n, il doit être

remplac�e par b , qui va donc se trouver ainsi sous n � 1 �'s. Il faudra

donc ajuster les num�eros de b de fa�con �a ne pas modi�er les liaisons �a

l'int�erieur de b . Nous faisons ceci �a l'aide d'une autre famille de fonctions

que nous appellerons fonctions d'actualisation.

4.iii) Si le num�ero est inf�erieur �a la valeur du compteur, alors il est li�e par un

abstracteur interne �a a et il ne doit pas être modi��e.

Nous commen�cons par d�e�nir formellement les fonctions d'actualisation :

D�e�nition 1.24 Les fonctions d'actualisation U

n

i

: � ! � pour i � 0 et n � 1

sont d�e�nies par r�ecurrence ainsi :

U

n

i

(ab) = U

n

i

(a)U

n

i

(b)

U

n

i

(�a) = �(U

n

i+1

(a))

U

n

i

(m) =

(

m+ n� 1 si m > i

m si m � i :

Nous utiliserons dans le chapitre 3 la remarque suivante, dont la preuve par

r�ecurrence sur n n'o�re aucune di�cult�e :

Remarque 1.2 Soient b 2 � et n � 0 , alors U

1

n

(b) = b .

Nous pouvons d�e�nir maintenant la famille de fonctions qui e�ectuent la substi-

tution :

D�e�nition 1.25 Les substitutions �a la hauteur n , pour n � 1 , du terme b dans

le terme a , not�ees affn bgg , sont d�e�nies par r�ecurrence sur a ainsi :

(a

1

a

2

)ffn bgg = (a

1

ffn bgg) (a

2

ffn bgg)

(�a

1

)ffn bgg = �(a

1

ffn+ 1 bgg)

mffn bgg =

8

>

<

>

:

m� 1 si m > n

U

n

0

(b) si m = n

m si m < n :
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Nous avons d�ej�a les �el�ements n�ecessaires pour d�e�nir la �-r�eduction, dans le

formalisme de de Bruijn :

D�e�nition 1.26 La �-r�eduction

2

est d�e�nie sur � ainsi :

a!

�

b ssi il existe un contexte C et des termes c ; d 2 � tels que

a = C[(�c) d] et b = C[cff1 dgg]

Le �-calcul �a la de Bruijn, abr�eg�e ��-calcul, ou �-calcul quand le contexte sera

su�samment clair, est le syst�eme de r�eduction (�; �) .

Th�eor�eme 1.5 Le ��-calcul est con
uent mais il n'est pas noeth�erien.

D�emonstration

Le ��-calcul et le �-calcul classique sont isomorphes (cf. [Mau85]). La con
uence

et la non-noeth�erianit�e du �-calcul (cf. th�eor�eme 1.4) sont donc transmises au ��-

calcul.

Une preuve de la con
uence qui n'utilise pas l'isomorphisme mentionn�e pr�ec�e-

demment, est donn�ee dans le chapitre 3 (cf. corollaire 3.6).

2

Nous remarquons que l'op�eration de substitution dans � est d�e�nie, comme pour

le �-calcul classique, dans le m�eta-langage. Ceci est une d�esavantage au niveau des

impl�ementations. Les calculs que nous introduisons �a partir de la section 1.6 sont

formul�es dans un langage qui int�egre les substitutions, tout en gardant une notation

�a la de Bruijn pour mieux g�erer les probl�emes de captures.

1.5 Extensionalit�e

Le concept d'�egalit�e fonctionelle utilis�e g�en�eralement en math�ematique est ap-

pel�e \extensionnel". Ceci veut dire que deux fonctions sur le même domaine sont

consid�er�ees �egales quand elles prennent la même valeur pour chaque argument :

((8x)F (x) = G(x))) F = G :

1.5.1 Dans le �-calcul classique

La �-�egalit�e introduite dans la d�e�nition 1.22 est plutôt \intensionnelle", i.e. il

existe des termes a; b 2 �

V

tels que pour toute variable x 2 V , on a ax =

�

bx

mais a 6=

�

b . Par exemple, pour y; z 2 V prendre :

a = y et b = �z:yz :

2

Le symbole !

�

est donc surcharg�e : même notation que pour le �-calcul classique. Le contexte

sera toujours su�samment clair pour donner �a !

�

l'interpr�etation correcte.
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Cependant, on peut obtenir une notion d'�egalit�e extensionnelle en ajoutant une

autre r�egle au �-calcul et en d�e�nissant l'�egalit�e correspondant �a ce nouveau calcul.

D�e�nition 1.27 Un terme de la forme �x:cx o�u x 62 FV (c) est appel�e un �-

radical et le terme c , son r�eduit.

On d�e�nit la �-r�eduction, not�ee !

�

, par

a!

�

b ssi il existe un contexte C , une variable x et un terme c tels que

a = C[�x:cx] , b = C[c] et x 62 FV (c) .

D�e�nition 1.28 Le ��-calcul est le syst�eme de r�eduction (�

V

; (� [ � [ �

�

)) .

Les d�erivations de ce calcul sont not�ees !!

��

(�-conversions sous-entendues).

De même que la �-r�eduction (cf. d�e�nition 1.22), la ��-r�eduction s'�etend �a une

relation d'�equivalence :

D�e�nition 1.29 Un terme a est ��-�egal �a un terme b , not�e a =

��

b , ssi b

est obtenu �a partir de a par une s�erie �nie (ou vide) de ��-r�eductions, des ��-

r�eductions invers�ees et des changements de variables li�ees.

Les r�esultats suivants sont classiques (cf. [Bar84] ou [HS86]) :

Lemme 1.5 La ��-�egalit�e est extensionnelle.

Th�eor�eme 1.6 Le ��-calcul est con
uent.

1.5.2 Dans le �-calcul �a la de Bruijn

Dans cette sous-section nous traduisons la �-r�egle dans le �-calcul avec notation �a

la de Bruijn. Remarquons d'abord que cette r�egle est conditionnelle : pour l'appliquer

il faut v�eri�er qu'une certaine variable n'est pas libre dans un certain terme.

Nous devons donc traduire la �-r�egle et la condition sur la variable. La r�egle aura

cette forme :

�(a1)! a

0

si 1 n'est pas libre dans a :

Appelons cette condition C�

1

. Pour l'interpr�eter dans le contexte de de Bruijn, nous

pr�ecisons d'abord le concept de �-hauteur :

D�e�nition 1.30 Soit a 2 � et 
 une occurrence dans a . La �-hauteur de 
 dans

a , not�ee h(
; a) est le nombre de �'s que l'on trouve �a des occurrences pr�e�xes de


 . Plus pr�ecis�ement :

h(1; m) = 0

h(1
; ab) = h(
; a)

h(2
; ab) = h(
; b)

h(1
; �a) = h(
; a) + 1

Par abus de langage nous �ecrivons h(a=
; a), ou simplement h(a) , au lieu de h(
; a)

quand l'occurrence 
 et le terme a sont clairs d'apr�es le contexte.
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Exemple 1.3 Consid�erons le terme a = �(23) , qui correspond �a �x:yz dans la

notation classique. Nous a�rmons que l'occurrence de 2 dans a \joue le rôle" de

1 en tant que variable libre. En e�et, si nous a�ectons le terme a par une m�eta-

substitution de la forme ff1  bgg , c'est bien la variable 2 qui sera concern�ee par

cette substitution :

(�(23))ff1 bgg = �(2ff2 bgg 3ff2 bgg) = �(U

2

0

(b) 2) :

Signalons que h(2; a) = h(3; a) = 1 .

Cet exemple sugg�ere la remarque suivante :

Remarque 1.3 Soit m un indice de de Bruijn et 
 une occurrence de m dans un

terme a .

1. m est libre dans a , �a l'occurrence 
 ssi m > h(
; a) .

2. m joue le rôle de 1 en tant que variable libre ssi m = h(
; a) + 1 .

Il sera utile de disposer, non seulement de la condition C�

1

, mais d'une famille

de conditions C�

n

, o�u n � 1 .

D�e�nition 1.31 Un terme a 2 � satisfait la condition C�

n

ssi pour tout indice

de de Bruijn m et toute occurrence 
 de m dans a , on a m 6= h(
; a) + n .

Il nous reste encore �a �etudier le r�eduit a

0

de �(a1) . Comme la �-r�eduction e�ace

un �, les indices qui jouent le rôle de variables libres doivent être diminu�es de 1.

Nous proposons donc :

D�e�nition 1.32 La �-r�eduction

3

est d�e�nie sur � par :

a!

�

b ssi il existe un contexte C et un terme c qui satisfait C�

1

tels que

a = C[�(c1)] , b = C[c

#

] .

o�u c

#

est obtenu �a partir de c en rempl�cant tout indice de de Bruijn m �a chaque

occurrence 
 qui v�eri�e m > h(
; c) par l'indice m� 1 .

Le ���-calcul est le syst�eme de r�eduction (�; (� [ �)) .

Pour �nir cette section nous proposons une pr�esentation plus op�erationnelle de

la �-r�egle.

D�e�nition 1.33 Soient a 2 � et n � 1 . On d�e�nit partiellement le terme a

n

par

r�ecurrence sur a ainsi :

(b c)

n

= b

n

c

n

(�b)

n

= �b

n+1

m

n

=

8

>

<

>

:

m� 1 si m > n

ind�e�ni si m = n

m si m < n :

3

Même remarque que celle faite pour la �-r�eduction dans la note pr�ec�edente, page 15.
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On sous-entend que chaque membre gauche est d�e�ni quand tous les a

n

apparaissant

dans le membre droit correspondant sont d�e�nis.

On montre ais�ement par r�ecurrence sur a le lemme suivant :

Lemme 1.6 Soient a 2 � et n � 1 .

1. a satisfait C�

n

ssi a

n

est d�e�ni.

2. Si a satisfait C�

1

, alors a

1

= a

#

.

Le r�esultat suivant est classique :

Th�eor�eme 1.7 Le ���-calcul est con
uent.

D�emonstration

Nous obtenons ce th�eor�eme comme corollaire d'un r�esultat plus g�en�eral (cf. th�eor�eme

4.3 et corollaire 4.5).

2

Dans le chapitre 4 nous abordons l'extentionnalit�e dans les calculs que nous

introduisons dans les sections suivantes.

1.6 Le ��-calcul

Le ��-calcul, introduit dans [ACCL90], ainsi que la logique combinatoire ca-

t�egorique [Cur86], sont des formalismes permettant de rendre compte de mani�ere

explicite du calcul de la substitution. Nous avons vu que la �-r�egle du �-calcul est

d�e�nie �a partir d'une substitution implicite et que cette op�eration de substitution

est d�e�nie par r�ecurrence sur la structure du terme o�u la substitution doit être ef-

fectu�ee. Dans le ��-calcul au contraire, la substitution est ger�ee par un constructeur

explicite de la syntaxe : un terme est soit une variable, soit une application, soit

une abstraction, soit en�n une clôture (ou fermeture) a[s] , o�u, en simpli�ant, la

substitution s est une liste de termes. Les di�cult�es li�ees �a la capture des variables

ont conduit les auteurs de [ACCL90] �a opter pour une notation �a la de Bruijn sans

variables dans le �-calcul (et donc dans le ��-calcul).

Des essais de description de la substitution �a l'int�erieur même du langage ap-

paraissent d�ej�a dans [Sta78] et [Sle85]. Le premier traitement syst�ematique de la

substitution bas�e sur le langage des Cat�egories est fourni par la th�eorie des Combi-

nateurs Cat�egoriques, CCL (cf. [Cur86]), o�u il est assur�e par le sous-syst�eme nomm�e

SUBST (cf. Annexe C).

Le langage du ��-calcul est un langage �a deux sortes : sorte terme des termes

proprement dits et sorte substitution des substitutions explicites. Celles-ci peu-

vent être interpr�et�ees comme des suites des termes, et le r�esultat d'e�ectuer une
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substitution dans un terme, comme le terme obtenu par le remplacement des occur-

rences du n-i�eme indice de de Bruijn dans le terme par le n-i�eme terme de la suite.

Cette interpr�etation intuitive est developp�ee et illustr�ee avec plusieurs exemples dans

[ACCL90].

Avant de poursuivre la discussion, nous donnons la syntaxe et les r�egles du

calcul :

D�e�nition 1.34 La syntaxe du ��-calcul est donn�ee par :

Termes a ::= 1 j ab j �a j a[s]

Substitutions s ::= id j " j a � s j s � t :

L'ensemble, not�e ��, des r�egles du ��-calcul est donn�e dans la �gure 1.5.

Nous appelons � l'ensemble de r�egles �� � f(Beta)g . Le �-calcul est le calcul dont

l'ensemble de r�egles est �.

Notation 1.1 On note ��

t

l'ensemble des termes proprement dits et ��

s

l'en-

semble des substitutions du ��-calcul. En�n, �� = ��

t

[ ��

s

.

D�e�nition 1.35 Pour toute substitution s on d�e�nit l' it�eration de la composition

par r�ecurrence ainsi :

s

1

= s

s

n+1

= s � s

n

On convient s

0

= id .

Remarquons d'abord que le seul indice de de Bruijn qui apparâ�t explicitement

dans le langage est 1 , mais on peut coder l'indice n par le terme 1["

n�1

] . Ce faisant,

on a � � ��

t

.

Remarquons aussi que, en plus des op�erateurs classiques d'application et d'abs-

traction, le langage poss�ede :

{ Un op�erateur binaire appel�e clôture ou fermeture dont la notation semi-in�xe

est �[�] , et qui repr�esente l'op�eration de substitution. Le terme a[s] est donc

interpr�et�e comme le terme a o�u la substitution s doit être e�ectu�ee.

{ Une substitution id , appel�ee identit�e, et qui sera interpr�et�ee comme la suite

des entiers de de Bruijn (n)

n�1

.

{ Une substitution " , appel�ee shift et interpr�et�ee comme la suite (n+ 1)

n�1

.

{ Un op�erateur binaire appel�e cons, dont la notation in�xe est \ � ". La substi-

tution a � s est interpret�ee comme la suite obtenue en ajoutant le terme a au

commencement de la suite repr�esentant s .
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{ Un op�erateur binaire appel�e composition, dont la notation in�xe est � . Si la

substitution s est interpr�et�ee par la suite (a

n

)

n�1

alors la substitution s � t

est interpr�et�ee par la suite (a

n

[t])

n�1

.

La �-r�eduction du �-calcul est simul�ee dans le ��-calcul en deux �etapes. La

premi�ere, obtenue par application de la r�egle nomm�ee (Beta), consiste �a d�eclen-

cher la substitution. La seconde �etape e�ectue la propagation de cette substitution

jusqu'aux variables concern�ees, par r�e�ecriture avec l'ensemble de r�egles �.

Exemple 1.4 Le terme a = �z:((�x:(�y:xy))z) se traduit par a

0

= �((��(2 1))1) .

Dans le �-calcul on a la r�eduction suivante :

a !

�

�z:�y:zy

Cette r�eduction se traduit dans la ��-d�erivation :

a

0

!

(Beta)

�((�(2 1))[1 � id])!

(Abs)

�(�((2 1)[1 � ((1 � id) � ")]))!!

(Map);(IdL)

!! �(�((2 1)[1 � 2 � "]))!

(App)

�(�(2[1 � 2 � "] 1[1 � 2 � "]))!!

(Clos);(VarCons)

!! �(�(1["�(1 � 2 � ")] 1))!

(ShiftCons)

�(�(1[2 � ")] 1))!

(VarCons)

�(�(2 1))

2

Remarquons que, d'apr�es la syntaxe que nous avons donn�ee, les termes/substi-

tutions que nous avons d�e�nis, sont en fait des termes/substitutions clos, puisque

nous n'avons pas inclu des variables de sorte terme ni de sorte substitution. Nous

appellerons explicitement termes ouverts ceux d�ecrits par la syntaxe correspondante,

incluant, en plus, des variables des deux sortes. Ces variables seront parfois appel�ees

m�eta-variables pour les di��erencier de celles cod�ees par les indices de de Bruijn.

D�e�nition 1.36 On d�e�nit, par r�ecurrence simultan�ee sur la structure, les termes

et substitutions ouverts par :

Termes ouverts a ::= X j 1 j ab j �a j a[s] ;

Substitutions ouvertes s ::= x j id j " j a � s j s � t

o�u X parcourt un ensemble d�enombrable de variables de type terme et x parcourt

un ensemble d�enombrable de variables de type substitution.

On note �& l'ensemble des termes et substitutions ouverts.

Nous r�esumons maintenant les propri�et�es essentielles du ��-calcul et du �-calcul :

Proposition 1.1 Le �-calcul est localement con
uent sur �& .
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D�emonstration

Remarquons d'abord que les r�egles pr�eservent les types. On montre que le sys-

t�eme non typ�e est localement con
uent en utilisant le logiciel KB, d�evelopp�e �a

l'INRIA, qui est une impl�ementation de l'algorithme de compl�etion de Knuth-Bendix

(cf. th�eor�eme 1.3).

Nous transcrivons le compte-rendu de la session montrant la con
uence locale

de � dans l'annexe B.1.

2

Th�eor�eme 1.8 Le �-calcul est noeth�erien sur �& .

D�emonstration

Le chapitre 2 sera d�edi�e �a la normalisation forte de � sur �� . La noeth�erianit�e

s'�etend facilement �a �& . En e�et, une d�erivation in�nie dans �& produit une d�eri-

vation in�nie dans �� par remplacement de toutes les variables de type terme par,

disons 1 , et de celles de type substitution par, disons id .

2

Corollaire 1.1 Le �-calcul est con
uent sur �& .

D�emonstration

C'est une cons�equence imm�ediate du lemme de Newman (cf. lemme 1.3) et des deux

r�esultats pr�ec�edents.

2

Nous avons donc existence et unicit�e des formes normales pour le �-calcul sur

�& et donc sur �� .

Notation 1.2 Soit f 2 �& , on note �(f) la �-forme normale de f .

Th�eor�eme 1.9 Le ��-calcul est con
uent sur �� .

D�emonstration

Voir [ACCL90], th�eor�eme 3.2. Cette preuve est bas�ee sur la con
uence de � , celle

du �-calcul et la technique d'interpr�etation (cf. lemme 1.4).

2

1.7 Le ��

0

-calcul

Le ��-calcul n'est pas localement con
uent sur les termes ouverts. En e�et,

consid�erons par exemple la paire critique suivante :

((�X)Y )[x] ! X[Y � id][x] !! X[Y [x] � x]

((�X)Y )[x] ! ((�X)[x]) (Y [x]) !! X[Y [x] � (x � id)] :
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Même en se restreignant aux termes semi-clos (ceux qui admettent des variables de

sorte terme, mais pas de sorte substitution) on n'obtient pas la con
uence locale.

Avant d'introduire les r�egles qui doivent être ajout�ees pour avoir la con
uence lo-

cale, nous d�e�nissons formellement l'ensemble des termes semi-clos. C'est l'ensemble

des termes qui nous int�eresse et sur lequel porteront nos r�esultats de con
uence (cf.

chapitres 3 et 4).

D�e�nition 1.37 L'ensemble des termes semi-clos, not�e �X , est d�e�ni par r�ecur-

rence simultan�ee ainsi :

Termes a ::= X j 1 j ab j �a j a[s]

Substitutions s ::= id j " j a � s j s � t ;

o�u X parcourt un ensemble d�enombrable de variables. On note �X

t

l'ensemble des

termes proprement dits semi-clos. On note de même �X

s

l'ensemble des substitu-

tions semi-closes.

Le contre-exemple que nous venons de donner peut être adapt�e facilement aux

cas semi-clos. En e�et :

((�X)1)[Y � id] ! X[1 � id][Y � id] !! X[Y � (Y � id)]

((�X)1)[Y � id] ! ((�X)[Y � id]) (1[Y � id]) !! X[Y � (Y [id] � id)] :

Pour que cette paire critique devienne convergente nous proposons d'ajouter la

r�egle : a[id]! a . Avec cette r�egle deux paires critiques apparaissent :

Avec la r�egle (Map) :

(a � s)[id] ! a[id] � (s � id) ! a � (s � id)

(a � s)[id] ! a � s ;

qui sugg�ere l'ajout de la r�egle s � id! s .

Avec la r�egle (Abs) :

(�a)[id] ! �(a[1 � (id � ")]) ! �(a[1 � "])

(�a)[id] ! �a ;

qui sugg�ere l'ajout de la r�egle 1 � "! id .

Cette derni�ere r�egle cr�ee encore une autre paire critique avec la r�egle (Map) :

(1 � ")[s] ! id � s ! s

(1 � ")[s] ! 1[s] � (" � s) ;

qui sugg�ere d'introduire en�n la r�egle 1[s] � (" � s)! s .

Ces quatre r�egles sont su�santes pour �etablir la con
uence locale (cf. proposition

1.2). Nous d�e�nissons donc :
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D�e�nition 1.38 Le �

0

-calcul est obtenu par l'ajout au �-calcul de l'ensemble, not�e

SPID, des quatre r�egles suivantes :

(Id) a[id] �! a

(IdR) s � id �! s

(VarShift) 1 � " �! id

(SCons) 1[s] � (" � s) �! s

et l'�elimination de (VarId) et (ShiftId) qui sont des instances de (Id) et (IdR),

respectivement. Le ��

0

-calcul est le calcul obtenu par l'ajout de la r�egle (Beta) au

�

0

-calcul. L'ensemble des r�egles du ��

0

-calcul est present�e dans la �gure 1.6.

Même si ces r�egles additionnelles sont justi��ees d'un point de vue th�eorique, la

con
uence sur les termes clos, come on vient de le voir, peut être �etablie sans elles.

En plus, pour les termes et substitutions clos on peut montrer (cf. [ACCL90]) que les

r�egles (Id) et (IdR) sont admissibles dans le �-calcul, i.e. que toute instance de ces

r�egles peut être simul�ee dans le �-calcul. Ceci n'est pas le cas pour le calcul semi-clos

(i.e. le calcul sur �X ) : X[id]! X ne peut pas être obtenu dans le �-calcul.

La r�egle (SCons) sugg�ere que le cons du premier terme d'une substitution avec

le reste r�eduit �a la substitution originale. Elle est donc en rapport avec la r�egle dite

de \surjective pairing" du �-calcul avec couples

4

. J. W. Klop a montr�e que cette

r�egle d�etruit la con
uence du �-calcul [Klo80].

Dans les chapitres 3 et 4 nous utiliserons fr�equemment les SPID-formes nor-

males, dont l'existence et unicit�e sont garanties par le lemme suivant.

Lemme 1.7 La SPID-r�eduction est con
uente et noeth�erienne.

D�emonstration

On v�eri�e la con
uence locale �a l'aide du logiciel KB (cf. Annexe B.3). La termi-

naison est garantie par le fait que toutes les r�egles diminuent la taille du terme. On

conclut donc grâce au lemme de Newman.

2

Notation 1.3 La SPID-forme normale d'un terme f 2 �X est not�ee S(f) .

4

La syntaxe du �-calcul avec couples est donn�ee par :

a ::= x j ab j �x:a j ha; bi j fst(a) j snd(a) :

L'ensemble de r�egles est obtenu en ajoutant �a la r�egle � les regles suivantes :

(Fst) fst(ha; bi) ! a

(Snd) snd(ha; bi) ! b

(SP) hfst(a); snd(a)i ! a :
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Nous �enon�cons maintenant quelques propri�et�es fondamentales du �

0

-calcul et

du ��

0

-calcul qui seront d�emontr�ees dans cette th�ese. Nous renvoyons le lecteur au

chapitre correspondant �a chacune d'elles.

Proposition 1.2 Le �

0

-calcul et le ��

0

-calcul sont localement con
uents sur les

termes et substitutions ouverts.

D�emonstration

Comme nous l'avons d�ej�a fait pour le �-calcul, nous testons la con
uence locale �a

l'aide du logiciel KB. Nous transcrivons dans l'annexe B.2 la partie de la session o�u

les nouvelles r�egles entrent en jeu.

2

Th�eor�eme 1.10 Le �

0

-calcul est noeth�erien sur �& .

D�emonstration

La section 2.8 du chapitre 2 sera d�edi�ee �a la d�emonstration de la noeth�erianit�e

sur �� en utilisant essentiellement la noeth�erianit�e du �-calcul et un r�esultat de

commutation entre les anciennes r�egles et les r�egles ajout�ees (cf. lemme 2.4).

De même que pour le �-calcul (cf. th�eor�eme 1.8), le r�esultat s'�etend �a �& .

2

Corollaire 1.2 Le �

0

-calcul est con
uent sur �& .

D�emonstration

C'est une cons�equence imm�ediate du lemme de Newman (cf. lemme 1.3) et des deux

r�esultats pr�ec�edents.

2

Quant �a la con
uence du ��

0

-calcul, nous avons le r�esultat n�egatif suivant :

Th�eor�eme 1.11 Le ��

0

-calcul n'est pas con
uent sur l'ensemble des termes et sub-

stitutions ouverts �& .

D�emonstration

Voir [CHL91], lemme 3.9.

2

Mais sur les termes semi-clos, et donc sur les termes clos, la con
uence peut être

�etablie :

Th�eor�eme 1.12 Le ��

0

-calcul est con
uent sur �X .
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D�emonstration

Le chapitre 3 sera consacr�e �a la d�emonstration de ce r�esultat (cf.th�eor�eme 3.3). Nous

utiliserons essentiellement la m�ethode d'interpr�etation.

2

Th�eor�eme 1.13 Le ��

0

-calcul extensionnel est con
uent sur �X .

D�emonstration

Nous montrons ce r�esultat dans le chapitre 4 (cf. th�eor�eme 4.4) en utilisant encore

la m�ethode d'interpr�etation.

2

1.8 Le ��

*

-calcul

La seule contribution de notre part au calcul introduit dans cette section est le

r�esultat de compl�etude de la section 5.4. Cependant nous voulons l'inclure dans ce

chapitre pour donner une vue d'ensemble de l'�etat de l'art des ��-calculs. En plus,

le �� -calcul pr�esent�e dans le chapitre 7 est tr�es proche du ��

*

-calcul.

Dans [HL89], T. Hardin et J.-J. L�evy ont montr�e qu'en introduisant un nou-

vel op�erateur unaire appel�e lift, et not�e * , on obtient une version du ��-calcul

con
uente sur l'ensemble des termes ouverts.

L'id�ee sous-jacente dans l'introduction de ce nouvel op�erateur est de simpli�er

la r�egle (Abs) pour faire disparâ�tre une paire critique. Dans la section pr�ec�edente

nous avons vu qu'il faut ajouter �a �� l'ensemble de r�egles SPID pour obtenir un

syst�eme localement con
uent. La r�egle (SCons), n'�etant pas lin�eaire �a gauche, n'est

pas bonne du point de vue de la con
uence. Cette r�egle apparâ�t pour compl�eter une

paire critique engendr�ee par (VarShift), et celle-ci �a son tour provient d'une paire

critique entre (Abs) et (IdR).

On peut �eviter cette paire critique en rempla�cant le sous-terme 1 � (s � ") du

membre droit de (Abs) par * (s) . Il faut bien sûr ajouter un paquet de r�egles pour

g�erer la con
uence avec ce nouvel op�erateur.

Les indices de de Bruijn dans le ��

*

-calcul sont des vrais num�eros de de Bruijn,

i.e. on travaille avec n directement au lieu de le coder par 1["

n�1

] . De toutes fa-

�cons, le fait de ne pas coder les indices de de Bruijn n'est pas essentiel, tandis que

l'introduction du lift est fondamentale.

Voici la d�e�nition du ��

*

-calcul :

D�e�nition 1.39 La syntaxe du ��

*

-calcul est donn�ee par :

Termes a ::=X j n j ab j �a j a[s]

Substitutions s ::= x j id j " j a � s j s � t j * (s)

L'ensemble, not�e ��

*

, des r�egles du ��

*

-calcul est donn�e dans la �gure 1.7.

Nous appelons �

*

l'ensemble de r�egles ��

*

� f(Beta)g.
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Lemme 1.8 Le �

*

-calcul est localement con
uent.

D�emonstration

La con
uence locale est obtenue �a l'aide du logiciel KB.

2

Lemme 1.9 Le �

*

-calcul est fortement normalisable.

D�emonstration

Un ordre de type polynomial est pr�esent�e dans [HL89] . Nous soulignons la simplicit�e

de cette d�emonstration par rapport �a celle de la terminaison forte de � .

2

Proposition 1.3 Le �

*

-calcul est con
uent.

D�emonstration

C'est une cons�equence imm�ediate des deux lemmes pr�ec�edents et du lemme 1.3.

2

Th�eor�eme 1.14 Le ��

*

-calcul est con
uent.

D�emonstration

La preuve, donn�ee dans [HL89], utilise la m�ethode d'interpr�etation (cf. lemme 1.4)

par �

*

-normalisation.

2

Nous synth�etisons les r�esultats de con
uence mentionn�es dans ces derni�eres sec-

tions dans la �gure 1.4.
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1.9 Les calculs typ�es

Une version simplement typ�ee du ��-calcul a �et�e introduite dans [ACCL90]. Le

syst�eme � permet de relier le typage dans le ��-calcul au typage dans le �-calcul.

Nous commen�cons donc par d�e�nir formellement le �-calcul simplement typ�e, dans

la notation de de Bruijn.

Les environnements sont utilis�es dans les r�egles d'inf�erence de types comme d'ha-

bitude, i.e. pour enregistrer les types des variables libres. Dans le formalisme choisi,

les environnements sont donc index�es par des indices de de Bruijn. Par exemple,

l'environnement A

1

; A

2

; � � � ; A

n

; nil associe �a l'indice i le type A

i

.

D�e�nition 1.40 La syntaxe du �-calcul simplement typ�e est donn�ee par:

Types A ::= K j A! B

Environnements E ::= nil j A;E

Termes a ::= n j ab j �A:a

Les r�egles de typage sont donn�ees par la th�eorie L1 suivante:

(L1� var) A;E ` 1 : A

(L1� varn)

E ` n : B

A;E ` n+ 1 : B

(L1� lambda)

A;E ` b : B

E ` �A:b : A! B

(L1� app)

E ` b : A! B E ` a : A

E ` ba : B

Dans le ��-calcul, il faut typer les termes proprement dits et les substitutions.

Les environnements, �etant une liste de types, ils joueront le rôle de \types" pour

les substitutions, qui sont interpr�et�ees comme une liste de termes. Nous utilisons la

notation s . E pour dire que la substitution s a pour environnement E .

D�e�nition 1.41 La syntaxe du ��-calcul simplement typ�e est donn�ee par :

Types A ::= K j A! B

Environnements E ::= nil j A;E

Termes a ::= 1 j ab j �A:a j a[s]

Substitutions s ::= id j " j a : A � s j s � t
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Les r�egles de typage sont donn�ees par la th�eorie S1 suivante :

(S1� var) A;E ` 1 : A

(S1� lambda)

A;E ` b : B

E ` �A:b : A! B

(S1� app)

E ` b : A! B E ` a : A

E ` ba : B

(S1� clos)

E ` s . E

0

E

0

` a : A

E ` a[s] : A

(S1� id) E ` id . E

(S1� shift) A;E ` " .E

(S1� cons)

E ` a : A E ` s . E

0

E ` a : A � s . A;E

0

(S1� comp)

E ` s

00

. E

00

E

00

` s

0

. E

0

E ` s

0

� s

00

. E

0

Dans [ACCL90], la correction (soundness) du ��-calcul simplement typ�e a �et�e

�etablie. Avant d'�enoncer ce r�esultat, dans lequel la notion de �-forme normale inter-

vient, il faut pr�eciser la signi�cation de �-r�eduction dans la version typ�ee. A�n de

r�eduire les termes typ�es nous utilisons une version typ�ee de l'ensemble � de r�egles.

Voici celles qui sont a�ect�ees :

(VarCons) 1[a : A � s]! a

(Abs) (�A:a)[s]! �A:(a[1 : A � (s � ")])

(ShiftCons) " � (a : A � s)! s

(Map) (a : A � s) � t! a[t] : A � (s � t)

Remarquons que la version typ�ee de � a les mêmes propri�et�es (noeth�erianit�e et

con
uence) que la version non typ�ee.

Nous �enon�cons maintenant le r�esultat de correction que nous avons annonc�e plus

haut :

Th�eor�eme 1.15 (Soundness) Si E `

S1

a : A , alors E `

L1

�(a) : A .

On peut trouver sans di�cult�e un contrexemple montrant que la r�eciproque

(compl�etude) n'est pas vrai. Dans le chapitre 5, nous �etablirons un cadre ad�equat

pour un r�esultat de compl�etude.
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Fig. 1.2 - Propri�et�es des r�eductions
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Fig. 1.3 - Diagramme du \Commutativity Lemma"

��

��

0

��

*

sur l'ensemble des termes

clos semi-clos ouverts

C : LC : LC

C C LC , : C

C C C

C : con
uent

: C : non con
uent

LC : loc. conf.

: LC : non loc. conf.

Fig. 1.4 - Sch�ema de con
uence des ��-calculs



30 CHAPITRE 1. PR

�

ESENTATION DES FORMALISMES

(Beta) (�a) b �! a [b � id]

(VarId) 1 [id] �! 1

(VarCons) 1 [a � s] �! a

(App) (a b)[s] �! (a [s]) (b [s])

(Abs) (�a)[s] �! �(a [1 � (s � ")])

(Clos) (a [s])[t] �! a [s � t]

(IdL) id � s �! s

(ShiftId) " � id �! "

(ShiftCons) " � (a � s) �! s

(Map) (a � s) � t �! a [t] � (s � t)

(Ass) (s

1

� s

2

) � s

3

�! s

1

� (s

2

� s

3

)

Fig. 1.5 - Le syst�eme de r�e�ecrirure ��

(Beta) (�a) b �! a [b � id]

? (Id) a [id] �! a

(VarCons) 1 [a � s] �! a

(App) (a b)[s] �! (a [s]) (b [s])

(Abs) (�a)[s] �! �(a [1 � (s � ")])

(Clos) (a [s])[t] �! a [s � t]

(IdL) id � s �! s

? (IdR) s � id �! s

(ShiftCons) " � (a � s) �! s

(Map) (a � s) � t �! a [t] � (s � t)

(Ass) (s

1

� s

2

) � s

3

�! s

1

� (s

2

� s

3

)

? (VarShift) 1 � " �! id

? (SCons) 1 [s] � (" � s) �! s

Les r�egles pr�ec�ed�ees de ? sont les SPID-r�egles,

donc les r�egles ajout�ees �a �� pour obtenir ��

0

.

Fig. 1.6 - Le syst�eme de r�e�ecrirure ��

0
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(Beta) (�a)b �! a [b � id]

(App) (a b)[s] �! a [s] b [s]

(Lambda) (�a)[s] �! �(a [* (s)])

(Clos) (a [s])[t] �! a [s � t]

(Varshift1) n ["] �! n+ 1

(Varshift2) n [" � s] �! n+ 1 [s]

(FVarCons) 1 [a � s] �! a

(FVarLift1) 1 [* (s)] �! 1

(FVarLift2) 1 [* (s) � t] �! 1 [t]

(RVarCons) n+ 1 [a � s] �! n [s]

(RVarLift1) n+ 1 [* (s)] �! n [s � "]

(RVarLift2) n+ 1 [* (s) � t] �! n [s � (" � t)]

(AssEnv) (s � t) � u �! s � (t � u)

(MapEnv) (a � s) � t �! a [t] � (s � t)

(ShiftCons) " � (a � s) �! s

(ShiftLift1) " � * (s) �! s � "

(ShiftLift2) " � (* (s) � t) �! s � (" � t)

(Lift1) * (s) � * (t) �! * (s � t)

(Lift2) * (s) � (* (t) � u) �! * (s � t) � u

(LiftEnv) * (s) � (a � t) �! a � (s � t)

(IdL) id � s �! s

(IdR) s � id �! s

(LiftId) * (id) �! id

(Id) a [id] �! a

Fig. 1.7 - Le syst�eme de r�e�ecriture ��

*
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Chapitre 2

Normalisation forte du �-calcul

Jusqu'�a pr�esent

1

une seule d�emonstration de la noeth�erianit�e du �-calcul �etait

connue (cf. [HL86]). Elle est fond�ee sur la terminaison de SUBST

2

. Il est facile de

prouver la terminaison de SUBST priv�e de la r�egle (D�). Cette r�egle est essentielle :

elle sert �a propager la substitution sous les abstractions et assure la gestion des

variables du terme substitu�e a�n d'�eviter toute capture. La preuve donn�ee ici est

nouvelle et compl�etement di��erente de celle propos�ee par Hardin et Laville [HL86].

Apr�es la pr�esentation d'un syst�eme plus �economique en syntaxe et dont la noe-

th�erianit�e nous permettra d�etablir celle de � (section 2.1), nous montrons que les

termes sans � (w-termes) sont fortement normalisables (section 2.2). L'extension du

r�esultat aux termes contenant � n�ecessite un lemme, dont la d�emonstration s'av�ere

di�cile et demande l'introduction d'une nouvelle notion, celle d'in
ation (section

2.3). Le lemme est obtenu grâce �a un th�eor�eme de pr�eservation : les r�esultats des cer-

taines in
ations des termes fortement normalisables sont fortement normalisables.

La section 2.4 sera consacr�ee �a un plan de d�emonstration de ce th�eor�eme. Dans les

sections 2.5 et 2.6 nous montrons des r�esultats pr�eliminaires et dans la section 2.7

nous donnons la d�emonstration compl�ete du th�eor�eme de pr�eservation.

Le ��-calcul (� + (Beta)) n'est pas localement con
uent, mais il est con
uent

sur les termes clos, donc sur les termes du �-calcul. Pour obtenir la con
uence locale,

il faut ajouter quatre r�egles �a �. Le syst�eme ainsi obtenu est appel�e �

0

(cf. d�e�nition

1.38). La section 2.8 sera consacr�ee �a la preuve de terminaison de �

0

. Or, �

0

et SUBST

sont deux syst�emes tr�es voisins

3

. Nous obtenons ainsi une deuxi�eme d�emonstration

de la terminaison de SUBST.

1

R�ecemment une troisi�eme preuve de la noeth�erianit�e de � a �et�e fournie par H. Zantema [Zan92].

Voir la note de la page x.

2

Nous donnons les r�egles de SUBST ainsi que l'id�ee g�en�erale de cette preuve de terminaison

dans l'annexe C.

3

Les syst�emes �

0

et SUBST contiennent tous deux une r�egle dite de Surjective Pairing, non

lin�eaire �a gauche. Le �-calcul augment�e de cette r�egle n'est pas con
uent. Il en est de même de

(Beta) + SUBST [Har87] et de (Beta) + �

0

[CHL91].

33
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(VarId) 1 � id �! 1

(VarCons) 1 � (s � t) �! s

(Abs) (�s) � t �! �(s � (1 � (t � ")))

(IdL) id � s �! s

(ShiftId) " � id �! "

(ShiftCons) " � (s � t) �! t

(Map) (s � t) � u �! (s � u) � (t � u)

(Ass) (s � t) � u �! s � (t � u)

Fig. 2.1 - Le syst�eme de r�e�ecrirure �

0

2.1 Le �

0

-calcul

Nous rappelons que le ��-calcul a �et�e introduit dans le chapitre 1 (cf. d�e�nition

1.34). La r�egle (D�) de SUBST, dont nous avons parl�e plus haut, correspond �a la

r�egle (Abs) de notre calcul.

Etant donn�e que les op�erateurs de substitution et composition ont un comporte-

ment semblable en ce qui concerne la d�emonstration de la normalisation forte, nous

allons confondre les deux op�erateurs. Ce faisant, l'op�erateur application devient re-

dondant et peut être confondu avec l'op�erateur cons. Donc, nous proposons un calcul

plus �economique en syntaxe que nous appelons �

0

-calcul. Voici sa d�e�nition :

D�e�nition 2.1 La syntaxe du �

0

-calcul est donn�ee par :

Termes s ::= 1 j id j " j �s j s � t j s � t

L'ensemble, not�e �

0

, des r�egles de ce calcul est donn�e dans la �gure 2.1.

Dans la suite nous utiliserons �a plusieures reprises des fonctions d'interpr�etation

d'un calcul dans un autre calcul. Nous appelons strictes les interpr�etations qui am�e-

nent chaque �etape de r�eduction du premier calcul sur une �etape de r�eduction du

deuxi�eme. La noeth�erianit�e de ce dernier calcul et l'existence d'une interpr�etation

stricte garantissent la noeth�erianit�e du calcul de d�epart.

On remarque la ressemblance du �

0

-calcul avec le sous-calcul E de SUBST intro-

duit dans [Har89] et donn�e ici en annexe C. En e�et, il y a une interpr�etation stricte

de �

0

dans E (l'interpr�etation inverse de celle donn�ee dans la proposition 2.6).

Notation 2.1 On note ��

0

l'ensemble des termes du �

0

-calcul.
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D�e�nition 2.2 Soit F : �� ! ��

0

l'interpr�etation suivante :

F (1) = 1 F (id) = id

F (ab) = F (a) � F (b) F (") ="

F (�a) = �F (a) F (a � s) = F (a) � F (s)

F (a[s]) = F (a) � F (s) F (s � t) = F (s) � F (t)

Puisque cette interpr�etation est stricte, on d�eduit la

Proposition 2.1 Si �

0

est noeth�erien, alors � est noeth�erien.

2.2 Les w-termes

Dans cette section nous pr�esentons les w-termes et d�emontrons quelques propri�e-

t�es, en particulier la normalisation forte. Il est facile de d�e�nir un R.P.O. montrant

la terminaison de �

0

�f(Abs)g . Mais nous n'avons pas r�eussi, malgr�e plusieurs ten-

tatives, �a �etendre ce R.P.O. �a �

0

. Nous allons tenter une preuve de terminaison par

r�ecurrence structurelle qui ne sera pas men�ee jusqu'au bout dans cette section, car la

r�egle (Abs) posera des probl�emes. Nous d�e�nissons les w-termes comme des termes

sans �'s et montrons que tout w-terme est fortement normalisable. En�n, nous for-

mulons le r�esultat qui sera d�emontr�e dans la suite du chapitre et qui permettra

d'�etendre cette preuve en une preuve de terminaison de �

0

.

Notation 2.2 SN

0

est le sous-ensemble des termes fortement normalisables de

��

0

, i.e. ceux �a partir desquels toute r�eduction termine.

Comme aucune r�egle du �

0

-calcul n'a ni \� " ni \ � " comme symbole de tête, on

montre sans di�cult�e le

Lemme 2.1 Pour tous s; t; u 2 ��

0

on a les �equivalences suivantes :

1. �s 2 SN

0

ssi s 2 SN

0

.

2. s � t 2 SN

0

ssi s 2 SN

0

et t 2 SN

0

.

Donc, pour prouver que tous les termes sont fortement normalisables, il reste �a

d�emontrer :

Si s; t 2 SN

0

, alors s � t 2 SN

0

.

On est conduit �a discuter suivant la r�egle applicable au sommet de s�t . Mais, comme

nous ne savons pas conclure directement lorsqu'il s'agit de (Abs), nous allons d'abord

faire la preuve pour les termes ne contenant pas de �'s.

D�e�nition 2.3 On d�e�nit l'ensemble des w-termes, not�e W�, par r�ecurrence :

w � termes w ::= 1 j id j " j w

1

� w

2

j w

1

� w

2
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Comme aucune r�egle de �

0

n'introduit le symbole �, on constate :

Lemme 2.2 Les w-termes sont stables par �

0

-r�eduction.

Proposition 2.2 Soient t; s 2 W� . Si t; s 2 SN

0

, alors t � s 2 SN

0

.

D�emonstration

R�ecurrence sur (prof(t); lg(t); prof(s); lg(s)) o�u prof(x) est la profondeur de x,

i.e. la longueur de la r�eduction la plus longue �a partir de x et lg(x) est la longueur

de x, i.e. la quantit�e des symboles dans x ( lg(1) = 1 , lg(a � b) = lg(a) + lg(b) + 1 ,

lg(�a) = lg(a) + 1 , etc.).

Si t � s est en forme normale, la proposition est �evidente. Consid�erons donc une

r�eduction �a partir de t � s . Il y a trois possibilit�es :

i) La premi�ere �etape r�eduit dans t . On a donc que t � s ! t

0

� s , et on peut

appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence (H.R. dans la suite) car prof(t

0

) < prof(t) .

ii) La premi�ere �etape r�eduit dans s . On a donc que t � s ! t � s

0

, et on peut

appliquer l'H.R. car (prof(t); lg(t);prof(s

0

)) < (prof(t); lg(t);prof(s)) .

iii) La premi�ere �etape r�eduit �a la racine. Il y a plusieurs sous-cas selon la r�egle

utilis�ee :

(VarId) ou (ShiftId) : Le r�eduit est 1 ou " qui sont en forme normale.

(IdL) : Par hypoth�ese le r�eduit est fortement normalisable.

(VarCons) ou (ShiftCons) : Alors s = s

1

� s

2

et le r�eduit �etant s

1

ou s

2

,

respectivement, est fortement normalisable, car s 2 SN

0

.

(Map) : Alors (t

1

� t

2

) � s! (t

1

� s) � (t

2

� s).

Comme prof(t

1

� t

2

) � prof(t

1

) et lg(t

1

� t

2

) > lg(t

1

) , par H.R. on peut

conclure que t

1

� s 2 SN

0

et de mani�ere analogue on a t

2

� s 2 SN

0

,

d'o�u, par la remarque 2.1, (t

1

� s) � (t

2

� s) 2 SN

0

.

(Ass) : Alors (t

1

� t

2

) � s! t

1

� (t

2

� s).

Or, comme prof(t

1

� t

2

) � prof(t

2

) et lg(t

1

� t

2

) > lg(t

2

) , l'H.R.

garantit que t

2

� s 2 SN

0

. D'autre part prof(t

1

� t

2

) � prof(t

1

) et

lg(t

1

� t

2

) > lg(t

1

). On peut donc appliquer l'H.R. �a t

1

et t

2

� s pour

conclure que t

1

� (t

2

� s) 2 SN

0

.

2

Pour �etendre cette preuve �a ��, il faudrait traiter le cas de la r�egle (Abs) :

(�t

1

) � s ! �(t

1

� (1 � (s � ")))
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Nous ne savons pas, avec l'ordre ci-dessus, montrer que s �"2 SN

0

. La d�emonstra-

tion de cette propri�et�e se r�ev�ele non �evidente.

Le seul r�esultat obtenu jusque lors est donc :

Proposition 2.3 Les w-termes sont fortement normalisables.

Remarque 2.1 Pour montrer la terminaison de ��, il reste donc �a prouver :

? Si s 2 SN

0

, alors s � " 2 SN

0

.

En e�et, l'appartenance �a W� ne joue aucun rôle dans les preuves pr�ec�edentes, si

ce n'est pour �eviter (Abs).

La d�emonstration d'un r�esultat plus g�en�eral que l'a�rmation ? sera donn�ee dans

les sections 2.3 - 2.7.

2.3 Contextes et In
ation

Nous pr�esentons dans cette section la notion de contexte �a plusieurs trous. Apr�es

avoir introduit formellement la notion d'in
ation, nous donnons, en les motivant les

d�e�nitions de bon et tr�es bon contexte, et montrons quelques propri�et�es.

Donnons d'abord une id�ee intuititive de ces notions. Nous voulons �etudier le

comportement de s � " par rapport �a celui de s . Analysons donc quelques r�eduits

de s �" selon la forme de s .

1. Soit s = �t. Examinons l'�etape de r�eduction suivante :

(�t) � "! �(t � (1 � (" � "))).

Nous avons donc besoin d'un r�esultat plus g�en�eral que ?, car nous devons

traiter t � (1 � (" � ")) au lieu de t � " . Essayons la g�en�eralisation suivante :

?? Si s 2 SN

0

, alors s � w 2 SN

0

.

o�u w est un w-terme quelconque. ?? su�t ici, car on sait par la partie 1 du

lemme 1 que �(t � (1 � (" � "))) 2 SN

0

d�es que t � (1 � (" � ")) 2 SN

0

. Mais ce

n'est pas le cas pour d'autres op�erateurs. Nous continuons notre analyse avec

les r�eduits de s � w .

2. Soit s = a � b. Examinons l'�etape de r�eduction suivante :

(a � b) � w ! a � (b � w).
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Même en �etablissant b � w 2 SN

0

grâce �a une hypoth�ese de r�ecurrence, nous

n'avons pas de moyen d'en d�eduire a � (b � w) 2 SN

0

. Il nous faut une g�en�e-

ralisation plus radicale de ?? , dont nous donnons maintenant l'id�ee. Soit t

un terme et u un sous-terme de t . On peut noter t = C[u] , o�u C[ ] est le

contexte obtenu en rempla�cant le sous-terme u par un trou (voir d�e�nitions

2.4 et 2.5 plus loin). Apppelons augment�e de t un terme de la forme C[u�w] ,

o�u w est un w-terme. Un tel terme est donc obtenu en rempla�cant le sous-

terme u par u � w dans t . Par exemple, (a � b) � w est un augment�e de

s = a � b en prenant le contexte C[ ] = [ ] . Le terme a � (b �w) = D[b �w] est

aussi un augment�e de s = a � b = D[b] , o�u D[ ] = a � [ ] .

La g�en�eralisation de ?? que nous proposons est, essentiellement :

? ? ? Si s 2 SN

0

, alors tout augment�e de s appartient �a SN

0

.

En fait, ? ? ? est la version informelle de ce que nous appellerons le th�eor�eme

de pr�eservation.

Nous revenons sur cette discussion dans la section suivante. Donnons un der-

nier exemple :

3. Soit s = a � b. Examinons l'�etape de r�eduction suivante :

(a � b) � w ! (a � w) � (b � w)

Ce dernier exemple nous sugg�ere l'introduction de contextes �a plusieurs trous,

�a cause de la duplication de w .

Un contexte pour s est donc un pr�e�xe de s, �a partir duquel on peut reconstruire

s en remplissant les trous par les sous-termes correspondants de s . Il faudra bien

choisir les contextes de fa�con �a obtenir de bonnes propri�et�es de r�ecurrence sur les

sous-termes.

Nous d�e�nissons maintenant les notions que nous venons d'introduire informel-

lement.

D�e�nition 2.4 On d�e�nit les contextes �a plusieurs trous par r�ecurrence :

C ::= 2

n

j 1 j id j " j �C j C �D j C �D

o�u n � 1 et 2

n

d�enote un trou.

Notation 2.3 Soit 
 une occurrence du contexte C . On notera C=
 le sous-

contexte de C �a l'occurrence 
 et Cf
  sg le contexte obtenu en rempla�cant

dans C le sous-contexte C=
 par le terme s .

Dans le cas particulier o�u C=
 est un trou, on �ecrira C[s]




au lieu de Cf
  sg .

La notation 2

k

2 C exprimera qu'il existe une occurrence 
 dans l'ensemble d'oc-

currences de C tel que C=
 = 2

k

.
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Exemple 2.1 Soient C = ((�2

4

) � (2

2

� ")) � (1 � 2

4

) un contexte, et les termes

s = (�(1�")) � (1 � id) et t =" ��1 . Alors

{ C=1 = (�2

4

) � (2

2

�")

{ C=12 = 2

2

�"

{ Cf12 tg = ((�2

4

) � (" ��1)) � (1 �2

4

)

{ C[t]

121

= ((�2

4

) � ((" ��1)�")) � (1 �2

4

)

{ C[s]

11

= ((�((�(1�")) � (1 � id))) � (2

2

�")) � (1 �2

4

)

D�e�nition 2.5 Soient C un contexte, n

C

= maxfm : 2

m

2 Cg, n � n

C

et

u = (u

1

; � � � ; u

n

) un n-uplet de termes. Alors

C[u] = C[u

1

; � � � ; u

n

]

est le terme obtenu en pla�cant u

k

dans tous les trous 2

k

de C pour 1 � k � n .

Chaque u

k

remplit donc tous les trous 2

k

. Comme nous exigeons n � n

C

, tous

les trous du contexte seront remplis.

Notation 2.4 Soient C un contexte et q � 0 . On notera C

q

le contexte obtenu

par d�ecalage �a partir de C en renommant les trous 2

k

par 2

k+q

.

Soient u = (u

1

; � � � ; u

n

1

) et v = (v

1

; � � � ; v

n

2

) . La juxtaposition de u et v sera

not�ee u@v = (u

1

; � � � ; u

n

1

; v

1

; � � � ; v

n

2

) .

Remarque 2.2 C[u] ne d�epend que des composantes de u qui correspondent �a des

trous de C . Plus pr�ecis�ement, si u et v sont tels que u

k

= v

k

pour tout k tel que

2

k

2 C, alors C[u] = C[v] .

Si u = s@t et lg(s) = q, alors C

q

[u] = C[t] .

Exemple 2.2 Si C = (2

2

� (1 �2

3

)) � (2

2

�2

5

), alors

{ C

3

= (2

5

� (1 �2

6

)) � (2

5

�2

8

)

{ C [ 1 ; " ; id ; " � " ; �1 ; 1 � id] = (" � (1 � id)) � (" �(�1))

{ C

1

[ " ; id ; " � " ; 1 � id ; 1 ; 1 � 1] = ((" � ") � (1 � (1 � id))) � ((" � ") � (1 � 1))

D�e�nition 2.6 Un contexte C relatif �a s est un contexte tel que s = C[u] pour

un certain u . Si 2

k

2 C, on dira que le trou 2

k

est un w-trou si u

k

est un w-terme.

On appellera �-trous les trous qui ne sont pas des w-trous.
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D�e�nition 2.7 Une in
ation de s est une paire (C;w) o�u C est un contexte

et w un n-uplet de w-termes tel qu'il existe un n-uplet de termes u qui satisfait

s = C[u] .

Le r�esultat de l'in
ation est s

0

= C[u

0

] o�u u

0

est donn�e par

{ u

0

k

= w

k

si u

k

est un w-terme

{ u

0

k

= u

k

� w

k

autrement.

On peut consid�erer que

0

est un op�erateur qui prend u et w pour rendre u

0

. Il y

aura donc un abus de notation, puisque la d�ependence de w ne sera pas explicit�ee

dans u

0

. Mais le contexte d�eterminera toujours w .

Convention La phrase \(C;w) est une in
ation de s = C[u] " abr�egera la phrase

\(C;w) est une in
ation de s et u est un lg(w)-uplet tel que s = C[u] ".

Remarque 2.3 Si (C;w) est une in
ation de s = C[u] = C[v], alors C[u

0

] =

C[v

0

] .

Nous allons maintenant imposer quelques restrictions aux contextes avec lesquels

nous allons travailler. Examinons un exemple pour comprendre la n�ecessit�e de ces

restrictions. Cet exemple sera trait�e de mani�ere plus g�en�erale dans l'�etude de la r�egle

(Ass) au cas III) du th�eor�eme de pr�eservation.

Soient C = 2

1

� 2

2

et s = C[t; �u] o�u t n'est pas un w-terme. Consid�erons

l'in
ation (C; (w

1

; w

2

)) de s de r�esultat (t�w

1

)�((�u)�w

2

) . Une r�eduction possible

est

(t � w

1

) � ((�u) � w

2

) ! t � (w

1

� ((�u) � w

2

)).

Nous voulons interdire cette situation, car nous ne pouvons pas traiter le r�eduit

comme le r�esultat d'une in
ation de s, puisque w

1

� ((�u) � w

2

) n'est pas un w-

terme.

La solution que nous proposons est d'interdire que 2

2

soit un �-trou. La d�e�ni-

tion suivante pr�ecise cette discusion.

D�e�nition 2.8 Un bon contexte relatif �a s est un contexte C relatif �a s v�eri�ant

la condition suivante:

Pour chaque occurrence � d'une composition dans C, s'il existe un trou �a une

occurrence de la forme �1�, donc s'il existe un trou dans un descendant gauche

de cette composition, alors �a l' occurrence �2 on ne peut trouver qu'un w-trou.

Autrement dit, le �ls droit de cette composition est obligatoirement un w-trou. La

�gure 2.3 illustre cette situation.



2.3. CONTEXTES ET INFLATION 41

��

�

�

�

@

@

@

�1 p

p

p

p

p

p

p

p

2

k

�1�

2

j

�2

(w-trou)

Fig. 2.2 - Un bon contexte

Nous imposons maintenant une autre restriction plus technique, qui sera utile

pour restreindre le cas III) du th�eor�eme de pr�eservation.

D�e�nition 2.9 Un tr�es bon contexte C relatif �a s est un bon contexte relatif �a

s tel que si s = C[u] et u

k

est un w-terme, alors pour toute occurrence 
 telle

que C=
 = 2

k

et pour tout � pr�e�xe propre de 
, s=� n'est pas un w-terme. On

abr�egera cette situation en disant que si u

k

est un w-terme, alors il est w-maximal

dans s.

Exemple 2.3 Soit s = (1 � ") � ((" � id) � (�1)), alors

{ C = (1 �2

2

) � ((" �2

4

) �2

1

) est un contexte relatif �a s, car

s = C [�1 ; " ; 1 ; id] .

C n'est pas bon, car en partant de 2

4

vers la racine on arrive �a une composi-

tion par la gauche et, même si on trouve comme �ls droit de cette composition

un trou (2

1

), ce trou n'est pas un w-trou puisque u

1

= �1 n'est pas un

w-terme.

{ D = (1 �2

2

) �2

3

est un contexte relatif �a s, car

s = D [ 1 ; " ; (" � id) � (�1)] .

D est bon car D ne contient pas de compositions.

D n'est pas tr�es bon, car u

2

= " est un w-terme qui n'est pas w-maximal. En

e�et, D=12 = 2

2

et s=1 = 1 � " , qui est un w-terme.

{ E = 2

5

�2

6

est un contexte relatif �a s, car

s = E [ 1 ; 1 ; 1 ; 1 ; 1 � " ; (" � id) � (�1)] .

On v�eri�e ais�ement que E est un tr�es bon contexte pour s .
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La remarque suivante sera utilis�ee �a plusieurs reprises dans les propositions 2.4

et 2.5.

Remarque 2.4 (Stabilit�e par passage au sous-terme) Si C est un (tr�es) bon

contexte relatif �a s et si C

0

est un sous-contexte de C, alors C

0

est un (tr�es) bon

contexte relatif au sous-terme correspondant de s .

Le lemme suivant sera utilis�e dans le traitement de la r�egle (Ass) du cas III) du

th�eor�eme de pr�eservation.

Lemme 2.3 Soit C un bon contexte relatif �a s tel que C=
 soit un �-trou et soit

s

0

= sf
  tg, alors

1. Si t 2 ��, C[t]




est un bon contexte relatif �a s

0

.

2. Si t 2 ��

0

� W� , i.e. si t contient au moins un �, et si C est tr�es bon

relativement �a s , alors C[t]




est un tr�es bon contexte relatif �a s

0

.

D�emonstration

1. Imm�ediat, car les w-trous de C sont les mêmes que ceux de C[t]




.

2. Soit u tel que s

0

= (C[t]




)[u], et supposons que u

k

soit un w-terme et ne soit

pas w-maximal dans s

0

, on a donc un w-terme w �a une occurrence � pr�e�xe

de celle de u

k

. Alors � n'est pas pr�e�xe de 
 car t n'est pas un w-terme, et

cela entrâ�ne que w est un sous-terme de s, ce qui contredit le fait que C est

un tr�es bon contexte relatif �a s .

2

D�e�nition 2.10 Une bonne (tr�es bonne) in
ation de s est d�e�nie comme une

in
ation de s dont le contexte est bon (tr�es bon) relativement �a s .

Exemple 2.4 Soit s 2 ��

0

�W� , i.e. un terme contenant au moins un �, alors

s � " est le r�esultat d'une tr�es bonne in
ation de s .

D�emonstration

Prendre l'in
ation (2

1

; ") qui est tr�es bonne, s �" est le r�esultat de cette in
ation.

2
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2.4 Plan de d�emonstration

Nous avons d�ej�a les �el�ements n�ecessaires pour donner l'�enonc�e pr�ecis du th�eor�eme

de pr�eservation et faire un plan de d�emonstration.

Th�eor�eme de pr�eservation

Soient s 2 SN

0

et s

0

le r�esultat d'une tr�es bonne in
ation (C;w) de s = C[u].

Alors s

0

2 SN

0

.

Nous devons �etudier les r�eduits possibles de s

0

. Soit t

0

tel que

s

0

= C[u

0

] !

�

0

t

0

.

Il su�ra de montrer l'existence d'un ordinal associ�e �a s , C et w, appelons-le �

s;s

0

pour �eclaircir la discussion informelle suivante, et d'un terme t tel que t

0

soit le

r�esultat d'une tr�es bonne in
ation de t, de sorte que �

t;t

0

< �

s;s

0

.

Examinons la r�eduction s

0

! t

0

. Il y a trois cas selon l'occurrence du radical :

I) La r�eduction a lieu dans le contexte, i.e. C ! D et t

0

= D[u

0

] .

Posons t = D[u] . Pour r�egler ce cas, il su�ra de montrer que t

0

est le r�esultat

d'une tr�es bonne in
ation de t et, comme s ! t on pourra tenter �

s;s

0

=

prof(s) .

Nous consacrons les sections 2.5 et 2.6 �a la d�emonstration de ce r�esultat.

Dans la section 2.5 nous le montrons pour le cas o�u il s'agit d'une bonne

in
ation (proposition 2.4). Dans la section 2.6 nous montrons que pour toute

bonne in
ation on peut trouver une tr�es bonne in
ation de même r�esultat

(proposition 2.5). Ce dernier r�esultat sera utile aussi pour r�egler un sous-cas

du deuxi�eme cas (II.i.3.2).

II) La r�eduction a lieu dans u

k

0

.

Il y aura deux sous-cas �a consid�erer:

i) Si u

k

n'est pas un w-terme, alors u

k

0

= u

k

� w

k

. On trouve ici la partie

cruciale de la d�emonstration. Il faut raisonner selon l'emplacement du

radical :

i.1) Le radical est u

k

�w

k

. Il faut �etudier la r�egle utilis�ee. Le cas 2 de la

discusion informelle de la section pr�ecedente est un bon exemple pour

comprendre cette situation dans le cas de la r�egle (Ass). Reprenons

donc cette discusion. Nous avions

C[u

0

] = C[u � w] ! D[b � w] = D[b

0

] = t

0

o�u u = s = a � b, C = 2 et D = a � 2 . Le membre droit t

0

doit

être vu comme le r�esultat d'une in
ation d'un terme, disons t. Seul

t = s parâ�t être un choix raisonnable. Nous posons donc t = s, mais

alors prof(t) = prof(s) . Il faut donc trouver un poids qui d�ecroisse.
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On voit que lg(D) > lg(C) , donc lg(s) � lg(C) > lg(s)� lg(D), ce

qui justi�e l'introduction d'une deuxi�eme composante dans l'ordinal

�

s;s

0

. Nous proposons donc

�

s;s

0
= (prof(s); lg(s)� lg(C)).

i.2) Le radical est contenu dans w

k

.

Les deux composantes de l'ordinal sont inchang�es, mais on pourra

faire la r�ecurrence sur la profondeur des w

k

(on a montr�e que les w-

termes sont fortement normalisables dans la section 2.2). Ceci nous

oblige �a ajouter une derni�ere composante �a l'ordinal de r�ecurrence.

Nous proposons donc

�

s;s

0

= (prof(s) ; lg(s)� lg(C) ;

P

prof(w

k

)) .

i.3) Le radical est contenu dans u

k

. On montrera que la premi�ere com-

posante d�ecrô�t.

ii) Si u

k

est un w-terme, alors u

k

0

= w

k

et w

k

! w. On montrera que la

troisi�eme composante d�ecrô�t.

III) Il y a interaction entre C et u

0

.

Grâce �a la condition de tr�es bon contexte, nous montrerons qu'il ne peut s'agir

que d'une application de la r�egle (Ass) et que la deuxi�eme composante d�ecrô�t.

2.5 R�eduction de contextes

Nous allons montrer que la notion de bonne in
ation est stable par r�eduction du

contexte.

D�e�nition 2.11 La longueur d'un contexte C, not�ee aussi lg(C), est d�e�nie par

r�ecurrence sur la complexit�e de C en �etendant la d�e�nition de longueur d'un terme

aux trous par lg(2

n

) = 0 .

Proposition 2.4 Soit s

0

= C[u

0

] le r�esultat d'une bonne in
ation (C;w) de

s = C[u] . Soit D un contexte tel que C ! D, et soient t = D[u] et t

0

= D[u

0

]

(donc, s! t et s

0

! t

0

).

Alors il existe une bonne in
ation (D

0

;w

0

) de t dont le r�esultat est t

0

.

D�emonstration

On le montrera par r�ecurrence sur lg(C) .

lg(C) � 1 : Il n'y a pas de r�eduction possible.

C = A �B : La r�eduction a lieu dans A ou dans B . Analysons le premier cas (le

deuxi�eme est analogue).

Le terme s

0

= (A � B)[u

0

] = A[u

0

] � B[u

0

] est donc le r�esultat de la bonne
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in
ation (A �B;w) de s = (A �B)[u] = A[u] �B[u] . Soit E tel que A! E ;

alors A � B ! E � B = D . Donc, t = (E � B)[u] = E[u] � B[u] et t

0

=

(E �B)[u

0

] = E[u

0

] �B[u

0

] .

Posons a = A[u], a

0

= A[u

0

], b = B[u], b

0

= B[u

0

], e = E[u] et e

0

= E[u

0

] .

D'apr�es la remarque 2.4, (A;w) est une bonne in
ation de a, alors par H.R.

il existe une bonne in
ation (E

0

;w

0

) de e de r�esultat e

0

, i.e. si e = E

0

[r],

alors e

0

= E

0

[r

0

] .

Soit (E

0

�B

q

;w

0

@w) o�u q = lg(r), et montrons qu'elle est une bonne in
ation

de e � b de r�esultat e

0

� b

0

. Soit v = r@u, alors

(E

0

�B

q

)[v] = E

0

[v] �B

q

[v] = E

0

[r] �B[u] = e � b ,

la derni�ere �egalit�e �etant justi��ee par la remarque 2.2. Le r�esultat de cette

in
ation est

(E

0

�B

q

)[v

0

] = E

0

[v

0

] �B

q

[v

0

] = E

0

[r

0

] �B[u

0

] = e

0

� b

0

,

avec la même justi�cation pour la derni�ere �egalit�e. En�n, (E

0

� B

q

;w

0

@w)

est une bonne in
ation de e � b , car (E

0

;w

0

) est une bonne in
ation de e et

(B;w) est une bonne in
ation de b .

C = �A : La r�eduction a lieu dans A . On a donc une bonne in
ation (�A;w) de

s = (�A)[u] = �(A[u]) de r�esultat s

0

= (�A)[u

0

] = �(A[u

0

]) . Soit E tel que

A! E, alors �A! �E = D .

Posons a = A[u], a

0

= A[u

0

], e = E[u] et e

0

= E[u

0

] .

D'apr�es la remarque 2.4, (A;w) est une bonne in
ation de a, alors par H.R.

il existe une bonne in
ation (E

0

;w

0

) de e de r�esultat e

0

. On v�eri�e ais�ement

que (�E

0

;w

0

) est une bonne in
ation de �e de r�esultat �e

0

.

C = A �B : Il y a trois possibilit�es :

i) Si la r�eduction a lieu dans A, le raisonnement est analogue �a celui du cas

C = A � B, mais il faut v�eri�er la condition de bon contexte. En e�et,

si A ! E, le candidat pour une bonne in
ation de t = (E �B)[u], sera

(E

0

� B

q

;w

0

@w) (même notation que celle du cas C = A � B ). Deux

possibilit�es :

i.1) Si A contient au moins un trou, alors B est un w-trou car A � B

est bon. Mais alors B

q

est aussi un w-trou et E

0

�B

q

est bon.

i.2) Si A ne contient pas de trous, on prend E

0

= E qui est un bon

contexte, car le r�eduit d'un contexte sans trous est �evidemment un

contexte sans trous. Alors E

0

�B

q

est bon.

ii) Si la r�eduction a lieu dans B, alors B n'est pas un w-trou et, A � B

�etant bon, A n'a pas de trous. Soit E tel que B ! E, alors A �E

0

sera

un bon contexte.
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iii) Si la r�eduction a lieu �a la racine, il faut consid�erer la r�egle utilis�ee.

(Map) : D �etant un bon contexte, on prend l'in
ation (D;w) .

(Abs) : Alors C = (�E) �B et D = �(E � (1 � (B � "))) . Il y a deux cas

�a consid�erer :

a) Si E contient au moins un trou, alors B est un w-trou 2

j

et

on prend la bonne in
ation (�(E � 2

n

0

);w

0

) o�u n

0

= n

C

+ 1,

w

0

k

= w

k

pour k 6= n

0

et w

0

n

0

= 1 � (w

j

� ") . V�eri�ons que

(�(E � 2

n

0

);w

0

) est une in
ation de t = D[u] : on a bien t =

(�(E � 2

n

0

))[v] o�u v est tel que v

k

= u

k

pour k 6= n

0

et

v

n

0

= 1 � (u

j

� "), et le r�esultat est bien t

0

= D[u

0

], car

D[u

0

] = �(E[u

0

] � (1 � (w

j

� "))) = (�(E �2

n

0

))[v

0

]

puisque v

0

k

= u

0

k

si k 6= n

0

et v

0

n

0

= w

0

n

0

= 1 � (w

j

� ") .

b) Si E ne contient pas de trous, on prend comme bonne in
ation

(�(E�(1�(B�2

n

0

)));w

0

) o�u n

0

= n

C

+1, w

0

k

= w

k

pour k 6= n

0

et w

0

n

0

= " . Remarquons que le contexte est bon, car on a pris

la pr�ecaution de transformer " en trou pour que la condition de

bon contexte soit vraie pour les trous de B . Cette in
ation est

bien une in
ation de t = D[u] qui a pour r�esultat t

0

= D[u

0

] .

(Ass) : Alors C = (E � F ) � B . On a, comme pour (Abs), deux cas �a

consid�erer :

a) Si E contient au moins un trou, alors F est un w-trou 2

j

1

et

B est un w-trou 2

j

2

. On prend la bonne in
ation (E �2

n

0

;w

0

)

o�u n

0

= n

C

+1, w

0

k

= w

k

pour k 6= n

0

et w

0

n

0

= w

j

1

�w

j

2

. On

v�eri�e ais�ement qu'elle satisfait les conditions de la proposition.

b) Si E ne contient pas de trous, le r�eduit est un bon contexte et

on prend la bonne in
ation (E � (F �B);w) .

Autres r�egles : D �etant un sous-contexte de C , on prend la bonne

(remarque 2.4) in
ation (D;w) .

2

2.6 Tr�es bonnes in
ations de même r�esultat

Dans cette section nous montrerons que pour toute bonne in
ation on peut

trouver une tr�es bonne in
ation de même r�esultat.

Notation 2.5 Si C est un contexte on notera �

C

= card f
 : C=
 est un troug .

Autrement dit, �

C

est la quantit�e de trous du contexte C .

Proposition 2.5 Si (C;w) est une bonne in
ation de s de r�esultat s

0

, il existe

une tr�es bonne in
ation (C

0

;w

0

) de s de r�esultat s

0

telle que �

C

0

� �

C

.
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D�emonstration

On montrera la proposition par r�ecurrence sur la complexit�e de C . Soit u tel que

s = C[u] et s

0

= C[u

0

] .

lg(C) � 1 : Le r�esultat est imm�ediat car C est tr�es bon et on prend l'in
ation

(C

0

;w

0

) = (C;w) .

C = A �B : Alors s = (A �B)[u] = A[u] �B[u] et s

0

= (A �B)[u

0

] = A[u

0

] �B[u

0

] .

Posons a = A[u], b = B[u], a

0

= A[u

0

] et b

0

= B[u

0

], alors s = a � b et

s

0

= a

0

� b

0

.

Par la remarque 2.4, (A;w) et (B;w) sont des bonnes in
ations de a et b,

respectivement. Donc, par H.R., il existe des tr�es bonnes in
ations (A

0

;w

1

)

et (B

0

;w

2

) de a et b dont les r�esultats sont a

0

et b

0

, respectivement.

Soient u

1

et u

2

tels que a = A

0

[u

1

], a

0

= A

0

[u

1

0

], b = B

0

[u

2

] et b

0

= B

0

[u

2

0

] .

Et soit q = lg(u

1

) .

Prenons l'in
ation I = (A

0

� B

0

q

;w

1

@w

2

) . Elle est une in
ation de s . En

e�et,

(A

0

�B

0

q

)[u

1

@u

2

] = A

0

[u

1

] �B

0

[u

2

] = a � b = s ,

et son r�esultat est s

0

, en e�et

(A

0

�B

0

q

)[(u

1

@u

2

)

0

] = (A

0

�B

0

q

)[u

1

0

@u

2

0

] = A

0

[u

1

0

] �B

0

[u

2

0

] = a

0

� b

0

= s

0

.

De plus, I est une bonne in
ation car A

0

et B

0

sont bons.

Consid�erons l'hypoth�ese :

y) Soit A

0

est un w-trou et b est un w-terme, soit B

0

q

est un w-trou et a

est un w-terme.

D�emontrons maintenant l'a�rmation suivante :

a) Si l'hypoth�ese y) n'est pas satisfaite, I est une tr�es bonne in
ation

de s .

Supposons que u

1

k

est un w-terme, A

0

�etant tr�es bon, u

1

k

est w-maximal

dans a . Il y a deux possibilit�es :

1. si A

0

6= 2

k

, alors u

1

k

est w-maximal dans s = a � b .

2. si A

0

= 2

k

, alors comme la condition y) n'est pas satisfaite, b n'est pas

un w-terme, et on conclut que u

1

k

est w-maximal dans s .

On proc�ede de même pour analyser les u

2

m

qui sont des w-termes, et l'a�r-

mation a) est donc d�emontr�ee.

Pour compl�eter l'�etude du cas C = A � B, posons I

0

= (2

1

; s

0

) . D�emontrons

l'a�rmation suivante:
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b) Si l'hypoth�ese y) est satisfaite, I

0

est une tr�es bonne in
ation de s dont

le r�esultat est s

0

.

D'abord on constate que s

0

est un w-terme car, la condition y) �etant satisfaite,

s est un w-terme, et le r�esultat d'une in
ation d'un w-terme est un w-terme.

On v�eri�e ais�ement que le contexte 2

1

est tr�es bon.

Remarquons que pour les deux in
ations I et I

0

, la condition sur le cardinal

de l'ensemble de trous est satisfaite. En e�et, pour I on a

�

A

0

�B

0

q

= �

A

0

+ �

B

0

HR

� �

A

+ �

B

= �

C

Puisqu'on choisit I

0

quand la condition y) est satisfaite, alors A

0

est un trou

ou B

0

est un trou. Donc, 1 = �

A

0

� �

A

ou 1 = �

B

0

� �

B

et alors

�

2

1

= 1 � �

C

.

C = �A : Alors s = (�A)[u] = �(A[u]) et s

0

= (�A)[u

0

] = �(A[u

0

]) .

Appelons a = A[u] et a

0

= A[u

0

], alors s = �a et s

0

= �a

0

.

Par la remarque 2.4, (A;w) est une bonne in
ation de a . Donc, par H.R., il

existe une tr�es bonne in
ation (A

0

;w

0

) de a dont le r�esultat est a

0

.

On v�eri�e ais�ement que (�A

0

;w

0

) est une tr�es bonne in
ation de s dont le

r�esultat est s

0

. En plus �

�A

0

= �

A

0

� �

A

= �

�A

.

C = A �B : Alors s = a � b et s

0

= a

0

� b

0

(même notation que dans le cas

C = A �B ).

Prenons l'in
ation I = (A

0

� B

0

q

;w

1

@w

2

) (même notation que dans le cas

C = A �B et v�eri�cation analogue du fait qu'elle est une in
ation de s dont

le r�esultat est s

0

).

Maintenant nous nous servirons de la condition �

C

0

� �

C

.

Si le contexte A

0

poss�ede au moins un trou (�

A

0

� 1 ), alors, par H.R., A

poss�ede au moins un trou (�

A

� 1 ). C �etant bon, B ne peut être qu'un

w-trou, alors B

0

= B (voir le premier cas �etudi�e : lg(C) � 1 ). Donc B

0

q

est

aussi un w-trou, et on conclut que I est bonne.

Consid�erons maintenant l'hypoth�ese :

z) Soit A

0

est un w-trou et b est un w-terme, soit B

0

q

est un w-trou et a

est un w-terme.

et le raisonnement se poursuit exactement comme dans le cas C = A �B .

2
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2.7 Le th�eor�eme de pr�eservation

Nous �nissons maintenant le travail des sections pr�ec�edentes en d�emontrant le

th�eor�eme de pr�eservation.

D�e�nition 2.12 La multiplicit�e du trou 2

k

dans le contexte C est l'entier

�

k

= card f
 : C=
 = 2

k

g

i.e. le nombre de fois o�u le trou 2

k

apparâ�t dans C .

Th�eor�eme 2.1 (Pr�eservation) Soient s 2 SN

0

et s

0

le r�esultat d'une tr�es bonne

in
ation (C;w) de s . Alors s

0

2 SN

0

.

D�emonstration

On montrera le th�eor�eme par r�ecurrence sur l'ordinal

� = (prof(s) ; lg(s)� lg(C) ;

P

�

k

prof(w

k

)) .

Remarquons que prof(w

k

) est bien d�e�nie pour chaque w

k

grâce �a la proposition

2.3, et que lg(s)� lg(C) � 0, car C est un contexte relatif �a s .

Soit u tel que s = C[u] et s

0

= C[u

0

] . On veut d�emontrer que toute r�eduction

�a partir de s

0

termine. Supposons donc que

s

0

= C[u

0

] !

�

0

t

0

.

et montrons que t

0

2 SN . On consid�ere trois cas selon la position du radical :

I) La r�eduction a lieu dans le contexte, i.e. C ! D et t

0

= D[u

0

] .

Posons t = D[u], alors par la proposition 2.4 il existe une bonne in
ation

(D

0

;w

0

) de t dont le r�esultat est t

0

. La proposition 2.5 nous fournit une tr�es

bonne in
ation (D

00

;w

00

) de t avec r�esultat t

0

.

Or, comme s ! t, on a que prof(t) < prof(s) et on peut appliquer l'H.R.

pour conclure t

0

2 SN .

II) La r�eduction a lieu dans u

k

0

.

Appelons 
 l'occurrence correspondant �a u

k

0

, donc C=
 = 2

k

. Soit q =

lg(u) + 1 et soit C

0

= Cf
  2

q

g . C

0

est un contexte relatif �a s (car

s = C

0

[u@u

k

] ) qui est, en plus, tr�es bon.

Il y a deux possibilit�es �a consid�erer :

i) Si u

k

n'est pas un w-terme, alors u

k

0

= u

k

� w

k

. Il y a trois sous-cas �a

consid�erer selon la position du radical.

i.1) Le radical est u

k

� w

k

.



50 CHAPITRE 2. NORMALISATION FORTE DU �-CALCUL

Comme u

k

n'est pas un w-terme, il n'y a que trois r�egles possibles

pour r�eduire u

k

� w

k

�a la racine :

(Abs) : Alors u

k

= �a . On a :

s = C

0

[u@(�a)] et s

0

= C

0

[u

0

@((�a) � w

k

)] .

Donc, s

0

! C

0

[u

0

@(�(a � (1 � (w

k

� "))))] = t

0

.

Soit C

00

= Cf
  �2

q

g et prenons l'in
ation

I = (C

00

;w@w

q

)

o�u

w

q

=

(

1 � (w

k

� ") si a n'est pas un w-terme

a � (1 � (w

k

� ")) autrement.

Alors s = C

00

[u@a] et t

0

= C

00

[u

0

@a

0

] . Donc, t

0

est le r�esultat

de l'in
ation I de s .

En plus, I est bonne, car C=
 = 2

k

n'est pas un w-trou, et tr�es

bonne car, dans le cas o�u a est un w-terme, a est w-maximal

(�a n'est pas un w-terme).

Donc, on peut utiliser l'H.R. car la deuxi�eme composante de �

d�ecrô�t ( lg(C

00

) > lg(C) ).

(Map) : Alors u

k

= a � b . On a :

s = C

0

[u@(a � b)] et s

0

= C

0

[u

0

@((a � b) � w

k

)] .

Donc, s

0

! C

0

[u

0

@((a � w

k

) � (b � w

k

))] = t

0

.

Soit C

00

= Cf
  2

q

�2

q+1

g et prenons l'in
ation

I = (C

00

;w@(w

q

; w

q+1

))

o�u

w

q

=

(

w

k

si a n'est pas un w-terme

a � w

k

autrement

w

q+1

=

(

w

k

si b n'est pas un w-terme

b � w

k

autrement.

Alors s = C

00

[u@(a; b)] et t

0

= C

00

[u

0

@(a

0

; b

0

)] . Donc, t

0

est le

r�esultat de l'in
ation I de s .

En plus, I est bonne, car C=
 = 2

k

n'est pas un w-trou, et tr�es

bonne car a � b n'est pas un w-terme.

Donc, on peut utiliser l'H.R., car la deuxi�eme composante de �

d�ecrô�t ( lg(C

00

) > lg(C) ).

(Ass) : Alors u

k

= a � b . On a :

s = C

0

[u@(a � b)] et s

0

= C

0

[u

0

@((a � b) � w

k

)] .

Donc, s

0

! C

0

[u

0

@(a � (b � w

k

))] = t

0

.

Soit C

00

= Cf
  a �2

q

g et prenons l'in
ation

I = (C

00

;w@w

q

)
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o�u

w

q

=

(

w

k

si b n'est pas un w-terme

b � w

k

autrement.

Alors s = C

00

[u@b] et t

0

= C

00

[u

0

@b

0

] . Donc, t

0

est le r�esultat

de l'in
ation I de s .

En plus, I est bonne car C=
 = 2

k

n'est pas un w-trou et le

nouveau trou est �a droite de la composition qu'on vient d'ajouter.

Et tr�es bonne car a � b n'est pas un w-terme.

Donc, on peut utiliser l'H.R., car la deuxi�eme composante de �

d�ecrô�t ( lg(C

00

) > lg(C) ).

i.2) Le radical est contenu dans w

k

. Soit w tel que w

k

! w . Prenons

l'in
ation (C

0

;w@w) de s dont le r�esultat est C

0

[u

0

@w] = t

0

.

Le lemme 2.2 garantit que w est un w-terme, donc l'in
ation est

bien d�e�nie.

Comme prof(w) < prof(w

k

) et lg(C) = lg(C

0

), la troisi�eme com-

posante de l'ordinal � d�ecrô�t et on utilise l'H.R. pour conclure

t

0

2 SN .

i.3) Le radical est contenu dans u

k

. Soit u tel que u

k

! u . Deux

possibilit�es :

i.3.1) Si u n'est pas un w-terme, on prend l'in
ation (C

0

;w@w

k

) .

Alors

s

0

= C

0

[u

0

@(u

k

� w

k

)]! C

0

[u

0

@(u � w

k

)] = t

0

Donc, t

0

est le r�esultat de l'in
ation

(C

0

;w@w

k

)

de t = C

0

[u@u] . Mais s ! t, alors on peut utiliser l'H.R. (la

premi�ere composante de � ayant d�ecru) pour obtenir t

0

2 SN .

Remarquons que C

0

est aussi tr�es bon pour t car, u n'�etant pas

un w-terme, le trou 2

q

continue �a être un �-trou.

i.3.2) Si u est un w-terme, on prend, comme dans le cas pr�ec�edent,

l'in
ation (C

0

;w@w

k

) .

C

0

n'est pas n�ecessairement tr�es bon pour t car il y a eu mue de

�-trou en w-trou. Mais ce qui est sûr, c'est que C

0

est un bon

contexte pour t (aucun w-trou n'a disparu).

La proposition 2.5 assure l'existence d'une tr�es bonne in
ation

(C

00

;w

00

) de t dont le r�esultat est t

0

, et puisque s! t, on utilise

l'H.R. (la premi�ere composante de � ayant d�ecru) pour obtenir

t

0

2 SN .

ii) Si u

k

est un w-terme, alors u

k

0

= w

k

. Soit w tel que w

k

! w .

On prend l'in
ation (C

0

;w@w) de s , et on raisonne comme dans le cas

i.2).
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III) Il y a interaction entre C et u

0

. On �etudiera pour chaque r�egle de �

0

toutes

les interactions possibles. Soit 
 l'occurrence du radical.

(VarId) : Trois possibilit�es :

i) C=
 = 1 � 2

k

et u

k

0

= id . Alors u

k

est un w-terme qui n'est pas

w-maximal. Ce cas est impossible car C est tr�es bon

ii) C=
 = 2

k

� id et u

k

0

= 1 . Idem.

iii) C=
 = 2

j

�2

k

, u

j

0

= 1 et u

k

0

= id . Idem.

(ShiftId) : Analogue au cas pr�ec�edent.

(VarCons) : C[u

0

]=
 = 1 � (a � b). Donc, C=
 = C=
1 � C=
2 . Il y a deux

possibilit�es :

i) C=
1 = 1, alors C=
2 = 2

k

et u

k

0

= a � b (alors u

k

est un w-

terme).

Ce cas est impossible car C est tr�es bon et u

k

n'est pas w-maximal.

ii) C=
1 = 2

k

, alors, C �etant bon, C=
2 = 2

j

est un w-trou. Mais

u

k

0

= 1 entrâ�ne que u

k

est un w-terme ce qui contredit la w-

maximalit�e de u

j

. Donc, ce cas est aussi impossible.

(ShiftCons) : Analogue au cas pr�ec�edent.

(Map) : C[u

0

]=
 = (a � b) � c. Donc, C=
 = C=
1 � C=
2 et C=
1 = 2

k

. Or,

C �etant bon, C=
2 = 2

j

est un w-trou. Mais u

k

0

= a � b entrâ�ne que

u

k

est un w-terme .

Donc, ce cas est aussi impossible car C est tr�es bon, et u

j

n'est pas

w-maximal.

(Abs) : C[u

0

]=
 = (�a) � c. Donc, C=
 = C=
1 � C=
2 , C=
1 = 2

k

et

u

k

0

= �a .

Ce cas est impossible car, par d�e�nition d'in
ation, u

k

0

est soit un w-

terme, soit une composition.

(IdL) : C[u

0

]=
 = id�a. Donc, C=
 = C=
1�C=
2 , C=
1 = 2

k

et u

k

0

= id .

Or, C �etant bon, C=
2 = 2

j

est un w-trou, et alors a = u

j

est un w-

terme. Donc, ce cas est aussi impossible car C est tr�es bon, et u

j

n'est

pas w-maximal.

(Ass) : C[u

0

]=
 = (a � b) � c. Donc, C=
 = C=
1 � C=
2 , C=
1 = 2

k

et

u

k

0

= (a � b) .

Comme C est bon, C=
2 = 2

j

doit être un w-trou. Donc, a � b n'est

pas un w-terme (autrement u

k

serait un w-terme et on contredirait la

condition de tr�es bon contexte). Alors, n�ecessairement, u

k

= a , w

k

= b

et a n'est pas un w-terme. Donc,

s

0

=
 = (u

k

� w

k

) �w

j

et t

0

= s

0

f
  u

k

� (w

k

� w

j

)g.
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Soit D = Cf
2  2

q

g o�u q = lg(u) + 1 . Et consid�erons le contexte

D[u

k

]


1

.

C'est un contexte relatif �a s, car s = (D[u

k

]


1

)[u@u

j

] , qui est en plus

tr�es bon d'apr�es le lemme 2.3.

Consid�erons maintenant l'in
ation (D[u

k

]


1

;w@(w

k

� w

j

)) de s .

Son r�esultat est

(D[u

k

]


1

)[u

0

@(w

k

� w

j

)] = t

0

,

car u

j

est un w-terme.

Or, lg(C) = lg(D) < lg(D[u

k

]


1

) . Donc, par H.R. (la deuxi�eme com-

posante de l'ordinal � ayant d�ecru), on conclut que t

0

est fortement

normalisable.

2

Th�eor�eme 2.2 Le �

0

-calcul et le �-calcul sont noeth�eriens.

D�emonstration

D'apr�es le th�eor�eme pr�ec�edent et l'exemple 2.4, on conclut que si s 2 ��

0

� ��

w

et si s 2 SN

0

, alors s � "2 SN

0

. Mais si s 2 ��

w

, alors s � "2 ��

w

et d'apr�es la

proposition 2.3, s � "2 SN

0

. Donc,

? si s 2 SN

0

, alors s � " 2 SN

0

:

Par la remarque 2.1 on a la normalisation forte pour le �

0

-calcul. En�n, la proposition

2.1 fournit la noeth�erianit�e du �-calcul.

2

2.8 Normalisation forte du �

0

-calcul

Dans cette section nous �etendons nos r�esultats de terminaison au �

0

-calcul (cf.

d�e�nition 1.38). Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e, ce calcul poss�ede une r�egle

(SCons) qui fait penser �a la r�egle de \surjective pairing" du �-calcul avec couples.

Nous avons aussi v�eri��e que ce calcul plus la r�egle (Beta), i.e. le ��

0

-calcul, est

localement con
uent (cf. proposition 1.2) sur tous les termes, tandis que le ��-calcul

ne l'est que sur les termes clos.

De même que dans la section 2.1, nous plongeons le �

0

-calcul dans un calcul plus

�economique en syntaxe, appel�e �

0

0

. Voici sa d�e�nition :

D�e�nition 2.13 Le �

0

0

-calcul est obtenu par l'ajout au �

0

-calcul des trois r�egles

suivantes :

(IdR) s � id! s

(VarShift) 1 � "! id

(SCons) (1 � s) � (" �s)! s
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et l'�elimination de (VarId) et (ShiftId) qui sont des instances de (IdR).

On appellera ISP le calcul dont les seules r�egles sont (IdR), (VarShift) et

(SCons).

Remarque 2.5 La fonction F introduite dans la d�e�nition 2.2 est aussi une in-

terpr�etation stricte du �

0

-calcul dans le �

0

0

-calcul.

On remarque la ressemblance du �

0

0

-calcul avec le calcul SUBST �etudi�e dans

[Har89] (voir Annexe C). En e�et, il existe une interpr�etation stricte de �

0

0

dans

SUBST. Il y a de même une interpr�etation stricte de SUBST dans �

0

0

. La noeth�e-

rianit�e de �

0

0

entrâ�ne donc la noeth�erianit�e de SUBST :

Proposition 2.6 Si �

0

0

est noeth�erien, alors SUBST est noeth�erien.

D�emonstration

La seule di�cult�e (mineure) est la pr�esence de la constante App.

Grâce �a l'interpr�etation stricte G , donn�ee par

Id 7! id

Fst 7! "

Snd 7! 1

�x 7! �G(x)

x � y 7! G(x) �G(y)

< x ; y > 7! G(y) �G(x) ;

on d�eduit que tout terme ne contenant pas App est fortement normalisable.

Or, App �etant une constante inerte pour SUBST, i.e. n'apparaissant dans aucune

r�egle de SUBST, on montre facilement que tout terme de CCL est fortement nor-

malisable.

2

Soulignons que, bien que les r�egles ajout�ees �a �

0

soient des r�egles simpli�antes,

le th�eor�eme de pr�eservation ne s'�etend pas au syst�eme �

0

0

.

En e�et, un nouveau sous-cas apparâ�t dans le cas d'interaction entre contexte

et u

0

(cas III)) :

(IdR) : C[u

0

]=
 = a � id . Donc, C=
 = C=
1 � C=
2 , C=
2 = 2

k

et u

k

0

= id .

Or, u

k

est un w-terme et u

0

ne contient aucune information dessus. Si on enl�eve

id aux w-termes, on pourrait r�egler ce cas. Mais ce faisant on perd la stabilit�e par

�

0

0

-r�eduction pour les w-termes, �a cause de la r�egle (VarShift). Donc, on ne sait pas

traiter ce cas.

Nous montrons que tout terme est �

0

0

-fortement normalisable (th�eor�eme 2.3) par

r�ecurrence sur (�

0

-profondeur, longueur). Puisque la ISP -r�eduction fait diminuer
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strictement la longueur, il su�t d'obtenir le r�esultat pr�eliminaire suivant : la ISP -

r�eduction n'augmente pas la �

0

-profondeur (proposition 2.7). En�n, pour d�emontrer

ce dernier r�esultat, il faut un lemme qui dit essentiellement qu'un pas de ISP -

r�eduction suivi d'un pas de �

0

-r�eduction peut être simul�e par une �

0

0

-r�eduction

commen�cant par un pas de �

0

-r�eduction, i.e. une sorte de lemme de commutation

(lemme 2.4).

Nous commen�cons donc par ce lemme, dont nous donnons une d�emonstration

tr�es d�etaill�ee en analysant tous les cas possibles.

Lemme 2.4 Soient s; s

1

; s

2

2 ��

0

tels que s !

ISP

s

1

!

�

0

s

2

, alors il existe

s

0

2 ��

0

tel que s!

�

0

s

0

!!

�

0

0

s

2

.

D�emonstration

On montrera le lemme par r�ecurrence sur la structure de s .

lg(s) = 1 : Le lemme est imm�ediat.

s = t � u : La ISP -r�eduction peut avoir lieu dans t, dans u ou �a la racine.

i) La ISP -r�eduction a lieu dans t ou dans u , disons dans t (l'autre cas

est sym�etrique). Donc, t �u!

ISP

t

1

�u . Il y a deux sous-cas �a consid�erer

selon l'emplacement du �

0

-radical :

i.1) La �

0

-r�eduction a lieu dans t

1

. Posons t

2

tel que t

1

!

�

0

t

2

. Par

H.R., il existe t

0

tel que t!

�

0

t

0

!!

�

0

0

t

2

. Alors

t � u!

�

0

t

0

� u!!

�

0

0

t

2

� u

et on prend s

0

= t

0

� u .

i.2) La �

0

-r�eduction a lieu dans u . Posons u

1

tel que u !

�

0

u

1

. Alors

il su�t de prendre s

0

= t � u

1

, car t � u!

�

0

t � u

1

!!

�

0

0

t

1

� u

1

.

ii) La ISP -r�eduction a lieu �a la racine. Il y a deux possibilit�es :

ii.1) t = 1 et u =", alors s

1

= id qui est en �

0

-forme normale et il n'y

a rien �a d�emontrer.

ii.2) t = 1 � v, u =" � v et s

1

= v . Alors on prend, par exemple,

s

0

= (1 � s

2

) � (" � v), car

(1 � v) � (" � v)!

�

0

(1 � s

2

) � (" � v)!

�

0

(1 � s

2

) � (" � s

2

)!

ISP

s

2

s = �t : La ISP -r�eduction a lieu dans t, de sorte que �t !

ISP

�t

1

. Alors la �

0

-

r�eduction a lieu dans t

1

. Posons t

2

tel que t

1

!

�

0

t

2

. Par H.R., il existe t

0

tel que t!

�

0

t

0

!!

�

0

0

t

2

. Alors �t!

�

0

�t

0

!!

�

0

0

�t

2

et on prend s

0

= �t

0

.

s = t � u : La ISP -r�eduction peut avoir lieu dans t, dans u ou �a la racine et la

�

0

-r�eduction peut aussi avoir lieu �a la racine. Donc, ce cas requiert une �etude

plus approfondie.
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Si la ISP -r�eduction et la �

0

-r�eduction n'ont pas lieu �a la racine, le raisonne-

ment est analogue au sous-cas i) du cas s = t � u.

Examinons les autres cas selon l'emplacement du ISP -radical. Pour chacun

d'eux �etudions quelles sont les �

0

-r�egles qui peuvent être utilis�ees pour r�eduire

s

1

.

i) La ISP -r�eduction a lieu �a la racine, alors u = id et s

1

= t . On prend

s

0

= s

2

� id qui v�eri�e les conditions du th�eor�eme.

ii) t !

ISP

t

1

, alors s

1

= t

1

� u . Supposons donc que la �

0

-r�eduction a lieu

�a la racine. Avant d'analyser les �

0

-r�egles utilis�ees, nous �etudierons les

possibilit�es pour t . Dans deux cas nous pourrons conclure directement.

Remarquons d'abord que si t

1

6= id, il n'y a que trois possibilit�es :

P.1) Le symbole de tête de t est le même que celui de t

1

et la ISP -

r�eduction est interne.

P.2) t = (1 � t

1

) � (" � t

1

)

P.3) t = t

1

� id

Tandis que si t

1

= id, on a aussi le cas :

P.4) t = 1 � "

On peut traiter P.2) et P.3) ind�ependamment de la �

0

-r�egle utilis�ee :

{ Si t = (1 � t

1

) � (" � t

1

), alors

s = ((1 � t

1

) � (" � t

1

)) � u!

ISP

t

1

� u!

�

0

s

2

.

Et il su�t de prendre

s

0

= (((1 � t

1

) � u) � ((" � t

1

) � u))

car s!

�

0

s

0

!!

�

0

((1 � (t

1

� u)) � (" � (t

1

� u)))!

ISP

t

1

� u!

�

0

s

2

.

{ Si t = t

1

� id, alors

s = (t

1

� id) � u!

ISP

t

1

� u!

�

0

s

2

.

Et il su�t de prendre

s

0

= t

1

� (id � u)

car s!

�

0

s

0

!

�

0

t

1

� u!

�

0

s

2

Supposons donc qu'on est dans la situation P.1) ou P.4). Examinons le

�

0

-radical qui est, rappelons-le, �a la racine :

(VarId) ou (VarCons) : Donc, t

1

= 1. Ceci est impossible.

(ShiftId) ou (ShiftCons) : Analogue au cas pr�ec�edent.

(Map) : t

1

= v

1

� w

1

et s

2

= (v

1

� u) � (w

1

� u) . Il y a deux possibilit�es :

a) t = v � w

1

et v !

ISP

v

1

, alors on prend s

0

= (v � u) � (w

1

� u),

car (v � w

1

) � u!

�

0

(v � u) � (w

1

� u)!

ISP

(v

1

� u) � (w

1

� u).

b) t = v

1

� w et w!

ISP

w

1

, analogue au sous-cas a).
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(Abs) : t

1

= �v

1

et s

2

= �(v

1

� (1 � (u � "))) . Donc, t = �v avec

v !

ISP

v

1

. On prend s

0

= �(v � (1 � (u � "))) qui v�eri�e

(�v) � u!

�

0

s

0

!

ISP

s

2

.

(IdL) : t

1

= id et s

2

= u . Donc, t = 1 � " , et il su�t de prendre

s

0

= (1 � u) � (" � u) .

(Ass) : Analogue �a l'�etude de la r�egle (Map).

iii) Si u !

ISP

u

1

, alors s

1

= t � u

1

. La discussion est men�ee suivant la

�

0

-r�egle utilis�ee dans la r�eduction s

1

!

�

0

s

2

suppos�ee �a la racine.

(VarId) : t = 1, u

1

= id et s

2

= 1 . On a trois cas :

a) u = (1 � id) � (" � id), on prend s

0

= 1 � id, car

1 � ((1 � id) � (" � id))!

�

0

1 � id!

�

0

1.

b) u = id � id, on prend s

0

= 1 � id, car

1 � (id � id)!

�

0

1 � id!

�

0

1 .

c) u = 1 � ", on prend s

0

= 1, car

1 � (1 � ")!

�

0

1!!

�

0

0

1 .

(ShiftId) : On raisonne comme dans le cas pr�ec�edent.

(VarCons) : t = 1, u

1

= v

1

� w

1

et s

2

= v

1

. Il y a quatre possibilit�es :

a) u = v � w

1

et v !

ISP

v

1

, on prend s

0

= v .

b) u = v

1

� w et w!

ISP

w

1

, on prend s

0

= v

1

, car v

1

!!

�

0

0

v

1

.

c) u = (1 � (v

1

� w

1

)) � (" � (v

1

� w

1

)) , alors on prend

s

0

= 1 � (v

1

� ((" � (v

1

� w

1

)))) ,

puisque 1 � u!

�

0

s

0

!

�

0

v

1

.

d) u = (v

1

� w

1

) � id, alors on prend

s

0

= 1 � ((v

1

� id) � (w

1

� id)),

car 1 � u!

�

0

s

0

!

�

0

v

1

� id!

ISP

v

1

.

(ShiftCons) : On raisonne comme dans le cas pr�ec�edent.

(Map) : t = v � w et s

2

= (v � u

1

) � (w � u

1

). Alors il su�t de prendre

s

0

= (v � u) � (w � u) .

(Abs) : t = �v et s

2

= �(v � (1 � (u

1

� "))) . Prendre

s

0

= �(v � (1 � (u� "))) .

(IdL) : t = id et s

2

= u

1

. Alors on prend s

0

= u .

(Ass) : Analogue �a l'�etude de la r�egle (Map).

2

Notation 2.6 Pour s 2 ��

0

, on notera pr(s) la profondeur de s par rapport �a la

r�eduction �

0

, i.e. la longueur de la �

0

-r�eduction la plus longue �a partir de s .
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Proposition 2.7 Soient s; t 2 ��

0

tels que s!

ISP

t, alors pr(t) � pr(s) .

D�emonstration

La preuve se fait par r�ecurrence sur pr(s) , en �etudiant pr(t) .

Si pr(t) = 0, il n'y a rien �a d�emontrer. Supposons donc que pr(t) > 0 . Soit

u 2 ��

0

tel que t !

�

0

u et pr(u) + 1 = pr(t) (i.e. on prend u sur un chemin de

r�eduction de longueur maximale �a partir de t ).

D'apr�es le lemme 2.4 il existe s

1

2 ��

0

tel que s !

�

0

s

1

!!

�

0

0

u . On montre

que

� Pour tout v 2 ��

0

tel que s

1

!!

�

0

0

v , on a pr(v) � pr(s

1

) .

La preuve de � est faite par r�ecurrence sur la longueur, not�ee L , de la r�eduction

s

1

!!

�

0

0

v. Rappelons que la notation s

1

n

!!

�

0

0

s

2

signi�e que s

1

se r�eduit par s

2

en n pas de r�eduction.

Si L = 0, alors v = s

1

et le r�esultat est imm�ediat. Supposons le r�esultat vrai pour

L = n et appelons cette hypoth�ese L-H.R.. Soit s

2

2 ��

0

tel que s

1

n

!!

�

0

0

s

2

!

�

0

0

v .

Par L-H.R. on a

pr(s

2

) � pr(s

1

) (2.1)

et, comme s!

�

0

s

1

, on a aussi pr(s

1

) < pr(s) . Donc, pr(s

2

) < pr(s) . Il y a deux

possibilit�es :

{ Si s

2

!

�

0

v, alors pr(v) < pr(s

2

) et, par (2.1) et transitivit�e, on conclut

pr(v) � pr(s

1

) .

{ Si s

2

!

ISP

v, alors par H.R. (car pr(s

2

) < pr(s) ), pr(v) � pr(s

2

) et,

d'apr�es (2.1), pr(v) � pr(s

1

) .

On a donc d�emontr�e � , et on peut conclure que pr(u) � pr(s

1

) . Alors

pr(t)� 1 = pr(u) � pr(s

1

) < pr(s) .

Donc, pr(t) � pr(s) .

2

La proposition pr�ec�edente nous permet de d�emontrer ais�ement le th�eor�eme de

normalisation forte pour les �

0

0

et �

0

-calculs.

Th�eor�eme 2.3 Le �

0

0

-calcul, et donc le �

0

-calcul, sont noeth�eriens.

D�emonstration

On montrera que tout s 2 ��

0

est fortement normalisable par r�ecurrence sur

(pr(s); lg(s)) .

Si s est en �

0

0

-forme normale, s est fortement normalisable. Soit donc t 2 ��

0

tel

que s!

�

0

0

t et montrons que t est fortement normalisable :

{ Si s!

�

0

t, alors pr(t) < pr(s), et par H.R. t est fortement normalisable.



2.8. NORMALISATION FORTE DU �

0

-CALCUL 59

{ Si s!

ISP

t, alors par la proposition pr�ec�edente pr(t) � pr(s) . Mais la ISP -

r�eduction fait diminuer la taille du terme r�eduit, donc la deuxi�eme composante

de l'ordinal d�ecrô�t strictement, et par H.R. on conclut que t est fortement

normalisable.

La noeth�erianit�e de �

0

0

�etant �etablie, la remarque 2.5 assure la noeth�erianit�e de �

0

.

2
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Chapitre 3

Con
uence du ��

0

-calcul semi-clos

Dans ce chapitre nous montrons la con
uence du ��

0

-calcul (cf. d�e�nition 1.38)

sur les termes semi-clos (on admet des variables de type terme proprement dit,

mais pas de type substitution). Nous appelons ce calcul le ��

0

-calcul semi-clos. Ce

r�esultat de con
uence a �et�e conjectur�e dans [ACCL90] ainsi que la non-con
uence

du ��

0

-calcul ouvert (variables de type terme et substitution).

Cette derni�ere conjecture a �et�e prouv�ee (cf. lemme 3.9 dans [CHL91]) par un

contrexemple qui contient essentiellement des variables de type substitution. Le

probl�eme de la con
uence du calcul semi-clos restait donc ouvert. La preuve que nous

pr�esentons ici utilise la m�ethode d'interpr�etation (cf. lemme 1.4). Cette m�ethode

�etait d�ej�a sugg�er�ee dans [ACCL90] pour �etudier la con
uence du calcul semi-clos.

La con
uence du ��

*

-calcul sur la totalit�e des termes/substitutions a aussi �et�e

montr�ee en utilisant la m�ethode d'interpr�etation (cf. [HL89] et [Har92]). Cependant,

la technique que nous employons pour ��

0

di��ere de celle pr�esent�ee dans les articles

cit�es. Notre outil essentiel est la r�ecurrence structurelle, tandis que pour le ��

*

-calcul

cette technique ne s'av�ere pas e�cace (voir [Har92], section 1.2). C'est l'�etude des

r�esidus des (Beta)-radicaux qui fournit les r�esultats d�esir�es dans le ��

*

-calcul.

La remarque que nous venons de faire sur la di��erence de techniques est aussi

valide pour le ��

0

-calcul extensionnel, que nous �etudierons dans le chapitre suivant,

et le ��

*

-calcul extensionnel.

Le plan de ce chapitre est le suivant :

Nous commen�cons par caract�eriser les ensembles des �-formes normales et des

�

0

-formes normales, dont nous �etudions quelques propri�et�es (section 3.1). Nous in-

troduisons ensuite le �

0

-calcul (section 3.2) sur les �

0

-formes nomales, dans lequel

nous interpr�etons le ��

0

-calcul. Le �

0

-calcul contient une seule r�egle appel�ee �

0

, qui

peut être d�ecrite comme (Beta) suivie de �

0

-normalisation du terme entier. D'apr�es

cette description, on constate ais�ement que la r�egle �

0

peut être simul�ee par une ��

0

-

d�erivation. Le reste de la section 3.2 est consacr�e �a montrer que le �

0

-calcul est une

extension du ��-calcul (�-calcul �a la de Bruijn). Ce r�esultat (corollaire 3.1.2) ne sera

utilis�e que pour donner une nouvelle preuve d'un r�esultat d�ej�a connu : la con
uence

du ��-calcul. Cependant les r�esultats de cette section sont int�eressants car ils ren-

61



62 CHAPITRE 3. CONFLUENCE DU ��

0

-CALCUL SEMI-CLOS

seignent sur les rapports entre les substitutions explicites et les m�eta-substitutions

du �-calcul classique.

Pour appliquer la m�ethode d'interpr�etation il faut v�eri�er que la r�egle (Beta) du

��

0

-calcul se traduit en une �

0

-d�erivation sur les �

0

-formes normales, plus pr�ecis�e-

ment :

Si f !

(Beta)

g , alors �

0

(f)!!

�

0

�

0

(g) .

Nous consacrons la section 3.3 �a la preuve de ce r�esultat et signalons les di�cult�es

que l'on trouve quand on essaye d'�etendre ces r�esultats au calcul ouvert.

Nous montrons la con
uence du �

0

-calcul en adaptant la preuve de con
uence du

�-calcul classique donn�ee dans [Bar84] et due �a Tait-Martin-L�of. Nous d�e�nissons

donc une parall�elisation de !

�

0

de sorte que leurs clôtures re
exives transitives

co��ncident (section 3.4).

Pour obtenir la con
uence de la parall�elisation, un lemme de substitution est

n�ecessaire. Nous consacrons la section 3.5 �a ce r�esultat qui est le corollaire 3.5.

Nous avons en�n les �elements n�ecessaires pour montrer la con
uence de la pa-

rall�elisation qui fournit �a son tour celle du �

0

-calcul et permet donc d'utiliser la

m�ethode d'interpr�etation a�n d'obtenir la con
uence du ��

0

-calcul (section 3.6).

3.1 Description des formes normales

Rappelons d'abord que l'ensemble des termes semi-clos (termes proprement dits

ouverts et substitutions closes) �X est donn�e par :

Termes a ::= X j 1 j ab j �a j a[s]

Substitutions s ::= id j " j a � s j s � t

o�u X parcourt un ensemble d�enombrable de variables de type terme. Rappelons aussi

que �X

t

d�enote l'ensemble des termes proprement dits et �X

s

d�enote l'ensemble

des substitutions.

Comme d'habitude, nous identi�ons les termes 1["

n

] avec les indices de de Bruijn

n+ 1 . Nous convenons de poser "

0

= id .

Remarque 3.1 Puisque aucun membre gauche des �-r�egles n'est ni une application,

ni une abstraction, ni de la forme X[s] , ni un cons, pour a; b 2 �X

t

, s 2 �X

s

,

on a :

1. �(ab) = �(a)�(b) .

2. �(�a) = ��(a) .

3. �(X[s]) = X[�(s)] .

4. �(a � s) = �(a) � �(s) .
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Les termes en �-forme normale qui sont des clôtures sont restreints aux termes

de la forme 1["

n

] et X[s] , o�u s est en �-forme normale. Les seules compositions

en �-f.n. sont de la forme "

n

. Ceci est un aspect essentiel du calcul semi-clos par

rapport au calcul ouvert. Nous revenons sur cette di��erence radicale qui permet

d'�etablir la con
uence du calcul semi-clos �a la �n de la section 3.3. La description

pr�ecise des �-f.n. sur �X est la suivante :

Proposition 3.1 Les termes et substitutions en �-forme normale dans �X sont

donn�es r�ecursivement par :

Termes a ::= 1 j ab j �a j 1["

n

] j X j X[s]

Substitutions s ::= id j "

n

j a � s

Rappelons que "

n

est d�e�ni par r�ecurrence sur n ainsi : "

1

=" et "

n+1

=" � "

n

.

D�emonstration

D'abord on remarque que les termes et substitutions ainsi d�e�nies sont en fait des

formes normales. On montrera qu'il n'y en a pas d'autres.

Supposons que a[s] soit en forme normale, alors a est n�ecessairement 1 ou X ,

autrement on aurait un (App), un (Abs) ou un (Clos)-radical. Analysons maintenant

les possibilit�es pour s , en supposant a = 1 . On voit que s ne peut être qu'une

composition ou " , autrement on aurait un (VarId) ou un (VarCons)-radical. Si

s = t � u , alors t =" n�ecessairement, autrement on aurait un (IdL), un (Map) ou

un (Ass)-radical. D�emontrons l'a�rmation suivante:

A�rmation Si "�u est en �-forme normale, il existe n � 1 tel que u = "

n

.

On la montre par r�ecurrence sur la complexit�e de u . Si lg(u) = 1 , alors u = "

(u = id est impossible par (ShiftId)). Supposons donc que " �u est en f.n. et

lg(u) > 1 , u ne peut être qu'une composition, autrement on aurait un (ShiftId)

ou un (ShiftCons)-radical. Alors u = u

1

� u

2

, mais n�ecessairement u

1

= " , autre-

ment on aurait un (IdL), un (Map) ou un (Ass)-radical. On conclut par H.R. que

u

2

= "

m

, et donc u = "

m+1

. L'a�rmation est donc d�emontr�ee. 2

Alors s = "

n

et a[s] = 1["

n

] . D'autre part, si a = X , il n'y a pas de restriction sur

la substitution s .

Remarquons que si ab est en f.n., alors a et b sont en f.n., et que si �a est en

f.n., alors a est en f.n. (cf. remarque pr�ec�edente). On a donc d�emontr�e que les termes

en forme normale sont exactement ceux d�ecrits dans l'enonc�e de la proposition.

Etudions maintenant les substitutions en forme normale. Il su�t d'�etudier les

compositions car a � s est en f.n. ssi a et s sont en f.n. (cf. remarque pr�ec�edente).

Soit donc s � t en f.n. et analysons les possibilit�es pour s et t . On constate que s

ne peut être que " , autrement on aurait un (IdL), un (Map) ou un (Ass)-radical.

L'a�rmation pr�ec�edente nous permet de conclure que t = "

n

, ce qui d�emontre la
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proposition.

2

Notation 3.1 L'ensemble des termes en �-forme normale est not�e �X

t

�

et l'en-

semble des substitutions en �-forme normale est not�e �X

s

�

, tandis que �X

�

=

�X

t

�

[ �X

s

�

.

Nous d�ecrivons maintenant les �

0

-formes normales. Il faut ajouter deux restric-

tions impos�ees par les nouvelles r�egles : s ne peut pas être id dans X[s] et il ne

doit pas exister n 2 IN tel que a = n et s = "

n

dans a � s .

Proposition 3.2 Les termes et substitutions en �

0

-forme normale sont donn�es r�e-

cursivement par :

Termes a ::= 1 j ab j �a j 1["

n

] j X j X[s] ( s 6= id )

Substitutions s ::= id j "

n

j a � s ( a 6= n ou s 6= "

n

)

D�emonstration

La preuve est analogue �a celle de la proposition pr�ec�edente. Seule l'�etude de X[s]

et de a � s deviennent di��erentes :

{ Si X[s] est en �

0

-f.n., s 6= id (autrement on aurait un (Id)-radical) et celle-ci

est la seule restriction.

{ Si a � s est en f.n. et a = 1 , alors s 6= " (autrement on aurait un (VarShift)-

radical).

Si a = n , avec n > 1 , alors s 6= "

n

(autrement on aurait un (SCons)-radical).

2

Notation 3.2 L'ensemble des termes en �

0

-forme normale est not�e �X

t

�

0

et l'en-

semble des substitutions en �

0

-forme normale est not�e �X

s

�

0

, tandis que �X

�

0

=

�X

t

�

0

[ �X

s

�

0

.

Les deux propositions pr�ec�edentes nous permettent de d�ecrire les substitutions

en forme normale ainsi :

Remarque 3.2 Soit s 2 ��

s

.

1. s 2 �X

s

�

ssi il existe k � 0 , n � 0 et a

1

; : : : ; a

k

2 �X

t

�

tels que

s = a

1

� : : : � a

k

� "

n

.

2. s 2 �X

s

�

0

ssi il existe k � 0 , n � 0 et a

1

; : : : ; a

k

2 �X

t

�

0

tels que

s = a

1

� : : : � a

k

� "

n

et a

k

6= n .
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Dans les deux cas, nous appelons k la complexit�e de s et n sa hauteur.

Pour k = 0 nous convenons a

1

� : : : � a

k

� "

n

= "

n

.

La remarque suivante, dont la d�emonstration se fait par r�ecurrence sur m , sera

utilis�ee constamment au cours de ce chapitre.

Remarque 3.3 Soient a

1

; : : : ; a

k

2 �X

t

et k;m; n � 0 , alors

"

m

� (a

1

� : : : � a

k

� "

n

) !!

�

8

<

:

a

m+1

� : : : � a

k

� "

n

si m < k

"

n+m�k

si m � k .

Nous faisons maintenant quelques remarques sur les formes normales. Ces re-

marques seront utilis�ees dans la suite sans mention explicite.

Rappelons d'abord que l'ensemble de r�egles �

0

est obtenu en ajoutant �a �

l'ensemble des r�egles

SPID = f(Id); (IdR); (VarShift); (SCons)g

introduit dans la d�e�nition 1.38. La con
uence et la noeth�erianit�e du �

0

-calcul (cf.

corollaire 1.2 et th�eor�eme 2.3) et du SPID-calcul (cf. lemme 1.7) assurent l'existence

et l'unicit�e des formes normales not�ees �

0

(f) et S(f) , respectivement.

Remarque 3.4 Puisque aucun membre gauche des �

0

-r�egles n'est ni une abstraction

ni une application, pour a; b 2 �X

t

, on a :

1. �

0

(a b) = �

0

(a)�

0

(b) et S(a b) = S(a)S(b) .

2. �

0

(�a) = ��

0

(a) et S(�a) = �S(a) .

Remarque 3.5 Soient a 2 �X

t

et s 2 �X

s

. Puisque X[s] !!

SPID

X[S(s)] et

a � s!!

SPID

S(a) � S(s) , on a :

1. S(X[s]) = X[S(s)] ssi S(s) 6= id .

2. S(X[s]) = X ssi S(s) = id .

3. S(a � s) = S(a) � S(s) ssi :(9n � 1)(S(a) = n ^ S(s) ="

n

) .

4. S(a � s) ="

n�1

ssi S(a) = n ^ S(s) ="

n

.

Les �enonc�es pr�ec�edents sont encore vrais si l'on substitue partout S par �

0

.
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On peut montrer par r�ecurrence sur f 2 �X

�

l'�egalit�e �

0

(f) = S(f) et donc

on peut conclure que tout g 2 �X satisfait �

0

(g) = S(�(g)) , i.e. que la mise en

�

0

-f.n. peut se faire en deux �etapes : d'abord, r�eduction �a �-f.n., et ensuite mise en

SPID-f.n..

Cependant nous n'utiliserons qu'un r�esultat plus faible qui d�ecrit les �

0

-f.n. des

clôtures et des consings :

Lemme 3.1 Soient a 2 �X

t

et s 2 �X

s

.

1. �

0

(X[s]) = S(X[�

0

(s)]) .

2. �

0

(a � s) = S(�

0

(a) � �

0

(s)) .

D�emonstration

D�emontrons par exemple le premier r�esultat. La remarque pr�ec�edente assure :

Si �

0

(s) 6= id , alors �

0

(X[s]) = X[�

0

(s)] = S(X[�

0

(s)]) .

Si �

0

(s) = id , alors �

0

(X[s]) = X = S(X[�

0

(s)]) .

2

3.2 Le �

0

-calcul

Nous allons r�eduire le probl�eme de con
uence du ��

0

-calcul �a la con
uence d'un

calcul sur les �

0

-formes normales : le �

0

-calcul, qui s'av�ere une extension du �-calcul.

M. Abadi avait sugg�er�e la m�ethode suivante pour prouver la con
uence d'un

calcul qui op�ererait sur les �

0

-f.n. : essayer de traduire les termes du type X[a �b � : : :]

en une forme normale de tête du �-calcul classique xa b : : : , o�u x est une variable

�x�ee de ce dernier calcul. Cette m�ethode informelle pose bien sûr le probl�eme de la

traduction de "

n

, mais elle donne quand même une id�ee intuitive de la raison pour

laquelle le calcul, que nous allons traiter formellement, est con
uent.

La seule r�egle du �

0

-calcul consiste en une application de la r�egle (Beta) suivie

d'une r�eduction totale (i.e. de tout le terme) �a sa �

0

-forme normale. Plus pr�ecis�ement :

D�e�nition 3.1 Le �

0

-calcul est d�e�ni sur les �

0

-formes normales par la r�eduction

�

0

donn�ee par :

f !

�

0

g ssi il existe h 2 �X tel que f !

(Beta)

h et g = �

0

(h) :

Rappelons que f !

(Beta)

h signi�e : il existe un contexte C est des termes a; b tels

que f = C[(�a)b] et h = C[ a[b � id] ] .

Evidemment, d'apr�es cette d�e�nition, toute �

0

-d�erivation peut être simul�ee dans

le ��

0

-calcul :

Remarque 3.6 Soient f; g 2 �X

�

0

tels que f !!

�

0

g , alors f !!

��

0

g .
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Signalons en�n que la �

0

-r�eduction est une extension de la �-r�eduction du �-

calcul classique �a la de Bruijn. Rappelons-la :

(�a)b !

�

aff1 bgg

o�u les m�eta-substitutions �ffk �gg sont d�e�nies �a l'aide des fonctions d'actuali-

sation U

n

i

(cf. d�e�nitions 1.24, 1.25 et 1.26).

Le reste de cette section est d�edi�e �a montrer cette extension. Comme nous l'avons

dit au commencement de ce chapitre, ce r�esultat ne sera pas utilis�e dans la suite, sauf

dans la preuve du corollaire 3.6, mais nous voulons les inclure ici car ils montrent

le rapport entre les substitutions explicites et les m�eta-substitutions du �-calcul

classique.

Nous montrons d'abord �

0

(a[b � id]) = aff1 bgg , si a; b 2 � .

D�e�nition 3.2 Pour i � 0 et n � 1 nous d�e�nissons la famille des substitutions

s

i n

par

s

i n

= 1 � 2 � : : : � i� "

i+n�1

:

On convient s

0n

="

n�1

et s

01

= id .

Grâce aux r�egles (Clos) et (Ass), pour tout indice de De Bruijn n , on a que

n["]!!

�

n+ 1 . Donc, les r�egles (IdL) et (Map) assurent :

Remarque 3.7 Soient i � 0 et n � 1 , alors 1 � (s

i n

� ")!!

�

s

i+1 n

.

Lemme 3.2 Soit b 2 � , i � 0 et n � 1 , alors b[s

i n

]!!

�

U

n

i

(b) .

En particulier, b["

n

]!!

�

U

n+1

0

(b) .

D�emonstration

Nous montrons le lemme par r�ecurrence sur b .

b = 1 : Deux possibilit�es:

i = 0 : Si n = 1 , alors 1[s

01

] = 1[id]! 1 = U

1

0

(1) .

Si n > 1 , alors 1["

n�1

] = n = U

n

0

(1) .

i � 1 : 1[s

i n

] = 1 = U

n

i

(1) .

b = c d : (c d)[s

i n

]! c[s

i n

] d[s

i n

]

HR

!!

�

U

n

i

(c)U

n

i

(d) = U

n

i

(c d) .

b = �c : (�c)[s

i n

]! �(c[1 � (s

i n

� ")])

R3:7

!! �(c[s

i+1 n

])

HR

!!

�

�(U

n

i+1

(c)) = U

n

i

(�c) .
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b = k > 1 : k[s

i n

] = 1["

k�1

][s

i n

]! 1["

k�1

� s

i n

] . D'apr�es la remarque 3.3 :

"

k�1

� (1 � 2 � : : : � i � "

n+i�1

) !!

�

8

<

:

k � : : : � i � "

n+i�1

si k � 1 < i

"

n+k�2

si k � 1 � i .

Donc,

1["

k�1

� s

i n

] !!

�

8

<

:

k si k � i

n+ k� 1 si k > i .

Le lemme est donc d�emontr�e car, par d�e�nition 1.24, on a :

U

n

i

(k) =

8

<

:

k si k � i

n+ k� 1 si k > i .

2

Si l'on veut montrer a[b � id] !!

�

aff1  bgg par r�ecurrence sur a , quand

on consid�ere le cas a = �c , �a cause de la r�egle (Abs), on se rend compte qu'une

hypoth�ese de r�ecurrence plus forte est n�ecessaire. La d�e�nition suivante est introduite

pour g�erer cette di�cult�e.

D�e�nition 3.3 A partir d'un terme b 2 �X

t

�

nous d�e�nissons une famille de sub-

stitutions (b

k

)

k�1

ainsi:

b

1

= b � id

b

2

= 1 � b["]� "

.

.

.

b

k+1

= 1 � 2 � : : : � k � b["

k

] � "

k

:

Les r�egles (Map), (Clos) et (Ass) permettent de constater :

Remarque 3.8 Soit k � 1 , alors 1 � (b

k

� ")!!

�

b

k+1

.

Lemme 3.3 Soient a; b 2 � et k � 1 , alors a[b

k

]!!

�

affk bgg .

En particulier, a[b � id]!!

�

aff1 bgg .

D�emonstration

On montre le lemme par r�ecurrence sur a 2 � .

a = 1 : Si k = 1 , alors 1[b

1

] = 1[b � id]! b

R1:2

= U

1

0

(b) = 1ff1 bgg .

Si k > 1 , alors 1[b

k

] = 1 = 1ffk bgg .

a = c d : (c d)[b

k

]! c [b

k

] d [b

k

]

HR

!! c ffk bgg d ffk bgg = (c d)ffk bgg .
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a = �c : (�c)[b

k

]! �(c [1 � (b

k

� ")])

R3:8

!! �(c [b

k+1

])

HR

!! �(c ffk + 1 bgg) =

= (�c)ffk bgg .

a = m > 1 : m [b

k

] = 1["

m�1

][b

k

]! 1["

m�1

� b

k

] .D'apr�es le lemme 3.3 :

"

m�1

� b

k

="

m�1

� (1 � 2 � : : : � k� 1 � b ["

k�1

] � "

k�1

) !!

�

!!

�

8

>

>

>

<

>

>

>

:

m � : : : � k� 1 � b ["

k�1

] � "

k�1

si m < k

b ["

k�1

] � "

k�1

si m = k

"

m�2

si m > k .

Donc,

1["

m�1

� b

k

] !!

�

8

>

>

>

<

>

>

>

:

m si m < k

b ["

k�1

] si m = k

m� 1 si m > k .

Le lemme est donc d�emontr�e car, par d�e�nition 1.25, on a :

mffk bgg =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

m� 1 si m > k

U

k

0

(b) si m = k

m si m < k

et, d'apr�es le lemme pr�ec�edent, b["

k�1

]!!

�

U

k

0

(b) .

2

Corollaire 3.1 Soient a; b 2 � .

1. �

0

(a[b � id]) = �(a[b � id]) = aff1 bgg .

2. a!

�

0

b ssi a!

�

b .

D�emonstration

1. Le terme aff1 bgg appartient �a � , �etant ainsi en �-f.n. et en �

0

-f.n..

2. Par r�ecurrence sur la structure de a. Si la r�eduction est interne, l'H.R. permet

de conclure. Quand la r�eduction a lieu �a la racine, on utilise l'item pr�ec�edent.

2
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3.3 Interpr�etation de (Beta)

L'objectif de cette section est de montrer (cf. proposition 3.3) que pour tous

f; g 2 �X on a :

Si f !

(Beta)

g , alors �

0

(f)!!

�

0

�

0

(g) .

Ceci est l'une des conditions du lemme d'interpr�etation. Si la r�eduction a lieu �a

la racine, on conclut facilement, tandis que si elle est interne, pour conclure nous

avons besoin d'une s�erie de lemmes qui garantissent le passage au contexte des �

0

-

d�erivations.

Nous commen�cons par �etudier ce passage quand la �

0

-d�erivation est constitu�ee

d'un seul pas de r�eduction.

Remarque 3.9 Soient a; b; c 2 �X

t

�

0

et s; t; u 2 �X

s

�

0

.

1. Si a!

�

0

b , alors a c!

�

0

b c .

2. Si a!

�

0

b , alors c a!

�

0

c b .

3. Si a!

�

0

b , alors �a!

�

0

�b .

4. Si s!

�

0

t , alors S(X[s])!

�

0

S(X[t]) .

5. Si a!

�

0

b , alors S(a � s)!

�

0

S(b � s) .

6. Si s!

�

0

t , alors S(a � s)!

�

0

S(a � t) .

D�emonstration

Les trois premiers sont presque imm�ediats. Nous montrons, par exemple, le premier

�enonc�e.

Il existe d 2 �X

t

tel que a !

(Beta)

d et b = �

0

(d) . Alors ac !

(Beta)

dc et

�

0

(dc) = �

0

(d)�

0

(c) = b c . Donc, ac!

�

0

b c .

Pour montrer les trois derniers, il faut remarquer d'abord que la r�eduction qu'on a

par hypoth�ese assure que S est super
ue dans le terme de d�epart de la �

0

-r�eduction �a

d�emontrer. Nous avons choisi cette formulation (avec S ) pour des raisons techniques

qui deviendront claires dans la suite.

Montrons, par exemple, le quatri�eme.

Il existe u 2 �X

s

telle que s !

(Beta)

u et t = �

0

(u) . Donc, s 6= id (autrement il

n'y a pas de (Beta)-radical). Alors

S(X[s]) = X[s]!

(Beta)

X[u] et �

0

(X[u]) = S(X[�

0

(u)]) = S(X[t]) ;

i.e. S(X[s])!

�

0

S(X[t]) .

Pour le cinqui�eme, a!

�

0
b , garantit a 6= m . Donc S(a�s) = a�s , et le raisonnement

se poursuit comme dans le cas pr�ec�edent.
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Pour le sixi�eme, s!

�

0

t , garantit s 6="

m

. Donc S(a � s) = a � s , etc..

2

Lemme 3.4 Soient a 2 �X

t

�

0

, t 2 �X

s

�

0

, b 2 �X

t

et s; u 2 �X

s

.

1. Si a!

(Beta)

b , alors �

0

(a[s])!

�

0

�

0

(b[s]) .

2. Si t!

(Beta)

u , alors �

0

(t � s)!

�

0

�

0

(u � s) .

D�emonstration

On montre les deux r�esultats par r�ecurrence simultan�ee sur a et t . On n'�etudie que

les cas o�u il y a des radicaux.

a = cd : Deux sous-cas selon l'emplacement du radical :

Interne : Par exemple, c!

(Beta)

e et b = ed .

Par H.R. on a �

0

(c[s])!

�

0

�

0

(e[s]) . Donc,

�

0

((cd)[s]) = �

0

(c[s])�

0

(d[s])

R:3:9:1

!

�

0

�

0

(e[s])�

0

(d[s]) = �

0

(ed[s]) :

A la racine : Alors c = �e et b = e[d � id] .

�

0

(((�e)d)[s]) = (��

0

(e[1 � (s � ")]))�

0

(d[s])!

�

0

!

�

0

�

0

(�

0

(e[1 � (s � ")])[�

0

(d[s]) � id]) = �

0

(e[1 � (s � ")][d[s] � id]) =

= �

0

(e[d[s] � (s � id)]) = �

0

(e[d[s] � s]) = �

0

(e[d � id][s]) :

a = �c : Alors b = �d o�u c!

(Beta)

d .

�

0

((�c)[s]) = ��

0

(c[1 � (s �")])

HR&R3:9:3

!

�

0

��

0

(d[1 � (s �")]) = �

0

((�d)[s]) :

a = X[v] : Alors b = X[w] o�u v !

(Beta)

w .

�

0

(X[v][s]) = S(X[�

0

(v � s)])

HR&R3:9:4

!

�

0

S(X[�

0

(w � s)]) = �

0

(X[w][s]) :

t = c � v : Par exemple, c!

(Beta)

d et u = d � v .

�

0

((c � v)[s]) = S(�

0

(c[s]) � �

0

(v[s]))

HR&R3:9:5

!

�

0

!

�

0

S(�

0

(d[s]) � �

0

(v[s])) = �

0

((d � v)[s]) :

2

Corollaire 3.2 Soient a; b 2 �X

t

�

0

, t; u 2 �X

s

�

0

et s 2 �X

s

.

1. Si a!

�

0

b , alors �

0

(a[s])!

�

0

�

0

(b[s]) .
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2. Si t!

�

0

u , alors �

0

(t � s)!

�

0

�

0

(u � s) .

3. Si a!!

�

0

b , alors �

0

(a[s])!!

�

0

�

0

(b[s]) .

4. Si t!!

�

0

u , alors �

0

(t � s)!!

�

0

�

0

(u � s) .

D�emonstration

Montrons le premier r�esultat. Par hypoth�ese, il existe c 2 �X

t

tel que a!

(Beta)

c

et �

0

(c) = b . Et d'apr�es le lemme 3.4.1 on a �

0

(a[s])!

�

0

�

0

(c[s]) = �

0

(b[s]) .

La preuve du deuxi�eme est analogue.

Les troisi�eme et quatri�eme r�esultats sont montr�es par r�ecurrence sur la longueur

des d�erivations a !!

�

0

b et t !!

�

0

u , respectivement, et en utilisant les items 1 et

2.

2

Lemme 3.5 Soient a; b; c; d 2 �X

t

�

0

et s; t 2 �X

t

�

0

.

1. Si a!!

�

0

b et c!!

�

0

d , alors ac!!

�

0

bd .

2. Si a!!

�

0

b et s!!

�

0

t , alors S(a � s)!!

�

0

S(b � t) .

3. Si a!!

�

0

b , alors �a!!

�

0

�b .

4. Si s!!

�

0

t , alors S(X[s])!!

�

0

S(X[t]) .

D�emonstration

1. R�ecurrence sur la longueur de la d�erivation c !!

�

0

d . Si elle est nulle, il faut

montrer ac!!

�

0

bc . Ceci se fait par r�ecurrence sur la longueur de la d�erivation

a!!

�

0

b en utilisant la remarque 3.9.1.

Supposons donc c !!

�

0

e !

�

0

d . Par H.R. ac !!

�

0

be et la remarque 3.9.2

permet de conclure.

2. Analogue �a la preuve pr�ec�edente. Utiliser maintenant les remarques 3.9.5 et

3.9.6.

3. R�ecurrence sur la longueur de la d�erivation. Utiliser la remarque 3.9.3.

4. R�ecurrence sur la longueur de la d�erivation. Utiliser la remarque 3.9.4.

2

Lemme 3.6 Soient a 2 �X

t

�

0

, s; u 2 �X

s

�

0

et t 2 �X

s

. Si s !

(Beta)

t , alors

�

0

(a[s])!!

�

0

�

0

(a[t]) et �

0

(u � s)!!

�

0

�

0

(u � t) .
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D�emonstration

R�ecurrence simultan�ee sur a et u .

Puisque s !

(Beta)

t , il existe k � 1 tel que s = a

1

� : : : � a

i

� : : : � a

k

� "

n

et

t = a

1

� : : : � a

i

0

� : : : � a

k

� "

n

, o�u a

i

!

(Beta)

a

i

0

.

a = bc : �

0

((bc)[s]) = �

0

(b[s])�

0

(c[s])

H:R:&L:3:5:1

!!

�

0

�

0

(b[t])�

0

(c[t]) = �

0

((bc)[t]) .

a = �b : Puisque s !

(Beta)

t , le lemme 3.4.2 assure �

0

(s � ") !

�

0

�

0

(t � ") , i.e.

il existe v 2 �X

s

telle que �

0

(s � ") !

(Beta)

v et �

0

(v) = �

0

(t � ") . D'o�u,

1 ��

0

(s � ")!

(Beta)

1 �v . En plus, comme �

0

(s � ") contient un (Beta)-radical,

�

0

(s � ") 6= " , et alors 1 � �

0

(s � ") est en �

0

-forme normale. On peut donc

appliquer l'H.R. pour obtenir :

�

0

(b[1 � �

0

(s � ")])!!

�

0

�

0

(b[1 � v]) = �

0

(b[1 � �

0

(v)]) = �

0

(b[1 � �

0

(t � ")]) :

Donc,

�

0

((�b)[s]) = ��

0

(b[1 � �

0

(s � ")])

L3:5:3

!!

�

0

��

0

(b[1 � �

0

(t � ")]) = �

0

((�b)[t]) :

a = m : Si m � k et m 6= i , alors �

0

(m[s]) = a

m

= �

0

(m[t]) .

Si m = i , alors �

0

(m[s]) = a

i

!

�

0

�

0

(a

0

i

) = �

0

(m[t]) .

Si m � k , alors �

0

(m[s]) = m+ n� k = �

0

(m[t]) .

a = X : Puisque s!

(Beta)

t , on a s!

�

0

�

0

(t) .

Donc (cf. remarque 3.9.4), S(X[s])!

�

0

S(X[�

0

(t)]) . Alors

�

0

(X[s]) = S(X[s])!

�

0

S(X[�

0

(t)]) = �

0

(X[t]) :

a = X[v] : Par H.R. �

0

(v � s)!!

�

0

�

0

(v � t) .

�

0

(X[v][s]) = S(X[�

0

(v � s)])

L:3:5:4

!!

�

0

S(X[�

0

(v � t)]) = �

0

(X[v][t]) :

u = id : �

0

(id � s) = s!

�

0

�

0

(t) = �

0

(id � t) .

u ="

m

: D'apr�es la remarque 3.3 :

"

m

� s ="

m

� (a

1

� : : : � a

i

� : : : � a

k

� "

n

) !!

�

8

<

:

a

m+1

� : : : � a

k

� "

n

si m < k

"

n+m�k

si m � k .

Un calcul analogue pour "

m

� t nous permet de conclure :

m � i� 1 : �

0

("

m

� s) = a

m+1

� : : : � a

i

� : : : � a

k

� "

n

!

(Beta)

!

(Beta)

a

m+1

� : : : � a

0

i

� : : : � a

k

� "

n

!!

�

0
�

0

("

m

� t) .

Donc, �

0

("

m

� s)!

�

0

�

0

("

m

� t) .
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m > i� 1 : �

0

("

m

� s) = �

0

("

m

� t) .

u = c � v : �

0

((c � v) � s) = S(�

0

(c[s]) � �

0

(v � s))

HR&L:3:5:2

!!

�

0

S(�

0

(c[t]) � �

0

(v � t)) =

�

0

((c � v) � t) .

2

Corollaire 3.3 Soient a 2 �X

t

�

0

et s; t; u 2 �X

s

�

0

.

1. Si s!

�

0

t , alors �

0

(a[s])!!

�

0

�

0

(a[t]) et �

0

(u � s)!!

�

0

�

0

(u � t) .

2. Si s!!

�

0

t , alors �

0

(a[s])!!

�

0

�

0

(a[t]) et �

0

(u � s)!!

�

0

�

0

(u � t) .

D�emonstration

Le premier r�esultat est une cons�equence imm�ediate du lemme pr�ec�edent. On montre

le deuxi�eme par r�ecurrence sur la longueur de la r�eduction et en utilisant le premier.

2

Nous avons maintenant les outils n�ecessaires pour simuler la r�egle (Beta) sur

�X par la d�erivation !!

�

0

sur les �

0

-formes normales.

Proposition 3.3 Soient f; g 2 �X tels que f !

(Beta)

g , alors �

0

(f)!!

�

0

�

0

(g) .

D�emonstration

R�ecurrence sur la structure de f .

f = a b : On consid�ere l'occurrence du radical :

a!

(Beta)

c : Alors g = c b .

�

0

(a b) = �

0

(a)�

0

(b)

HR&L3:5:1

!!

�

0

�

0

(c)�

0

(b) = �

0

(c b) :

b!

(Beta)

d : Analogue au sous-cas pr�ec�edent.

A la racine : Alors a = �c et g = c [b � id] .

�

0

((�c) b) = (��

0

(c))�

0

(b)!

�

0

�

0

(�

0

(c)[�

0

(b) � id]) = �

0

(c[b � id]) :

f = �a : Alors a!

(Beta)

b et g = �b .

�

0

(�a) = ��

0

(a)

HR&L3:5:3

!!

�

0

��

0

(b) = �

0

(�b) :

f = a [s] : Consid�erons l'occurrence du radical :

a!

(Beta)

b : Alors g = b [s] .

�

0

(a [s]) = �

0

(�

0

(a)[�

0

(s)])

HR&C3:2:3

!!

�

0

�

0

(�

0

(b)[�

0

(s)]) = �

0

(b [s]) :
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s!

(Beta)

t : Alors g = a [t] .

�

0

(a [s]) = �

0

(�

0

(a)[�

0

(s)])

HR&C3:3:2

!!

�

0

�

0

(�

0

(a)[�

0

(t)]) = �

0

(a [t]) :

f = a � s : Selon l'occurrence du radical :

a!

(Beta)

b : Alors g = b � s .

�

0

(a � s) = S(�

0

(a) � �

0

(s))

HR&L3:5:2

!!

�

0

S(�

0

(b) � �

0

(s)) = �

0

(b � s) :

s!

(Beta)

t : Alors g = a � t .

�

0

(a � s) = S(�

0

(a) � �

0

(s))

HR&L3:5:2

!!

�

0

S(�

0

(a) � �

0

(t)) = �

0

(a � t) :

f = s � t : Selon l'occurrence du radical :

s!

(Beta)

u : Alors g = u � t .

�

0

(s � t) = �

0

(�

0

(s) � �

0

(t))

HR&C3:2:4

!!

�

0

�

0

(�

0

(u) � �

0

(t)) = �

0

(u � t) :

t!

(Beta)

v : Alors g = s � v .

�

0

(s � t) = �

0

(�

0

(s) � �

0

(t))

HR&C3:3:2

!!

�

0

�

0

(�(s) � �

0

(v)) = �

0

(s � v) :

2

Corollaire 3.4 Soient f; g 2 �X tels que f !!

��

0

g , alors �

0

(f)!!

�

0

�

0

(g) .

D�emonstration

Par r�ecurrence sur la longueur de la d�erivation. Si elle est nulle, le r�esultat est

imm�ediat. Supposons donc f !!

��

0

h !

��

0

g , et �etudions la derni�ere r�egle. Si elle

est une �

0

-r�egle, �

0

(h) = �

0

(g) . Si elle est la r�egle (Beta), la proposition pr�ec�edente

assure �

0

(h)!!

�

0

�

0

(g) .

2

Avant de �nir cette section, nous voulons remarquer que la proposition 3.3 n'est

pas vraie pour les termes ouverts. En e�et, voici un contre-exemple, o�u x est une

variable de type substitution :

Soit f = (1[x � (((�1)1) � id)]) � (" �(x � (((�1)1) � id))) , alors

f !

(Beta)

(1[x � ((1[1 � id]) � id)]) � (" �(x � (((�1)1) � id))) =

def

g :

D'autre part, �

0

(f) = x � (((�1)1) � id) , et comme �

0

(f) contient un seul (Beta)-

radical, la seule �

0

-r�eduction possible est la suivante :

�

0

(f)!

�

0

x � (1 � id) 6= �

0

(g) :
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Remarquons aussi que ce contre-exemple l'est aussi pour la remarque 3.9.5 en pre-

nant a = 1[x� (((�1)1) � id)] , b = 1[x� ((1[1 � id]) � id)] et s =" �(x � (((�1)1) � id)) .

La con
uence peut être �etablie pour les termes semi-clos, car les �

0

-f.n. sont tr�es

simples par rapport �a celles des termes ouverts. En fait, on peut montrer de mani�ere

analogue �a la preuve de la proposition 3.1, le r�esultat suivant :

Remarque 3.10 Les termes et substitutions en �-forme normale dans �& sont

donn�es r�ecursivement par :

Termes a ::= 1 j ab j �a j X j X[s] j 1[s] (s 6= id ^ s 6= a � t)

Substitutions s ::= id j " j a � s j x j x � s j " � s (s 6= id ^ s 6= a � t)

Les termes et substitutions en �

0

-forme normale dans �& sont donn�es r�ecursivement

par :

T: a ::= 1 j ab j �a j X j X[s] (s 6= id) j 1[s] (s 6= id ^ s 6= a � t)

S: s ::= id j " j a � s (:9t : a = 1[t] ^ s =" � t) j x j x � s (s 6= id) j

" � s (s 6= id ^ s 6= a � t)

La di��erence radicale est l'apparition des compositions x � s et " � s dans les

formes normales des substitutions, tandis que dans le cas semi-clos les seules com-

positions qui interviennent sont de la forme "

n

. Ceci limite la cr�eation de (SCons)-

radicaux �a ceux de la forme n � "

n

, ce qui n'interf�ere pas avec la (Beta)-r�eduction.

Le contre-exemple que nous venons de donner se fonde justement sur la possibilit�e

de d�etruire un (SCons)-radical par une (Beta)-r�eduction, ce qui est impossible dans

le cas semi-clos.

3.4 La parall�elisation

Nous utilisons la m�ethode de Tait et Martin-L�of pour montrer la con
uence

du �

0

-calcul, i.e. nous d�e�nissons une parall�elisation de !

�

0

, not�ee ) , dont nous

montrons la con
uence forte dans la section suivante.

Cette section est consacr�ee �a introduire la parall�elisation et �a montrer que sa

clôture re
exive transitive co��ncide avec !!

�

0

, de sorte que, d�es que la con
uence

forte de ) sera �etablie, la con
uence de !

�

0

s'ensuivra.

Nous commen�cons par d�e�nir la parall�elisation et remarquons ensuite qu'une

d�e�nition �equivalente sera plus facile �a manipuler.

D�e�nition 3.4 Soient a; b; c; d 2 �X

t

�

0

et s; t 2 �X

s

�

0

. La r�eduction f ) g est
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d�e�nie sur �X

�

0

par les r�egles suivantes:

(REFL) f ) f (Clos)

s) t

X[s]) S(X[t])

(ABST )

a) b

�a) �b

(Cons)

a) b s) t

a � s) S(b � t)

(APPL)

a) c b) d

a b) c d

(BETA)

a) c b) d

(�a) b) �

0

(a[b � id])

On sous-entend que les r�egles (Clos) et (Cons) peuvent être appliqu�ees seulement

quand X[s] 2 �X

t

�

0

et a � s 2 �X

s

�

0

, respectivement; i.e.

1. (Clos) peut être appliqu�ee ssi s 6= id .

2. (Cons) peut être appliqu�ee ssi (:9n � 1) (a = n ^ s ="

n

) .

Evidemment, il est plus commode d'avoir une d�e�nition o�u il n'y ait pas de

conditions �a v�eri�er pour pouvoir appliquer les r�egles (Clos) et (Cons).

Lemme 3.7 La r�eduction qu'on obtient en rempla�cant les r�egles (Clos) et (Cons)

par les r�egles

(CLOS )

s) t

S(X[s])) S(X[t])

(CONS )

a) b s) t

S(a � s)) S(b � t)

respectivement, et sans aucune condition pour l'application de ces r�egles, est �equi-

valente �a la r�eduction ) , introduite dans la d�e�nition 3.4.

D�emonstration

Il su�t de constater que id , n et "

n

n'ont qu'un seul )-r�eduit, �a savoir : id , n

et "

n

, respectivement. On peut donc utiliser la remarque 3.5 pour v�eri�er que dans

les cas critiques (CLOS) et (CONS) fonctionnent comme (REFL).

2

Dans le reste de ce chapitre, nous utiliserons toujours cette derni�ere version de

la parall�elisation.

Nous �nissons cette section en montrant que les clôtures r�e
exives transitives de

) et de !

�

0

co��ncident.

Lemme 3.8 Soient f; g 2 �X

�

0

tels que f ) g , alors f !!

�

0

g .

D�emonstration

R�ecurrence sur la d�erivation de f ) g . On �etudie donc la derni�ere r�egle utilis�ee.

(REFL) : Imm�ediat.
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(APPL) : On utilise l' H.R. et le lemme 3.5.1.

(BETA) : Alors f = (�a)b et g = �

0

(c[d � id]) o�u a) c et b) d .

Par H.R. a !!

�

0

c et b !!

�

0

d . Signalons que, d'apr�es la remarque 3.5.3,

b 2 �X

t

�

0

, entrâ�ne b � id 2 �X

t

�

0

.

D'o�u, le lemme 3.5.2 garantit b � id!!

�

0

d � id . Donc,

(�a)b!

�

0

�

0

(a[b � id])

C3:2:3

!!

�

0

�

0

(c[b � id])

C3:3:2

!!

�

0

�

0

(c[d � id]) :

(ABST) : Utiliser H.R. et lemme 3.5.3.

(CLOS) : Utiliser H.R. et lemme 3.5.4.

(CONS) : Utiliser H.R. et lemme 3.5.2.

2

Proposition 3.4 Les clôtures r�e
exives transitives de !

�

0

et de sa parall�elisation

co��ncident sur �X

�

0

, i.e. !!

�

0

= )

�

.

D�emonstration

On montre sans di�cult�e par r�ecurrence sur f que si f !

(Beta)

g alors f ) �

0

(g) .

En e�et, la r�egle (BETA) permet de traiter les r�eductions �a la racine, tandis que les

r�eductions internes sont g�er�ees par les autres r�egles.

Ceci permet de conclure !

�

0

� ) .

Le lemme pr�ec�edent assure ) � !!

�

0

.

Alors !

�

0

� ) � !!

�

0

. Donc, !!

�

0

= )

�

.

2

3.5 Le lemme de substitution pour )

Pour montrer la con
uence de la parall�elisation nous avons besoin d'un lemme

de substitution (cf. corollaire 3.5). Pour �etablir ce lemme nous montrons une s�erie

de r�esultats pr�eliminaires sur ) du même genre de ceux que nous avons obtenu

pour !!

�

0

dans la section 3.3. Malheureusement, l'�egalit�e des clôtures re
exives

transitives montr�ee dans la section pr�ec�edente et les anciens r�esultats sur !!

�

0

ne

fournissent pas les r�esultats d�esir�es pour ) , car nous envisageons la con
uence forte

de ) , et par cons�equent, c'est un lemme de substitution pour ) , et pas pour )

�

,

dont nous avons besoin.

Si s 2 �X

s

�

0

, la remarque 3.2 explicite sa structure ainsi : s = a

1

� : : : � a

k

� "

n

.

Nous avons appel�e k la complexit�e de s et n sa hauteur.

Le lemme suivant dit que la complexit�e de tout )-r�eduit de s n'augmente pas

par rapport �a la complexit�e de s . En plus, si la complexit�e du r�eduit a diminu�e de

p , alors la hauteur aussi.
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Lemme 3.9 Soient k; n � 0 et s; t 2 �X

s

�

0

tels que s = a

1

� : : : � a

k

� "

n

et s) t .

Alors il existe q � 0 tel que q � k et b

1

; : : : ; b

k�q

2 �X

t

�

0

tels que

{ t = b

1

� : : : � b

k�q

� "

n�q

.

{ a

k�q+j

) n� q+ j pour 1 � j � q .

{ a

i

) b

i

pour 1 � i � k � q .

Pour le cas limite q = k , le premier item doit être lu t = "

n�q

, et le troisi�eme doit

être omis.

D�emonstration

Par r�ecurrence sur la longueur de l'inf�erence s ) t . Remarquons que si k = 0 ,

n�ecessairement t = s , et il su�t de prendre q = 0 .

Supposons donc k � 1 . Si la derni�ere r�egle est (REFL) on prend q = 0 et b

i

= a

i

pour 1 � i � k .

Si la derni�ere r�egle est (CONS), puisque S(a

1

� : : : � a

k

� "

n

) = a

1

� : : : � a

k

� "

n

, car

s 2 �X

s

�

0

, on a :

a

1

) b

1

a

2

� : : : � a

k

� "

n

) u

a

1

� a

2

� : : : � a

k

� "

n

) S(b

1

� u)

:

Dans ce cas on peut appliquer l'H.R. pour obtenir q

0

� k�1 et b

2

; : : : b

k�q

0

2 �X

t

�

0

tels que u = b

2

� : : : � b

k�q

0

� "

n�q

0

.

{ Si k � q

0

� 2 , alors t = S(b

1

� u) = b

1

� u et il su�t de prendre q = q

0

.

{ Si k � q

0

= 1 , alors u ="

n�q

0

, et on �etudie la valeur de b

1

:

{ Si b

1

6= n� q

0

, on prend q = q

0

.

{ Si b

1

= n� q

0

, on prend q = q

0

+ 1 = k .

2

Par r�ecurrence sur n on montre sans di�cult�e :

Remarque 3.11 Soient n � 0 et m � 0 , alors

m+ 1 � : : : � m+ n� "

m+n

!!

SPID

"

m

:

En particulier, s

i 1

!!

SPID

id .

Le lemme suivant est un cas particulier du lemme 3.12. Or, il faut d'abord �etablir

ce cas particulier pour prouver le cas g�en�eral.

Lemme 3.10 Soient a; b 2 �X

t

�

0

, s; t 2 �X

s

�

0

, i � 0 et n � 1 . Alors

1. Si a) b , alors �

0

(a[s

i n

])) �

0

(b[s

i n

]) .
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2. Si s) t , alors �

0

(s � s

i n

)) �

0

(t � s

i n

) .

D�emonstration

On montre les deux r�esultats par r�ecurrence simultan�ee sur les longueurs des inf�e-

rences a) b et s) t .

Analysons donc la derni�ere r�egle appliqu�ee :

(REFL) : Imm�ediat.

(ABST) : Alors a = �c , b = �d et c) d .

�

0

((�c)[s

i n

]) = �

0

(�(c[1 � (s

i n

� ")])) = �(�

0

(c[1 � (s

i n

� ")]))

R3:7

=

= �(�

0

(c[s

i+1n

]))

HR

) �(�

0

(d[s

i+1n

])) = �(�

0

(d[1 � (s

i n

� ")])) =

= �

0

(�(d[1 � (s

i n

� ")])) = �

0

((�d)[s

i n

]) :

(APPL) : Alors a = cd et b = c

0

d

0

, o�u c) c

0

et d) d

0

.

�

0

((cd)[s

i n

]) = �

0

(c[s

i n

])�

0

(d[s

i n

])

HR

) �

0

(c

0

[s

i n

])�

0

(d

0

[s

i n

]) = �

0

((c

0

d

0

)[s

i n

]) :

(BETA) : Alors a = (�c)d et b = �

0

(c

0

[d

0

� id]) , o�u c) c

0

et d) d

0

.

�

0

(((�c)d)[s

i n

]) = �

0

((�c)[s

i n

])�

0

(d[s

i n

])

R3:7

= (��

0

(c[s

i+1n

]))�

0

(d[s

i n

])

HR

)

) �

0

(�

0

(c

0

[s

i+1n

]) [�

0

(d

0

[s

i n

]) � id]) = �

0

(c

0

[s

i+1n

� (d

0

[s

i n

] � id)])

R3:7

=

= �

0

(c

0

[d

0

[s

i n

] � s

i n

]) = �

0

(c

0

[(d

0

� id) � s

i n

]) = �

0

(�

0

(c

0

[d

0

� id])[s

i n

]) :

(CLOS) : Alors a = S(X[u]) , b = S(X[v]) et u) v .

Or, par H.R. �

0

(u � s

i n

)) �

0

(v � s

i n

) .

�

0

(X[u][s

i n

]) = S(X[�

0

(u � s

i n

)])

HR

) S(X[�(v � s

i n

)]) = �

0

(X[v][s

i n

]) :

(CONS) : Alors s = S(c � u) et t = S(d � v) , o�u c) d et u) v .

�

0

((c � u) � s

i n

) = S(�

0

(c[s

i n

]) � �

0

(u � s

i n

))

HR

)

) S(�

0

(d[s

i n

]) � �

0

(v � s

i n

)) = �

0

((d � v) � s

i n

)

2

Lemme 3.11 Soient a 2 �X

t

�

0

et s; t; u 2 �X

s

�

0

tels que s) t .

Alors �

0

(a[s])) �

0

(a[t]) et �

0

(u � s)) �

0

(u � t) .
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D�emonstration

On le montre par r�ecurrence simultan�ee sur a et u .

Posons s = a

1

� : : : � a

k

� "

n

. D'apr�es le lemme 3.9, il existe p � 0 et b

1

; : : : ; b

k�p

2

�X

t

�

0

tels que t = b

1

� : : : � b

k�p

� "

n�p

avec p � k , a

k�p+j

) n� p+ j pour

1 � j � p et a

i

) b

i

pour 1 � i � k � p .

a = b c : L'H.R. et la r�egle (APPL) nous permettent de conclure.

a = �b : Le lemme 3.10.2 garantit �

0

(s � ") = �

0

(s � s

0 2

)) �

0

(t � s

02

) = �

0

(t � " ),

d'o�u S(1 � �

0

(s � "))) S(1 � �

0

(t � ")) .

On peut donc appliquer l'H.R. pour obtenir :

�

0

((�b)[s]) = �(�

0

(b[S(1 � �

0

(s�"))]))) �(�

0

(b[S(1 � �

0

(t�")]))) = �

0

((�b)[t]) :

a = m : Trois possibilit�es selon la valeur de m :

{ Si m � k � p , alors �

0

(m[s]) = a

m

) b

m

= �

0

(m[t]) .

{ Si k � p < m � k , alors m = k � p + j avec 1 � j � p . Donc,

�

0

(m[s]) = a

k�p+j

) n�p+j

R3:3

= �

0

(1["

m�1

� t]) = �

0

(m[t]) :

{ Si m > k , alors �

0

(m[s])

R3:3

= m+ n� k

R3:3

= �

0

(m[t]) .

Et la r�egle (REFL) assure �

0

(m[s])) �

0

(m[t]) .

a = X : �

0

(X[s]) = S(X[s])) S(X[t]) = �

0

(X[t]) .

a = X[v] : �

0

(X[v][s]) = S(X[�

0

(v � s)])

HR

) S(X[�

0

(v � t)]) = �

0

(X[v][t]) .

u ="

q

: On consid�ere q � 0 , i.e. le cas u = id est inclus ici. Nous avons encore trois

possibilit�es �a consid�erer selon la valeur de q .

{ Si q < k � p , alors

�

0

("

q

� s) = a

q+1

� : : : � a

k�p

� a

k�p+1

� : : : � a

k

� "

n

(CONS)

)

) S(b

q+1

� : : : � b

k�p

� n� p+ 1 � : : : � n� "

n

)

R3:11

=

= b

q+1

� : : : � b

k�p

� "

n�p

R3:3

= �

0

("

q

� t) .

{ Si k � p � q < k , alors q = k � p+ j avec 1 � j � p . Donc,

�

0

("

q

� s) = a

q+1

� : : : � a

k

� "

n

(CONS)

)

) S(n� p+ j+ 1 � : : : � n� "

n

)

R3:11

= "

n�p+j

R3:3

= �("

q

� t) .

{ Si q � k , alors �

0

("

q

� s)

R3:3

= "

q+n�k

R3:3

= �

0

("

q

� t) .

u = b � v : �

0

((b �v)�s) = S(�

0

(b[s]) ��

0

(v �s))

HR

) S(�

0

(b[t]) ��

0

(v � t)) = �

0

((b �v)� t) .

2
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Lemme 3.12 Soient a; b 2 �X

t

�

0

et s; t; u; v 2 �X

s

�

0

tels que u) v . Alors

1. Si a) b , alors �

0

(a[u])) �

0

(b[v]) .

2. Si s) t , alors �

0

(s � u)) �

0

(t � v) .

D�emonstration

On d�emontre les deux r�esultats par r�ecurrence simultan�ee sur les longueurs des

inf�erences de a) b et s) t . On �etudie donc la derni�ere r�egle utilis�ee.

(REFL) : C'est le lemme pr�ec�edent.

(ABST) : Alors a = �c , b = �d et c) d .

Le lemme 3.10.2 garantit �

0

(u � ") = �

0

(u � s

02

)) �

0

(v � s

02

) = �

0

(v � ") .

Donc, S(1 � �

0

(u � ")) ) S(1 � �

0

(v � ")) . Et on peut appliquer l'H.R. et la

r�egle (ABST) pour obtenir :

�

0

((�c)[u]) = �(�

0

(c[S(1 ��

0

(u � "))]))) ��

0

(d[S(1 � �

0

(v � "))]) = �

0

((�d)[v]) :

(APPL) : Alors a = c d et b = c

0

d

0

, o�u c) c

0

et d) d

0

.

�

0

((c d)[u]) = �

0

(c[u])�

0

(d[u])

HR

) �

0

(c

0

[v])�

0

(d

0

[v]) = �

0

((c

0

d

0

)[v]) :

(BETA) : Alors a = (�c)d et b = �

0

(c

0

[d

0

� id]) , o�u c) c

0

et d) d

0

. Dans l'�etude

de (ABST) on a d�ej�a �etabli S(1 � �

0

(u � "))) S(1 � �

0

(v � ")) . Nous pouvons

utiliser l'H.R. pour obtenir :

�

0

(((�c)d)[u]) = �

0

((�c)[u])�

0

(d[u]) = (�(�

0

(c[S(1 � �

0

(u � "))])))�

0

(d[u])

HR

)

) �

0

(�

0

(c

0

[S(1 � �

0

(v � "))])[�

0

(d

0

[v]) � id]) = �

0

(c

0

[1 � (v � ")][(d

0

[v]) � id]) =

�

0

(c

0

[(d

0

[v]) � (v � id)]) = �

0

(c

0

[(d

0

[v]) � v]) = �

0

(�

0

(c

0

[d

0

� id])[v]) :

(CLOS) : Alors a = S(X[u

0

]) , b = S(X[v

0

]) et u

0

) v

0

.

�

0

(X[u

0

][u]) = S(X[�

0

(u

0

� u)])

HR

) S(X[�

0

(v

0

� v)]) = �

0

(X[v

0

][v]) :

(CONS) : Alors s = S(c � s

0

) et t = S(d � t

0

) , o�u c) d et s

0

) t

0

.

�

0

((c � s

0

) �u) = S(�

0

(c[u]) ��

0

(s

0

�u))

HR

) S(�

0

(d[v]) ��

0

(t

0

� v)) = �

0

((d � t

0

) � v) :

2

Corollaire 3.5 Soient a; b; c; d 2 �X

t

�

0

tels que a) c et b) d . Alors

�

0

(a[b � id])) �

0

(c[d � id]) :

D�emonstration

Comme �

0

(a[b�id]) = �

0

(a[S(b�id)]) , d'apr�es le lemme pr�ec�edent, il su�t de montrer

S(b � id)) S(d � id) . Or, ceci est assur�e par la r�egle (CONS).

2
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3.6 Les r�esultats de con
uence

Pour montrer la con
uence forte de la parall�elisation nous n'utilisons que le

corollaire pr�ec�edent. La con
uence du �

0

-calcul est donc assur�ee, et nous pouvons

en�n utiliser la m�ethode d'interpr�etation pour obtenir la con
uence du ��

0

-calcul

sur les termes semi-clos.

Th�eor�eme 3.1 La r�eduction ) est fortement con
uente sur �X

�

.

D�emonstration

Nous devons montrer que pour tout f; g; h 2 �X

�

0

tels que f ) g et f ) h , il

existe k 2 �X

�

0

tel que g ) k et h) k .

f =======) g

k

k

k

k

+

_

h > k

Nous proc�edons par r�ecurrence sur la longueur de l'inf�erence f ) g . Analysons

donc la derni�ere r�egle utilis�ee dans cette inf�erence.

(REFL) : Alors g = f et le diagramme se ferme trivialement avec k = h .

(ABST) : Alors f = �a , g = �b et a) b .

Remarquons que h = �c avec a) c . En e�et, la derni�ere r�egle utilis�ee pour

obtenir �a) h ne peut être que (ABST) ou (REFL).

Alors par H.R. il existe d 2 �X

t

�

0

tel que b ) d et c ) d . En utilisant la

r�egle (ABST) on conclut �b) �d et �c ) �d .

(APPL) : Alors f = a b et g = a

0

b

0

, o�u a) a

0

et b) b

0

.

Remarquons qu'il y a deux possibilit�es pour h , selon la derni�ere r�egle utilis�ee

pour d�eriver a b) h .

(a) Si la r�egle est (REFL) ou (APPL), h = a

00

b

00

, avec a) a

00

et b) b

00

.

Par H.R. il existe c; d 2 �X

t

�

0

tels que a

0

) c , a

00

) c , b

0

) d et

b

00

) d . On conclut en appliquant (APPL).

(b) Si la r�egle est (BETA), h = �

0

(d

00

[b

00

� id]) , a = �d , d) d

00

et b) b

00

.

D'apr�es la remarque que nous avons fait dans l'�etude de (ABST), a

0

=

�d

0

, o�u d) d

0

.

L'H.R. assure l'existence de c; e 2 �X

t

�

0

tels que b

0

) c , b

00

) c . d

0

) e

et d

00

) e .

En appliquant (BETA), on obtient :

g = a

0

b

0

= (�d

0

)b

0

) �

0

(e[c � id]) :
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Et en utilisant le corollaire 3.5, on conclut :

h = �

0

(d

00

[b

00

� id])) �

0

(e[c � id]) :

(BETA) : Alors f = (�a)b et g = �

0

(a

0

[b

0

� id]) , o�u a) a

0

et b) b

0

.

D'apr�es un raisonnement analogue �a celui fait pr�ec�edemment, il y a deux pos-

sibilit�es pour h .

(a) h = c b

00

o�u �a) c et b) b

00

.

Le raisonnement est sym�etrique au pr�ec�edent.

(b) h = �

0

(a

00

[b

00

� id]) , avec a) a

00

et b) b

00

.

Par H.R. on a c; d 2 �X

t

�

0

tels que a

0

) c , a

00

) c , b

0

) d et b

00

) d .

On utilise deux fois le corollaire 3.5 pour conclure g ) �

0

(c[d � id]) et

h) �

0

(c[d � id]) .

(CLOS) : Alors f = S(X[s]) et g = S(X[t]) , o�u s) t .

Remarquons que S(X[s]) ) h entrâ�ne l'existence de u 2 �X

s

�

0

telle que

h = S(X[u]) et s) u . En e�et,

1. Si s = id , alors S(X[s]) = X et la r�egle ne peut être que (REFL) ou

(CLOS). Dans les deux cas, il su�t de prendre u = id . On rappelle que

le seul )-r�eduit de id est id .

2. Si s 6= id , alors S(X[s]) = X[s] . Encore, la r�egle utilis�ee ne peut être que

(REFL) ou (CLOS). Si c'est (REFL), prendre u = s et si c'est (CLOS)

prendre la substitution donn�ee par cette r�egle.

Par H.R. il existe v 2 �X

s

�

0

telle que t ) v et u ) v , et on conclut en

appliquant (CLOS)

(CONS) : Alors f = S(a � s) et g = S(b � t) , o�u a) b et s) t .

On a�rme h = S(c � u) , o�u a) c et s) u . En e�et,

1. S'il existe n tel que a = n et s ="

n

, alors f ="

n�1

, et la r�egle pour

d�eriver f ) h doit être (REFL) ou (CONS). Dans les deux cas il su�t de

prendre c = a et u = s . On rappelle que n et "

n

ont un seul)-r�eduit :

n et "

n

, respectivement.

2. Si un tel n n'existe pas, f = a � s . Les r�egles possibles pour d�eriver h

sont toujours (REFL) ou (CONS). Si elle est (REFL), prendre c = a et

u = s . Si elle est (CONS), la pr�emise fournit c et u .

En�n, l'H.R. et l'application de (CONS) permettent de conclure.

2

Th�eor�eme 3.2 Le �

0

-calcul est con
uent sur �X

�

0

.
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D�emonstration

La con
uence forte de ) entrâ�ne celle de )

�

(cf. [Bar84], lemme 3.2.2), donc

!!

�

0

est fortement con
uent, i.e. !

�

0

est con
uente.

2

Corollaire 3.6 Le ��-calcul, i.e. le �-calcul �a la de Bruijn, est con
uent sur � .

D�emonstration

On constate ais�ement que les termes clos sont stables par �

0

-d�erivation. Ceci assure

la con
uence de !

�

0

sur � . Le corollaire 3.1.2 permet de conclure.

2

Th�eor�eme 3.3 Le ��

0

-calcul est con
uent sur �X .

D�emonstration

Nous utilisons la m�ethode d'interpr�etation (cf. lemme 1.4), en interpr�etant les termes

et substitutions dans �X

�

0

.

La simulation de �

0

dans le ��

0

-calcul (cf. remarque 3.6), l'interpr�etation de

(Beta) par �

0

sur les �

0

-formes normales (cf. proposition 3.3) et la con
uence du �

0

-

calcul (cf. th�eor�eme pr�ec�edent) permettent d'appliquer la m�ethode d'interpr�etation.

2
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Chapitre 4

Con
uence du ���-calcul semi-clos

Dans ce chapitre nous introduisons la r�egle (Eta), qui est une r�egle conditionnelle,

et montrons la con
uence du calcul obtenu en ajoutant cette r�egle aux r�egles du ��

0

-

calcul, que nous appelons ���-calcul. Nous travaillons toujours sur l'ensemble des

termes semi-clos introduit dans le chapitre pr�ec�edent.

La m�ethode utilis�ee pour la preuve de con
uence est encore la m�ethode d'inter-

pr�etation. Le calcul dans lequel nous interpr�etons le ���-calcul est appel�e ��

0

-calcul

et il est obtenu en ajoutant une r�egle appel�ee �

0

au �

0

-calcul que nous avons d�ej�a uti-

lis�e pour interpr�eter le ��

0

-calcul. La r�egle �

0

est obtenue �a partir d'une application

de (Eta) suivie de �

0

-normalisation du terme entier.

Notre preuve de con
uence se ram�ene donc �a la con
uence du ��

0

-calcul et celle-

ci est montr�ee, comme dans le �-calcul classique, grâce �a la commutation des r�egles

�

0

et �

0

.

Dans la section 4.1 nous pr�esentons la r�egle (Eta) et montrons qu'elle est bien

d�e�nie modulo �

0

. Cette preuve se base sur des lemmes qui discutent l'existence de

solutions de certaines �equations et qui seront utilis�es constamment dans le reste du

chapitre.

La r�egle �

0

et le ��

0

-calcul sont introduits dans la section 4.2, o�u nous donnons un

algorithme pour v�eri�er la condition n�ecessaire pour appliquer (Eta). Nous concluons

que �

0

est une extension de � �a �X

�

0

. Les r�esultats obtenus dans cette section ne

seront pas utilis�es dans la suite.

Dans la section 4.3 nous prouvons que toute ���-d�erivation s'interpr�ete, via

�

0

-normalisation, par une ��

0

-d�erivation. Cette preuve se ram�ene essentiellement �a

montrer :

Si f !

(Eta)

g , alors �

0

(f)!!

�

0

�

0

(g) .

Pour obtenir ce r�esultat il faut �etablir une s�erie de lemmes analogues �a ceux de la

section 3.3 du chapitre pr�ec�edent.

La section 4.4 est consacr�ee �a la con
uence de �

0

. En fait, nous montrons la

con
uence quasi-forte (cf. d�e�nition 1.8.3) de �

0

. Nous devons �etablir quelques lem-

mes techniques avant de montrer le th�eor�eme de con
uence.

87
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En�n, dans la section 4.5, nous �etablissons la commutation de �

0

et �

0

pour

obtenir la con
uence du ��

0

-calcul qui, grâce �a la m�ethode d'interpr�etation, fournit

celle du ���-calcul.

4.1 Le ���-calcul

La r�egle (Eta) a d�ej�a �et�e introduite dans le contexte du ��-calcul clos et du

��

*

-calcul sur les termes et substitutions ouverts (cf. [Har92]). Nous adaptons cette

d�e�nition en vue d'ajouter cette r�egle au ��

0

-calcul sur les termes semi-clos.

Avant de d�e�nir (Eta) nous reproduissons la discussion informelle de T. Hardin

pour introduire cette r�egle dans le ��

*

-calcul, qui est aussi valable pour notre calcul.

Signalons d'abord le lien entre les r�egles � et � dans le �-calcul classique :

(�x: a x) b !

�

a b et (�x: a x) b !

�

a b :

Essayons de reproduire cette situation dans le ��

0

-calcul avec a = 2 1 .

(�(2 1)) b !

(Beta)

(2 1)[b � id] !!

�

0

1 b :

Remarquons que 2 = 1["] . De mani�ere plus g�enerale :

(�(c["] 1)) b !

(Beta)

(c["] 1)[b � id] !!

�

0

(c[" �(b � id)]) b !!

�

0

c b :

On serait donc tent�e d'essayer : (�(c["] 1)) !

(Eta)

c .

Cette version de (Eta) correspond �a la r�egle (S�) dans le cadre des combinateurs

cat�egoriques (cf. [Har87]) qui, ajout�ee au syst�eme E+(Beta) (�� dans notre version),

donne un syst�eme con
uent sur un sous-ensemble de termes clos.

Mais cette formulation de (Eta) cr�ee une in�nit�e de paires critiques avec les

autres �

0

-r�egles, par exemple, avec (Clos) :

�(c[s]["] 1)! �(c[s� "] 1) et �(c[s]["] 1)! c[s]

�(c[(s � t)� "] 1)! �(c[s � (t� ")] 1) et �(c[(s � t)� "] 1)! c[s � t] ; etc.

On retrouve donc la même situation que dans le cas de �� : un syst�eme con
uent

sur un ensemble de termes clos, qui n'est même pas localement con
uent sur tous

les termes.

Etant donn�ees ces di�cult�es la r�egle de r�e�ecriture conditionnelle introduite par

Hardin semble être la plus ad�equate. Malheureusement, elle n'est pas une r�egle de

r�e�ecriture au sens classique, car une condition existentielle doit être v�eri��ee pour ap-

pliquer cette r�egle. Dans la section suivante nous donnons une condition �equivalente

qui est plus maniable.

D�e�nition 4.1 Soient a; b 2 �X

t

. La r�egle (Eta) est donn�ee par :

�(a1)!

(Eta)

b si �

0

(a) = �

0

(b["]) .
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Le calcul obtenu par l'ajout de la r�egle (Eta) au ��

0

-calcul est appel�e ���-calcul.

Le premier r�esultat que nous devons d�emontrer est que cette d�e�nition est bonne

dans le sens qu'elle ne d�epend pas (modulo �

0

) du terme b qui satisfait la condition

�

0

(a) = �

0

(b["]) . Plus pr�ecis�ement, il faut montrer que si �

0

(b["]) = �

0

(c["]) , alors

�

0

(b) = �

0

(c) .

En vue d'obtenir ce r�esultat nous devons commencer par d�eterminer les solutions

de certaines �equations. Les lemmes de cette section seront utilis�es �a plusieurs reprises

dans le reste du chapitre.

Lemme 4.1 L'�equation �

0

(a[s

n2

]) = m

1. a une seule solution dans �X

t

�

0

: a = m , si m � n ;

2. a une seule solution dans �X

t

�

0

: a = m� 1 , si m > n+ 1 ;

3. n'a pas de solution si m = n + 1 .

D�emonstration

Remarquons d'abord que si a 2 �X

t

�

0

est solution de �

0

(a[s

n2

]) = m , d'apr�es les

remarques 3.4 et 3.5, a ne peut être qu'un num�ero de de Bruijn. Soit donc a = p .

La remarque 3.3 donne :

p[s

n2

] !!

�

8

<

:

p si p � 1 < n

p+ 1 si p � 1 � n .

Dans le premier cas p = m est la seule solution pourvu que m� 1 < n , i.e. m � n .

Dans, le deuxi�eme cas, p+ 1 = m , la seule solution est donc p = m� 1 , si m�2 � n ,

i.e. si m > n+ 1 .

On constate donc que l'�equation n'a pas de solution quand m = n+ 1 .

2

Lemme 4.2 Soit m � 0 . L'�equation �

0

(t � s

n 2

) ="

m

1. a une seule solution dans �X

s

�

0

: t ="

m�1

, si m > n ;

2. n'a pas de solution si m � n .

D�emonstration

R�ecurrence sur la structure de t .

Montrons d'abord que si t est une solution de la forme a � s , alors t 62 �X

s

�

0

. En

e�et,

�

0

((a � s) � s

n 2

) = S(�

0

(a[s

n 2

]) � �

0

(s � s

n 2

)) :

Donc (cf. remarque 3.5.4), �

0

(a[s

n2

]) = m+ 1 et �

0

(s � s

n 2

) ="

m+1

. En utilisant le

lemme pr�ec�edent et l'H.R. on conclut m+ 1 > n , a = m et s ="

m

, d'o�u t = a � s
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n'est pas en �

0

-forme normale.

Donc t est n�ecessairement de la forme "

p

o�u p � 0 . La remarque 3.3 donne :

"

p

�s

n 2

!!

�

8

<

:

p+ 1 � : : : � n� "

n+1

si p < n

"

p+1

si p � n .

On constate donc que t ="

m�1

est la seule solution pourvu que m � 1 � n , i.e.

m > n .

2

Nous voulons montrer maintenant que la seule solution de l'�equation �

0

(t�s

n2

) =

s

n 2

est t = id . Si t = a�s nous sommes ramen�es �a consid�erer l'�equation �

0

(s�s

n 2

) =

2 � : : : �n� "

n+1

. Ceci sugg�ere d'introduire la d�e�nition suivante et essayer de montrer

un r�esultat plus g�en�eral (lemme 4.3).

D�e�nition 4.2 Soient k � 1 , n � 0 et 1 � i � n + 1 . On d�e�nit

s

i n k

= i � i+ 1 � : : : � n� "

n+k�1

:

On convient pour i = n + 1 , s

i n k

="

n+k�1

et s

1 01

= id .

Lemme 4.3 Soient n � 0 et 1 � i � n + 1 . L'�equation �

0

(t � s

n 2

) = s

i n 2

a une

seule solution dans �X

s

�

0

, �a savoir t ="

i�1

.

D�emonstration

Par r�ecurrence sur la complexit�e de s

i n 2

, i.e. sur l'entier n� i+ 1 .

Si elle est nulle, i.e. i = n+ 1 , l'�equation devient �

0

(t � s

n 2

) ="

n+1

et le lemme

pr�ec�edent donne la seule solution t ="

n

.

Supposons donc que la complexit�e est positive, i.e. i < n+ 1 .

Si t est de la forme "

p

, on v�eri�e que t est solution ssi p = i � 1 (cf. remarque

3.3).

Si t est de la forme a � u , on a :

�

0

((a � u) � s

n 2

) = S(�

0

(a[s

n 2

]) � �

0

(u � s

n 2

)) :

Comme s

i n 2

= i � s

i+1 n 2

, on conclut (cf. remarque 3.5.4) qu'il n'existe pas m tel

que �

0

(a[s

n 2

]) = m et �

0

(u � s

n 2

)) ="

m

. Donc,

�

0

((a � u) � s

n 2

) = �

0

(a[s

n2

]) � �

0

(u � s

n 2

) = s

i n 2

= i � s

i+1 n 2

:

On doit donc r�esoudre les deux �equations :

1. �(a[s

n2

]) = i .

2. �(u � s

n 2

) = s

i+1 n 2

.
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Le lemme 4.1 donne une seule solution pour la premi�ere, �a savoir a = i .

Pour la deuxi�eme on utilise l'H.R., la complexit�e de s

i+1 n 2

�etant plus petite que

celle de s

i n 2

. On a donc une seule solution : u ="

i

. Ceci est absurde, car t 2 �X

s

�

0

.

Donc, t n'est pas un cons et la seule solution est t ="

i�1

.

2

Lemme 4.4 Soit t 2 �X

s

�

. Pour tout n � 0 , on a �

0

(t � s

n 2

) 6= id .

D�emonstration

Il su�t de calculer �

0

(t � s

n 2

) selon la forme de t .

Si t ="

m

o�u m � 0 , le r�esultat est un cons ou "

m+1

, donc di��erent de id .

Si t = a � s , on a :

�

0

((a � s) � s

n 2

) = S(�

0

(a[s

n 2

]) � �

0

(s � s

n 2

))

Supposons qu'il existe m � 1 tel que �

0

(a[s

n2

]) = m et �

0

(s � s

n 2

)) ="

m

. D'apr�es

les lemmes 4.1 et 4.2, m > n+ 1 � 1 . Donc (cf. remarque 3.5.4),

�

0

((a � s) � s

n 2

) ="

m�1

6= id , car m� 1 > 0 .

S'il n'existe pas un tel m , d'apr�es la remarque 3.5.3, on a :

�

0

((a � s) � s

n 2

) = �

0

(a[s

n2

]) � �

0

(s � s

n 2

) 6= id :

2

Nous avons maintenant les �el�ements n�ecessaires pour montrer la bonne d�e�nition

de (Eta) :

Proposition 4.1 Soient n � 0 , b; c 2 �X

t

�

0

et t; u 2 �X

s

�

0

.

1. Si �

0

(b[s

n 2

]) = �

0

(c[s

n 2

]) , alors b = c .

2. Si �

0

(t � s

n 2

) = �

0

(u � s

n 2

) , alors t = u .

D�emonstration

On montre les deux r�esultats par r�ecurrence simultan�ee sur la structure de b et t .

b = b

0

b

00

: �

0

(b[s

n2

]) = �

0

(b

0

[s

n 2

])�

0

(b

00

[s

n 2

]) = �

0

(c[s

n2

]) .

Alors c ne peut être qu'une application c

0

c

00

et l'H.R. permet de conclure.

b = �d : �

0

(b[s

n 2

]) = ��

0

(d[s

n+1 2

]) = �

0

(c[s

n 2

]) .

Alors c ne peut être qu'une abstraction �e et l'H.R. permet de conclure.
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b = m : D'apr�es la remarque 3.3 on a :

�

0

(b[s

n2

]) =

8

<

:

m si m � n

m+ 1 si m > n .

Dans le premier cas m = �

0

(c[s

n 2

]) , et le lemme 4.1 donne la seule solution

c = m = b .

Dans le deuxi�eme, m+ 1 = �

0

(c[s

n2

]) , et encore le lemme 4.1 donne la seule

solution c = m = b .

b = X : �

0

(b[s

n2

]) = X[s

n 2

] = �

0

(c[s

n 2

]) .

En analysant la structure qui peut avoir c , on arrive �a : soit c = X , soit

c = X[s] .

Dans le premier cas on conclut imm�ediatement.

Soit donc c = X[s] , alors (le lemme pr�ec�edent assure �

0

(s � s

n 2

) 6= id )

X[s

n 2

] = �

0

(X[s][s

n 2

]) = X[�

0

(s � s

n 2

)] :

Donc, s

n 2

= �

0

(s � s

n 2

) , et le lemme 4.3 avec i = 1 donne s = id . Donc, ce

cas est impossible car c 2 �X

t

�

0

.

b = X[s] : Encore deux possibilit�es pour c :

Si c = X on arrive, comme dans le cas pr�ec�edent, �a s = id , ce qui est absurde.

Si c = X[s] on utilise l'H.R..

t ="

m

: On consid�ere m � 0 , de sorte que le cas t = id est inclu ici. La remarque

3.3 donne :

�

0

(t � s

n 2

) =

8

<

:

s

m+1 n 2

si m < n

"

m+1

si m � n .

Dans le premier cas, le lemme 4.3 donne u ="

m

. Dans le deuxi�eme cas, le

lemme 4.2 donne encore u ="

m

.

t = a � s : �

0

((a � s) � s

n 2

) = S(�

0

(a[s

n 2

]) � �

0

(s � s

n 2

)) = �

0

(u � s

n 2

) .

S'il existe m � 1 tel que �

0

(a[s

n 2

]) = m et �

0

(s � s

n 2

) ="

m

, en raisonnant

comme dans la d�emonstration du lemme 4.3, on arrive �a t 62 �X

s

�

0

.

Donc, �

0

(u � s

n 2

) = �

0

(a[s

n 2

]) � �

0

(s � s

n 2

) . Si u = d � v , on utilise l'H.R. et un

raisonnement analogue �a celui mentionn�e pr�ec�edemment pour conclure.

Si u ="

p

, alors p < n car �

0

(u�s

n 2

) est un cons, et dans ce cas �

0

(u�s

n 2

) =

s

p+1 n 2

. Donc, �

0

(a[s

n 2

]) = p+ 1 et �

0

(s � s

n 2

) = s

p+2 n 2

.

Le lemme 4.1 assure a = p+ 1 et le lemme 4.3 donne s ="

p+1

. Et ceci est

absurde car t 2 �X

s

�

0

.

2

Corollaire 4.1 Soient b; c 2 �X

t

. Si �

0

(b["]) = �

0

(c["]) , alors �

0

(b) = �

0

(c) .
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D�emonstration

Puisque �

0

(�

0

(b)[s

02

]) = �

0

(b["]) = �

0

(c["]) = �

0

(�

0

(c)[s

02

]) , la proposition pr�ec�e-

dente donne �

0

(b) = �

0

(c) .

2

4.2 Le ��

0

-calcul

Nous d�e�nissons la r�egle �

0

�a partir de (Eta) de mani�ere analogue �a la d�e�nition

de �

0

�a partir de (Beta) : la r�egle �

0

est donn�ee par une application de (Eta) suivie

de �

0

-normalisation totale. Nous appelons ��

0

-calcul, le calcul dont les seules r�egles

sont �

0

et �

0

.

Dans le chapitre pr�ec�edent nous avons montr�e que la r�egle �

0

est une extension de

la �-r�eduction clasique �a �X

�

0

. De même, �

0

est une extension de la �-r�eduction cla-

sique �a �X

�

0

. Nous pr�esentons ce r�esultat comme corollaire d'un lemme qui s'av�ere

tr�es int�eressant lui-même, car il fournit un algorithme pour v�eri�er la condition de

la r�egle (Eta).

D�e�nition 4.3 La r�egle �

0

est d�e�nie sur �X

�

0

ainsi :

f !

�

0

g ssi il existe h 2 �X tel que f !

(Eta)

h et g = �

0

(h) :

Le ��

0

-calcul est le calcul sur �X

�

0

dont les seules r�egles sont �

0

et �

0

.

D'apr�es cette d�e�nition la remarque suivante est imm�ediate.

Remarque 4.1 Si f !

�

0

g , alors f !!

���

g .

Nous avertissons le lecteur que les r�esultats montr�es dans cette section ne seront

utilis�es dans la suite que pour montrer le corollaire 4.5. Nous le renvoyons �a la section

1.5 pour les d�e�nitions de la r�egle � dans le �-calcul �a la de Bruijn, de la famille de

condions C�

n

et des a

n

. Nous commen�cons par �etendre cette derni�ere d�e�nition �a

�X

�

0

.

D�e�nition 4.4 Soient f 2 �X

�

0

et n � 1 . On d�e�nit partiellement f

n

par r�ecur-

rence sur la structure de f ainsi :

(a b)

n

= a

n

b

n

id

n

= ind�e�ni

(�a)

n

= �a

n+1

(a � s)

n

= a

n

� s

n

m

n

=

8

>

<

>

:

m� 1 si m > n

ind�e�ni si m = n

m si m < n :

("

m

)

n

=

(

"

m�1

si m � n

ind�e�ni si m < n

X

n

= ind�e�ni (X[s])

n

= S(X[s

n

])

On sous-entend que chaque membre gauche est d�e�ni ssi tous les f

n

apparaissant

dans le membre droit correspondant sont d�e�nis.
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Remarquons que nous avons �et�e oblig�es de prendre la SPID-f.n. dans le cas X[s]

pour assurer (X[s])

n

2 �X

t

�

0

. En e�et, la possibilit�e s

n

= id peut se pr�esenter

seulement quand s =" et n = 1 . Par contre, prendre la SPID-f.n. n'est pas

n�ecessaire pour le cas a �s , car a

n

= m et s

n

="

m

entrâ�nent m+1 > n , a = m+ 1

et s ="

m+1

, qui est imposible si a � s 2 �X

s

�

0

.

Lemme 4.5 Soient a 2 �X

t

�

0

, s 2 �X

s

�

0

et n � 1 .

1. Si a

n

est d�e�ni, a = �

0

(a

n

[s

n�1 2

]) .

2. Si s

n

est d�e�nie, s = �

0

(s

n

� s

n�1 2

) .

3. S'il existe b 2 �X

t

�

0

tel que a = �

0

(b[s

n�1 2

]) , alors b = a

n

.

4. S'il existe t 2 �X

s

�

0

tel que s = �

0

(t � s

n�1 2

) , alors t = s

n

.

D�emonstration

Les deux premiers r�esultats sont montr�es par r�ecurrence simultan�ee sur a et s .

Etudions par exemple le cas a = m . Si a

n

est d�e�ni alors m 6= n .

Si m > n , on a m

n

= m� 1 et m = �

0

((m� 1)[s

n�1 2

]) se v�eri�e.

Si m < n , on a m

n

= m et m = �

0

(m[s

n�1 2

]) se v�eri�e aussi.

Pour les autres cas on utilise l'H.R., sauf pour le cas s ="

m

o�u un simple calcul

permet de conclure.

Pour obtenir les deux derniers r�esultats, on montre sans di�cult�e par r�ecurrence

simultan�ee sur b et t :

(�

0

(b[s

n�1 2

]))

n

= b et (�

0

(t � s

n�1 2

))

n

= t :

2

Corollaire 4.2 Soient a 2 �X

t

�

0

, s 2 �X

s

�

0

et n � 1 .

1. Il existe b 2 �X

t

�

0

tel que a = �

0

(b[s

n�1 2

]) ssi a

n

est d�e�ni.

2. Il existe t 2 �X

s

�

0

tel que s = �

0

(t � s

n�1 2

) ssi s

n

est d�e�nie.

Ce corollaire donne donc un algorithme pour v�eri�er la condition n�ecessaire pour

appliquer (Eta). En e�et, �etant donn�e a 2 �X

t

, pour constater l'existence de b 2

�X

t

tel que �

0

(a) = �

0

(b["]) , il su�t de v�eri�er si (�

0

(a))

1

est d�e�ni. Et ceci peut

se faire de mani�ere r�ecursive.

Un deuxi�eme corollaire du lemme 4.5 est que la r�eduction �

0

est une extension

de � �a �X

�

0

.

Corollaire 4.3 Soient a; b 2 � , alors a!

�

0

b ssi a!

�

b .
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D�emonstration

R�ecurrence sur a . Le seul cas int�eressant est quand la r�eduction a lieu �a la racine.

Supposons a = �(c 1) !

�

0

b . Donc, b = �

0

(d) et c = �

0

(d["]) = �

0

(b["]) . D'apr�es

le lemme 4.5.3, b = c

1

, et le lemme 1.6 assure que c satisfait C�

1

et que b = c

#

.

Alors (cf. d�e�nition 1.32), a!

�

b .

R�eciproquement, supposons a = �(c 1) !

�

b . Alors b = c

#

et c satisfait C�

1

.

Encore le lemme 1.6 garantit que c

1

est d�e�ni et c

1

= b . D'apr�es le lemme 4.5.1,

on d�eduit c = �

0

(b["]) et, comme b 2 �X

t

�

0

, on conclut a!

�

0

b .

2

4.3 Interpr�etation de (Eta)

L'objectif de cette section est de montrer que toute ���-d�erivation s'interpr�ete,

via �

0

-normalisation, par une ��

0

-d�erivation. Pour cela nous devons montrer une

s�erie de lemmes analogues �a ceux de la section 3.3 du chapitre pr�ec�edent. Nous nous

contentons ici de signaler les di��erences essentielles par rapport �a ces preuves-l�a.

La preuve de la remarque suivante est identique �a celle de la remarque 3.9.

Remarque 4.2 Soient a; b; c 2 �X

t

�

0

et s; t; u 2 �X

s

�

0

.

1. Si a!

�

0

b , alors a c!

�

0

b c .

2. Si a!

�

0
b , alors c a!

�

0
c b .

3. Si a!

�

0

b , alors �a!

�

0

�b .

4. Si s!

�

0

t , alors S(X[s])!

�

0

S(X[t]) .

5. Si a!

�

0

b , alors S(a � s)!

�

0

S(b � s) .

6. Si s!

�

0

t , alors S(a � s)!

�

0

S(a � t) .

Lemme 4.6 Soient a 2 �X

t

�

0

, s; t 2 �X

s

�

0

, b 2 �X

t

et u 2 �X

s

.

1. Si a!

(Eta)

b , alors �

0

(a[s])!

�

0

�

0

(b[s]) .

2. Si t!

(Eta)

u , alors �

0

(t � s)!

�

0

�

0

(u � s) .

D�emonstration

La preuve est analogue �a celle du lemme 3.4, sauf le cas o�u il y a un radical �a la

racine qui est essentiellement di��erent :

Soient donc a = �(c1) et b 2 �X

t

tel que c = �

0

(c) = �

0

(b["]) . On a

�

0

((�(c1))[s]) = �(�

0

(c[1 � (s�")]) 1[1 � (s�")]) = �(�

0

(c[1 � (s�")]) 1) :
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Or, �

0

(c[1 � (s�")]) = �

0

(b["][1 � (s�")]) = �

0

(b[s�"]) = �

0

((b[s])["]) .

Donc, �

0

((�(c1))[s])!

(Eta)

b[s] , i.e. �

0

((�(c1))[s])!

�

0

�

0

(b[s]) .

2

M�eta-remarque Le corollaire 3.2, les lemmes 3.5 et 3.6 et le corollaire 3.3 sont aussi

valables, avec d�emonstrations identiques, en mettant (Eta) �a la place de (Beta) ,

!

�

0

�a la place de !

�

0

et !!

�

0

�a la place de !!

�

0

. Nous nous rapportons �a ces nou-

velles versions en ajoutant � �a l'ancienne r�ef�erence : lemmes 3.5�, 3.6� et corollaires

3.2� et 3.3�.

Proposition 4.2 Soient f; g 2 �X tels que f !

(Eta)

g , alors �

0

(f)!!

�

0

�

0

(g) .

D�emonstration

R�ecurrence sur la structure de f . La preuve est analogue �a celle de la proposition

3.3, sauf le cas o�u f = �a et le radical est �a la racine, i.e. a = b1 et g = c o�u

�

0

(b) = �

0

(c["]) .

�

0

(f) = �(�

0

(b) 1) = �(�

0

(c["]) 1)!

(Eta)

c :

Donc, �

0

(f)!

�

0

�

0

(g) .

2

Corollaire 4.4 Soient f; g 2 �X tels que f !!

���

g , alors �

0

(f)!!

��

0

�

0

(g) .

D�emonstration

Par r�ecurrence sur la longueur de la d�erivation f !!

���

g . Si la derni�ere r�egle

est (Beta), on utilise la proposition 3.3. Si elle est (Eta) , on utilise la proposition

pr�ec�edente. Et si elle est une �

0

-r�egle le r�esultat est �evident.

2

4.4 Con
uence quasi-forte de �

0

Avant de montrer la con
uence quasi-forte de �

0

, nous devons montrer un lemme

qui assure que les (Eta)-r�eduits des termes/substitutions de la forme �

0

(a[s

n 2

]) /

�

0

(s � s

n 2

) sont aussi de cette forme-l�a et que la (Eta)-r�eduction a n�ecessairement

lieu dans a ou dans s (cf. lemme 4.9).

Pour �etablir ce dernier r�esultat nous devons v�eri�er que la condition pour appli-

quer la r�egle (Eta) est satisfaite pour un terme c

0

2 �X

t

�

0

qui satisfait �a son tour

�

0

(c

0

[s

n+1 2

]) = �

0

(b["]) pour un certain terme b . Nous devons donc montrer que, en

pr�esence de ces hypoth�eses, c

0

= �

0

(e["]) pour un certain terme e (cf. lemme 4.8).

En�n, ce dernier r�esultat requiert encore un lemme qui assure la non-existence

de solutions de certaines �equations. Nous commen�cons donc par montrer ce r�esultat.

Lemme 4.7 Soient p � 0 , q � 0 et 1 � k � p+ 1 .

1. Si p > q � k�1 , l'�equation s

k p 2

= �

0

(t� s

q 2

) n'a pas de solution dans �X

s

.



4.4. CONFLUENCE QUASI-FORTE DE �

0

97

2. Si p < q , l'�equation s

k p 2

= �

0

(t � s

q 2

) n'a pas de solution dans �X

s

.

3. L'�equation s

p2

= �

0

(t � s

q 2

) n'a pas de solution dans �X

s

, si p 6= q .

D�emonstration

Rappelons s

k p2

= k � : : : � p� "

p+1

(cf. d�e�nition 4.2).

Remarquons d'abord qu'il su�t de montrer qu'il n'y a pas de solution dans �X

s

�

0

,

car �

0

(t � s

q 2

) = �

0

(�

0

(t) � s

q 2

) .

1. Supposons qu'il y ait une solution t 2 �X

s

�

0

.

(a) Si t ="

m

, on �etudie la valeur de m :

i. Si m < q , alors �

0

(t � s

q 2

) = s

m+1 q 2

. Or, l'�egalit�e s

k p 2

= s

m+1 q 2

est impossible au niveau structurel si p 6= q .

ii. Si m � q , alors �

0

(t � s

q 2

) ="

m+1

. Donc, s

k p2

="

m+1

, ce qui est

impossible, puisque s

k p 2

est un cons ( k < p + 1 ).

(b) Si t = a

1

� : : : � a

j

� "

m

, avec j � 1 , alors a

j

6= m , car t 2 �X

s

�

0

.

Remarquons que

�

0

(a

1

[s

q 2

]) � : : : � �

0

(a

j

[s

q 2

]) � �

0

("

m

�s

q 2

) 2 �X

s

�

0

:

En e�et, s'il existe n tel que �

0

(a

j

[s

q 2

]) = n et �

0

("

m

�s

q 2

) ="

n

, les

lemmes 4.1 et 4.2 assurent n > q + 1 , a

j

= n� 1 et m = n � 1 , ce qui

est absurde, car a

j

6= m . Donc,

�

0

(t � s

q 2

) = �

0

(a

1

[s

q 2

]) � : : : � �

0

(a

j

[s

q 2

]) � �

0

("

m

�s

q 2

) :

Calculons �

0

("

m

�s

q 2

) selon la valeur de m :

i. Si m < q , alors �

0

("

m

�s

q 2

) = m+ 1 � : : : � q� "

q+1

. Donc,

s

k p 2

= �

0

(a

1

[s

q 2

]) � : : : � �

0

(a

j

[s

q 2

]) � m+ 1 � : : : � q� "

q+1

;

impossible si p 6= q .

ii. Si m � q , alors �

0

("

m

�s

q 2

) ="

m+1

. Donc,

s

k p2

= �

0

(a

1

[s

q 2

]) � : : : � �

0

(a

j

[s

q 2

])� "

m+1

:

On conclut p = m , j = p � k + 1 , et comme k � 1 � q < p ,

on peut �egaliser la (q+2-k)-i�eme composante des deux substitutions :

q+ 1 = �

0

(a

q+2�k

[s

q 2

]) . Ceci contredit le lemme 4.1.3.

2. On le montre par r�ecurrence sur p+ 1 � k .

Si p+1�k = 0 , alors s

k p2

="

p+1

, et comme p+1 � q , le lemme 4.2 permet

de conclure.

Supposons donc p+1�k > 0 et supposons qu'il existe une solution t 2 �X

s

�

0

.

(a) Si t ="

m

, comme s

k p 2

est un cons, n�ecessairement m < q . Donc,

k � : : : � p� "

p+1

= s

k p 2

= �

0

("

m

�s

q 2

) = m+ 1 � : : : � q� "

q+1

;

ce qui est absurde, car p < q .
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(b) Si t = a � s , les lemmes 4.1 et 4.2, et t 2 �X

s

�

0

donnent �

0

(t � s

q 2

) =

�

0

(a[s

q2

]) � �

0

(s � s

q 2

) . Donc,

k � s

k+1 p 2

= s

k p 2

= �

0

(a[s

q 2

]) � �

0

(s � s

q 2

) ;

d'o�u s

k+1 p 2

= �

0

(s � s

q 2

) , ce qui est absurde par H.R.

3. C'est une cons�equence imm�ediate de deux r�esultats pr�ec�edents avec k = 1 .

2

Comme nous l'avons dit au commencement de cette section nous envisageons de

montrer que pour tout terme c 2 �X

t

�

0

, l'existence d'un terme b 2 �X

t

tel que

�

0

(c[s

n+1 2

]) = �

0

(b["]) , entrâ�ne l'existence d'un terme e tel que c = �

0

(e["]) . Si

nous essayons une preuve par r�ecurrence sur la structure de c , nous constatons que

le traitement du cas c = �a n�ecessite une hypoth�ese de r�ecurrence plus forte. Nous

montrons donc le lemme suivant plus g�en�eral.

Lemme 4.8 Soient c 2 �X

t

�

0

et s 2 �X

s

�

0

, et soient i; j tels que 0 � j < i .

1. S'il existe b 2 �X

t

�

0

tel que �

0

(c[s

i2

]) = �

0

(b[s

j 2

]) , alors il existe e 2 �X

t

�

0

tel que c = �

0

(e[s

j 2

]) .

2. S'il existe t 2 �X

s

�

0

tel que �

0

(s � s

i 2

) = �

0

(t � s

j 2

) , alors il existe u 2 �X

s

�

0

tel que s = �

0

(u � s

j 2

) .

D�emonstration

R�ecurrence simultan�ee sur la structure de c et de s .

c = a d : �

0

(c[s

i 2

]) = �

0

(a[s

i2

])�

0

(d[s

i 2

]) = �

0

(b[s

i2

]) . Alors b ne peut être qu'une

application : b = b

0

b

00

, et on a par H.R. e

0

; e

00

2 �X

t

�

0

tels que a = �

0

(e

0

[s

j 2

])

et d = �

0

(e

00

[s

j 2

]) . Il su�t donc de prendre e = e

0

e

00

.

c = �a : �

0

((c[s

i 2

]) = ��

0

(a[s

i+1 2

]) = �

0

(b[s

i2

]) . Alors b ne peut être qu'une abs-

traction : b = �b

0

. Donc, �

0

(a[s

i+1 2

]) = �

0

(b

0

[s

j+1 2

]) , et comme j +1 < i+1 ,

l'H.R. assure l'existemce de e

0

tel que a = �

0

(e

0

[s

j+1 2

]) . Prendre donc e = �e

0

.

c = m : Nous devons montrer que m = �

0

(e[s

j 2

]) a une solution. D'apr�es le lemme

4.1, il su�t de v�eri�er m 6= j + 1 .

Supposons m = j+1 . La remarque 3.3 donne �

0

((j+ 1)[s

i 2

]) = j+ 1 . Alors,

par hypoth�ese, j+ 1 = �

0

(b[s

j 2

]) , ce qui contredit le lemme 4.1.

c = X : �

0

(c[s

i2

]) = X[s

i 2

] = �

0

(b[s

j 2

]) . Une simple analyse sur la structure de b ,

montre que b ne peut être que de la forme X[v] ( b = X est exclu, car j < i ).

Comme �

0

(v � id) 6= id (cf. lemme 4.4), on d�eduit X[s

i 2

] = X[�

0

(v � s

j 2

)] .

Ceci contredit le lemme 4.7.3. Donc, l'hypoth�ese n'�etant pas satisfaite, il n'y

a rien �a d�emontrer.
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c = X[w] : �

0

(c[s

i2

])

L4:4

= X[�

0

(w � s

i 2

)] = �

0

(b[s

j 2

]) . Encore une analyse sur la

structure de b , montre que b ne peut être que de la forme X[v] ( b = X

est exclu maintenant �a cause du lemme 4.7.3). L'H.R. donne u

0

telle que

w = �

0

(u

0

� s

j 2

) , et il su�t de prendre e = X[u

0

] .

s ="

m

: On veut montrer que "

m

= �

0

(u� s

j 2

) a une solution. D'apr�es le lemme 4.2,

il su�t de constater m > j .

En e�et, si m � j , alors m < i , donc �

0

("

m

�s

i2

) = s

m+1 i 2

= �

0

(t � s

j 2

) , ce

qui est impossible par le lemme 4.7.1.

s = a � w : Comme s 2 �X

s

�

0

, �

0

(s � s

i 2

) = �

0

(a[s

i2

]) � �

0

(w � s

i ;2

) = �

0

(t � s

j 2

) .

Si t ="

m

, n�ecessairement m < j , car �

0

(t � s

j 2

) est un cons. Donc,

�

0

(t � s

j 2

) = s

m+1 j 2

= m+ 1 � s

m+2 j 2

:

Alors �

0

(w � s

i 2

) = s

m+2 j 2

, qui contredit le lemme 4.7.2.

Si t = d � v , l'H.R. permet de conclure.

2

Lemme 4.9 Soient a 2 �X

t

�

0

, b 2 �X

t

, s 2 �X

s

�

0

et t 2 �X

s

.

1. Si �

0

(a[s

n2

]) !

(Eta)

b , alors il existe e 2 �X

t

tel que �

0

(b) = �

0

(e[s

n 2

]) et

a!

(Eta)

e .

2. Si �

0

(s � s

n 2

) !

(Eta)

t , alors il existe u 2 �X

t

tel que �

0

(t) = �

0

(u � s

n 2

) et

s!

(Eta)

u .

D�emonstration

Les deux r�esultats sont montr�es par r�ecurrence simultan�ee sur la structure de a et

s . Le seul cas int�eressant est quand a est une abstraction.

Soit donc a = �c . Alors �

0

(a[s

n 2

]) = ��

0

(c[s

n+1 2

]) .

Si la r�eduction est interne l'H.R. permet de conclure. Supposons donc qu'elle a lieu

�a la racine, i.e. �

0

(c[s

n+1 2

]) = d 1 . Un simple analyse sur la structure de c montre

que c = c

0

c

00

. Alors �

0

(c

0

[s

n+1 2

]) = d et �

0

(c

00

[s

n+1 2

]) = 1 . D'apr�es le lemme 4.1,

c

00

= 1 . Donc,

�

0

(a[s

n2

]) = �(�

0

(c

0

[s

n+1 2

]) 1)!

(Eta)

b :

Comme la r�eduction a lieu �a la racine, �

0

(c

0

[s

n+1 2

]) = �

0

(b["]) = �

0

(b[s

02

]) .

Le lemme pr�ec�edent garantit donc l'existence de e 2 �X

t

�

0

tel que c

0

= �

0

(e[s

02

]) =

�

0

(e["]) . Alors

a = �(c

0

1)!

(Eta)

e :

Il su�t donc de montrer �

0

(b) = �

0

(e[s

n2

]) . Nous utiliserons le corollaire 4.1.

On v�eri�e ais�ement que �

0

(" � s

n+1 2

) = �

0

(s

n 2

� " ). Donc,

�

0

(e[s

n 2

]["]) = �

0

(e[s

n2

� "]) = �

0

(e[" � s

n+1 2

]) =
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= �

0

(e["][s

n+12

]) = �

0

(c

0

[s

n+1 2

]) = �

0

(b["]) :

Le corollaire 4.1 permet donc de conclure.

2

Th�eor�eme 4.1 La r�eduction �

0

est quasi-fortement con
uente sur �X

�

0

, et donc

con
uente.

D�emonstration

Nous allons montrer par r�ecurrence sur la structure de f 2 �X

�

0

que si f !

(Eta)

g

et f !

(Eta)

h , alors il existe k 2 �X

�

0

tel que �

0

(g)

�

!

�

0

k et �

0

(h)

�

!

�

0

k . Ceci

est �equivalent �a la con
uence quasi-forte de �

0

.

Le lemme 1.1 permettra d'�etablir la con
uence.

On n'�etudie que les cas o�u il y a des radicaux.

f = a b : Trois possibilit�es :

{ Les deux r�eductions ont lieu dans a , i.e. a!

(Eta)

a

0

et a!

(Eta)

a

00

. Alors

g = a

0

b et h = a

00

b . Par H.R. il existe k

0

2 �X

t

�

0

tel que �

0

(a

0

)

�

!

�

0

k

0

et �

0

(a

00

)

�

!

�

0

k

0

. D'apr�es la remarque 4.2.1, il su�t de prendre k = k

0

b .

{ Les deux r�eductions ont lieu dans b . Analogue au sous-cas pr�ec�edent.

{ Une r�eduction a lieu dans a et l'autre dans b , i.e.

a!

(Eta)

a

0

, b!

(Eta)

b

0

, g = a

0

b et h = a b

0

.

Alors b!

�

0

�

0

(b

0

) et a!

�

0

�

0

(a

0

) . Donc,

�

0

(g) = �

0

(a

0

) b

R4:2:2

!

�

0

�

0

(a

0

) �

0

(b

0

) et

�

0

(h) = a �

0

(b

0

)

R4:2:1

!

�

0

�

0

(a

0

) �

0

(b

0

) :

f = �a : Trois possibilit�es :

{ Les deux r�eductions ont lieu dans a , alors l'H.R. et la remarque 4.2.3

permettent de conclure.

{ Les deux r�eductions ont lieu �a la racine. Evident.

{ Une r�eduction est interne et l'autre �a la racine. Alors a = b 1 , g = c o�u

c 2 �X

t

satisfait �

0

(c["]) = b , et h = �(d 1) o�u b!

(Eta)

d .

Or, b = �

0

(c["]) = �

0

(�

0

(c)["]) . Donc, le lemme pr�ec�edent assure l'exis-

tence d'un terme e 2 �X

t

tel que �

0

(d) = �

0

(e["]) et �

0

(c)!

(Eta)

e .

Nous avons donc

�

0

(h) = �(�

0

(d) 1)!

�

0

�

0

(e) et �

0

(c)!

�

0

�

0

(e) :

f = X[s] : Les deux r�eductions sont n�ecessairement internes. On conclut grâce �a

l'H.R. et la remarque 4.2.4.
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f = a � s : Si les deux r�eductions ont lieu dans le même sous-terme principal, on

conclut grâce �a l'H.R. et les remarques 4.2.5 et 4.2.6.

Autrement, les remarques seules permettent de conclure.

2

4.5 Commutation et con
uence

Dans la preuve de commutation nous avons besoin de la version correspondant

�a (Beta) du lemme 4.9 :

Lemme 4.10 Soient a 2 �X

t

�

0

, b 2 �X

t

, s 2 �X

s

�

0

et t 2 �X

s

.

1. Si �

0

(a[s

n2

]) !

(Beta)

b , alors il existe e 2 �X

t

tel que �

0

(b) = �

0

(e[s

n 2

]) et

a!

(Beta)

e .

2. Si �

0

(s � s

n 2

)!

(Beta)

t , alors il existe u 2 �X

t

tel que �

0

(t) = �

0

(u � s

n 2

) et

s!

(Beta)

u .

D�emonstration

Les deux r�esultats sont montr�es par r�ecurrence simultan�ee sur la structure de a et

s . Le seul cas int�eressant est quand a est une application.

Soit donc a = c d . Alors �

0

(a[s

n2

]) = �

0

(c[s

n 2

])�

0

(d[s

n 2

]) .

Si la r�eduction est interne l'H.R. permet de conclure. Supposons donc qu'elle a lieu

�a la racine, i.e. �

0

(c[s

n 2

]) = �c

0

. En �etudiant la forme de c , on arrive a la seule

possibilit�e c = �c

00

, d'o�u c

0

= �

0

(c

00

[s

n+1 2

]) . Alors

�

0

(a[s

n 2

]) = (��

0

(c

00

[s

n+1 2

]))�

0

(d[s

n 2

])!

(Beta)

(�

0

(c

00

[s

n+1 2

])[�

0

(d[s

n 2

]) � id]) :

Or, a = (�c

00

)d!

(Beta)

c

00

[d � id] . Il su�t donc de prendre e = c

00

[d � id] et montrer

�

0

(e[s

n 2

]) = �

0

(�

0

(c

00

[s

n+1 2

])[�

0

(d[s

n 2

]) � id]) :

En e�et,

�

0

(c

00

[d � id][s

n2

]) = �

0

(c

00

[d[s

n2

] � s

n 2

])

R3:7

= �

0

(c

00

[s

n+12

� (d[s

n 2

] � id)]) =

= �

0

(c

00

[s

n+1 2

][d[s

n 2

] � id]) = �

0

(�

0

(c

00

[s

n+1 2

])[�

0

(d[s

n 2

]) � id]) :

2

Th�eor�eme 4.2 Les r�eductions �

0

et �

0

commutent sur �X

�

0

.
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D�emonstration

Il su�t de v�eri�er les hypoth�eses du Lemme de Commutation (cf. lemme 1.2). On

montre donc par r�ecurrence sur la structure de f 2 �X

�

0

que si f !

(Eta)

g et

f !

(Beta)

h , alors il existe k 2 �X

�

0

tel que �

0

(g)

�

!

�

0

k et �

0

(h)!!

�

0

k .

On n'�etudie que les cas o�u il y a des radicaux.

f = a b : Quatre possibilit�es :

{ Les deux r�eductions ont lieu dans a , i.e. a !

(Eta)

a

0

et a !

(Beta)

a

00

.

Alors g = a

0

b et h = a

00

b . Par H.R. il existe k

0

2 �X

t

�

0

tel que

�

0

(a

0

)

�

!

�

0

k

0

et �

0

(a

00

) !!

�

0

k

0

. D'apr�es la remarque 3.9.1 et le lemme

3.5.1� il su�t de prendre k = k

0

b .

{ Les deux r�eductions ont lieu dans b . Analogue au sous-cas pr�ec�edent.

{ Une r�eduction a lieu dans a et l'autre dans b , i.e.

a!

(Eta)

a

0

, b!

(Beta)

b

0

, g = a

0

b et h = a b

0

.

Alors b!

�

0

�

0

(b

0

) et a!

�

0

�

0

(a

0

) . Donc,

�

0

(g) = �

0

(a

0

) b

R3:9:2

!

�

0

�

0

(a

0

) �

0

(b

0

) et

�

0

(h) = a �

0

(b

0

)

R4:2:1

!

�

0

�

0

(a

0

) �

0

(b

0

) :

{ La (Beta)-r�eduction a lieu �a la racine. Alors a = �c . Trois sous-cas:

{ La (Eta)-r�eduction a lieu dans c . Alors g = (�c

0

)b o�u c!

(Eta)

c

0

et

h = c[b � id] . D'apr�es le lemme 4.6 ( b � id 2 �X

s

�

0

), on a

�

0

(c[b � id])!

�

0

�

0

(c

0

[b � id]) :

Donc, �

0

(h)!

�

0

�

0

(c

0

[b � id]) .

D'autre part,

�

0

(g) = (��

0

(c

0

))�

0

(b))!

�

0

�

0

(�

0

(c

0

)[�

0

(b) � id]) = �

0

(c

0

[b � id]) :

{ La (Eta)-r�eduction a lieu dans b . Alors g = (�c)b

0

o�u b!

(Eta)

b

0

et

toujours h = c[b � id] .

Comme dans le cas pr�ec�edent,

�

0

(g) = (��

0

(c))�

0

(b

0

))!

�

0

�

0

(c[b

0

� id]) :

Il su�ra donc de montrer que �

0

(c[b � id])!!

�

0

�

0

(c[b

0

� id]) .

Or, b!

�

0

�

0

(b

0

) . Alors (rappelons b 2 �X

t

�

0

),

b � id = S(b � id)

R4:2:5

!

�

0

S(�

0

(b

0

) � id) = �

0

(b

0

� id) :

En�n, la version � du corollaire 3.3.1 permet de conclure :

�

0

(c[b � id])

C3:3:1�

!!

�

0

�

0

(c[�

0

(b

0

� id)]) = �

0

(c[b

0

� id]) :
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{ La (Eta)-r�eduction a lieu �a la racine de a , i.e. c = d 1 , g = d

0

b o�u

d = �

0

(d

0

["]) et h = (d 1)[b � id] . Donc, puisque b 2 �X

t

�

0

, on a :

�

0

(h) = �

0

(d[b � id]) b) = �

0

(d

0

["][b � id]) b =

= �

0

(d

0

[id]) b = �

0

(d

0

) b = �

0

(g) :

f = �a : Si les deux r�eductions ont lieu dans a , l'H.R., la remarque 3.9.3 et le lemme

3.5.3� permettent de conclure.

Supposons donc que la (Eta)-r�eduction a lieu �a la racine, i.e. a = b 1 . Alors

g = c o�u b = �

0

(c["]) .

La (Beta)-r�eduction ne peut avoir lieu que dans b . Donc, h = �(b

0

1) o�u

b!

(Beta)

b

0

.

Or, comme b = �

0

(c["]) = �

0

((�

0

(c))["])!

(Beta)

b

0

, d'apr�es le lemme pr�ec�edent,

il existe e 2 �X

t

�

tel que �

0

(b

0

) = �

0

(e["]) et �

0

(c)!

(Beta)

e . Donc, �

0

(c)!

�

0

�

0

(e) .

D'autre part,

�

0

(h) = �(�

0

(b

0

) 1)!

�

0

�

0

(e) ;

ce qui permet de conclure.

f = X[s] : Les deux r�eductions ne peuvent avoir lieu qu'�a l'int�erieur de s , alors

l'H.R., la remarque 3.9.4 et le lemme 3.5.4� permettent de conclure.

f = a � s : Il y a trois possibilit�es qui sont anologues aux trois premiers sous-cas du

cas f = a b .

2

Th�eor�eme 4.3 Le ��

0

-calcul est con
uent sur �X

�

0

.

D�emonstration

C'est une cons�equence du th�eor�eme de Hindley-Rosen (cf. th�eor�eme 1.1).

2

Corollaire 4.5 Le ���-calcul, c'est-�a-dire le �-calcul �a la de Bruijn extensionnel,

est con
uent sur � .

D�emonstration

On constate ais�ement que les termes clos sont stables par ��

0

-d�erivation. Ceci assure

la con
uence de ��

0

sur � . Le corollaire 4.3 permet de conclure.

2

Th�eor�eme 4.4 Le ���-calcul est con
uent sur �X .
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D�emonstration

Nous utilisons la m�ethode d'interpr�etation (cf. lemme 1.4), en interpr�etant les termes

et substitutions dans �X

�

0

.

Puisque �

0

peut être simul�ee dans le ��

0

-calcul (cf. remarque 3.6), elle est aussi

simul�ee dans ���. La remarque 4.1 garantit la simulations de �

0

dans ���. D'autre

part, l'interpr�etation de (Beta) par �

0

sur les �

0

-formes normales (cf. proposition

3.3) fournit une interpr�etation de (Beta) dans le ��

0

-calcul, et la proposition 4.2

donne l'interpr�etation de (Eta) dans ��

0

.

Le ��

0

-calcul �etant con
uent (cf. th�eor�eme pr�ec�edent), on a les hypoth�eses du

lemme d'interpr�etation.

2



Chapitre 5

Deux r�esultats de compl�etude

Les r�esultats de ce chapitre ont �et�e pr�esent�es dans [CR91]. Nous donnons ici la

version compl�ete de ces r�esultats.

Dans la section 1.8 nous avons introduit le �-calcul �a la de Bruijn typ�e et le

��-calcul typ�e et nous avons appel�e les th�eories correspondant �a ces calculs L1 et

S1, respectivement.

Nous avons aussi �enonc�e le th�eor�eme de correction (cf. th�eor�eme 1.15) : si a est

simplement typable dans le ��-calcul, alors sa �-forme normale �(a) est simplement

typable dans le �-calcul.

La r�eciproque n'est pas vraie. Voici un contrexemple : prenons 1[a : A � s] , o�u a

est typable et en �-forme normale, et s n'est pas typable (cela implique donc que

1[a : A � s] n'est pas typable non plus). On a �(1[a : A � s]) = a , donc �(1[a : A � s])

est typable.

Le probl�eme est que la traduction � perd de l'information (ici s ). Dans ce cha-

pitre, nous proposons une autre traduction du ��-calcul dans le �-calcul, bas�ee sur

des r�egles de re�ecriture qui ne perdent pas d'information. Pour cette traduction nous

pouvons prouver la compl�etude recherch�ee : un terme du ��-calcul est simplement

typable si et seulement si sa traduction est simplement typable.

Nous commen�cons par formuler un ensembleL de r�egles dont nous prouvons qu'il

est con
uent et noeth�erien (section 5.1). Les formes normales pour ce syst�eme sont

essentiellement des �-termes : plus pr�ecis�ement, ce sont des �-termes dans lesquels

des op�erations de recalage d'indice (�["] ) peuvent apparâ�tre. Une seconde traduc-

tion permet d'obtenir des �-expressions o�u ces recalages ont �et�e e�ectu�es. Dans la

section 5.2 nous pr�esentons cette autre traduction et montrons qu'elle conserve les

types. Le r�esultat principal de ce chapitre est le th�eor�eme de compl�etude 5.2 (sec-

tion 5.3). En�n, dans la section 5.4, nous adaptons ce r�esultat de compl�etude au

��

*

-calcul.

Notation 5.1 A�n de simpli�er la notation, nous utilisons dans ce chapitre la no-

tation des ensembles de termes et substitutions non typ�es pour les ensembles typ�es

correspondants. On note donc � , l'ensemble des termes du �-calcul simplement typ�e

105
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en notation de de Bruijn; ��

t

, l'ensemble des termes du ��-calcul simplement typ�e;

��

s

, l'ensemble des substitutions du ��-calcul simplement typ�e et �� = ��

t

[��

s

.

5.1 Le syst�eme L

D�e�nition 5.1 Le syst�eme L est d�e�ni sur �� par les r�egles suivantes :

(IdEnv) a[id]! a

(AntiClos) a[s � t]! a[s][t]

(AntiBeta) a[b : A � s]! ((�A:a)[s])b :

Th�eor�eme 5.1 L est noeth�erien.

D�emonstration

Soit P la fonction d�e�nie par r�ecurrence simultan�ee sur les termes et substitutions

par :

P(1) = 1 P(id) = 1

P(ab) = P(a) +P(b) P(") = 1

P(�A:a) = P(a) P(s � t) = P(s) +P(t) + 1

P(a[s]) = P(a) +P(s) P(a : A � s) = P(a) +P(s) + 1

On v�eri�e ais�ement, par r�ecurrence sur les contextes, que, pour tout contexte

C[ ] , si P(x) > P(y) , alors P(C[x]) > P(C[y]) . Montrons que P(a) > P(b) pour

chaque r�egle a! b de L :

{ P(a[id]) = P(a) + 1 > P(a) .

{ P(a[s � t]) = P(a) +P(s) +P(t) + 1 > P(a) +P(s) +P(t) = P(a[s][t]) .

{ P(a[b : A�s]) = P(a)+P(b)+P(s)+1 > P(a)+P(b)+P(s) = P(((�A:a)[s])b).

Donc, une r�eduction in�nie produirait une suite d�ecroissante in�nie d'entiers natu-

rels.

2

Corollaire 5.1 L est con
uent.

D�emonstration

L est localement con
uent, car L n'a pas de paires critiques; donc (cf. lemme 1.3),

noeth�erianit�e entrâ�ne con
uence.

2

Notation 5.2 L(a) notera la L-forme normale de a dont l'existence et unicit�e sont

assur�ees par le th�eor�eme pr�ecedent et son corollaire, respectivement.
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La d�e�nition suivante formalise la notion de d�ecalage retard�e �evoqu�ee plus haut.

D�e�nition 5.2 L'ensemble de termes �" est d�e�ni par :

a ::= 1 j ab j �A:a j a["] :

D�e�nition 5.3 On d�e�nit 1["]

n

par r�ecurrence sur n , ainsi :

1["]

1

= 1["]

1["]

n+1

= 1["]

n

["] :

On identi�era n+ 1 avec 1["]

n

. Grâce �a cette identi�cation on a � � �" .

Proposition 5.1 Pour tout a 2 ��

t

, si a est en L-forme normale, alors a 2 �" .

Donc, l'ensemble de termes en L-forme normale est �" .

D�emonstration

Par r�ecurrence sur la structure du terme a . Le seul cas int�eressant est a = b[s] ,

mais si a est en forme normale, alors b est en forme normale et, en plus, s = "

(autrement on aurait un L-redex). Donc, on peut appliquer l' H.R. �a b .

Remarquons que l'ensemble de termes en L-forme normale est exactement �" , car

ses �el�ements sont des formes normales.

2

5.2 La traduction T

Pour d�e�nir T : �"! � , nous nous servirons des fonctions d'actualisation intro-

duites dans le chapitre 1 (cf. d�e�fnition 1.24). A�n d'�eviter une surcharge d'indices,

nous donnons une autre version de ces fonctions et conservons la même notation.

Donc, dans ce chapitre, les fonctions U

n

i

sont donn�ees par :

D�e�nition 5.4 On d�e�nit les fonctions U

n

i

: �! � pour i � 0 et n � 1 par :

U

n

i

(ab) = U

n

i

(a)U

n

i

(b)

U

n

i

(�A:a) = �A:U

n

i+1

(a)

U

n

i

(m) =

(

m+ n si m > i

m si m � i

D�e�nition 5.5 On d�e�nit la fonction de traduction T : �"! � par :

T (1) = 1

T (ab) = T (a)T (b)

T (�A:a) = �A:T (a)

T (a["]) = U

1

0

(T (a))
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Remarque 5.1 L'image de T est, en e�et, contenue dans � . En fait, l'image de

T est exactement � , car, pour a 2 � , on a T (a) = a .

Notation 5.3 E �etant un environnement, lg(E) notera sa longueur et E

m

le m-

i�eme type de E (en partant de la gauche).

Lemme 5.1 Pour tout environnement E , tout type A et tout entier m � 1 ,

E `

L1

m : A ssi lg(E) � m et E

m

= A .

D�emonstration

Par r�ecurrence sur m . Le cas m = 1 est pr�ecis�ement la r�egle L1-var.

Soit E = E

1

; E

0

. On a les �equivalences suivantes :

E `

L1

m+ 1 : A ssi (L1-var n)

E

0

`

L1

m : A ssi (H.R.)

lg(E

0

) � m et E

0

m

= A ssi

lg(E) � m+ 1 et E

m+1

= A :

2

Lemme 5.2 Soient a 2 � ,

~

A = A

1

; : : : ; A

i

et

~

B = B

1

; : : : ; B

n

. Alors

~

A;

~

B;E `

L1

U

n

i

(a) : C ssi

~

A;E `

L1

a : C .

D�emonstration

Par r�ecurrence sur la structure de a .

{ a = m et m > i (alors U

n

i

(a) = m+ n ) :

~

A;

~

B;E `

L1

m+ n : C ssi (lemme 5.1)

lg(

~

A;

~

B;E) � m+ n et (

~

A;

~

B;E)

m+n

= C ssi

lg(

~

A;E) � m et (

~

A;E)

m

= C ssi (lemme 5.1)

~

A;E `

L1

m : C :

{ a = m et m � i (alors U

n

i

(a) = m ) :

~

A;

~

B;E `

L1

m : C ssi (lemme 5.1)

A

m

= C ssi (lemme 5.1)

~

A;E `

L1

m : C :

{ a = bc (alors U

n

i

(a) = U

n

i

(b)U

n

i

(c) ) :

~

A;

~

B;E `

L1

U

n

i

(b)U

n

i

(c) : C ssi (L1-app)

~

A;

~

B;E `

L1

U

n

i

(b) : D ! C et

~

A;

~

B;E `

L1

U

n

i

(c) : D ssi (H.R.)

~

A;E `

L1

b : D ! C et

~

A;E `

L1

c : D ssi (L1-app)

~

A;E `

L1

bc : C :
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{ a = �C

1

:b (alors U

n

i

(a) = �C

1

:U

n

i+1

(b) ) :

~

A;

~

B;E `

L1

�C

1

:U

n

i+1

(b) : C ssi (L1-lambda)

C = C

1

! C

2

et C

1

;

~

A;

~

B;E `

L1

U

n

i+1

(b) : C

2

ssi (H.R.)

C

1

;

~

A;E `

L1

b : C

2

ssi (L1-lambda)

~

A;E `

L1

�C

1

:b : C

1

! C

2

:

2

Lemme 5.3 Pour tout a 2 �" , tout environnement E et tout type A ,

E `

S1

a : A ssi E `

L1

T (a) : A .

D�emonstration

Par r�ecurrence sur la structure de a .

{ a = 1 (alors T (a) = 1 ) :

E `

S1

1 : A ssi (S1-var)

E

1

= A ssi (L1-var)

E `

L1

1 : A :

{ a = bc (alors T (a) = T (b)T (c) ) :

E `

S1

bc : A ssi (S1-app)

E `

S1

b : B ! A et E `

S1

c : B ssi (H.R.)

E `

L1

T (b) : B ! A et E `

L1

T (c) : B ssi (L1-app)

E `

L1

T (b)T (c) : A :

{ a = �B:b (alors T (a) = �B:T (b) ) :

E `

S1

�B:b : A ssi (S1-lambda)

A = B ! C et B;E `

S1

b : C ssi (H.R.)

B;E `

L1

T (b) : C ssi (L1-lambda)

E `

L1

�B:T (b) : B ! C :

{ a = b["] (alors T (a) = U

1

0

(T (b)) ) :

E `

S1

b["] : A ssi (S1-clos et S1-shift)

E = E

1

; E

0

et E

0

`

S1

b : A ssi (H.R.)

E

0

`

L1

T (b) : A ssi (lemme 5.2 avec i = 0 et n = 1 )

E `

L1

U

1

0

(T (b)) :

2

5.3 Compl�etude du ��-calcul

Nous montrons d'abord que les r�egles de r�eduction de L pr�eservent le typage.

Donc, les types seront pr�eserv�es par passage �a L-forme normale. Grâce �a ce r�esultat

nous obtenons le th�eor�eme de compl�etude.
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Lemme 5.4 Pour toute r�egle a! b de L , tout contexte C[ ] de type terme et tout

contexte D[ ] de type substitution,

1. E `

S1

C[a] : A ssi E `

S1

C[b] : A

2. E `

S1

D[a] . E

0

ssi E `

S1

D[b] . E

0

.

D�emonstration

On montre les deux r�esultat en même temps par r�ecurrence simultan�ee sur la struc-

ture des contextes.

Le seul cas int�eressant est C[ ] = [ ] :

(IdEnv) : Alors a = c[id] et b = c .

E `

S1

c[id] : A sii (S1-clos et S1-id) E `

S1

c : A .

(AntiClos) : Alors a = c[s � t] et b = c[s][t] .

E `

S1

c[s � t] : A ssi (S1-clos)

E `

S1

s � t . E

0

et E

0

`

S1

c : A ssi (S1-comp)

E `

S1

t . E

00

; E

00

`

S1

s . E

0

et E

0

`

S1

c : A ssi (S1-clos)

E `

S1

t . E

00

et E

00

`

S1

c[s] : A ssi (S1-clos)

E `

S1

c[s][t] : A :

(AntiBeta) : Alors a = c[d : B � s] et b = ((�B:c)[s])d .

E `

S1

c[d : B � s] : A ssi (S1-clos)

E `

S1

(d : B � s) : B;E

0

et B;E

0

`

S1

c : A ssi (S1-cons)

E `

S1

d : B ; E `

S1

s . E

0

et B;E

0

`

S1

c : A ssi (S1-lambda)

E `

S1

d : B ; E `

S1

s . E

0

et E

0

`

S1

�B:c : B ! A ssi (S1-clos)

E `

S1

(�B:c)[s] : B ! A et E `

S1

d : B ssi (S1-app)

E `

S1

((�B:c)[s])d : A :

2

Une cons�equence imm�ediate du lemme pr�ec�edent est la

Proposition 5.2 Pour tout a 2 ��

t

, on a l'�equivalence :

E `

S1

a : A ssi E `

S1

L(a) : A .

Th�eor�eme 5.2 (Compl�etude) Pour tout a 2 ��

t

, tout environnement E et tout

type A ,

E `

S1

a : A ssi E `

L1

T (L(a)) : A .

D�emonstration

E `

S1

a : A ssi (proposition 5.2) E `

S1

L(a) : A . Mais, d'apr�es la proposition 5.1,

L(a) 2 �" , donc le th�eor�eme d�ecoule du lemme 5.3.

2



5.4. COMPL

�

ETUDE DU ��

*

-CALCUL 111

5.4 Compl�etude du ��

*

-calcul

Nous �nissons ce chapitre en adaptant le r�esultat de compl�etude de la section

pr�ec�edente au ��

*

-calcul (cf. section 1.8). L'int�erêt de ce calcul, rappelons-le, est

qu'il est con
uent sur tous les termes/substitutions ouverts. Nous donnons la syntaxe

pour la version typ�ee et d�e�nissons les r�egles de typage ainsi :

D�e�nition 5.6 La syntaxe du ��

*

-calcul typ�e est obtenue �a partir de celle du ��-

calcul typ�e en y ajoutant un constructeur unaire de substitutions *

A

pour chaque

type A. Les r�egles de typage sont celles de la th�eorie S1 �a laquelle, pour chaque type

A, la r�egle suivante est ajout�ee :

(S1� lift )

E ` s . E

0

A;E ` *

A

(s) . A;E

0

On nomme S1 cette th�eorie. On note �S

t

, �S

s

l'ensemble des termes et l'ensemble

des substitutions, respectivement; tandis que �S = �S

t

[ �S

s

.

D�e�nition 5.7 La fonction de traduction J : �S ! �� est donn�ee par :

J(1) = 1 J(id) = id

J(ab) = J(a)J(b) J(") ="

J(�A:a) = �A:J(a) J(a : A � s) = J(a) : A � J(s)

J(a[s]) = J(a)[J(s)] J(s � t) = J(s) � J(t)

J(*

A

(s)) = 1 : A � (J(s) � ")

Proposition 5.3 Soient f 2 �S , E un environnement et F un type, si f est un

terme, ou un environnement, si f est une substitution. Alors

E `

S1

f : F ssi E `

S1

J(f) : F .

D�emonstration

Par r�ecurrence simultan�ee sur la structure de f .

Etudions, par exemple le cas o�u f =*

A

(s) :

A;E `

S1

*

A

(s) . A;E

0

ssi (S1-lift)

E `

S1

s . E

0

ssi (H.R.)

E `

S1

J(s) . E

0

ssi (S1-comp) et (S1-shift)

A;E `

S1

J(s) � " .E

0

ssi (S1-cons) et (S1-var)

A;E `

S1

1 : A � (J(s) � ") . A;E

0

:

2

Le th�eor�eme de compl�etude 5.2 et la proposition pr�ec�edente nous assurent la

compl�etude du ��

*

-calcul :

Th�eor�eme 5.3 Soient a 2 �S

t

, E un environnement et A un type. Alors

E `

S1

a : A ssi E `

L1

T (L(J(a))) : A .
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Remarque 5.2 On peut aussi donner une d�emonstration directe du th�eor�eme 5.3

en suivant les lignes de celle du th�eor�eme 5.2.

En e�et, on d�e�nit d'abord un syst�eme de r�eduction L

0

qui a les r�egles de L plus la

r�egle

(AntiLift) a[*

A

(s)]! ((�A:a)[s]["])1

On d�emontre la noeth�erianit�e de L

0

en �etendant la fonction de poids P par

P(*

A

(s)) = P(s) + 3 .

On obtient, de même, la con
uence de L

0

et une d�emonstration analogue �a celle de

la proposition 5.1 nous donne:

Pour tout a 2 �S

t

, L

0

(a) 2 �" .

Les lemmes 5.3 et 5.4 et la proposition 5.2 restent valides en substituant L par L

0

et S1 par S1, et on arrive ainsi �a un th�eor�eme analogue au th�eor�eme 5.2 :

Pour tout a 2 �S

t

, E `

S1

a : A ssi E `

L1

T (L

0

(a)) : A .

En fait, on d�emontre par r�ecurrence sur (pr(a); lg(a)) , o�u pr(a) est la profondeur

de a (longueur de la r�eduction la plus longue de a �a sa L

0

-forme normale) et lg(a)

sa taille, que

L

0

(a) = L(J(a))

ce qui fournit une autre d�emonstration du th�eor�eme 5.3.



Chapitre 6

Le ��-calcul

Dans ce chapitre nous abandonnons la notation de de Bruijn et nous revenons

�a la notation utilis�ee habituellement pour d�enoter les variables : les noms, i.e. les

lettres x; y; z, etc.. Nous essayons donc d'int�egrer cette formulation traditionnelle

du calcul avec le nouvel ingr�edient des substitutions explicites. Deux calculs de ce

type ont �et�e propos�es dans [ACCL90], o�u l'on pr�esente aussi les d�esavantages de ces

calculs : absence de formes normales pour les substitutions, pas de bonnes propri�et�es

de con
uence. Ces deux calculs conservent la division des termes en deux sortes :

termes proprement dits et substitutions. Nous essayons une autre formulation.

Nous voulons inclure dans le langage un op�erateur ternaire �[�=�] qui re
�ete

la m�eta-substitution du �-calcul le plus �d�element possible. Nous souhaitons donc

que le calcul contienne une r�egle :

(Beta) (�x:a)b ! a[b=x] :

Pour e�ectuer la substitution, nous devons la propager jusqu'aux variables.

Calculer les substitutions sur les variables semble naturel : inclure une r�egle pour

traiter le cas o�u la variable �a être substitu�ee est celle explicit�ee dans la substi-

tution (cf. la clause 1 de la d�e�nition 1.18

1

) :

(Var =) x[b=x] ! b ;

et une autre pour le cas o�u ces deux variables sont di��erentes (cf. la clause 2) :

(Var) y[b=x] ! y :

Il faut introduire une r�egle qui permette le passage de la substitution sous les

abstractions. Nous proposons d'introduire la r�egle suivante (cf. la clause 5) :

(Abs) (�y:a)[b=x]! �y:(a[b=x]) :

1

Les clauses mentionn�ees dans la suite sont celles de cette d�e�nition

113
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Evidemment, cette r�egle, sans restrictions, introduira le probl�eme de capture des

variables. Nous la gardons telle qu'elle a �et�e �enonc�ee et, pour tenter d'�eviter les

captures, nous nous restreignons �a un sous-ensemble de termes.

En fait, il y a deux situations �a �eviter :

{ Celle de la clause 4, c'est-�a-dire quand x = y . On peut arriver �a cette situation

ainsi :

(�x:(�x:a))b! (�x:a)[b=x] :

Il semble naturel d'exiger que toute variable d'un abstracteur soit di��erente

de toutes les variables des autres abstracteurs.

{ Celle de la clause 6, c'est-�a-dire quand y 2 FV (b) . On peut arriver �a cette

situation ainsi :

(�x:(�y:a))b! (�y:a)[b=x] :

Il semble su�ssant d'exiger qu'aucune variable ne soit libre et li�ee �a la fois.

Nous proposons donc d'imposer aux termes la condition, que nous appelons INV ,

qui consiste en les deux clauses suivantes :

I1. Des abstracteurs di��erents lient des variables di��erentes.

I2. Aucune variable n'est libre et li�ee �a la fois.

Pour continuer la propagation de la substitution, nous devons ajouter une r�egle

qui e�ectue le passage sous l'application. La r�egle correspondante du �-calcul clas-

sique sugg�ere la r�egle :

(Ap) (a b)[c=x]! (a[c=x])(b[c=x]) :

Or, si l'on garde (Ap), la propri�et�e INV n'est pas pr�eserv�ee par d�erivation. Voici

un exemple o�u I1 n'est plus satisfait par le d�eriv�e :

(�z:zz)(�x:x)!

(Beta)

(zz)[�x:x=z]!

(Ap)

!

(Ap)

(z[�x:x=z]) (z[�x:x=z])!!

(Var=)

(�x:x)(�x:x) .

Pour �eviter la perte de I1 dans cet exemple il su�t de renommer les variables li�ees

de �x:x au moment de la distribution sous l'application zz :

(zz)[�x:x=z]!! (z[�x

1

:x

1

=z])(z[�x

2

:x

2

=z])!! (�x

1

:x

1

)(�x

2

:x

2

) :

Ce renommage permet aussi d'�eviter la perte de I2 dans un sous-terme du r�eduit,

ce qui pourrait aussi produire une capture. Voici un exemple de cette situation :

(�z:zz)(�xy:xy)!

(Beta)

((zz)[�xy:xy=z])!

(Ap)

!

(Ap)

(z[�xy:xy=z]) (z[�xy:xy=z])!!

(Var=)

(�xy:xy)(�xy:xy) !

(Beta)

!

(Beta)

(�y:xy)[�xy:xy=x]!! �y:((�xy:xy)y) :
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En e�et, le sous-terme (�xy:xy)y du r�eduit ne satisfait pas I2. En revanche, avec

le renommage cet exemple devient :

(�z:zz)(�xy:xy)!

(Beta)

((zz)[�xy:xy=z])!!

!! (z[�x

1

y

1

:x

1

y

1

=z]) (z[�x

2

y

2

:x

2

y

2

=z])!!

(Var=)

!!

(Var=)

(�x

1

y

1

:x

1

y

1

)(�x

2

y

2

:x

2

y

2

) !

(Beta)

!

(Beta)

(�y

1

:x

1

y

1

)[�x

2

y

2

:x

2

y

2

=x

1

]!! �y

1

:((�x

2

y

2

:x

2

y

2

)y

1

) :

Maintenant le sous-terme (�x

2

y

2

:x

2

y

2

)y

1

satisfait bien I2.

Ceci sugg�ere l'introduction de deux op�erateurs de renommage, que nous d�enotons

de mani�ere su�xe ainsi : �h1i et �h2i . Ils sont activ�es au moment du passage de

la substitution sous l'application par la r�egle :

(App) (ab)[c=u] ! (a[ch1i=u])(b[ch2i=u]) :

La fonction essentielle de ces op�erateurs est le renommage des variables sous les

abstracteurs, ce qui est d�ecrit par la r�egle :

(Absk) (�u:a)hki ! �u

k

:(ahki[u

k

=u]) :

Dans la section 6.1 nous d�e�nissons le ��-calcul en compl�etant l'ensemble de

r�egles que nous venons d'introduire informellement; nous �xons les notations et

nous montrons quelques r�esultats pr�eliminaires. Dans la section 6.2, nous donnons

quelques exemples qui illustrent l'introduction de la condition INV . Nous y consta-

tons que toutes les expectatives ne sont pas satisfaites : même avec l'introduction des

op�erateurs de renommage et des r�egles qui les concernent la propri�et�e INV n'est pas

pr�eserv�ee par ��-d�erivation. Dans la section 6.3 nous montrons que le ��-calcul est

su�samment puissant pour reproduire la �-r�eduction du �-calcul classique. Dans la

section 6.4, nous commen�cons l'�etude du �-calcul (le ��-calcul sans la r�egle (Beta)),

dont nous montrons la con
uence. La section 6.5 est consacr�ee �a la noeth�erianit�e

du �-calcul. En�n, dans la section 6.6, nous d�e�nissons une strat�egie de r�eduction

qui pr�eserve INV et nous montrons que, en utilisant cette strat�egie, le ��-calcul est

correct par rapport au �-calcul classique.

6.1 Pr�esentation du calcul

Comme nous l'avons dit plus haut nous abandonnons la division en termes pro-

prement dits et substitutions, mais nous retrouvons deux sortes �a un autre niveau :

une sorte variable, sous-sorte d'une sorte terme. La substitution est g�er�ee en re
�etant

le traitement habituel du m�eta-langage sur la syntaxe. Ainsi, le langage poss�ede un

op�erateur ternaire �[�=�] de type terme � terme � variable) terme . L'inter-

pr�etation du terme a[b=x] est donc le terme a o�u la substitution de la variable x

par le terme b doit être e�ectu�ee. Notre syntaxe devient donc tr�es ad�equate pour
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exprimer l'id�ee intuitive de substitution et notre r�egle (Beta), (�x:a)b ! a[b=x]

re
�ete �d�element la r�egle � du �-calcul classique, maintenant exprim�ee �a l'int�erieur

du langage.

Remarquons que si nous voulons d�e�nir un syst�eme de r�e�ecriture qui contienne

les r�egles (Var=) et (Var), en suivant la pr�esentation que nous avons donn�ee dans

la section 1.2, le syst�eme obtenu ne sera pas con
uent. En e�et, la raison est la

suivante : (Var=) est une instance de (Var) et les r�eduits ne correspondent pas.

Cependant, nous pouvons d�e�nir une notion de r�eduction non ambigu�e en explicitant

la pr�ec�edence de (Var=) par rapport �a (Var). Autrement dit, on impose la condition :

un (Var)-radical peut se r�eduire s'il n'est pas un (Var=)-radical.

Nous commen�cons par donner la syntaxe du ��-calcul. Comme nous venons de

le dire, les variables li�ees de certains termes pourront être renomm�ees. Nous partons

donc d'un ensemble d�enombrable de variables de base, appelons-le V , �a partir duquel

nous construisons un ensemble de variables �etiquet�ees, i.e. variables sur lesquelles

quelques renommages ont �et�e e�ectu�es. Ces variables seront les variables de notre

calcul.

D�e�nition 6.1 La syntaxe du ��-calcul est donn�ee par :

Etiquettes k ::= 1 j 2

Listes d'�etiquettes � ::= nil j �@k

Variables u ::= x

�

(x 2 V )

Termes a ::= u j ab j �u:a j a[b=u] j ahki

Nous d�enotons V

e

, l'ensemble des variables (�etiquet�ees). La liste �@k , souvent not�ee

�k , est la liste obtenue en ajoutant l'�etiquette k �a la �n de la liste � .

L'ensemble des termes du ��-calcul est not�e �� .

Notation 6.1 Nous utilisons les lettres u; v; w pour d�enoter des variables �etique-

t�ees, tandis que x; y; z d�enotent des variables de base. Si u = x

�

, la variable �eti-

quet�ee u

k

abr�ege x

�@k

.

La liste vide est d�enot�ee � , et convenons x

�

= x . La longueur de la liste � est

not�ee lg(�) .

L'ensemble des termes du �-calcul avec des variable �etiquet�ees est not�e �

e

au

lieu de �

V

e

, pour all�eger la notation. Nous gardons �

V

pour l'ensemble des termes

du �-calcul avec des variables sans �etiquettes.

Remarque 6.1 D'apr�es l'identi�cation x

�

= x , on a les inclusions suivantes:

�

V

� �

e

� �� :
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(Beta) (�u:a)b �! a[b=u]

(Var=) u[b=u] �! b

(Var) v[b=u] �! v

(Abs) (�v:a)[b=u] �! �v:(a[b=u])

(App) (ab)[c=u] �! (a[ch1i=u])(b[ch2i=u])

(Vark) uhki �! u

(Absk) (�u:a)hki �! �u

k

:(ahki[u

k

=u])

(Appk) (ab)hki �! (ahki)(bhki)

Fig. 6.1 - Le syst�eme de r�e�ecrirure ��

D�e�nition 6.2 Le ��-calcul est d�e�ni par l'ensemble de r�egles donn�e dans la �gure

6.1. La r�egle (Var=) pr�ec�ede la r�egle (Var), i.e. pour r�eduire un radical de la forme

v[b=u] on compare d'abord les variables u et v : si elles co��ncident, le r�eduit est

b , tandis que si elles di��erent, le r�eduit est v . Le �-calcul est le calcul obtenu en

privant le ��-cacul de la r�egle (Beta).

Evidemment les termes de �

e

sont en �-forme normale. Donc, le th�eor�eme sui-

vant caract�erise les �-formes normales comme les termes de �

e

.

Th�eor�eme 6.1 Soit a 2 �� en �-forme normale, alors a 2 �

e

.

D�emonstration

Supposons que la th�ese n'est pas vraie, alors a contient au moins une clôture ou un

renommage.

Si a contient au moins une clôture, prenons une clôture de longueur minimale

contenue dans a ; elle sera de la forme b[c=x] , o�u b = dhki , car a est en forme

normale. Or, a �etant en forme normale et la clôture �etant de longueur minimale, d

est est encore de la forme d

0

hki , et ainsi de suite. Comme b est un terme �ni, ce

processus doit s'arrêter, i.e. b = (� � � (ehk

1

i) � � �)hk

n

i o�u e n'est pas un renommage.

Mais tout autre choix pour e est absurde.

Si a ne contient pas de clôtures, alors a contient au moins un renommage, et un

raisonnement analogue au pr�ec�edent nous permet de conclure par l'absurde.

2

Nous rappelons l'ordre pr�e�xe sur les suites :

� � � ssi lg(�) � lg(�) et 8i � lg(�)(�

i

= �

i

) .

La relation de compatibilit�e, qui s'av�ere ad�equate pour d�e�nir la propri�et�e INV

dans le cadre plus g�en�eral des termes avec des variables �etiquet�ees, est donn�ee par :

� �� � ssi � � � ou � � � .
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Remarque 6.2 Voci quelques propri�et�es �evidentes de ces relations :

1. � est re
exive et transitive.

2. Si � � � et � � � , alors � �� � .

3. Si � �� � , �

0

� � et �

0

� � , alors �

0

�� �

0

.

Notation 6.2 On utilisera la notation �u 2 b pour abr�eger 9
9a(b=
 = �u:a) et

on notera �u 2




b quand on voudra mettre en �evidence l'occurrence 
 .

La cr�eation des abstractions est bien control�ee par la ��-d�erivation : les suites

d'indices des variables des abstracteurs d'un terme d�eriv�e ne peuvent être que des

extensions des suites d'indices des variables des abstracteurs du terme de d�epart :

Lemme 6.1 Soient z 2 V , a; b 2 �� , a!!

��

b et �z

�

2 b , alors il existe � � �

tel que �z

�

2 a .

D�emonstration

On le montre par r�ecurrence sur n , longueur de la d�erivation.

Le cas n = 0 �etant trivial, supposons a!! c! b .

Si � = � , on constate que pour toute r�egle on a que si �z 2 b , alors �z 2 c , et par

H.R., on d�eduit �z 2 a .

Si � 6= � , soit � = �

0

k . Si �z

�

2 c , on utilise l'hypoth�ese de r�ecurrence et si

�z

�

62 c , alors la derni�ere r�egle appliqu�ee est n�ecessairement (Absk) et �z

�

0

2 c ,

l'H.R. garantit l'existence de � � �

0

tel que �z

�

2 a et, � �etant transitive, le

lemme est d�emontr�e.

2

Nous �etendons maintenant les d�e�nitions d'ensemble de variables et d'ensemble

de variables libres aux termes du ��-calcul et montrons que la ��-d�erivation ne cr�ee

pas de nouvelles variables libres.

D�e�nition 6.3 Pour a 2 �� , on d�e�nit V

�

(a) , l' ensemble de variables de a, et

FV

�

(a) , l' ensemble des variables libres de a, par r�ecurrence sur la complexit�e de a :

V

�

(u) = fug FV

�

(u) = fug

V

�

(ab) = V

�

(a) [ V

�

(b) FV

�

(ab) = FV

�

(a) [ FV

�

(b)

V

�

(�u:a) = fug [ V

�

(a) FV

�

(�u:a) = FV

�

(a)� fug

V

�

(a[b=u]) = fug [ V

�

(a) [ V

�

(b) FV

�

(a[b=u]) = FV

�

(b) [ (FV

�

(a)� fug)

V

�

(ahki) = V

�

(a) FV

�

(ahki) = FV

�

(a)

Remarque 6.3 Si a 2 �

e

, V

�

(a) et FV

�

(a) co��ncident avec les ensembles des

variables et des variables libres d�e�nis habituellement.
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Lemme 6.2 Soient a; b 2 �� . Si a!!

��

b , alors FV

�

(b) � FV

�

(a) .

D�emonstration

On le montre par r�ecurrence sur n , longueur de la d�erivation.

Le cas n = 0 est trivial. Si a !! c ! b , on constate d'abord que, pour chaque

��-r�egle r ! s , FV

�

(s) � FV

�

(r) , et ensuite on v�eri�e par r�ecurrence sur la

complexit�e des contextes que, pour tout contexte C , si FV

�

(s) � FV

�

(r) , alors

FV

�

(C[s]) � FV

�

(C[r]) . On a donc FV

�

(b) � FV

�

(c) et on conclut par H.R..

2

6.2 Le pseudo-invariant

On veut introduire maintenant une condition sur les termes du �-calcul pour

que les r�eductions dans le ��-calcul soient correctes par rapport �a la �-r�eduction.

L'id�ee est la suivante : �eviter que la r�egle (Abs) produise des captures des variables.

Etudions quelques exemples pour mieux comprendre la situation.

Exemple 6.1 R�eduisons le terme (�xx:x)y dans les deux calculs :

{ (�xx:x)y !

�

(�x:x)[[y=x]] = �x:x ,

{ (�xx:x)y !

��

(�x:x)[y=x]!

��

�x:(x[y=x])!

��

�x:y .

Cet exemple sugg�ere une premi�ere condition �a imposer au terme �a r�eduire :

> Des abstracteurs di��erents lient des variables di��erentes.

Exemple 6.2 R�eduisons le terme (�xy:x)y dans les deux calculs :

{ (�xy:x)y !

�

(�y:x)[[y=x]] = �z:y ,

{ (�xy:x)y !

��

(�y:x)[y=x]!

��

�y:(x[y=x])!

��

�y:y .

Cet exemple sugg�ere une deuxi�eme condition :

> Aucune variable n'est libre et li�ee �a la fois.

Nous voulons g�en�eraliser ces id�ees pour donner une d�e�nition d'invariant pour les

termes avec des variables �etiquet�ees. Une notion pr�eliminaire, celle de compatibilit�e,

rendra plus claire cette g�en�eralisation.

D�e�nition 6.4 Deux variables �etiquet�ees u et v sont compatibles ssi il existe une

variable de base x telle que u = x

�

, v = x

�

et � �� � .
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D�e�nition 6.5 On dira qu'un terme a 2 �

e

satisfait l' invariant, et on le note

a j= INV , ssi les deux conditions suivantes sont satisfaites :

I1. Des abstracteurs di��erents lient des variables non compatibles, i.e.

si z 2 V , �z

�

2




a , �z

�

2

�

a et � �� � , alors � = � et 
 = � .

I2. Aucune variable libre n'est compatible avec une variable li�ee, i.e.

:9z 2 V :9�; � telles que z

�

2 FV (a) , �z

�

2 a et � �� � .

Puisque sur les termes sans variables �etiquet�ees les notions de compatibilit�e et

d'�egalit�e co��ncident, les conditions de la d�e�nition que nous venons de donner sont

en fait une g�en�eralisation des conditions sugg�er�ees plus haut :

Remarque 6.4 Si a 2 �

V

, a j= INV se r�eduit �a :

I1. Des abstracteurs di��erents lient des variables di��erentes.

I2. Aucune variable n'est libre et li�ee �a la fois.

Remarque 6.5 Tous les sous-termes d'un terme satisfaisant l'invariant le satisfont

aussi.

D�emonstration

R�ecurrence sur la complexit�e du terme. Il su�t de montrer :

1. Si ab j= INV , alors a j= INV et b j= INV .

2. Si �x

�

:a j= INV , alors a j= INV .

L'a�rmation 1. est �evidente. Quant �a l'a�rmation 2., le seul cas int�eressant �a consi-

d�erer est celui o�u x

�

est libre dans a et �x

�

2 a avec � �� � , mais le fait que

�x

�

:a j= INV exclut cette possibilit�e.

2

La question qui surgit naturellement est de savoir si l'invariant ainsi d�e�ni est

vraiment invariant par rapport �a la ��-r�eduction, i.e. si a j= INV et a !!

��

b ,

alors b j= INV . La r�eponse est negative. En e�et :

Exemple 6.3 Perte de INV par ��-r�eduction.
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D�emonstration

Soient c = (�x:xx)(�y:y) et a = (�z:zz)c .

Evidemment, a j= INV . On construira b 2 �

e

tel que a!!

��

b et b 6j= INV . On

commence la r�eduction :

a! (zz)[c=z]! z[ch1i=z] z[ch2i=z] !! ch1ich2i

On continue la r�eduction s�epar�ement dans ch1i et ch2i en suivant deux strat�egies

di��erentes :

ch1i !! (�x

1

:x

1

x

1

)(�y

1

:y

1

) !! (�y

11

:y

11

)(�y

12

:y

12

)

ch2i !! ((�y

1

:y

1

)(�y

2

:y

2

))h2i !! (�y

12

:y

12

)(�y

22

:y

22

)

On a donc la ��-r�eduction suivante :

a !! ch1ich2i !! ((�y

11

:y

11

)(�y

12

:y

12

))((�y

12

:y

12

)(�y

22

:y

22

)) = b

On constate que b 6j= INV ( b 6j= I1 ), car on trouve dans b , par exemple, deux

�y

12

's di��erents.

2

Faut-il changer le pseudo-invariant INV ? D'apr�es le contrexemple pr�ec�edent on

aurait envie d'a�aiblir la premi�ere condition �a :

> Si deux �'s lient des variables �egales, alors aucun d'eux ne se trouve

sous la port�ee de l'autre.

Mais l'exemple suivant montre que celle-ci n'est pas une bonne solution pour la

conservation de INV par ��-r�eduction.

Exemple 6.4 (�yx:y)(�x:x) !!

��

�x:(�x:x)

Ce qui s'est pass�e est que la r�egle (Beta) a fait entrer le deuxi�eme �x sous

la port�ee du premier �x . Donc, trouver la bonne notion d'invariant semble plus

compliqu�e.

Nous gardons quand-même la d�e�nition 6.5 et par commodit�e continuerons �a

l'appeler \invariant" même s'il ne l'est pas. De toutes fa�cons nous ��-r�eduirons en

utilisant une strat�egie qui conserve l'invariant et montrerons la correction du calcul

(cf. th�eor�eme 6.5) pour cette strat�egie.
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6.3 Simulation du �-calcul dans le ��-calcul

Le but de cette section est de montrer que toute �-d�erivation a!!

�

b peut être

simul�ee par une ��-d�erivation a

0

!!

��

b

0

telle que a �

�

a

0

, b �

�

b

0

, a

0

j= INV

et b

0

j= INV (cf. th�eor�eme 6.2). Ceci montre que le ��-calcul est su�samment

puissant pour simuler le �-calcul classique.

Nous montrons d'abord que, sous certaines conditions, la �-d�erivation e�ectue la

m�eta-substitution du �-calcul classique quand le terme �a substituer est une variable :

Lemme 6.3 Soient b 2 �

e

, v 62 V (b) et �u 62 b , alors b[v=u]!!

�

b[[v=u]] .

D�emonstration

On le montre par r�ecurrence sur la complexit�e de b .

{ Si b 2 V

e

, le lemme est imm�ediat.

{ Si b = c d (alors v 62 V (c) , v 62 V (d) , �u 62 c et �u 62 d) on a :

(c d)[v=u]!

�

c[vh1i=u] d[vh2i=u]!!

�

c[v=u] d[v=u]

HR

!!

�

!!

�

c[[v=u]] d[[v=u]] = (c d)[[v=u]] .

{ Si b = �w:c (alors w 6= u , w 6= v , v 62 V (c) et �u 62 c) on a :

(�w:c)[v=u]!

�

�w:(c[v=u])

HR

!!

�

�w:c[[v=u]] = (�w:c)[[v=u]] .

La derni�ere �egalit�e �etant justi��ee par la clause 5. de la d�e�nition 1.18, puisque

w 6= v .

2

Nous pr�esentons maintenant une strat�egie pour r�eduire les renommages de sorte

que l'invariant soit pr�eserv�e. En plus, les d�eriv�es donn�es par cette strat�egie satisfont

plusieurs propri�et�es qui seront utiles dans la suite. Plus pr�ecis�ement :

Proposition 6.1

2

Si b 2 �

e

et b j= INV , alors il existe b

k

2 �

e

, k 2 f1; 2g tels

que

i) bhki !!

�

b

k

.

ii) b �

�

b

k

.

iii) FV (b) = FV (b

k

) .

2

Dans le cas o�u b est une variable il y a abus de notation. En e�et, si b = u = x

�

, la variable

u

k

d�enote (cf. notation 6.1) x

�k

, tandis que le b

k

fourni par cette proposition sera x

�

. Cependant,

le contexte dans lequel nous utiliserons cette notation ambig�ue sera toujours su�samment clair

pour faire le bon choix.
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iv) b

k

j= INV .

v) :9z 2 V; :9�; � (� �� � ^ �z

�

2 b

1

^ �z

�

2 b

2

) .

vi) �z

�

2 b

k

) 9�

0

(� = �

0

k ^ �z

�

0

2 b) .

D�emonstration Par r�ecurrence sur la structure de b .

I) Si b 2 V

e

, alors bhki ! b et il su�t de prendre b

k

= b .

II) Si b = cd , alors c; d j= INV et par H.R. il existe c

k

; d

k

tels que i)-vi) sont

satisfaites. Nous montrons que b

k

= c

k

d

k

satisfait aussi i)-vi).

i) cdhki ! chkidhki !! c

k

d

k

.

ii) c

k

�

�

c et d

k

�

�

d entrâ�nent c

k

d

k

�

�

cd .

iii) FV (c

k

d

k

) = FV (c

k

) [ FV (d

k

) = FV (c) [ FV (d) = FV (cd) .

iv) D�emontrons que c

k

d

k

j= INV .

I1) Soient �z

�

2




c

k

d

k

, �z

�

2

�

c

k

d

k

, � �� � .

� Si 
 = 1


0

et � = 1�

0

, alors �z

�

2




0

c

k

et �z

�

2

�

0

c

k

. Comme

c

k

j= INV , on a � = � et 


0

= �

0

. Donc, 
 = � .

� Si 
 = 2


0

et � = 2�

0

, on raisonne comme dans le cas pr�ec�edent.

� Si 
 = 1


0

et � = 2�

0

, alors �z

�

2




0

c

k

et �z

�

2

�

0

d

k

. Par H.R.

vi), on a � = �

0

k ; � = �

0

k ; �z

�

0

2 c et �z

�

0

2 d , ce qui est

absurde car b j= INV et �

0

�� �

0

. Donc, ce cas-ci n'es pas

possible.

� Si 
 = 2


0

et � = 1�

0

, on raisonne comme dans le cas pr�ec�edent.

I2) Supposons que I2 n'est pas satisfaite. Alors il existe z 2 V et des

suites �; � telles que z

�

2 FV (c

k

d

k

) ; �z

�

2 c

k

d

k

; � �� � .

� Si z

�

2 FV (c

k

) et �z

�

2 c

k

, absurde, car c

k

j= INV .

� Si z

�

2 FV (d

k

) et �z

�

2 d

k

, absurde, car d

k

j= INV .

� Si z

�

2 FV (c

k

) et �z

�

2 d

k

, alors par H.R. iii) z

�

2 FV (c) et

par H.R. vi) � = �

0

k et �z

�

0

2 d . Mais alors z

�

2 FV (cd)

et �z

�

0

2 cd , avec � �� �

0

, ce qui est absurde car b j= INV .

� Si z

�

2 FV (d

k

) et �z

�

2 c

k

, analogue au cas pr�ec�edent.

v) Supposons qu'il existe z 2 V , et des suites �; � telles que � �� � ,

�z

�

2 c

1

d

1

et �z

�

2 c

2

d

2

.

� Si �z

�

2 c

1

et �z

�

2 c

2

, c'est absurde par H.R. v).

� Si �z

�

2 d

1

et �z

�

2 d

2

, c'est analogue au cas pr�ec�edent.

� Si �z

�

2 c

1

et �z

�

2 d

2

, alors par H.R. vi) on a � = �

0

1 , � = �

0

2 ,

�z

�

0
2 c et �z

�

0
2 d . Mais alors �

0

�� �

0

, ce qui est absurde car

b j= INV .
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� Si �z

�

2 d

1

et �z

�

2 c

2

, c'est analogue au cas pr�ec�edent.

vi) Soit �z

�

2 c

k

d

k

. Alors �z

�

2 c

k

ou �z

�

2 d

k

, et les deux cas entrâ�nent

par H.R. vi) que � = �

0

k et que �z

�

0

2 cd .

III) Si b = �x

�

:c , alors c j= INV et par H.R. il existe c

k

tels que i)-vi).

i) (�x

�

:c)hki ! �x

�k

:(chki[x

�k

=x

�

])

HR

!!

�

�x

�k

:(c

k

[x

�k

=x

�

]) .

Comme b j= INV on sait que pour tout � tel que � �� � , �x

�

62 c .

En plus, �x

�

62 c

k

, autrement H.R. vi) permet de conclure � = �

0

k

et �x

�

0

2 c , ce qui est absurde. Et encore, x

�k

62 V (c

k

) . En e�et, si

�x

�k

2 c

k

, par H.R. vi) on aurait �x

�

2 c , absurde car b j= INV .

Donc, si x

�k

2 V (c

k

) n�ec�essairement x

�k

2 FV (c

k

) = FV (c) et alors

x

�k

2 FV (b) ce qui contredit b j= INV .

On a donc les hypoth�eses du lemme 6.3 pour conclure

c

k

[x

�k

=x

�

]!!

�

c

k

[[x

�k

=x

�

]]

Et �nalement on a (�x

�

:c)hki!!

�

�x

�k

:c

k

[[x

�k

=x

�

]] .

Donc, on prendra (�x

�

:c)

k

= �x

�k

:c

k

[[x

�k

=x

�

]] .

ii) �x

�k

:c

k

[[x

�k

=x

�

]]�

�

�x

�

:c

k

�

�

�x

�

:c . La premi�ere �-�equivalence est justi��ee

par x

�k

62 FV (c

k

) et la deuxi�eme par H.R.

iii) FV (�x

�k

:c

k

[[x

�k

=x

�

]]) = FV (c

k

[[x

�k

=x

�

]])� fx

�k

g =

= FV (c

k

)�fx

�

; x

�k

g = FV (c

k

)�fx

�

g

HRiii)

= FV (c)�fx

�

g = FV (�x

�

:c) .

iv) D�emontrons maintenant que �x

�k

:c

k

[[x

�k

=x

�

]] j= INV

I1) Soient �z

�

2




�x

�k

:c

k

[[x

�k

=x

�

]] , �z

�

2

�

�x

�k

:c

k

[[x

�k

=x

�

]] et � �� � .

D'apr�es le lemme A.1, le seul cas int�eressant �a consid�erer est � = �k ,


 = � et �z

�

2 c

k

[[x

�k

=x

�

]] , i.e. �z

�

2 c

k

(lemme A.1). Alors par

H.R.vi) on a � = �

0

k et �z

�

0

2 c . Mais, d'apr�es la remarque 6.2.2

on a � �� �

0

, ce qui est absurde car b j= INV . Donc, ce cas-ci ne

se produit jamais.

I2) Supposons que I2 n'est pas satisfaite. Alors il existe z 2 V , et

des suites � , � tels que � �� � , z

�

2 FV (�x

�k

:c

k

[[x

�k

=x

�

]]) et

�z

�

2




�x

�k

:c

k

[[x

�k

=x

�

]] .

Alors, par le lemme A.2 z

�

2 FV (c

k

)

HR

= FV (c) . Il y a deux possi-

bilit�es:

� Si 
 = � , alors � = �k et z = x . Alors � �� � et z

�

6= x

�

, car

x

�

62 FV (c

k

[[x

�k

=x

�

]]) . Donc, z

�

2 FV (b) , ce qui est absurde car

b j= INV .

� Si 
 6= � , alors �z

�

2 c

k

[[x

�k

=x

�

]] , et par lemme A.1 on a �z

�

2 c

k

,

d'o�u, par H.R. vi) � = �

0

k et �z

�

0

2 c . Mais �

0

�� � , ce qui

est absurde car c j= INV .
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v) Supposons qu'il existe z 2 V , et des suites � , � tels que � �� � ,

�z

�

2




�x

�1

:c

1

[[x

�1

=x

�

]] et �z

�

2

�

�x

�2

:c

2

[[x

�2

=x

�

]] .

� Si 
 = � = � , on a une contradiction, car �1 =�� �2 .

� Si 
 6= � et � 6= � , par lemme A.1, on a �z

�

2 c

1

et �z

�

2 c

2

, ce qui

est absurde par H.R.

� Si 
 = � et � 6= � , alors z

�

= x

�1

et par lemme A.1 �z

�

2 c

2

. Alors,

par H.R., � = �

0

2 et �z

�

0

2 c , ce qui est absurde car �

0

�� � et

b j= INV .

� Si � = � et 
 6= � , c'est analogue au cas pr�ec�edent.

vi) Supposons �z

�

2




�x

�k

:c

k

[[x

�k

=x

�

]] .

� Si 
 = � , alors z = x et � = �k . Puisque �x

�

2 �x

�

:c , ce cas est

�evident.

� Si 
 6= � , par lemme A.1 on a que �z

�

2 c

k

, et par H.R. on sait que

� = �

0

k et �z

�

0

2 c , d'o�u �z

�

0

2 �z

�

:c .

2

La proposition suivante est un cas particulier du th�eor�eme 6.2 que nous avons

annonc�e au commencement de cette section. Plus pr�ecis�ement, le cas o�u une seule

�-contraction a lieu �a la racine.

Proposition 6.2 Soient x 2 V et a; b 2 �

e

. Si (�x

�

:a)b j= INV , alors il existe

t 2 �

e

tel que a[b=x

�

]!!

�

t , t �

�

a[[b=x

�

]] et t j= INV .

D�emonstration

On proc�ede par r�ecurrence sur la structure de a .

I) Si a 2 V

e

, c'est imm�ediat.

II) Si a = c d , alors

(c d)[b=x

�

]! c[bh1i=x

�

] d[bh2i=x

�

]!!

�

c[b

1

=x

�

] d[b

2

=x

�

]

o�u les b

k

sont ceux donn�es par la proposition pr�ec�edente.

Pour appliquer l'H.R. il faut (�x

�

:c)b

1

j= INV et (�x

�

:d)b

2

j= INV . D�emon-

trons la premi�ere condition (la deuxi�eme est analogue).

I1) Si I1 n'est pas satisfaite, alors il y a deux cas int�eressants :

� Si �x

�

2 b

1

et � �� � , alors � = �

0

1 et �x

�

0

2 b , ce qui est absurde,

car (�x

�

:a)b j= INV et �

0

�� � .

� Si �z

�

2 b

1

, �z

�

2 c et � �� � , c'est analogue au cas pr�ec�edent.

I2) Si I2 n'est pas satisfaite, alors il y a trois cas int�eressants :

� Si x

�

2 FV (b

1

) et � �� � , alors x

�

2 FV (b) , ce qui est absurde car

(�x

�

:a)b j= INV .



126 CHAPITRE 6. LE ��-CALCUL

� Si z

�

2 FV (b

1

) , �z

�

2 c et � �� � , c'est analogue au cas pr�ec�edent.

� Si z

�

2 FV (c) � fx

�

g , �z

�

2 b

1

et � �� � , alors z

�

2 FV (�x

�

:a) ,

� = �

0

1 et �z

�

0

2 b , ce qui est encore absurde.

Alors on peut conclure, en utilisant H.R., que cd[b=x

�

] !! c

0

d

0

, o�u c

0

�

�

c[[b

1

=x

�

]] et d

0

�

�

d[[b

2

=x

�

]] . Et encore c

0

d

0

�

�

c[[b=x

�

]]d[[b=x

�

]] = cd[[b=x

�

]] , car

b

k

�

�

b .

V�eri�ons maintenant que c

0

d

0

j= INV . Par H.R. on sait que c

0

j= INV et

que d

0

j= INV .

I1) Soient z 2 V et � , � des suites tels que �z

�

2




c

0

d

0

, �z

�

2

�

c

0

d

0

et

� �� � . Il n'y a que deux cas int�eressants et analogues :

1) �z

�

2 c

0

et �z

�

2 d

0

.

2) �z

�

2 d

0

et �z

�

2 c

0

.

Analysons le premier :

D'apr�es le lemme 6.1 on sait qu'il existe �

0

� � et �

0

� � , et donc

�

0

�� �

0

, telles que �z

�

0

2 c[b

1

=x

�

] et �z

�

0

2 d[b

2

=x

�

] .

Il y a quatre possibilit�es :

� Si �z

�

0

2 c et �z

�

0

2 d , alors on a une contradiction car a j= INV .

� Si �z

�

0

2 c et �z

�

0

2 b

2

, alors �

0

= �

00

2 et �z

�

0 0

2 b , ce qui est

absurde car (�x

�

:a)b j= INV et �

00

�� �

0

.

� Si �z

�

0

2 b

1

et �z

�

0

2 d , analogue au cas pr�ec�edent.

� Si �z

�

0

2 b

1

et �z

�

0

2 b

2

, c'est absurde d'apr�es la proposition 6.1 v).

Donc, ce cas ne peut pas se produire.

I2) Supposons qu'il existe des suites � , � et z

�

2 FV (c

0

d

0

) telles que �z

�

2

c

0

d

0

et � �� � . Il n'y a que deux cas int�eressants qui sont d'ailleurs

analogues :

1) z

�

2 FV (c

0

) et �z

�

2 d

0

.

2) z

�

2 FV (d

0

) et �z

�

2 c

0

.

Analysons le premier :

D'apr�es le lemme 6.2, z

�

2 FV (c[b

1

=x

�

]) = (FV (c) � fx

�

g) [ FV (b

1

) ,

et le lemme 6.1 garantit l'existence d'une suite �

0

� � telle que �z

�

0

2

d[b

2

=x

�

] .

Il y a quatre possibilit�es :

� Si z

�

2 FV (c)� fx

�

g et �z

�

0

2 d , absurde car cd j= INV .

� Si z

�

2 FV (b

1

) = FV (b) et �z

�

0

2 d , absurde car (�x:a)b j= INV .

� Si z

�

2 FV (c) � fx

�

g et �z

�

0

2 b

2

, alors il existe �

00

� �

0

telle que

�z

�

00

2 b ce qui est aussi absurde car (�x:a)b j= INV .

� Si z

�

2 FV (b

1

) = FV (b) et �z

�

0

2 b

2

, absurde car b j= INV .
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III) Si a = �y

�

:c , alors (�y

�

:c)[b=x

�

] ! �y

�

:c[b=x

�

] . Pour appliquer H.R. il faut

montrer que (�x

�

:c)b j= INV avec l'hypoth�ese (�x

�

:(�y

�

:c))b j= INV

I1) (�x

�

:c)b j= I1 est �evident en tenant compte de l'hypoth�ese.

I2) Supposons qu'il existe des suites � , � et z 2 V telles que

z

�

2 FV ((�x

�

:c)b) , �z

�

2 (�x

�

:c)b et � �� � .

Il y a deux cas int�eressants :

� Si z

�

2 FV (b) et �z

�

2 c , on a une contradiction �a cause de l'hypo-

th�ese.

� Si z

�

2 FV (c)� fx

�

g et �z

�

2 b , il y a deux cas �a consid�rer :

? Si z

�

6= y

�

, alors z

�

2 FV (�x

�

:(�y

�

:c)) , impossible par l' hypo-

th�ese.

? Si z

�

= y

�

, alors z = y et � = � d'o�u �y

�

2 b et � �� � ce qui

est aussi impossible d'apr�es l'hypoth�ese.

On peut donc appliquer l'H.R. pour obtenir

�y

�

:c[b=x

�

]!!

�

�y

�

:c

0

avec c[b=x

�

]!! c

0

et c

0

�

�

c[[b=x

�

]]

Alors �y

�

:c

0

�

�

�y

�

:c[[b=x

�

]] = (�y

�

:c)[[b=x

�

]] car y

�

62 FV (b) .

Il nous reste �a d�emontrer que �y

�

:c

0

j= INV en sachant c

0

j= INV .

I1) Supposons �y

�

2 c

0

avec � �� � . D'apr�es le lemme 6.1 il existe �

0

� �

telle que �y

�

0

2 c[b=x

�

] . Les deux options �y

�

0

2 c et �y

�

0

2 b sont

impossibles �a cause de l'hypoth�ese.

I2) Supposons y

�

2 FV (c

0

) avec � �� � et � 6= � . Le lemme 6.2 nous

assure

y

�

2 FV (c[b=x

�

]) = FV (b) [ (FV (c)� fx

�

g) .

Et les deux options y

�

2 FV (b) et y

�

2 FV (c)�fx

�

g sont aussi impos-

sibles �a cause de l'hypoth�ese.

2

Nous avons donc d�emontr�e la partie cruciale du th�eor�eme de simulation. Nous

g�en�eralisons la proposition pr�ec�edente au cas o�u la �-contraction �a lieu �a l'int�erieur

du terme.

Proposition 6.3 Soient a; b 2 �

e

tels que a j= INV et a !

�

b , alors il existe

t 2 �

e

tel que a!!

��

t , t �

�

b et t j= INV .

D�emonstration

Par r�ecurrence sur la structure de a .

I) Si a 2 V

e

, il n'y a rien �a d�emontrer.
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II) Si a = c d , il y a trois cas selon l'occurrence du radical :

1. Si c!

�

c

0

, par H.R. il existe t

0

tel que c!!

��

t

0

, t

0

�

�

c

0

et t

0

j= INV .

Il su�t de prendre t = t

0

d . En suivant la m�ethode de la proposition

pr�ec�edente on v�eri�e sans di�cult�e t j= INV .

2. Si d!

�

d

0

, c'est analogue au cas pr�ec�edent.

3. Si c = �x

�

:e et b = e[[d=x

�

]] , on a

a = (�x

�

:e)d!

��

e[d=x

�

]

P6:2

!!

��

t ;

o�u t �

�

e[[d=x

�

]] et t j= INV .

III) Si a = �x

�

:c , il existe d tel que c !

�

d et b = �x

�

:d . Par H.R. il existe t

0

tel que c !!

��

t

0

, t

0

�

�

b et t

0

j= INV . Il su�t de prendre t = �x

�

:t

0

. La

m�ethode de la proposition pr�ec�edente permet encore de v�eri�er t j= INV .

2

Remarque 6.6 Pour tout terme a 2 �

e

, il existe b 2 �

e

tel que a �

�

b et

b j= INV .

D�emonstration

Par r�ecurrence sur a . Le cas d�elicat est a = c d . Par H.R. il existe c

0

; d

0

2 �

e

tels que c

0

; d

0

j= INV . Chaque �x

�

2 c

0

tel que �x

�

2 d

0

ou x

�

2 FV (d

0

) avec

� �� � doit être �-converti. On choisit pour cette �-conversion une variable frâ�che

non �etiquet�ee qui ne soit ni libre ni li�ee dans c

0

d

0

. On est sûr donc que la clause 6

de la d�e�nition de m�eta-substitution (cf. d�e�nition 1.18) ne sera jamais utilis�ee, de

sorte qu'il n'y aura pas d'apparition de nouvelles variables pendant ce proced�e.

2

Un raisonnement par r�ecurrence sur la quantit�e de �-contractions dans la �-

d�erivation fournit la preuve du th�eor�eme de simulation.

Th�eor�eme 6.2 Soient a; b 2 �

e

tels que a !!

�

b , alors il existe a

0

; b

0

2 �

e

tels

que a

0

!!

��

b

0

, a

0

�

�

a , b

0

�

�

b , a

0

j= INV et b

0

j= INV .

Si a j= INV , on peut choisir a

0

= a .

D�emonstration

Rappelons d'abord que !!

�

= (� [ �

�

)

�

(cf. d�e�nition 1.21). Donc, puisque la �-

congruence contient l'identit�e syntaxique, la d�erivation a!!

�

b peut s'ecrire ainsi :

a �

�

a

1

!

�

b

1

�

�

a

2

!

�

: : :!

�

b

n

�

�

b :

Nous montrons le th�eor�eme par r�ecurrence sur n .

Si n = 1 , alors a �

�

a

1

!

�

b

1

�

�

b . D'apr�es la remarque pr�ec�edente il existe a

0

tel que a

0

j= INV et a

0

�

�

a . Le lemme A.7 fournit b

1

0

2 �

e

tel que a

0

!

�

b

1

0

et
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b

1

0

�

�

b

1

.

La proposition pr�ec�edente donne b

1

00

tel que a

0

!!

��

b

1

00

, b

1

00

j= INV et b

1

00

�

�

b

1

0

.

Donc, il su�t de prendre b

0

= b

1

00

.

Le diagramme suivant illustre cette situation :

a �

�

a

1

-

�

b

1

�

�

b

a

0

b

1

0

H

H

H

H

H

H

Hj

j

��

-

�

b

1

00

Il nous reste donc �a montrer l'�etape inductive.

Supposons que a

n

!!

�

c!

�

d �

�

b . L'hypoth�ese de r�ecurrence assure l'existence

de a

0

; c

0

2 �

e

tel que a

0

!!

��

c

0

, a

0

�

�

a , c

0

�

�

c et a

0

; c

0

j= INV . Le lemme A.7

nous fournit d

0

2 �

e

tel que c

0

!

�

d

0

et d

0

�

�

d .

Le th�eor�eme �etant d�ej�a d�emontr�e pour n = 1 , on a d

00

2 �

e

tel que c

0

!!

��

d

00

,

d

00

�

�

d

0

et d

00

j= INV . Donc, a

0

!!

��

d

00

, d

00

�

�

b , et il su�t de prendre b

0

= d

00

.

Le diagramme suivant illustre cette situation :

a

--

�

--

��

c

-

�

d �

�

b

a

0

c

0

d

0

@

@

@

@R

R

��

-

�

d

00

2

6.4 Con
uence du �-calcul

La strat�egie de r�eduction que nous pr�esentons dans la section 6.6 n�ecessite l'exis-

tence et unicit�e des �-formes normales. A�n d'obtenir l'unicit�e nous montrons la

con
uence du �-calcul. Pour cela, nous divisons le calcul en deux sous-calculs : le

�

1

-calcul qui g�ere les renommages, et le �

2

-calcul qui g�ere les substitutions. Nous

montrons d'abord que ces deux r�eductions commutent. Pour pouvoir appliquer le

th�eor�eme de Hindley-Rossen (cf. th�eor�eme 1.1), il su�t de montrer la con
uence

des deux calculs s�epar�ement. Notre proc�ed�e est le même pour les deux calculs : nous

montrons la con
uence locale par analyse par cas, et la noeth�erianit�e, en exhibant

des fonctions de poids ad�equates, et nous concluons grâce au lemme de Newman (cf.

lemme 1.3).



130 CHAPITRE 6. LE ��-CALCUL

Puisque dans la section suivante nous montrons la noeth�erianit�e du �-calcul, il

su�t en fait de montrer la con
uence locale, ce qui en principe semble plus �econo-

mique. Mais la seule �economie est au niveau des preuves de normalisation de �

1

et

�

2

, qui sont tr�es simples. En e�et, une preuve de con
uence locale requiert l'analyse

de tous les paires critiques de �

1

(test�es pour la con
uence locale de �

1

), de �

2

(test�es pour la con
uence locale de �

2

) et de ceux engendr�es par l'interaction des

r�egles de �

1

avec des r�egles de �

2

(test�es pour la commutation). On gagne donc, en

divisant une preuve tr�es longue en trois, un r�esultat suppl�ementaire : la commutation

de deux sous-syst�emes.

D�e�nition 6.6 On d�e�nit deux sous-calculs du �-calcul :

1. Le �

1

-calcul, dont les r�egles sont (App1), (Abs1), (Var1), (App2), (Abs2) et

(Var2).

2. Le �

2

-calcul, dont les r�egles sont (App), (Abs), (Var=), (Var).

Proposition 6.4 Les r�eductions �

1

et �

2

commutent.

D�emonstration

D'apr�es le lemme 1.2, il su�t de montrer

a

�

�

�3

Q

Q

Qs

a

1

a

2

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

a

0

�

1

�

2

On le fera par r�ecurrence sur la complexit�e de a .

I) Si a 2 V

e

, alors a est en �

1

-forme normale et il n'y a rien �a d�emontrer.

II) Si a = bc , il y a quatre possibilit�es :

i) Les deux r�eductions ont lieu dans b . Par H.R. on obtient b

0

tel que

b

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

b

2

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

0

�

1

�

2

. Donc, bc

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

c

b

2

c

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

0

c .

�

1

�

2

ii) Les deux r�eductions ont lieu dans c . On raisonne comme dans le cas

pr�ec�edent.
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iii) La �

2

-r�eduction a lieu dans b et la �

1

-r�eduction a lieu dans c . Dans ce

cas on compl�ete le diagramme de la fa�con suivante :

bc

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

c

bc

1

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

1

c

1

�

1

�

2

iv) La �

2

-r�eduction a lieu dans c et la �

1

-r�eduction a lieu dans b . Analogue

au cas pr�ec�edent.

III) Si a = �z:b , les deux r�eductions auront lieu dans b . Par H.R. on obtient b

0

tel que

b

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

b

2

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

0

�

1

�

2

. Donc, �z:b

�

�

�3

Q

Q

Qs

�z:b

1

�z:b

2

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

�z:b

0

:

�

1

�

2

IV) Si a = b[c=z] , on consid�ere les deux possibilit�es suivantes :

i) Le �

2

-radical n'est pas �a la racine. Alors il y a quatre sous-cas �a consid�erer :

i.1) Si les deux r�eductions ont lieu dans b , alors par H.R. on obtient b

0

tel que

b

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

b

2

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

0

�

1

�

2

. Donc, b[c=z]

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

[c=z]

b

2

[c=z]

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

0

[c=z] :

�

1

�

2

i.2) Si les deux r�eductions ont lieu dans c , c'est analogue au cas pr�ec�e-

dent.

i.3) Si la �

2

-r�eduction a lieu dans b et la �

1

-r�eduction a lieu dans c ,

alors on compl�ete le diagramme de la fa�con suivante :

b[c=z]

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

[c=z]

b[c

1

=z]

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

1

[c

1

=z]

�

1

�

2
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i.4) Si la �

2

-r�eduction a lieu dans c et la �

1

-r�eduction a lieu dans b ,

c'est analogue au cas pr�ec�edent.

ii) Le �

2

-radical est �a la racine. Alors il y a quatre sous-cas �a consid�erer

selon la r�egle du �

2

-calcul qu'on utilise :

ii.1) Si la r�egle est (Var=), le diagramme se compl�ete comme suit :

z[c=z]

�

�

�

�

�3

Q

Q

Qs

c

z[c

1

=z]

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

3

c

1

�

1

�

2

ii.2) Si la r�egle est (Var), le diagramme se compl�ete comme suit :

y[c=z]

�

�

�

�

�3

Q

Q

Qs

y

y[c

1

=z]

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

3

y

�

1

�

2

ii.3) Si la r�egle est (App), il y a trois possibilit�es selon le sous-terme o�u

la �

1

-r�eduction aura lieu :

ii.3.1) Si la �

1

-r�eduction a lieu dans la premi�ere composante de l'ap-

plication, alors on compl�ete le diagramme :

bc[d=z]

�

�

�3

Q

Q

Q

Q

Q

Qs

b[dh1i=z]c[dh2i=z]

b

1

c[d=z]

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

1

[dh1i=z]c[dh2i=z]

�

1

�

2

ii.3.2) Si la �

1

-r�eduction a lieu dans la deuxi�eme composante de l'ap-

plication, on proc�ede de mani�ere analogue au cas pr�ec�edent.

ii.3.3) Si la �

1

-r�eduction a lieu sous la substitution, on compl�ete le

diagramme de la fa�con suivante :

bc[d=z]

�

�

�3

Q

Q

Q

Q

Q

Qs

b[dh1i=z]c[dh2i=z]

bc[d

1

=z]

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b[d

1

h1i=z]c[d

1

h2i=z]

�

1

�

2
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ii.4) Si la r�egle est (Abs), il y a deux possibilit�es selon le sous-terme o�u

la �

1

-r�eduction aura lieu :

ii.4.1) Si la �

1

-r�eduction a lieu sous l'abstraction, on ferme le dia-

gramme :

(�y:b)[c=z]

�

�

�3

Q

Q

Qs

�y:(b[c=z])

(�y:b

1

)[c=z]

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

�y:(b

1

[c=z])

�

1

�

2

ii.4.2) Si la �

1

-r�eduction a lieu sous la substitution, on compl�ete le

diagramme :

(�y:b)[c=z]

�

�

�3

Q

Q

Qs

�y:(b[c=z])

(�y:b)[c

1

=z]

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

�y:(b[c

1

=z])

�

1

�

2

V) Si a = bhki , on consid�ere les deux possibilit�es suivantes :

i) Le �

1

-radical n'est pas �a la racine. Et comme le �

2

-radical doit se trouver

dans b , par H.R. on obtient b

0

tel que

b

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

b

2

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

0

�

1

�

2

. Donc, bhki

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

hki

b

2

hki

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

0

hki :

�

1

�

2

ii) Le �

1

-radical est �a la racine. Alors il y a trois sous-cas �a consid�erer selon

la r�egle du �

1

-calcul qu'on utilise :

ii.1) Le cas b 2 V

e

est impossible car dans ce cas bhki est en �

2

-forme

normale.

ii.2) Si la r�egle utilis�ee est (Appk), il y a deux sous-cas analogues selon la

composante de l'application o�u se trouve le �

2

-radical. Compl�etons

le diagramme pour l'un de ces cas :

(bc)hki

�

�

�3

Q

Q

Qs

(b

1

c)hki

bhkichki

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

1

hkichki

�

1

�

2
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ii.3) Si la r�egle utilis�ee est (Absk), la �

2

-r�eduction aura lieu sous l'abs-

traction, plus pr�ecis�ement si b!

�

2

b

0

, on compl�ete le diagramme de

la fa�con suivante :

(�z:b)hki

�

�

�

�3

Q

Q

Qs

(�z:b

0

)hki

�z

k

:(bhki[z

k

=z])

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

3

�z

k

:(b

0

hki[z

k

=z])

�

1

�

2

2

Nous donnons maintenant une preuve tr�es simple de la noeth�erianit�e de �

1

et de

�

2

. Dans la section suivante nous montrons ind�ependemment la noeth�erianit�e de � ,

qui entrâ�ne �evidemment celle de �

1

et �

2

. Nous voulons quand même inclure ces

deux preuves car elles renseignent sur le poids polynomial correspondant �a chacun

des sous-calculs.

Proposition 6.5 La r�eduction �

1

est noeth�erienne.

D�emonstration

On d�e�nit une fonction de poids P : �

e

! IN par

P (u) = 1 (x 2 V

e

)

P (ab) = P (a) + P (b) + 1

P (�u:a) = P (a) + 1

P (ahki) = 3 � P (a)

P (a[b=u]) = P (a) + P (b)

1. Pour chaque r�egle a! b de �

1

on v�eri�e sans di�cult�e que P (a) > P (b) .

2. On montre par r�ecurrence sur la complexit�e du contexte que pour chaque

contexte C et pour chaque r�egle a! b de �

1

on a P (C(a)) > P (C(b)) .

2

Proposition 6.6 La r�eduction �

2

est noeth�erienne.

D�emonstration

On d�e�nit une fonction de poids Q : �

e

! IN par

Q(u) = 1 (x 2 V

e

)

Q(ab) = Q(a) +Q(b) + 1

Q(�u:a) = Q(a) + 1

Q(ahki) = Q(a)

Q(a[b=u]) = 2 �Q(a) �Q(b)
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et le reste de la d�emonstration est analogue �a la d�emonstration de la proposition

pr�ec�edente.

2

Proposition 6.7 La r�eduction �

1

est localement con
uente.

D�emonstration

L'algorithme de superposition de Knuth-Bendix pourrait, en principe, nous donner

une d�emonstration imm�ediate; or, il n'est pas certain qu'on puisse appliquer ce

r�esultat �a notre calcul, �etant donn�e la pr�ec�edence soulign�ee dans la d�e�nition 6.2.

On montre donc la proposition par r�ecurrence sur la complexit�e de a .

I) Si a est une variable, a est en �

1

-forme normale et il n'y a rien �a d�emontrer.

II) Si a = bc , il y a deux possibilit�es essentiellement di��erentes :

i) Les deux r�eductions ont lieu simultan�ement dans b ou elles ont lieu si-

multan�ement dans c . Examinons, par exemple, le premier cas. Par H.R.

il existe b

0

tel que

b

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

b

2

�

1

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

3

b

0

�

1

�

1

. Donc, bc

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

c

b

2

c

�

1

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

3

b

0

c :

�

1

�

1

ii) Une r�eduction a lieu dans b et l'autre dans c . Alors on compl�ete le

diagramme :

bc

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

c

bc

1

�

1

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

1

c

1

�

1

�

1

III) Si a = �z:b , les deux r�eductions ont lieu dans b et par H.R. on obtient b

0

tel

que

b

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

b

2

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

3

b

0

�

1

�

1

. Donc, �z:b

�

�

�3

Q

Q

Qs

�z:b

1

�z:b

2

�

1

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

3

�z:b

0

:

�

1

�

1
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IV) Si a = b[c=z] , il y a deux possibilit�es essentiellement di��erentes :

i) Les deux r�eductions ont lieu simultan�ement dans b ou elles ont lieu si-

multan�ement dans c . Examinons, par exemple, le premier cas. Par H.R.

il existe b

0

tel que

b

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

b

2

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

3

b

0

�

1

�

1

. Donc, b[c=z]

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

[c=z]

b

2

[c=z]

�

2

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

3

b

0

[c=z] :

�

1

�

1

ii) Une r�eduction a lieu dans b et l'autre dans c . Alors on compl�ete le

diagramme :

b[c=z]

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

[c=z]

b[c

1

=z]

�

1

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

1

[c

1

=z]

�

1

�

1

V) Si a = bhki on consid�ere les deux possibilit�es suivantes :

i) Aucun des �

1

-radicaux ne se trouve �a la racine. Alors les deux r�eductions

ont lieu dans b et par H.R. il existe b

0

tel que

b

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

b

2

�

1

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

3

b

0

�

1

�

1

. Donc, bhki

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

hki

b

2

hki

�

1

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

3

b

0

hki

�

1

�

1

ii) Au moins l'un des �

1

-radicaux est �a la racine. Supposons que l'autre

r�eduction n'a pas lieu �a la racine, autrement le r�esultat est �evident. On

consid�ere trois sous-cas selon la r�egle utilis�ee :

ii.1) Si la r�egle est (Vark), l'autre r�eduction a n�ecessairement lieu �a la

racine, ce qui contredit notre supposition.

ii.2) Si la r�egle est (Appk), il y a deux sous-cas analogues selon que la

r�eduction qui n'a pas lieu �a la racine a lieu dans c ou dans d . Sup-
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posons qu'elle a lieu dans c et compl�etons le diagramme :

(cd)hki

�

�

�3

Q

Q

Qs

(c

1

d)hki

chkidhki

�

1

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

c

1

hkidhki

�

1

�

1

ii.3) Si la r�egle est (Absk), la r�eduction qui n'a pas lieu �a la racine a lieu

dans c . Supposons donc que c !

�

1

c

0

, et compl�etons le diagram-

me :

(�z:c)hki

�

�

�

�3

Q

Q

Qs

(�z:c

0

)hki

�z

k

:(chki[z

k

=z])

�

1

�

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

�z

k

:(c

0

hki[z

k

=z])

�

1

�

1

2

Proposition 6.8 La r�eduction �

2

est localement con
uente.

D�emonstration

La d�emonstration suit les lignes de la d�emonstration de la proposition pr�ec�edente.

On d�emontre la con
uence locale par r�ecurrence sur la complexit�e du terme a sur

lequel s'e�ectuent les �

2

-r�eductions.

Les cas a 2 V

e

, a = bc et a = �z:b �etant exactement analogues �a ceux de la

d�emonstration pr�ec�edente, on se contente d'�etudier les deux autres cas.

I) Si a = bhki , les �

2

-r�eductions ont lieu dans b . Par H.R. on sait qu'il existe

b

0

tel que

b

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

b

2

�

2

�

2

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

3

b

0

�

2

�

2

. Donc, bhki

�

�

�3

Q

Q

Qs

b

1

hki

b

2

hki

�

2

�

2

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

3

b

0

hki :

�

2

�

2

II) Si a = b[c=z] , il y a deux possibilit�es :

i) Aucun des �

2

-radicaux ne se trouve �a la racine. L'�etude de ce sous-cas

est exactement analogue au cas IV) de la d�emonstration pr�ec�edente.
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ii) Un radical se trouve �a la racine et l'autre �a l'int�erieur. Alors il y a quatre

sous-cas selon la r�egle qu'on utilise pour r�eduire le radical �a la racine.

ii.1) Si la r�egle est (Var=), on compl�ete le diagramme :

z[c=z]

�

�

�

�

�3

Q

Q

Qs

c

z[c

2

=z]

�

2

�

2

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

3

c

2

�

2

�

2

ii.2) Si la r�egle est (Var), le diagramme se compl�ete comme suit :

y[c=z]

�

�

�

�

�3

Q

Q

Qs

y

y[c

1

=z]

�

2

�

2

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

3

y

�

2

�

2

ii.3) Si la r�egle est (App), il y a trois possibilit�es selon le sous-terme o�u

la r�eduction int�erieure a lieu :

ii.3.1) Si la r�eduction int�erieure a lieu dans la premi�ere composante

de l'application, on compl�ete le diagramme :

bc[d=z]

�

�

�3

Q

Q

Q

Q

Q

Qs

b[dh1i=z]c[dh2i=z]

b

1

c[d=z]

�

2

�

2

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b

1

[dh1i=z]c[dh2i=z]

�

2

�

2

ii.3.2) Si la r�eduction int�erieure a lieu dans la deuxi�eme composante

de l'application, on raisonne comme dans le cas pr�ec�edent.

ii.3.3) Si la r�eduction int�erieure a lieu sous la substitution, on com-

pl�ete le diagramme de la fa�con suivante :

bc[d=z]

�

�

�3

Q

Q

Q

Q

Q

Qs

b[dh1i=z]c[dh2i=z]

bc[d

1

=z]

�

2

�

2

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

b[d

1

h1i=z]c[d

1

h2i=z]

�

2

�

2

ii.4) Si la r�egle est (Abs), il y a deux possibilit�es selon le sous-terme o�u

la r�eduction int�erieure a lieu :

ii.4.1) Si la r�eduction int�erieure a lieu sous l'abstraction, on compl�ete
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le diagramme :

(�y:b)[c=z]

�

�

�3

Q

Q

Qs

�y:(b[c=z])

(�y:b

1

)[c=z]

�

2

�

2

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

�y:(b

1

[c=z])

�

2

�

2

ii.4.2) Si la r�eduction int�erieure a lieu sous la substitution, on com-

pl�ete le diagramme :

(�y:b)[c=z]

�

�

�3

Q

Q

Qs

�y:(b[c=z])

(�y:b)[c

1

=z]

�

2

�

2

p

p

p

p

p

p

p

p

p

s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

3

�y:(b[c

1

=z])

�

2

�

2

2

Th�eor�eme 6.3 La �-r�eduction est con
uente.

D�emonstration

Puisque noeth�erienit�e et con
uence locale entrâ�nent con
uence (cf. lemme 1.3), les

propositions 6.5, 6.6, 6.7 et 6.8 nous garantissent la con
uence de �

1

et �

2

.

Or, � = �

1

[�

2

et �

1

et �

2

commutent par la proposition 6.4. On a, donc, les hypo-

th�eses du Th�eor�eme de Hindley-Rosen (th�eor�eme 1.1) qui nous fournit la con
uence

de � .

2

6.5 Noeth�erianit�e du �-calcul

La con
uence du �-calcul nous garantit l'unicit�e des formes normales, tandis

que l'existence est assur�ee par la noeth�erianit�e du calcul. Dans cette section nous

montrons la noeth�erianit�e par r�ecurrence sur la complexit�e des termes. La remarque

6.7 nous permet de traiter les cas des applications et des abstractions. Le cas des

renommages est regl�e grâce au lemme6.5. Ce lemmen�ecessite un sous-lemme (lemme

6.4) : certaines substitutions sur des termes fortement normalisables sont fortement

normalisables. En�n le lemme 6.6 nous permet de r�egler le cas des substitutions en

g�en�eral.

Notation 6.3 Dans cette section SN notera le sous-ensemble de �� des termes

fortement normalisables, i.e. ceux �a partir desquels il n'y a pas de r�eductions in�nies.

Si a 2 SN , prof(a) d�enotera la profondeur de a , i.e. la longueur de la r�eduction

la plus longue qui est d'ailleurs bien d�e�nie grâce au lemme de K�onig. D'autre part,

lg(a) notera la longueur ou complexit�e de a d�e�nie de fa�con �evidente.
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Remarque 6.7 Pour tous a; b 2 �� , u 2 V

e

on a :

1. ab 2 SN ssi a 2 SN et b 2 SN .

2. �u:a 2 SN ssi a 2 SN .

D�emonstration

Les r�egles du �-calcul ne r�eduisent ni les applications ni les abstractions.

2

Lemme 6.4 Soient a 2 SN , n � 0 , hk

1

; � � � ; k

n

i 2 f1; 2g

�

; et u; v 2 V

e

. Alors

a[vhk

1

i � � � hk

n

i=u] 2 SN .

D�emonstration

On le montre par r�ecurrence sur (prof(a); lg(a); n) .

Le cas (prof(a); lg(a); n) = (0; 1; 0) se r�eduit �a d�emontrer que pour toute variable

w 2 V

e

, w[v=u] 2 SN , ce qui est imm�ediat. Soit donc a[vhk

1

i � � � hk

n

i=u] tel que

(prof(a); lg(a); n) > (0; 1; 0) et d�emontrons qu'il est fortement normalisable en v�e-

ri�ant que tous les r�eduits possibles sont fortement normalisables.

i) La r�eduction a lieu dans a . On a donc

a[vhk

1

i � � � hk

n

i=u]!

�

a

0

[vhk

1

i � � � hk

n

i=u] ,

et on peut appliquer l'H.R. �a ce dernier terme car prof(a

0

) < prof(a) .

ii) La r�eduction a lieu dans vhk

1

i � � � hk

n

i . Dans ce cas il n'y a qu'une r�eduction

possible :

a[vhk

1

i � � � hk

n

i=u]!

�

a[vhk

0

1

i � � � hk

0

n�1

i=u] , o�u k

0

i

= k

i+1

,

et on peut appliquer l'H.R. �a ce dernier terme car n a diminu�e de 1, la pro-

fondeur et longueur n'ayant pas chang�e.

iii) La r�eduction a lieu �a la racine. Il y a quatre sous-cas selon la r�egle utilis�ee :

iii.1) La r�egle est (Var), alors le r�eduit est une variable qui est fortement

normalisable.

iii.2) La r�egle est (Var=), alors le r�eduit est vhk

1

i � � � hk

n

i qui est aussi forte-

ment normalisable (on le v�eri�e par r�ecurrence sur n).

iii.3) La r�egle est (App). On a donc

(bc)[vhk

1

i � � � hk

n

i=u]!

�

(b[vhk

1

i � � � hk

n

ih1i=u])(c[vhk

1

i � � � hk

n

ih2i=u]) .

Puisque prof(bc) � prof(b) , prof(bc) � prof(c) , lg(bc) > lg(b) et

lg(bc) > lg(c) , on peut utiliser l'H.R. pour conclure que

b[vhk

1

i � � � hk

n

ih1i=u] 2 SN et c[vhk

1

i � � � hk

n

ih2i=u] 2 SN .
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La remarque pr�ec�edente nous garantit que le r�eduit est fortement norma-

lisable.

iii.4) La r�egle est (Abs). On a donc

(�w:b)[vhk

1

i � � � hk

n

i=u]!

�

�w:(b[vhk

1

i � � � hk

n

i=u])

Mais, prof(�w:b) = prof(b) et lg(�w:b) > lg(b) ; donc, on applique l'H.R.

pour obtenir (b[vhk

1

i � � � hk

n

i=u]) 2 SN , et la remarque pr�ec�edente nous

permet encore une fois de conclure.

2

Lemme 6.5 Soient a 2 �� et k 2 f1; 2g . Si a 2 SN , alors ahki 2 SN .

D�emonstration

On le montre par r�ecurrence sur (prof(a); lg(a)) .

Le cas (prof(a); lg(a)) = (0; 1) se r�eduit �a montrer que pour u 2 V

e

, uhki 2 SN ,

ce qui est �evident. Soit donc ahki tel que (prof(a); lg(a)) > (0; 1) , et montrons qu'il

est fortement normalisable en v�eri�ant que tous les r�eduits possibles sont fortement

normalisables.

i) La r�eduction a lieu dans a . On a donc

ahki !

�

a

0

hki , o�u a!

�

a

0

et on peut appliquer l'H.R. �a ce dernier terme car prof(a

0

) < prof(a) .

ii) La r�eduction a lieu �a la racine. Il y a trois sous-cas selon la r�egle utilis�ee :

ii.1) La r�egle est (Vark), alors le r�eduit est une variable qui est fortement

normalisable.

ii.2) La r�egle est (Appk). On a donc

(bc)hki !

�

bhkichki

Puisque prof(bc) � prof(b) , prof(bc) � prof(c) , lg(bc) > lg(b) et

lg(bc) > lg(c) ; on peut utiliser l'H.R. pour conclure que bhki 2 SN et

chki 2 SN . La remarque pr�ec�edente nous garantit que le r�eduit est SN .

ii.3) La r�egle est (Absk). On a donc

(�u:b)hki !

�

�u

k

:(bhki[u

k

=u])

Mais, prof(�u:b) = prof(b) et lg(�u:b) > lg(b) ; donc, on applique l'H.R.

por obtenir bhki 2 SN , le lemme pr�ec�edent (cas n = 0) et la remarque

6.7 nous permettent de conclure.

2
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Lemme 6.6 Soient a; b 2 �� et u 2 V

e

. Si a 2 SN et b 2 SN , alors a[b=u] 2

SN .

D�emonstration

R�ecurrence sur (prof(a); lg(a);prof(b)) .

Le cas (prof(a); lg(a);prof(b)) = (0; 1; 0) se r�eduit �a montrer que pour toute variable

v 2 V

e

et pour tout b en �-forme normale, v[b=u] 2 SN , ce qui est imm�ediat.

Soit donc a[b=u] tel que (prof(a); lg(a);prof(b)) > (0; 1; 0) et montrons qu'il est

fortement normalisable en v�eri�ant que tous les r�eduits possibles sont SN .

i) La r�eduction a lieu dans a . On a donc

a[b=u]!

�

a

0

[b=u]

et on peut appliquer l'H.R. �a ce dernier terme car prof(a

0

) < prof(a) .

ii) La r�eduction a lieu dans b . On a

a[b=u]!

�

a[b

0

=u]

et on peut appliquer l'H.R. �a ce dernier terme car prof(b

0

) < prof(b) , la

profondeur et longueur de a n'ayant pas chang�e.

iii) La r�eduction a lieu �a la racine. Il y a quatre sous-cas selon la r�egle utilis�ee :

iii.1) La r�egle est (Var), alors le r�eduit est une variable qui est fortement

normalisable.

iii.2) La r�egle est (Var=), alors le r�eduit est b qui est aussi fortement norma-

lisable par hypoth�ese.

iii.3) La r�egle est (App). On a donc

(cd)[b=u]!

�

(c[bh1i=u])(d[bh2i=u])

Puisque prof(cd) � prof(c) , prof(cd) � prof(d) , lg(cd) > lg(c) et

lg(cd) > lg(d) , et comme bhki 2 SN par le lemme pr�ec�edent on peut

utiliser l'H.R. pour conclure que c[bh1i=u] 2 SN et c[bh2i=u] 2 SN . La

remarque 6.7 garantit que le r�eduit est SN .

iii.4) La r�egle est (Abs). On a donc

(�v:c)[b=u]!

�

�v:(c[b=u])

Mais, prof(�v:c) = prof(c) et lg(�v:c) > lg(c) ; donc, on applique l'H.R.

pour obtenir (c[b=u]) 2 SN , et la remarque 6.7 nous permet de conclure.

2

Th�eor�eme 6.4 Le �-calcul est noeth�erien.
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D�emonstration

On montrera que tout a 2 �� est fortement normalisable par r�ecurrence sur la

complexit�e de a .

{ Si a 2 V

e

, �evident.

{ Si a = bc , remarque 6.7.

{ Si a = �z:b , idem.

{ Si a = bhki , lemme 6.5.

{ Si a = b[c=y] , lemme 6.6.

2

Corollaire 6.1 Tout terme a 2 �� a une, et une seule, �-forme normale �(a) .

D�emonstration

Le th�eor�eme pr�ec�edent garantit l'existence de la forme normale, tandis que le th�eo-

r�eme 6.3 assure l'unicit�e.

2

La remarque suivante, dont la d�emonstration est imm�ediate, sera utilis�ee sans

mention explicite dans la suite.

Remarque 6.8 Soient a; b 2 �� et u 2 V

e

. On a les �egalit�es suivantes :

1. �(ab) = �(a)�(b)

2. �(�u:a) = �u:�(a)

3. �(ahki) = �(�(a)hki)

4. �(a[b=u]) = �(�(a)[�(b)=u])

6.6 Correction et con
uence du ��-calcul

Dans cette section nous montrons que le ��-calcul est correct par rapport au

�-calcul quand on utilise une certaine strat�egie de r�eduction, que nous appelons B�.

Nous avons d�ej�a montr�e que toute �-r�eduction correspond, �a �-congruence pr�es,

�a une application de (Beta) suivie de �-normalisation (cf. d�emonstration de la pro-

position 6.3). Nous montrons maintenant la r�eciproque : une application de (Beta)

suivie de �-normalisation correspond, �a �-congruence pr�es, �a un pas de �-r�eduction.

Proposition 6.9 Soit a 2 �

e

tel que a j= INV et a

Beta

�! a

0

, alors il existe t 2 �

e

tel que a!

�

t et t �

�

�(a

0

) .
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D�emonstration

On le montrera par r�ecurrence sur la complexit�e de a .

I) Si a 2 V

e

, alors a ne contient pas de (Beta)-radicaux et la proposition est

triviale.

II) Si a = bc , il y a trois sous-cas �a �etudier selon l'occurrence du (Beta)-radical :

i) Si b

Beta

�! b

0

, alors a

0

= b

0

c , et par H.R. on sait qu'il existe t

0

tel que

b!

�

t

0

et t

0

�

�

�(b

0

) . Mais alors bc!

�

t

0

c et t

0

c �

�

�(b

0

)c = �(b

0

c) .

ii) Si c

Beta

�! c

0

, analogue au cas pr�ec�edent.

iii) Si b = �u:d , alors a

0

= d[c=u] . D'apr�es la proposition 6.2 on obtient

t

0

2 �

e

tel que d[c=u] !!

�

t

0

et t

0

�

�

d[[c=u]] . D'o�u �(d[c=u]) = t

0

et,

�evidemment, (�u:d)c!

�

d[[c=u]] .

III) Si a = �u:b , alors b

Beta

�! b

0

et a

0

= �u:b

0

. Par H.R. on sait qu'il existe t

0

tel

que b!

�

t

0

et t

0

�

�

�(b

0

) . Mais alors �u:b!

�

�u:t

0

et �u:t

0

�

�

�u:�(b

0

) =

�(�u:b

0

) .

2

Nous montrons maintenant que la (Beta)-r�eduction suivie de �-normalisation

pr�eserve l'invariant.

Proposition 6.10 Soit a 2 �

e

tel que a j= INV et a

Beta

�! a

0

alors �(a

0

) j= INV .

D�emonstration

On le montrera par r�ecurrence sur la complexit�e de a .

I) Si a 2 V

e

, alors a ne contient pas de (Beta)-radicaux et la proposition est

triviale.

II) Si a = bc , il y a trois sous-cas �a �etudier selon l'occurrence du Beta-radical :

i) Si b

Beta

�! b

0

, alors a

0

= b

0

c , et par H.R., �(b

0

) j= INV . Mais �(a

0

) =

�(b

0

)c . On veut donc d�emontrer que �(b

0

)c j= INV .

I1) Le seul cas int�eressant est �z

�

2 �(b

0

) , �z

�

2 c et � �� � . Mais

alors le lemme 6.1 nous donne �

0

� � telle que �z

�

0

2 b , ce qui est

absurde car �

0

�� � et bc j= INV . Donc ce cas ne se produit pas.

I2) Il y a deux cas int�eressants �a consid�erer :

� Si z

�

2 FV (�(b

0

)) , �z

�

2 c et � �� � , alors le lemme 6.2 nous

assure z

�

2 FV (b) , absurde.

� Si z

�

2 FV (c) , �z

�

2 �(b

0

) et � �� � , mais alors le lemme 6.1

nous fournit �

0

� � telle que �z

�

0

2 b , ce qui est encore absurde.
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Donc, les cas gênants ne se produisent pas.

ii) Si c

Beta

�! c

0

, c'est analogue au cas pr�ec�edent.

iii) Si b = �u:d et la r�eduction a lieu �a la racine, alors a

0

= d[c=u] .La

proposition 6.2 assure l'existence de t 2 �

e

tel que a

0

!!

�

t et t j= INV .

Mais alors �(a

0

) = t , et donc �(a

0

) j= INV .

III) Si a = �z

�

:b , n�ecessairement b

Beta

�! b

0

et a

0

= �z

�

:b

0

. Par H.R. �(b

0

) j= INV .

On veut montrer �z

�

:�(b

0

) j= INV , car �(a

0

) = �z

�

:�(b

0

) .

I1) Le seul cas int�eressant est �z

�

2 �(b

0

) avec � �� � . Le lemme 6.1 nous

donne �

0

� � telle que �z

�

0

2 b , absurde. Donc ce cas est impossible.

I2) Le seul cas int�eressnat est z

�

2 FV (�(b

0

)) avec � �� � et � 6= � . Le

lemme 6.2 assure z

�

2 FV (b) , absurde. Donc ce cas est aussi impossible.

2

La proposition pr�ec�edente sugg�ere la strat�egie de r�eduction �a suivre : apr�es chaque

application de (Beta), �-r�eduire �a forme normale, de sorte que toutes les (Beta)-

r�eductions s'e�ectuent sur des termes dans �

e

. Plus pr�ecis�ement :

D�e�nition 6.7 Une ��-d�erivation est B� ssi les trois conditions suivantes sont

satisfaites :

1. La r�egle (Beta) n'est appliqu�ee qu'�a des termes dans �

e

.

2. Le premier terme de la r�eduction satisfait l'invariant.

3. Le dernier terme de la r�eduction appartient �a �

e

.

Quand a!!

��

b et la d�erivation est B� on utilesera la notation a

B�

!! b .

En�n nous montrons que, en suivant cette strat�egie de r�eduction, le ��-calcul

est correct par rapport au �-calcul, i.e que toute d�erivation B� correspond �a une �-

d�erivation du �-calcul. Nous montrons aussi que cette strat�egie pr�eserve l'invariant.

Th�eor�eme 6.5 Soient a; b 2 �

e

tels que a

B�

!! b alors b j= INV et a!!

�

b .

D�emonstration

Soit n le nombre des fois que la r�egle (Beta) est appliqu�ee pendant la r�eduction.

On montrera le th�eor�eme par r�ecurrence sur n .

Si n = 1 , la r�eduction est de la forme a

Beta

�! c !!

�

�(c) = b et le th�eor�eme est

exactement la proposition 6.9, car, rappelons-le, la �-congruence est implicite dans

!!

�

.

Supposons maintenant que a

B�

!! c

Beta

�! d !!

�

�(d) = b . Par H.R. c j= INV

et a !!

�

c . Puisque c j= INV , la proposition 6.10 garantit b j= INV , et la
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proposition 6.9 assure c!

�

b . Donc, a!!

�

b .

2

Nous avons donc une sorte de double simulation : la simulation (�a �-congruence

pr�es) du �-calcul dans le ��-calcul (cf. th�eor�eme 6.2) et la simulation (restreinte

aux B�-d�erivations) du ��-calcul dans le �-calcul. Nous pouvons donc utiliser la

con
uence de ce dernier pour obtenir un r�esultat de con
uence pour le �� calcul.

Th�eor�eme 6.6 La B�-d�erivation est con
uente �a �-congruence pr�es.

Plus pr�ecis�ement, si a; b; c 2 �

e

v�eri�ent a

B�

!! b et a

B�

!! c , il existe b

0

; c

0

2 �

e

tels que b

B�

!! b

0

, c

B�

!! c

0

et b

0

�

�

c

0

.

D�emonstration

D'apr�es le th�eor�eme pr�ec�edent, b; c j= INV , a!!

�

b et a!!

�

c . La con
uence du

�-calcul assure l'existence de d 2 �

e

tel que b!!

�

d et c!!

�

d .

Remarquons maintenant que les ��-d�erivations fournies par la proposition 6.3 et

le th�eor�eme 6.2 sont, en fait, des B�-d�erivations. Donc, selon ce dernier th�eor�eme,

il existe b

0

; c

0

2 �

e

tels que b

B�

!! b

0

, c

B�

!! c

0

et b

0

�

�

d �

�

c

0

.

2

Ce dernier th�eor�eme est le seul r�esultat de con
uence que nous avons obtenu

pour le ��-calcul. Cependant, si nous revenons �a l'exemple de perte de l'invariant

(cf. exemple 6.3) et continuons la d�erivation du terme a , nous arrivons �a la forme

normale �y

22

:y

22

. Il est facile de constater que, dans cet exemple, toute d�erivation

avec strat�egie B� conduit au même r�esultat. Nous posons donc la question suivante :

Question 6.1 La B�-d�erivation est-elle con
uente même en enlevant la restriction

\�a �-congruence pr�es"?

On peut trouver facilement un terme et deux d�erivations qui montrent que le

��-calcul n'est pas con
uent :

Exemple 6.5 Le ��-calcul n'est pas con
uent, même en partant d'un terme qui

satisfait INV .

Voici deux formes normales di��erentes du terme (�y:(�x:x)y)(�z:z) .

(�y:(�x:x)y)(�z:z)!!

��

(�y:y)(�z:z)!!

��

�z:z

(�y:(�x:x)y)(�z:z)!!

��

(�x:x)[(�z:z)h1i=y] y[(�z:z)h2i=y]!!

��

!!

��

(�x:x)(�z

2

:z

2

)!!

��

�z

2

:z

2

2
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Cependant, nous constatons que les formes normales sont �-congruentes. Nous

posons donc une deuxi�eme question :

Question 6.2 Le ��-calcul est-il con
uent, modulo �-congruence, quand on part

d'un terme satisfaisant l'invariant?
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Chapitre 7

Le ��-calcul

Dans ce chapitre nous pr�esentons le �� -calcul et montrons la normalisation faible

de ce calcul. C'est le seul r�esultat obtenu sur ce calcul jusqu'�a pr�esent. Nous consi-

d�erons donc que le plus gros du travail reste encore �a faire.

Le �� -calcul est un syst�eme de r�e�ecriture obtenu par orientation de la th�eorie

�equationnelle pr�esent�ee par T. Ehrhard (voir [Ehr88], annexe). Cette th�eorie provient

d'une axiomatisation d'un certain type de mod�eles des constructions. Le calcul de

constructions consid�er�e est une version modi��ee par T. Streicher [Str88] du Calcul

des Constructions de T. Coquand et G. Huet. Le calcul des constructions est une

th�eorie de types qui contient la logique intuitioniste d'ordre sup�erieur (syst�eme F

de Girard) et des types d�ependants du premier ordre comme dans le syst�eme de

Martin-L�of (voir [ML85]).

Le �� -calcul est proche du ��

*

-calcul. La di��erence essentielle entre �� et les

��-calculs que nous avons pr�esent�es dans cette th�ese se trouve au niveau de l'op�e-

rateur cons. En e�et, puisque la r�egle (Beta), n'utilise cet op�erateur que dans le cas

particulier o�u la substituion est id , l'id�ee de remplacer cons par un op�erateur unaire

surgit naturellement.

7.1 Pr�esentation du calcul

Dans cette section nous introduisons le calcul, caract�erisons les � -formes normales

et constatons la con
uence locale.

D�e�nition 7.1 La syntaxe du �� -calcul est donn�ee par :

Termes a ::= 1 j ab j �a j a[s]

Substitutions s ::= id j " j a= j s � t j * (s)

Les r�egles de r�eduction du �� -calcul sont donn�ees dans la �gure 7.1. Le � -calcul est

le sous-syst�eme du �� -calcul obtenu en enlevant la r�egle (Beta).

149
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(Beta) (�a)b �! a[b=]

(App) (ab)[s] �! a[s]b[s]

(Lambda) (�a)[s] �! �(a[* (s)])

(Clos) (a[s])[t] �! a[s � t]

(Fvar) 1[a=] �! a

(Fvlift1) 1[* (s)] �! 1

(Fvlift2) 1[* (s) � t] �! 1[t]

(Ass) (s � t) � u �! s � (t � u)

(MapEnv) (a=) � s �! * (s) � (a[s]=)

(Shift) " �(a=) �! id

(ShiftLift1) " � * (s) �! s� "

(ShiftLift2) " �(* (s) � t) �! s � (" �t)

(Lift1) * (s)� * (t) �! * (s � t)

(Lift2) * (s) � (* (t) � u) �! * (s � t) � u

(IdL) id � s �! s

(IdR) s � id �! s

(LiftId) * (id) �! id

(IdEnv) a[id] �! a

Fig. 7.1 - Le syst�eme de r�e�ecrirure ��

Notation 7.1 On note ��

t

l'ensemble des termes et ��

s

l'ensemble des substitu-

tions de ce calcul, tandis que �� = ��

t

[ ��

s

.

Th�eor�eme 7.1 Les � -formes normales sont donn�ees par :

Termes a ::= 1 j ab j �a j 1["

n

]

Substitutions s ::= id j "

n

j a= j * (s) j * (s) � "

n

j * (s) � a=

| {z }

s6=id

:

D�emonstration

D'abord on remarque que les termes et substitutions ainsi d�e�nis sont en fait des

formes normales. On montrera qu'il n'y en a pas d'autres.

Supposons que a[s] est en forme normale, alors a est n�ecessairement le terme

1 , autrement on aurait un (App), un (Lambda) ou un (Clos)-radical. Analysons

maintenant les possibilit�es pour s . On voit que s ne peut être qu'une composition

ou " , autrement on aurait un (IdEnv), un (Fvar) ou un (Fvlift1)-radical. Si s = t�u ,
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alors t =" n�ecessairement, autrement on aurait un (IdL), un (MapEnv), un (Ass)

ou un (Fvlift2)-radical. D�emontrons l'a�rmation suivante :

A�rmation Si " �u est en � -forme normale, u ="

n

.

On le montre par r�ecurrence sur la complexit�e de u . Si u a complexit�e 1, alors u ="

(u = id est impossible par (IdR)). Supposons donc " �u en f.n. et la complexit�e de

u non triviale, u ne peut être qu'une composition, autrement on aurait un (Shift)

ou un (ShiftLift1)-radical. Alors u = u

1

�u

2

, mais n�ecessairement u

1

=" , autrement

on aurait un (IdL), un (MapEnv), un (Ass) ou un (ShiftLift2)-radical. On conclut

par H.R. que u

2

="

m

, et donc u ="

m+1

. L'a�rmation est donc d�emontr�ee. 2

Alors s ="

n

et a[s] = 1["

n

] . Remarquons que si ab est en f.n., alors a et b sont

en f.n., et que si �a est en f.n., alors a est en f.n.. On a donc d�emontr�e que les

termes en forme normale sont exactement ceux d�ecrits dans l'enonc�e du th�eor�eme.

Etudions maintenant les substitutions en forme normale. Remarquons d'abord

que si a= est en f.n., alors a est en f.n., et que si * (s) est en f.n., alors s est en

f.n..

Il su�t d'�etudier les compositions car a= et * (s) , avec s 6= id peuvent avoir des

radicaux seulement �a l'int�erieur. Soit donc s � t en f.n. et analysons les possibilit�es

pour s et t . On constate que s ne peut être que " ou de la forme * (u) avec

u 6= id , autrement on aurait un (IdL), un (MapEnv) ou un (Ass)-radical. Si s =" ,

l'a�rmation pr�ec�edente nous assure que t ="

n

.

Soit donc * (u) � t , o�u u 6= id et analysons les possibilit�es pour t .

{ t 6= id , autrement on aurait un (IdR)-radical.

{ t 6=* (t

0

) , autrement on aurait un (Lift1)-radical.

{ t = a= est une possibilit�e valable si a est en f.n..

{ t =" est aussi une possibilit�e valable.

{ t = t

1

� t

2

, on continue l'analyse. D'apr�es ce qu'on vient de voir pour le cas de

la composition t

1

ne peut être que " ou * (t

0

1

) , mais ce dernier cas est exclu

par (lift2). Donc, t

1

=" , et l'a�rmation nous permet de conclure t

2

="

n

.

2

Notation 7.2 On note � l'ensemble des substitutions en � -forme normale. En

identi�ant comme d'habitude 1["

n

] avec l'entier de de Bruijn n , l'ensemble des

termes en forme normale s'identi�e avec l'ensemble des termes du �-calcul en no-

tation de de Bruijn. Donc, on conserve la notation � pour l'ensemble des termes

en forme normale du � -calcul.

Th�eor�eme 7.2 Le �� -calcul est localement con
uent.
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D�emonstration

D'abord on remarque que les r�egles pr�eservent les sortes. Apr�es on montre que le

syst�eme non typ�e est localement con
uent en utilisant le logiciel KB.

2

7.2 Noeth�erianit�e faible du �-calul

Nous montrons dans cette section, par r�ecurrence structurelle, que tous les termes

et substitutions du � -calcul sont faiblement normalisables, i.e. qu'il existe une � -

d�erivation qui aboutit �a une forme normale (th�eor�eme 7.3). Nous d�ecrivons aussi la

strat�egie �a suivre : leftmost-innermost, i.e. celle o�u �a chaque �etape de la d�erivation

on r�eduit le radical le plus �a gauche de l'ensemble des radicaux les plus internes.

Deux cas de cette r�ecurrence, les clôtures et compositions, demandent un travail

pr�ealable.

Nous proc�edons ainsi : pour montrer que a[s] et t � s sont faiblement norma-

lisables (w.n.), nous normalisons d'abord a !! a

0

, s !! s

0

et t !! t

0

, ce qui est

possible par H.R.. Il su�t donc de montrer que a

0

[s

0

] et t

0

� s

0

sont w.n. avec les

hypoth�eses aditionnelles a

0

2 � et t

0

; s

0

2 � (lemmes 7.5 et 7.6).

Nous continuons l'analyse seulement pour a

0

[s

0

] . Les mêmes lemmes interm�e-

diaires que nous devrons montrer pour arriver �a la normalisation faible de a

0

[s

0

] ,

serviront aussi pour �etablir que t

0

� s

0

est w.n..

On essaie donc de montrer que a

0

[s

0

] est w.n. par r�ecurrence sur a

0

. Le cas

a

0

= 1["

n

] est le seul qui n'est pas imm�ediat. Pour l'�etablir nous montrons que

"

n

� s

0

est w.n. par r�ecurrence sur n (lemme 7.4). Le cas n = 1 est le lemme 7.3.

Quand on etudie s

0

=* (u) � "

p

, on est ramen�e �a montrer que u � "

p+1

est w.n.

(lemme 7.2). En�n, le cas u = b= nous conduit �a montrer que b["

p+1

] est w.n.. Or,

quand on essaie une r�ecurrence sur b , le cas b = �b

0

oblige �a montrer un r�esultat plus

fort : b[*

m

("

p+1

)] est w.n. (lemme 7.1), o�u *

m

d�enote m applications cons�ecutives

de l'op�erateur * . Plus pr�ecid�ement :

D�e�nition 7.2 Soient s 2 ��

s

et m � 0 . On d�e�nit *

m

(s) par r�ecurrence sur

m de la fa�con suivante :

*

0

(s) = s

*

m+1

=* (*

m

(s))

Nous aurons besoin d'une notation pour abr�eger " �(" �(: : : � (" � s))) :

D�e�nition 7.3 Soient s; t 2 ��

s

et p � 0 . On d�e�nit s

p

� t par r�ecurrence sur p

ainsi :

s

0

� t = t

s

p+1

� t = s � (s

p

� t)

Notation 7.3 Dans le reste de ce chapitre f !! g d�enotera la � -d�erivation leftmost-

innermost et f ! g un pas de � -r�eduction en suivant cette strat�egie.
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Nous montrons d'abord une remarque g�en�erale qui sera utile pour les lemmes

suivants.

Remarque 7.1 Soient s 2 � et p; m; n � 0 . Alors :

i) "

p

� "

q

= "

p+q

.

ii) "

p+1

� s = "

p

� (" �s) .

iii) "

p+1

� s !!"

p+1

� s .

iv) Si m � p , alors "

p

� *

m

("

n

)!!"

n+p

.

v) Si m > p , alors "

p

� *

m

("

n

)!!*

m�p

("

n

) � "

p

.

D�emonstration

Les deux premiers �enonc�es se d�emontrent par r�ecurrence sur p .

Quant au troisi�eme, on constate que la d�erivation "

p+1

� s !!"

p+1

� s est en fait

la seule d�erivation possible : il n'y a qu'un radical (de type (Ass)) �a chaque �etape.

C'est donc apr�es avoir compl�et�e l'association �a droite que le " le plus �a droite peut

interagir avec s .

Montrons le quatri�eme et cinqui�eme simultan�ement. D'apr�es l'item pr�ec�edent

"

p

� *

m

("

n

) !!"

p

� *

m

("

n

) . Dans le r�eduit il n'y a qu'un radical : " � *

m

("

n

) .

La r�egle (ShiftLift1) permet alors que le " �a gauche du * , traverse le *

m

. Apr�es

application de cette r�egle on a : "

p�1

� (*

m�1

("

n

)� ") . A partir de maintenant on ne

trouve �a chaque �etape qu'un seul radical (de type (ShiftLift2)). Cette r�egle permet

alors que le " �a gauche du lift continue �a traverser le *

m�1

. Chaque passage de "

d�ecr�emente l'exposant du * de 1 . Il y a donc deux possibilit�es :

1. Tous les * sont consomm�es (m � p ), c'est le cas iv) et le r�eduit est "

n+p

.

2. Les " sont consomm�es avant les * (m > p ), c'est le cas v) et le r�eduit est

*

m�p

("

n

) � "

p

.

2

Nous pouvons d�ej�a commencer �a montrer les lemmes annonc�es au d�ebut de cette

section.

Lemme 7.1 Soient a 2 � , m � 0 et n � 1 . Alors il existe a

0

2 � tel que

a[*

m

("

n

)]!!

�

a

0

.

D�emonstration

On le montre par r�ecurrence sur a :

{ Si a = 1 , on consid�ere deux possibilit�es :

? Si m = 0 , alors 1[*

m

("

n

)] = 1["

n

] .
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? Si m > 0 , alors 1[*

m

("

n

)]! 1 , par (Fvlift1).

{ Si a = bc , alors (bc)[*

m

("

n

)] ! b[*

m

("

n

)]c[*

m

("

n

)] , et par H.R. il existe

b

0

; c

0

2 � tels que b[*

m

("

n

)] c[*

m

("

n

)]!! b

0

c

0

{ Si a = �b , alors (�b)[*

m

("

n

)] ! �(b[*

m+1

("

n

)] , et encore par H.R. on

obtient b

0

tel que b[*

m+1

("

n

)]!! b

0

, d'o�u (�b)[*

m

("

n

)]!! �b

0

.

{ Si a = 1["

p

] , alors on consid�ere :

? Si m � p , alors 1["

p

][*

m

("

n

)]! 1["

p

� *

m

("

n

)]!! 1["

n+p

] (par (Clos) et

remarque 7.1.iv) ).

? Si m > p , alors

1["

p

][*

m

("

n

)]! 1["

p

� *

m

("

n

)]!! 1[*

m�p

("

n

)� "

p

]! 1["

p

]

(par (Clos), remarque 7.1.v) et (Fvlift2)).

2

Lemme 7.2 Si s 2 � et p � 1 , alors il existe t 2 � telle que t 6= id et s� "

p

!! t .

D�emonstration

On le montrera par r�ecurrence sur s 2 � .

{ Si s = id , alors id � "

p

!"

p

(par (IdL)).

{ Si s = "

n

, alors "

n

� "

p

!!"

n+p

(par (Ass)).

{ Si s = a= , alors a=� "

p

!* ("

p

) � (a["

p

]=) !! * ("

p

) � a

0

= (par (MapEnv) et

lemme pr�ec�edent avec m = 0).

{ Si s =* (u) , alors * (u) � "

p

est en f.n..

{ Si s =* (u) � "

n

, alors (* (u) � "

n

)� "

p

!!* (u) � "

p+n

(par (Ass)).

{ Si s =* (u) � a= , alors

(* (u) � a=)� "

p

!* (u) � (a=� "

p

) !* (u) � (* ("

p

) � (a["

p

]=)) !!

!!* (u) � (* ("

p

) � a

0

=) !* (u � "

p

) � a

0

= !!* (t) � a

0

=

(par (Ass), (MapEnv), lemme pr�ec�edent avec m = 0, (Lift2) et H.R.).

Remarquons que le r�eduit obtenu est bien une f.n., car t 6= id , et que la stra-

t�egie suivie est innermost (on r�eduit d'abord a["

p

] , avant d'appliquer (Lift2)).

2

Lemme 7.3 Si s 2 � , alors il existe t 2 � telle que " � s!! t .
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D�emonstration

On le montrera par r�ecurrence sur s 2 � .

{ Si s = id , alors " � id !" (par (IdR)).

{ Si s = "

n

, alors " � "

n

= "

n+1

, qui est en f.n..

{ Si s = a= , alors " � a= ! id (par (Shift)).

{ Si s =* (u) , alors " � * (u) ! u � " (par (ShiftLift1)), et on utilise le lemme

pr�ec�edent.

{ Si s = * (u) � "

n

, alors " � (* (u) � "

n

) ! u � "

n+1

(par (ShiftLift2)), et on

utilise le lemme pr�ec�edent.

{ Si s = * (u) � a= , alors " �(* (u) � a=) ! u � (" � a=) ! u � id ! u (par

(ShiftLift2), (Shift) et (IdR)).

2

Lemme 7.4 Si s 2 � et n � 0 , alors il existe t 2 � telle que "

n

� s!! t .

D�emonstration

On le montre par r�ecurrence sur n . Le cas n = 0 est imm�ediat.

Consid�erons donc "

n+1

� s :

"

n+1

� s = " � ("

n

� s)

HR

!!" � t

0

o�u t

0

2 � , et par le lemme pr�ec�edent, il existe t 2 � telle que " � t

0

!! t .

Remarquons que la strat�egie est toujours innermost : on r�eduit la composition �a la

racine apr�es avoir r�eduit "

n

� s .

2

Lemme 7.5 Soient a 2 � et s 2 � , alors il existe a

0

2 � tel que a[s]!! a

0

.

D�emonstration

On le montre par r�ecurrence sur a . Remarquons que si s = id , il su�t de prendre

a

0

= a , grâce �a la r�egle (IdEnv). Supposons donc s 6= id .

{ Si a = 1 , on le montre en �etudiant s 2 � .

? Si s ="

n

, alors 1["

n

] 2 � .

? Si s = a= , alors 1[a=] ! a (par (Fvar)), et a 2 � car s 2 � .

? Si s =* (u) , alors 1[* (u)] ! 1 (par (Fvlift1)).

? Si s =* (u) � "

n

, alors 1[* (u) � "

n

] ! 1["

n

] (par (Fvlift2)).
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? Si s =* (u) � a= , alors 1[* (u) � a=] ! 1[a=] ! a (par (Fvlift2) et

(Fvar)), et a 2 � car s 2 � .

{ Si a = bc , alors (bc)[s] ! b[s] c[s] !! b

0

c

0

(par (App) et H.R.).

{ Si a = �b , alors (�b)[s] ! �(b[* (s)]) !! �b

0

(par (Lambda) et H.R. car

s 2 � et s 6= id entrâ�ne * (s) 2 �).

{ Si a = 1["

n

] , alors 1["

n

][s] ! 1["

n

� s] !! 1["

n

� s] !! 1[t] !! b 2 � (par

(Clos), remarque 7.1.iii), lemme pr�ec�edent et le cas a = 1 du lemme pr�esent).

2

Lemme 7.6 Soient s; t 2 � , alors il existe u 2 � telle que s � t !! u .

D�emonstration

On le montrera par r�ecurrence sur s 2 � .Remarquons que si t = id , il su�t de

prendre u = s , grâce �a la r�egle (IdR). Supposons donc t 6= id .

{ Si s = id , alors id � t ! t (par (IdL)).

{ Si s = "

n

, alors "

n

� t !!"

n

� t !! u 2 � (par la remarque 7.1.iii) et le lemme

7.4).

{ Si s = a= , alors a= � t !* (t) � (a[t]=) !!* (t) � a

0

= (par (MapEnv) et

lemme pr�ec�edent, car s 2 � entrâ�ne a 2 � ).

{ Si s =* (s

0

) , alors on le montre par analyse par cas, selon la structure de

t 2 � .

? Si t ="

n

, alors * (s

0

) � "

n

2 � .

? Si t = a= , alors * (s

0

) � a= 2 � .

? Si t =* (t

0

) , alors * (s

0

) � * (t

0

) !* (s

0

� t

0

) !!* (u

0

) (par (Lift1) et

H.R.). Si u

0

6= id , alors * (u

0

) 2 � et on prend u =* (u

0

) . Si u

0

= id ,

on prend u = id .

? Si t =* (t

0

) � "

n

, alors on a la r�eduction suivante :

* (s

0

) � (* (t

0

) � "

n

) !* (s

0

� t

0

) � "

n

!!* (u

0

) � "

n

(par (Lift2), H.R. et lemme 7.2). Si u

0

6= id , on prend u =* (u

0

)� "

n

2 � .

Si u

0

= id , on prend u ="

n

.

? Si t =* (t

0

) � a= , alors on a la r�eduction :

* (s

0

) � (* (t

0

) � a=) !* (s

0

� t

0

) � a= !!* (u

0

) � a=

(par (Lift2) et H.R.). Si u

0

6= id , on prend u =* (u

0

)�a= 2 � . Si u

0

= id ,

on prend u = a= .
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{ Si s =* (s

0

) � "

n

, alors on a la r�eduction suivante :

(* (s

0

) � "

n

) � t !* (s

0

) � ("

n

� t) !!* (s

0

) � ("

n

� t) !!* (s

0

) � u

0

!! u

(par (Ass), remarque 7.1.iii), lemme 7.4 et H.R.).

{ Si s =* (s

0

) � a= , alors on a la r�eduction :

(* (s

0

) � a=) � t !* (s

0

) � (a= � t) !* (s

0

) � (* (t) � (a[t])=) !!

!!* (s

0

) � (* (t) � a

0

=) !! u

(par (Ass), (MapEnv), lemme 7.5 et H.R., car * (t) � a

0

= 2 �).

2

Th�eor�eme 7.3 Le � -calcul est faiblement noeth�erien (WN).

D�emonstration

On le montre par r�ecurrence simultan�ee sur la structure des termes et des substitu-

tions. Le r�esultat �a d�emontrer est le suivant:

Pour tout a 2 ��

t

et s 2 ��

s

il existe a

0

2 � et s

0

2 � tels que a !!

�

a

0

et

s!!

�

s

0

.

Les cas a = 1 , s = id et s =" sont imm�ediats.

{ Si a = bc , par H.R. il existe b

0

; c

0

2 � tels que b !! b

0

et c !! c

0

. Alors

b

0

c

0

2 � et a!! b

0

c

0

.

{ Si a = �b , par H.R. il existe b

0

2 � tel que b !! b

0

. Alors �b

0

2 � et

a!! �b

0

.

{ Si a = b[s] , par H.R. il existe b

0

2 � et s

0

2 � tels que b !! b

0

et s!! s

0

.

Alors a!! b

0

[s

0

] et par le lemme 7.5 il existe b

00

2 � tel que b

0

[s

0

]!! b

00

, donc

a!! b

00

.

{ Si s = b= , par H.R. il existe b

0

2 � tel que b!! b

0

. Alors b

0

= 2 � et s!! b

0

= .

{ Si s = t � u , par H.R. il existe t

0

; u

0

2 � telles que t!! t

0

et u!! u

0

. Alors

s !! t

0

� u

0

et par le lemme 7.6 il existe s

0

2 � telle que t

0

� u

0

!! s

0

, donc

s!! s

0

.

{ Si s =* (t) , par H.R. il existe t

0

2 � telle que t!! t

0

.

Si t

0

= id , on prend s

0

= id , d'apr�es la r�egle (LiftId). Si t

0

6= id , alors

* (t

0

) 2 � et s!!* (t

0

) .

2

Nous concluons ce chapitre en formulant deux conjectures.

Conjecture 7.1 Le � -calcul est noeth�erien, et donc con
uent.
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Conjecture 7.2 Le �� -calcul est con
uent.

Nous consid�erons que la con
uence du �� -calcul pourrait être montr�ee par la

m�ethode d'interpr�etation, apr�es avoir �etabli la noeth�erianit�e de � .



Chapitre 8

Conclusion et probl�emes ouverts

Les ��-calculs sont un essai fructueux pour d�emasquer \l'�eminence grise" du

�-calcul : la substitution. Les travaux de Abadi, Cardelli, Curien, Hardin et L�evy le

con�rment. Notre apport personnel �a l'�etude de ces calculs peut être synth�etis�e en :

{ Une technique nouvelle pour montrer la noeth�erianit�e de �.

{ La con
uence du ��

0

-calcul et du ���-calcul sur les termes semi-clos.

{ Une interpr�etation du ��-calcul typ�e du premier ordre dans le �-calcul corres-

pondant pour laquelle on montre la correction et la compl�etude.

Il reste encore �a �etablir la noeth�erianite des ��-calculs typ�es. Nous consacrons

la section 8.2 �a la pr�esentation de ce probl�eme. Signalons ici qu'une preuve de ter-

minaison des calculs typ�es devrait fournir une preuve de terminaison des �-calculs

associ�es, au moins sur les termes typ�es. C'est la raison pour laquelle nous consid�e-

rons qu'aucune technique permettant d'�etablir la noeth�erianit�e des �-calculs n'est �a

�ecarter.

Les r�esultats de con
uence obtenus pour le ��

0

-calcul et pour sa version exten-

sionnelle mettent en valeur l'ensemble des termes semi-clos. Ces termes sont int�eres-

sants car, premi�erement, ils contiennent les termes du �-calcul, et deuxi�emement, ils

permettent de formaliser une notion de modularit�e. On s'autorise ainsi �a travailler

avec des \bô�tes noires" (les variables de sorte terme) grâce auxquelles les termes

peuvent être consid�er�es comme des contextes.

Ces r�esultats de con
uence sont montr�es par la m�ethode d'interpr�etation. On

constate encore une fois que cette m�ethode s'av�ere l'outil ad�equat pour cette sorte

de calculs.

Nous avons rappel�e que la �-normalisation, en tant qu'interpr�etation du ��-

calcul typ�e du premier ordre dans le �-calcul, ne fournit pas la compl�etude. La

technique propos�ee dans le chapitre 5 pour r�esoudre ce probl�eme est d'utiliser un

syst�eme de r�e�ecriture auxiliaire dont les r�egles ne perdent pas l'information. Peut-

être cette technique pourrait-elle s'adapter aux probl�emes pr�esent�es dans les sections

suivantes.

159
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Nous avons constat�e que la notation de de Bruijn s'est av�er�ee fructueuse dans le

cadre des substitutions explicites, tandis que notre essai d'int�egrer la notation usuelle

n'est pas tout �a fait satisfaisant. Dans le ��-calcul, nous sommes oblig�es d'imposer

une condition au terme de d�epart qui devrait être pr�eserv�ee par les d�erivations

pour le bon fonctionnement du calcul. Or, la condition trouv�ee ne satisfait pas ces

expectatives. Malgr�e ces obstacles nous avons r�eussi �a montrer la con
uence d'une

strat�egie de r�eduction pour le ��-calcul. Mais cette con
uence est valide modulo

�-conversion. Nous ne sommes donc pas arriv�es �a nous lib�erer compl�etement du

probl�eme des renommages. Les questions que nous formulons �a la �n du chapitre 6

montrent qu'il y a encore des probl�emes int�eressants �a r�esoudre pour ce calcul.

Seulement la noeth�erianit�e faible du � -calcul a �et�e montr�ee, en v�eri�ant que

la strat�egie leftmost innermost est normalisante. La noeth�erianit�e reste encore un

probl�eme ouvert. Nous consid�erons donc que ce calcul est un bon exemple pour

tester les nouvelles m�ethodes de terminaison.

Pour conclure nous �enon�cons les probl�emes ouverts les plus importants concer-

nant les ��-calculs : d�eveloppements �nis et normalisation forte des versions typ�es,

et discutons bri�evement leur di�cult�e.

8.1 D�eveloppements Finis

Le th�eor�eme des d�eveloppements �nis est un th�eor�eme central dans le �-calcul

classique, car parmi ses cons�equences les plus importantes se trouvent les deux

grands th�eor�emes du �-calcul : le th�eor�eme de con
uence et le th�eor�eme de stan-

dardisation.

Nous pr�esentons ici la formulation la plus simple donn�ee dans [Bar84], section

11.2. L'autre version, plus compliqu�ee du point de vue formel, mais tr�es claire par

contre au niveau intuitif, dit que pour tout terme, ses d�eveloppements sont toujours

�nis. Les d�eveloppements d'un terme a 2 �

V

, sont des d�erivations partant de a o�u

l'on ne s'autorise �a r�eduire que les radicaux pr�esents dans a ou dans les r�esidus de

ces radicaux, tandis que les r�eductions de radicaux cre�es sont interdites.

La version plus simple dit qu'une certaine r�eduction dans une extension de �

V

est fortement normalisable. Nous d�e�nissons d'abord cette extension.

D�e�nition 8.1 L'ensemble de termes �

0

V

est d�e�ni r�ecursivement par :

a ::= x j ab j �x:a j (�

0

x:a) b (x 2 V )

Nous �etendons maintenant la d�e�nition de la m�eta-substitution du �-calcul clas-

sique (cf. d�e�nition 1.18) �a �

0

V

:

D�e�nition 8.2 Soient a; b; c 2 �

V

et x 2 V , on d�e�nit la m�eta-substitution en

ajoutant aux clauses de la d�e�nition 1.18 la clause suivante :

7: ((�

0

y:a) b)[[c=x]] = ((�

0

y:a[[c=x]])) b[[c=x]] :
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D�e�nition 8.3 Le �

0

-calcul est le calcul engendr�e par la r�egle �

0

d�e�nie ainsi:

(�

0

x:a) b!

�

0

a[[b=x]] :

Th�eor�eme 8.1 (D�eveloppements Finis) Le �

0

-calcul est noeth�erien.

D�emonstration

Voir [Bar84], proposition 11.2.20.

2

Pour mieux comprendre le fonctionnement de �

0

, voyons comment elle r�eduit le

terme non-normalisable classique (�x:xx)(�x:xx) dans sa �

0

-version :

(�

0

x:xx)(�x:xx)!

�

0

(�x:xx)(�x:xx) ;

et (�x:xx)(�x:xx) est une �

0

-forme normale.

Remarquons que le sous-terme �x:xx de (�

0

x:xx)(�x:xx) ne peut être index�e, car

il n'est pas la premi�ere composante d'un radical.

La version du th�eor�eme des d�eveloppements �nis pour les ��-calculs est encore

un probl�eme ouvert. Nous donnons la formulation pr�ecise pour le ��-calcul.

D�e�nition 8.4 L'ensemble de termes et substitutions du �

0

�-calcul est donn�e r�e-

cursivement par :

Termes a ::= 1 j ab j �a j (�

0

a)b j a[s]

Substitutions s ::= id j " j a � s j s � t :

L'ensemble des r�egles du �

0

�-calcul est obtenu en ajoutant �a � la r�egle suivante :

(Beta

0

) (�

0

a) b �! a [b � id]

Conjecture 8.1 Le �

0

�-calcul est noeth�erien.

La di�cult�e majeure, si nous voulons nous servir de la noeth�erianit�e du �

0

-

calcul et de la �-normalisation, est engendr�ee par les r�egles de � qui \e�acent".

Nous revenons sur ce probl�eme dans la section suivante.

8.2 Normalisation des ��-calculs typ�es

Une propri�et�e essentielle que poss�ede le �-calcul typ�e, et qui n'est pas pr�esente

dans le �-calcul non-typ�e, est la noeth�erianit�e. Il existe plusieurs preuves de ce r�esul-

tat pour le �-calcul classique, parmi lesquelles celle de Tait [Tai67] a �et�e facilement

�etendue �a des nouveaux syst�emes.
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Des variations de la preuve de Tait sont celles donn�ees dans [HS86] et [GLT90].

Dans ce dernier ouvrage on l'adapte au �-calcul avec couples et elle est ensuite

�etendue aux syst�emes F de Girard et T de G�odel.

La preuve de Tait se base sur l'introduction d'une notion abstraite : celle de

r�eductibilit�e dont nous donnons la d�e�nition.

D�e�nition 8.5 L'ensemble de termes r�eductibles de type A est d�e�ni par r�ecur-

rence sur le type A ainsi :

1. Si a est de type atomique A , a est r�eductible ssi il est fortement normalisable.

2. Si a est de type B ! C , a est r�eductible ssi, pour tout terme r�eductible b

de type B , le terme a b est r�eductible de type C .

La preuve de noeth�erianit�e de Tait consiste en deux �etapes :

{ Tout terme r�eductible est fortement normalisable.

{ Tous les termes sont r�eductibles.

Malgr�e nos e�orts, la preuve de Tait n'a pas pu être adapt�ee pour les ��-calculs.

Cependant, nous formulons la conjecture suivante :

Conjecture 8.2 Le ��-calcul typ�e (cf. section 1.9), le ��

0

-calcul typ�e et le ��

*

-

calcul typ�e (cf. d�e�nition 5.6) sont noeth�eriens.

Le probl�eme est le suivant : si la conjecture 8.2 �etait d�emontrable par un argument

�a la Tait, une notion ad�equate de r�eductibilit�e pour le ��-calcul devrait être formul�ee.

En fait, la notion introduite dans la d�e�nition 8.5 fonctionne bien pour le �-calcul

dont la seule r�egle est �, tandis que la d�e�nition cherch�ee devrait �etre capable de

g�erer toutes les r�egles de ��.

On pourrait aussi être tent�e d'utiliser la noeth�erianit�e du �-calcul typ�e pour

montrer celle du ��-calcul. Malheureusement, si la mani�ere de relier ces deux calculs

est la version typ�ee de l'interpr�etation introduite dans le chapitre 3, qui d'ailleurs

semble être la plus naturelle, on se rend vite compte de l'echec. En e�et, �etant donn�e

que le ��-calcul poss�ede des r�egles qui \e�acent" ((VarCons) et (ShiftCons)), une

d�erivation de longueur in�nie peut devenir une d�erivation interpr�et�ee de longueur

nulle. Par exemple, supposons une d�erivation in�nie a

1

!

��

a

2

!

��

� � � . On peut

donc construire la d�erivation in�nie suivante :

" � (a

1

: A � s)!

��

" � (a

2

: A � s)!

��

� � � :

Or, toutes les substitutions de cette d�erivation, apr�es mise en �-formes normales

deviennent s .

Une formulation ad�equate de la technique du chapitre 5 serait peut-être utile

pour �eclaircir ces probl�emes.



Annexe A

R�esultats du �-calcul utilis�es

Dans cet annexe nous �enon�cons les r�esultats du �-calcul que nous avons utili-

s�es dans le chapitre 6, et donnons la m�ethode �a suivre pour leurs preuves. Nous

renvoyons aux d�e�nitions 1.18 et 1.19 de m�eta-substitution et �-congruence, respec-

tivement.

Lemme A.1 Soit c 2 �

V

. Si x 62 V (c) , alors �z 2 c ssi �z 2 c[[x=y]].

D�emonstration

R�ecurrence sur c .

2

Lemme A.2 Soit c 2 �

V

. Si x 62 V (c) , alors FV (�x:c[[x=y]])� FV (c).

D�emonstration

Soit W = FV (�x:c[[x=y]]) = FV (c[[x=y]])� fxg.

Si y 62 FV (c) alors c[[x=y]] = c, et alors W � FV (c).

Si y 2 FV (c) alors FV (c[[x=y]]) = fxg [ (FV (c) � fyg), et comme x 62 FV (c) on a

W = FV (c)� fyg � FV (c).

2

Les lemmes suivants ont pour objectif d'aboutir au lemme A.7. Le reste des

lemmes n'est pas utilis�e dans le chapitre 6. Leurs preuves sont routini�eres.

Lemme A.3 Soient a; b 2 �

V

. Si x 2 FV (a) , alors

a[[b[[y=x]]=y]]�

�

a[[b=y]][[y=x]] :

D�emonstration

R�ecurrence sur a .

2

Lemme A.4 Soient a; b 2 �

V

. Si x 2 FV (a) et z 62 FV (ya) , alors

a[[z=y]][[y=x]][[b[[y=x]]=z]] �

�

a[[b=y]][[y=x]] :
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�

ESULTATS DU �-CALCUL UTILIS

�

ES

D�emonstration

Propri�et�es des substitutions (voir [HS86]) et lemme pr�ec�edent.

2

Lemme A.5 Soient a; b 2 �

V

. Si x 62 FV (a) , alors

a[[b[[z=x]]=z]]�

�

a[[b=z]][[z=x]] :

D�emonstration

R�ecurrence sur a .

2

Pour la d�e�nition de !

�

voir la d�e�nition 1.20. Nous utilisons ici la notation

1

!

�

pour souligner qu'il s'agit d'un pas de �-r�eduction qui nous int�eresse.

Lemme A.6 Soient a; b; c 2 �

V

. Si a

1

!

�

b et y 62 FV (a) , alors il existe c tel

que c�

�

b[[y=x]] et a[[y=x]]

1

!

�

c .

D�emonstration

R�ecurrence sur a et utiliser les lemmes A.4 et A.5.

2

Lemme A.7 Si a

1

!

�

b et a�

�

a

0

, alors il existe b

0

tel que a

0

1

!

�

b

0

et b�

�

b

0

.

D�emonstration

R�ecurrence sur n = quantit�e de �-conversions dans a �

�

a

0

. Le pas inductif est

trivial. Pour d�emontrer le cas n = 1 utiliser le lemme pr�ec�edent.

2



Annexe B

Con
uence locale automatique

Cette annexe contient les d�emonstrations de la con
uence locale du �-calcul, du

�

0

-calcul, du ��

0

-calcul et du SPID-calcul sur les termes ouverts, obtenues avec le

logiciel KB d�evelopp�e �a l' I.N.R.I.A..

L'application a b est not�ee app(a,b) ; l'abstraction �a est not�ee lb(a) ; la fer-

meture a[s] est not�ee clos(a,s) ; la substitution " est not�ee sh et le cons a � s est

not�e cons(a,s) .

B.1 Con
uence locale du �-calcul

KB Version experimentale Mars 84 [Unix]

List of constructors = ()

List of AC operators = ()

List of infix operators = (o)

List of data-files = ( /kb/subs)

[load /users/formel/rios/kb/subs.l]

Mode (free/auto) = free

KB: complete subs

do you want a trace? y

[fasl /udd/formel/KB/V8/kb-trace.o]

-----------------------------------------------------------------

Given set of equations:

clos(1,id) = 1

clos(1,cons(a,x)) = a

clos(app(a,b),x) = app(clos(a,x),clos(b,x))

clos(lb(a),x) = lb(clos(a,cons(1,xosh)))

clos(clos(a,x),y) = clos(a,xoy)

idox = x

shoid = sh

shocons(a,x) = x

cons(a,x)oy = cons(clos(a,y),xoy)
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(xoy)oz = xo(yoz)

-----------------------------------------------------------------

R1 : clos(1,id) ---> 1

R2 : clos(1,cons(x,y)) ---> x

R3 : clos(app(x,y),z) ---> app(clos(x,z),clos(y,z))

R4 : clos(lb(x),y) ---> lb(clos(x,cons(1,yosh)))

R5 : clos(clos(x,y),z) ---> clos(x,yoz)

R6 : idox ---> x

R7 : shoid ---> sh

R8 : shocons(x,y) ---> y

R9 : cons(x,y)oz ---> cons(clos(x,z),yoz)

R10 : (xoy)oz ---> xo(yoz)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR1 and RR5

normalization of : clos(clos(1,id),x)

R1 : clos(1,id) ---> 1

occurrence: [ 1 ]

substitution:

normal form : clos(1,x)

normalization of : clos(clos(1,id),x)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = 1

y' = id

clos(1,idox)

R6 : idox' ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = x

normal form : clos(1,x)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR6 and RR10

normalization of : (idox)oy

R6 : idox' ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

normal form : xoy

normalization of : (idox)oy
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R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = id

y' = x

ido(xoy)

R6 : idox' ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = xoy

normal form : xoy

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR7 and RR10

normalization of : (shoid)ox

R7 : shoid ---> sh

occurrence: [ 1 ]

substitution:

normal form : shox

normalization of : (shoid)ox

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = sh

y' = id

sho(idox)

R6 : idox' ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = x

normal form : shox

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR2 and RR5

normalization of : clos(clos(1,cons(x,y)),z)

R2 : clos(1,cons(x',y')) ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = y

normal form : clos(x,z)
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normalization of : clos(clos(1,cons(x,y)),z)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = 1

y' = cons(x,y)

clos(1,cons(x,y)oz)

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = x

y' = y

z' = z

clos(1,cons(clos(x,z),yoz))

R2 : clos(1,cons(x',y')) ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(x,z)

y' = yoz

normal form : clos(x,z)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR8 and RR10

normalization of : (shocons(x,y))oz

R8 : shocons(x',y') ---> y'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = y

normal form : yoz

normalization of : (shocons(x,y))oz

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = sh

y' = cons(x,y)

sho(cons(x,y)oz)

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = x

y' = y
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z' = z

shocons(clos(x,z),yoz)

R8 : shocons(x',y') ---> y'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(x,z)

y' = yoz

normal form : yoz

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR5 and RR5

normalization of : clos(clos(clos(x,y),z),u)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = y

z' = z

clos(clos(x,yoz),u)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = yoz

z' = u

clos(x,(yoz)ou)

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

y' = z

z' = u

normal form : clos(x,yo(zou))

normalization of : clos(clos(clos(x,y),z),u)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(x,y)

y' = z

clos(clos(x,y),zou)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')
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occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = y

z' = zou

normal form : clos(x,yo(zou))

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR10 and RR10

normalization of : ((xoy)oz)ou

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = y

z' = z

(xo(yoz))ou

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = yoz

z' = u

xo((yoz)ou)

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

y' = z

z' = u

normal form : xo(yo(zou))

normalization of : ((xoy)oz)ou

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = xoy

y' = z

(xoy)o(zou)

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x
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y' = y

z' = zou

normal form : xo(yo(zou))

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR3 and RR5

normalization of : clos(clos(app(x,y),z),u)

R3 : clos(app(x',y'),z') ---> app(clos(x',z'),clos(y',z'))

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = y

z' = z

clos(app(clos(x,z),clos(y,z)),u)

R3 : clos(app(x',y'),z') ---> app(clos(x',z'),clos(y',z'))

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(x,z)

y' = clos(y,z)

z' = u

app(clos(clos(x,z),u),clos(clos(y,z),u))

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = z

z' = u

app(clos(x,zou),clos(clos(y,z),u))

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

y' = z

z' = u

normal form : app(clos(x,zou),clos(y,zou))

normalization of : clos(clos(app(x,y),z),u)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = app(x,y)

y' = z
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clos(app(x,y),zou)

R3 : clos(app(x',y'),z') ---> app(clos(x',z'),clos(y',z'))

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = y

z' = zou

normal form : app(clos(x,zou),clos(y,zou))

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR4 and RR5

normalization of : clos(clos(lb(x),y),z)

R4 : clos(lb(x'),y') ---> lb(clos(x',cons(1,y'osh)))

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = y

clos(lb(clos(x,cons(1,yosh))),z)

R4 : clos(lb(x'),y') ---> lb(clos(x',cons(1,y'osh)))

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(x,cons(1,yosh))

y' = z

lb(clos(clos(x,cons(1,yosh)),cons(1,zosh)))

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = cons(1,yosh)

z' = cons(1,zosh)

lb(clos(x,cons(1,yosh)ocons(1,zosh)))

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ 1 2 ]

substitution:

x' = 1

y' = yosh

z' = cons(1,zosh)

lb(clos(x,cons(clos(1,cons(1,zosh)),(yosh)ocons(1,zosh))))

R2 : clos(1,cons(x',y')) ---> x'

occurrence: [ 1 2 1 ]

substitution:

x' = 1
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y' = zosh

lb(clos(x,cons(1,(yosh)ocons(1,zosh))))

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ 1 2 2 ]

substitution:

x' = y

y' = sh

z' = cons(1,zosh)

lb(clos(x,cons(1,yo(shocons(1,zosh)))))

R8 : shocons(x',y') ---> y'

occurrence: [ 1 2 2 2 ]

substitution:

x' = 1

y' = zosh

normal form : lb(clos(x,cons(1,yo(zosh))))

normalization of : clos(clos(lb(x),y),z)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = lb(x)

y' = y

clos(lb(x),yoz)

R4 : clos(lb(x'),y') ---> lb(clos(x',cons(1,y'osh)))

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = yoz

lb(clos(x,cons(1,(yoz)osh)))

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ 1 2 2 ]

substitution:

x' = y

y' = z

z' = sh

normal form : lb(clos(x,cons(1,yo(zosh))))

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR9 and RR10

normalization of : (cons(x,y)oz)ou

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ 1 ]
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substitution:

x' = x

y' = y

z' = z

cons(clos(x,z),yoz)ou

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(x,z)

y' = yoz

z' = u

cons(clos(clos(x,z),u),(yoz)ou)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = z

z' = u

cons(clos(x,zou),(yoz)ou)

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

y' = z

z' = u

normal form : cons(clos(x,zou),yo(zou))

normalization of : (cons(x,y)oz)ou

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = cons(x,y)

y' = z

cons(x,y)o(zou)

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = y

z' = zou

normal form : cons(clos(x,zou),yo(zou))

Time: 9 s. [GC: 0 s. ]

Complete set: *subs
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B.2 Con
uence locale de �

0

et de ��

0

Nous avons conserv�e de la transcription de la session correspondant au ��

0

-

calcul seulement les superpositions de paires critiques n�ecessitant l'introduction de

nouvelles r�egles (R1, R7, R11, R12, R13). On constate ainsi la con
uence locale du

��

0

-calcul.

Quant �a celle du �

0

-calcul, il su�t de v�eri�er que la r�egle (Beta) (R13) n'est

jamais utilis�ee pour fermer une paire critique engendr�ee par les autres r�egles.

Voici les r�egles fournies au logiciel KB :

-----------------------------------------------------------------

R1 : clos(x,id) ---> x

R2 : clos(1,cons(x,y)) ---> x

R3 : clos(app(x,y),z) ---> app(clos(x,z),clos(y,z))

R4 : clos(lb(x),y) ---> lb(clos(x,cons(1,yosh)))

R5 : clos(clos(x,y),z) ---> clos(x,yoz)

R6 : idox ---> x

R7 : xoid ---> x

R8 : shocons(x,y) ---> y

R9 : cons(x,y)oz ---> cons(clos(x,z),yoz)

R10 : (xoy)oz ---> xo(yoz)

R11 : cons(1,sh) ---> id

R12 : cons(clos(1,x),shox) ---> x

R13 : app(lb(x),y) ---> clos(x,cons(y,id))

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR6 and RR7

normalization of : idoid

R6 : idox' ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = id

normal form : id

normalization of : idoid

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:
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x' = id

normal form : id

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR11 and RR2

normalization of : clos(1,cons(1,sh))

R11 : cons(1,sh) ---> id

occurrence: [ 2 ]

substitution:

clos(1,id)

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = 1

normal form : 1

normalization of : clos(1,cons(1,sh))

R2 : clos(1,cons(x',y')) ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = 1

y' = sh

normal form : 1

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR11 and RR8

normalization of : shocons(1,sh)

R11 : cons(1,sh) ---> id

occurrence: [ 2 ]

substitution:

shoid

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = sh

normal form : sh

normalization of : shocons(1,sh)

R8 : shocons(x',y') ---> y'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = 1
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y' = sh

normal form : sh

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR1 and RR12

normalization of : cons(clos(1,id),shoid)

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = 1

cons(1,shoid)

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = sh

cons(1,sh)

R11 : cons(1,sh) ---> id

occurrence: [ ]

substitution:

normal form : id

normalization of : cons(clos(1,id),shoid)

R12 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = id

normal form : id

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR7 and RR12

normalization of : cons(clos(1,id),shoid)

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = sh

cons(clos(1,id),sh)

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = 1

cons(1,sh)
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R11 : cons(1,sh) ---> id

occurrence: [ ]

substitution:

normal form : id

normalization of : cons(clos(1,id),shoid)

R12 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = id

normal form : id

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR1 and RR5

normalization of : clos(clos(x,id),y)

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

normal form : clos(x,y)

normalization of : clos(clos(x,id),y)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = id

clos(x,idoy)

R6 : idox' ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

normal form : clos(x,y)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR1 and RR5

normalization of : clos(clos(x,y),id)

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(x,y)

normal form : clos(x,y)
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normalization of : clos(clos(x,y),id)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = y

z' = id

clos(x,yoid)

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

normal form : clos(x,y)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR7 and RR10

normalization of : (xoid)oy

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

normal form : xoy

normalization of : (xoid)oy

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = id

xo(idoy)

R6 : idox' ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

normal form : xoy

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR7 and RR10

normalization of : (xoy)oid

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:
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x' = xoy

normal form : xoy

normalization of : (xoy)oid

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = y

z' = id

xo(yoid)

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

normal form : xoy

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR12 and RR2

normalization of : clos(1,cons(clos(1,x),shox))

R12 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = x

normal form : clos(1,x)

normalization of : clos(1,cons(clos(1,x),shox))

R2 : clos(1,cons(x',y')) ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(1,x)

y' = shox

normal form : clos(1,x)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR2 and RR12

normalization of : cons(clos(1,cons(x,y)),shocons(x,y))

R2 : clos(1,cons(x',y')) ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = y
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cons(x,shocons(x,y))

R8 : shocons(x',y') ---> y'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = x

y' = y

normal form : cons(x,y)

normalization of : cons(clos(1,cons(x,y)),shocons(x,y))

R12 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = cons(x,y)

normal form : cons(x,y)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR12 and RR8

normalization of : shocons(clos(1,x),shox)

R12 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = x

normal form : shox

normalization of : shocons(clos(1,x),shox)

R8 : shocons(x',y') ---> y'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(1,x)

y' = shox

normal form : shox

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR8 and RR12

normalization of : cons(clos(1,cons(x,y)),shocons(x,y))

R8 : shocons(x',y') ---> y'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = x

y' = y

cons(clos(1,cons(x,y)),y)

R2 : clos(1,cons(x',y')) ---> x'

occurrence: [ 1 ]
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substitution:

x' = x

y' = y

normal form : cons(x,y)

normalization of : cons(clos(1,cons(x,y)),shocons(x,y))

R12 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = cons(x,y)

normal form : cons(x,y)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR1 and RR3

normalization of : clos(app(x,y),id)

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = app(x,y)

normal form : app(x,y)

normalization of : clos(app(x,y),id)

R3 : clos(app(x',y'),z') ---> app(clos(x',z'),clos(y',z'))

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = y

z' = id

app(clos(x,id),clos(y,id))

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

app(x,clos(y,id))

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

normal form : app(x,y)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR1 and RR4
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normalization of : clos(lb(x),id)

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = lb(x)

normal form : lb(x)

normalization of : clos(lb(x),id)

R4 : clos(lb(x'),y') ---> lb(clos(x',cons(1,y'osh)))

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = id

lb(clos(x,cons(1,idosh)))

R6 : idox' ---> x'

occurrence: [ 1 2 2 ]

substitution:

x' = sh

lb(clos(x,cons(1,sh)))

R11 : cons(1,sh) ---> id

occurrence: [ 1 2 ]

substitution:

lb(clos(x,id))

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

normal form : lb(x)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR7 and RR9

normalization of : cons(x,y)oid

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = cons(x,y)

normal form : cons(x,y)

normalization of : cons(x,y)oid

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x
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y' = y

z' = id

cons(clos(x,id),yoid)

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

cons(x,yoid)

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

normal form : cons(x,y)

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR11 and RR9

normalization of : cons(1,sh)ox

R11 : cons(1,sh) ---> id

occurrence: [ 1 ]

substitution:

idox

R6 : idox' ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

normal form : x

normalization of : cons(1,sh)ox

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = 1

y' = sh

cons(clos(1,x),shox)

R12 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

normal form : x

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR12 and RR9
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normalization of : cons(clos(1,x),shox)oy

R12 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

normal form : xoy

normalization of : cons(clos(1,x),shox)oy

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(1,x)

y' = shox

cons(clos(clos(1,x),y),(shox)oy)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = 1

y' = x

z' = y

cons(clos(1,xoy),(shox)oy)

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = sh

y' = x

z' = y

cons(clos(1,xoy),sho(xoy))

R12 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = xoy

normal form : xoy

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR13 and RR3

normalization of : clos(app(lb(x),y),z)

R13 : app(lb(x'),y') ---> clos(x',cons(y',id))

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = y
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clos(clos(x,cons(y,id)),z)

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:

x' = x

y' = cons(y,id)

z' = z

clos(x,cons(y,id)oz)

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = y

y' = id

z' = z

clos(x,cons(clos(y,z),idoz))

R6 : idox' ---> x'

occurrence: [ 2 2 ]

substitution:

x' = z

normal form : clos(x,cons(clos(y,z),z))

normalization of : clos(app(lb(x),y),z)

R3 : clos(app(x',y'),z') ---> app(clos(x',z'),clos(y',z'))

occurrence: [ ]

substitution:

x' = lb(x)

y' = y

app(clos(lb(x),z),clos(y,z))

R4 : clos(lb(x'),y') ---> lb(clos(x',cons(1,y'osh)))

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = x

y' = z

app(lb(clos(x,cons(1,zosh))),clos(y,z))

R13 : app(lb(x'),y') ---> clos(x',cons(y',id))

occurrence: [ ]

substitution:

x' = clos(x,cons(1,zosh))

y' = clos(y,z)

clos(clos(x,cons(1,zosh)),cons(clos(y,z),id))

R5 : clos(clos(x',y'),z') ---> clos(x',y'oz')

occurrence: [ ]

substitution:
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x' = x

y' = cons(1,zosh)

z' = cons(clos(y,z),id)

clos(x,cons(1,zosh)ocons(clos(y,z),id))

R9 : cons(x',y')oz' ---> cons(clos(x',z'),y'oz')

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = 1

y' = zosh

z' = cons(clos(y,z),id)

clos(x,cons(clos(1,cons(clos(y,z),id)),(zosh)ocons(clos(y,z),id)))

R2 : clos(1,cons(x',y')) ---> x'

occurrence: [ 2 1 ]

substitution:

x' = clos(y,z)

y' = id

clos(x,cons(clos(y,z),(zosh)ocons(clos(y,z),id)))

R10 : (x'oy')oz' ---> x'o(y'oz')

occurrence: [ 2 2 ]

substitution:

x' = z

y' = sh

z' = cons(clos(y,z),id)

clos(x,cons(clos(y,z),zo(shocons(clos(y,z),id))))

R8 : shocons(x',y') ---> y'

occurrence: [ 2 2 2 ]

substitution:

x' = clos(y,z)

y' = id

clos(x,cons(clos(y,z),zoid))

R7 : x'oid ---> x'

occurrence: [ 2 2 ]

substitution:

x' = z

normal form : clos(x,cons(clos(y,z),z))

Time: 15 s. [GC: 0 s. ]

-----------------------------------------------------------------

Complete set: *lsubs
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B.3 Con
uence locale du SPID-calcul

Pour v�eri�er la con
uence locale du SPID-calcul il su�t en fait de consta-

ter que dans la session transcrite dans la section pr�ec�edente chaque surperposition

des SPID-r�egles (R1, R7, R11, R12) est g�er�ee seulement avec des SPID-r�egles.

Puisque'il n'y a que deux superpositions nous reproduisons quand même la session

obtenue en fournissant au logiciel KB seulement les SPID-r�egles :

-----------------------------------------------------------------

R1 : clos(x,id) ---> x

R2 : xoid ---> x

R3 : cons(1,sh) ---> id

R4 : cons(clos(1,x),shox) ---> x

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR1 and RR4

normalization of : cons(clos(1,id),shoid)

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = 1

cons(1,shoid)

R2 : x'oid ---> x'

occurrence: [ 2 ]

substitution:

x' = sh

cons(1,sh)

R3 : cons(1,sh) ---> id

occurrence: [ ]

substitution:

normal form : id

normalization of : cons(clos(1,id),shoid)

R4 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = id

normal form : id

-----------------------------------------------------------------

superposition of rules: RR2 and RR4

normalization of : cons(clos(1,id),shoid)

R2 : x'oid ---> x'

occurrence: [ 2 ]
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substitution:

x' = sh

cons(clos(1,id),sh)

R1 : clos(x',id) ---> x'

occurrence: [ 1 ]

substitution:

x' = 1

cons(1,sh)

R3 : cons(1,sh) ---> id

occurrence: [ ]

substitution:

normal form : id

normalization of : cons(clos(1,id),shoid)

R4 : cons(clos(1,x'),shox') ---> x'

occurrence: [ ]

substitution:

x' = id

normal form : id

Time: 1 s. [GC: 0 s. ]

-----------------------------------------------------------------

Complete set: *spid
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Annexe C

Sous-syst�emes de CCL

Les termes clos de CCL sont d�e�nis par :

x ::= Id j Fst j Snd j App j �x j x � y j < x ; y >

Le syst�eme E est donn�e par l'ensemble de r�egles suivantes :

(Ass) (x � y) � z ! x � (y � z)

(IdL) Id � x! x

(Fst) Fst � < x ; y >! x

(Snd) Snd � < x ; y >! y

(Dpair) < x ; y > �z !< x � z ; y � z >

(D�) (�x) � y ! �(x� < y � Fst ; Snd >)

(FId) Fst � Id! Fst

(SId) Snd � Id! Snd

Le syst�eme SUBST est obtenu en ajoutant aux r�egles de E les r�egles :

(IdR) x � Id! x

(FSI ) < Fst ; Snd >! Id

(SP) < Fst � x ; Snd � x >! x

et en enlevant les r�egles (FId) et (SId) qui sont des instances de (IdR).

La premi�ere preuve de terminaison de SUBST donn�ee dans [HL86] consiste �a

montrer que le nombre d'applications de la r�egle (D�), dans toute d�erivation d'un

terme donn�e, est born�e par une valeur ne d�ependant que du terme. Il faut pour

cela estimer le nombre de symboles � et de symboles <;> qui peuvent être pr�esents

dans un même r�eduit. Ces estimations sont donn�ees par des fonctions qui v�eri�ent

la propri�et�e de sous-terme (f(C[s]) � f(s)) mais ne sont pas compatibles avec la

structure (si f(s) � f(t), alors f(C[s]) � f(C[t])). La fonction estimant le nombre de

paires est tr�es compliqu�ee et n�ecessite la construction d'une liste auxiliaire servant

�a repr�esenter un terme. Cette derni�ere construction ne v�eri�e pas la propri�et�e de

sous-terme mais est compatible avec la structure.
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Dans [Har89], T. Hardin a montr�e que le syst�eme E + (Beta) est con
uent sur

un sous-ensemble D de termes, qui contient les termes du �-calcul. Ce syst�eme im-

pl�emente donc la �-r�eduction avec gestion explicite des substitutions. Par contre,

le calcul SUBST + (Beta) n'est pas con
uent. Ces r�esultats sont obtenus en uti-

lisant la m�ethode d'interpr�etation (cf. lemme 1.4). L'interpr�etation est faite par

E-normalisation. La non-con
uence est montr�ee en construisant un contre-exemple

pour le �-calcul avec couples, assez di��erent de celui de Klop, et en le traduisant

dans CCL.
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