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R�esum�e

Les pages qui suivent comportent une m�ethode de calcul de fonctions \opti-

males" de Belyi associ�ees �a des dessins plans sans automorphismes. Cette �etude

conduit �a s'interroger sur la possibilit�e de d�e�nir une fonction de Belyi sur le corps

de d�e�nition du dessin. Pour les arbres par exemple, je montre que c'est toujours le

cas. La preuve est e�ective et donne une m�ethode pour sp�eci�er une telle fonction.

Je donne ensuite un exemple de dessin qui n'admet pas de fonction de Belyi sur son

corps de d�e�nition. Je termine par des consid�erations plus g�en�erales sur le calcul

de fonctions de Belyi pour des dessins avec ou sans automorphismes et de genre

0. Je montre en particulier comment calculer une fonction de Belyi d�e�nie sur le

corps de d�e�nition du dessin, chaque fois que c'est possible, ou sur une extension

minimale dans le cas contraire.

1 Introduction

A l'heure de l'a�ût, soit lorsque la lumi�ere

Pr�ecipite ses traits dans l'humide s�ejour,

Soit lorsque le soleil rentre dans sa carri�ere,

Et que, n'�etant plus nuit, il n'est pas encor jour,

Au bord de quelque bois sur un arbre je grimpe,

Et, nouveau Jupiter, du haut de cet Olympe,

Je foudroie, �a discr�etion,

Un lapin qui n'y pensait gu�ere.

Je vois fuir aussitôt toute la nation

Des lapins, qui, sur la bruy�ere,

L'�il �eveill�e, l'oreille au guet,

S'�egayaient, et de thym parfumaient leur banquet.

Le bruit du coup fait que la bande

S'en va chercher sa sûret�e

Dans la souterraine cit�e:

Mais le danger s'oublie, et cette peur si grande

S'�evanouit bientôt; je revois les lapins,

Plus gais qu'auparavant, revenir sous mes mains.

Ne reconnâ�t-on pas en cela les humains?

La Fontaine, Les Lapins.

Ce qui suit comporte neuf sections. Imm�ediatement apr�es celle-ci, la deuxi�eme est

un rappel et une mise en forme assez g�en�erale des �equations conduisant au calcul

�
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d'une fonction de Belyi dans le cas des arbres. On notera cependant que des formules

analogues existent pour un dessin quelconque. Dans la troisi�eme section, une m�ethode

de calcul est propos�ee. L'existence de fonctions de Belyi agr�eables pour les arbres

est d�emontr�ee dans la quatri�eme section. Dans cette même section, on voit comment

calculer le corps de d�e�nition d'un dessin quelconque. La cinqui�eme section pr�esente

un dessin d�e�ni sur Q sans fonction de Belyi rationnelle sur la sph�ere. Cet exemple

est renforc�e dans la sixi�eme section pour conduire �a un dessin sans mod�ele rationnel

sur la sph�ere ni sur aucune courbe lisse projective de genre 0. Dans la septi�eme section

je montre comment calculer une fonctions de Belyi pour un dessin de genre z�ero sans

automorphismes, d�e�nie sur son corps de d�e�nition.

Je d�ecris d'abord la situation o�u un dessin de genre z�ero sans automorphismes admet

une fonction de Belyi sur la sph�ere de Riemann et �a coe�cients dans une extension

quadratique de son corps de d�e�nition. Je caract�erise les corps sur lesquels une telle

fonction peut alors être d�e�nie et les courbes planes lisses de genre 0 sur lesquelles une

fonction de Belyi rationnelle correspondant �a ce dessin peut être d�e�nie (par rationnelle,

ici, il faut entendre d�e�nie sur le corps de d�e�nition du dessin).

Ensuite, je montre comment on peut toujours trouver une fonction de Belyi sur la

sph�ere de Riemann, d�e�nie sur une extension au plus quadratique, retrouvant de fa�con

e�ective un r�esultat de Leila Schneps.

Dans la huiti�eme section, j'examine le cas des dessins dont le groupe d'automorphismes

est non trivial. Pour �nir, la neuvi�eme section d�ecrit les calculs e�ectu�es sous Maple V

et leurs r�esultats.

Une description du cadre th�eorique de ces calculs se trouve dans l'article de Leila

Schneps donn�e en r�ef�erence. Je la remercie ainsi que Henri Cohen, Hendrik W. Lenstra,

Jacques Martinet, Michel Matignon et Joseph Oesterl�e pour leurs explications, et leurs

conseils. La r�eduction des r�eseaux, si utile au calcul de certaines fonctions de Belyi

a �et�e men�ee grâce aux conseils et aux programmes de mon coll�egue du G.R.E.C.C.,

Antoine Joux que je remercie chaleureusement. Je remercie de même tous les membres

de l'�equipe de th�eorie des nombres de Bordeaux, Henri Cohen et Francine Delmer en

particulier, qui ont pris goût eux aussi �a ces \calculs de lapins" et dont les nombreux

exemples m'ont beaucoup aid�e.

2 Fonctions de Belyi des arbres.

Une fonction de Belyi est une application rationnelle � d'une courbe projective non

singuli�ere C, �a valeurs dans P

1

(C) et rami��ee seulement au dessus de 0, 1 et 1. On

demande que � et C soient d�e�nies sur

�

Q. Un dessin d'enfant est un couple (C;�) d�e�ni

�a

�

Q-isomorphismes pr�es.

Lorsque C = P

1

(C), l'application � est donc d�e�nie �a une homographie pr�es (et en

g�en�eral �a un automorphisme de C pr�es).

Si on demande, de plus, que l'indice de rami�cation en chacun des points au dessus de 1

soit exactement 2, la fonction de Belyi et le dessin sont dits propres (clean en anglais).

Alors, on peut consid�erer l'image r�eciproque du segment r�eel [0; 1] dans P(C). On

obtient un graphe connexe dont les sommets correspondent aux z�eros de � avec pour

multiplicit�es le nombre de segments arrivant au sommet. Sur chaque segment reliant

deux sommets, la fonction � prend une et une seule fois la valeur 1. Le graphe d�elimite
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des faces (cellules) au milieux desquelles se trouve un pôle dont la multiplicit�e est le

nombre de segments qui bordent la face.

Dans le cas des arbres, on placera toujours l'unique face �a l'in�ni, de fa�con �a obtenir

un polynôme.

Comme on l'a vu, j'adopte la convention suivante : les faces sont des pôles, les sommets

des z�eros et les cot�es des uns. Noter que ce n'est pas la convention choisie dans [ShVo].

On appelle �

i

ces sommets et �

i

leurs multiplicit�es pour 1 � i � N o�u N est le nombre

de sommets et d =

P

�

i

le degr�e de la fonction de Belyi.

On obtient alors une identit�e du type

Y

i2I

(X � �

i

)

�

i

+ � = Q

2

(X) (1)

o�u I est l'ensemble des indices correspondant aux sommets.

On notera que le polynôme

� =

Y

i2I

(X � �

i

)

�

i

se factorise en

�

+

= Q�

p

� =

Y

i2I

+

(X � �

i

)

�

i

et �

�

= Q+

p

� =

Y

i2I

�

(X � �

i

)

�

i

o�u l'on d�e�nit I

+

comme l'ensemble des indices correspondant aux sommets �

i

tels que

Q(�

i

) =

p

� (et que, par exemple, on colorie en rouge) et I

�

l'ensemble des indices

correspondant aux sommets �

i

tels que Q(�

i

) = �

p

� (et que, par exemple, on colorie

en bleu).

Alors

� = �

+

�

�

= (Q�

p

�)(Q+

p

�)

Si on d�erive l'identit�e (1) on obtient,

�(�

+

+�

�

) = 2QQ

0

(2)

avec

�

+

=

X

i2I

+

�

i

X � �

i

, �

�

=

X

i2I

�

�

i

X � �

i

Comme Q est premier avec �, on en d�eduit que

dQ = (�

+

+�

�

)�

o�u � =

Q

i2I

(X � �

i

), et si l'on pose �

+

= �

+

� et �

�

= �

�

�, alors

dQ = (�

+

+ �

�

) (3)

On veut prouver maintenant l'identit�e

d

p

� = (�

+

� �

�

) (4)
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Pour cela il su�t d'observer que le membre de droite est un polynôme de degr�e inf�erieur

�a N � 1 et qu'il prend la valeur d

p

� pour les N nombres �

i

. Par exemple si �

i

est un

sommet rouge alors �

�

(�

i

) = 0 et donc (�

+

� �

�

)(�

i

) = (�

+

+ �

�

)(�

i

) = dQ(�

i

) =

d

p

�.

Maintenant la somme et la di��erence de (3) et (4) donnent

2�

+

= d�

�

et 2�

�

= d�

+

(5)

Ces �equations ont l'avantage d'un degr�e plus faible et elles d�ecouplent en partie les

rouges et les bleus. Ce sont elles que l'on peut utiliser avec Maple. En particulier il est

toujours possible d'�eliminer quelques inconnues qui apparaissent lin�eairement, et deux

�equations sont enti�erement lin�eaires.

On peut r�esoudre le syst�eme (5) (ou même le syst�eme (1) en g�en�eral) avec un algorithme

de r�eduction de bases de Grobner. Pour un dessin un tant soit peu complexe, ces

techniques ne sont plus raisonnables.

Nous proposons de diviser plutôt l'�equation (4) par �. En posant U = 1=X on trouve

d

p

�U

N�1

Q

i2I

(1� U�

i

)

=

X

i2I

+

�

i

1� U�

i

�

X

i2I

�

�

i

1� U�

i

(6)

et les N � 1 premiers termes du d�eveloppement donnent les �equations

X

i2I

��

i

�

k

i

= 0 pour 0 � k � N � 2 (7)

o�u ��

i

= �

i

pour les rouges et ��

i

= ��

i

pour les bleus.

La premi�ere de ces N � 1 �equations est triviale:

X

i2I

��

i

= 0

Il reste N � 2 �equations non triviales. L'ensemble des solutions � = (�

i

)

1�i�N

de ce

syst�eme est invariant par les transformations a�nes

� 7! A� +B

Remarques

{ Les �equations (7) se g�en�eralisent au cas d'un dessin de genre 0 quelconque dont

toutes les valences sont paires. On peut alors colorier aussi bien les faces que les

sommets et a�ecter les multiplicit�es d'un signe. Si on appelle �

i

les sommets et

�

j

les faces, si 2�

i

est la multiplicit�e alg�ebrique de �

i

et 2�

j

celle de �

j

, alors �a

tout sommet �

i

, on associe une fonction �

0;i

d�e�nie par

�

0;i

(x) =

X

j

�

j

�

i

� �

j

x� �

j

et �a toute face �

j

, on associe une fonction �

1;j

d�e�nie par
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�

1;j

(x) =

X

i

�

i

�

j

� �

i

x� �

i

Alors la fonction �

0;i

admet un z�ero d'ordre �

i

� 1 en �

i

et la fonction �

1;j

admet

un z�ero d'ordre �

j

� 1 en �

j

.

En d'autres termes on a les deux s�eries d'equations suivantes:

pour tout i, et pour 0 � k � �

i

� 1

X

j

�

j

(�

j

� �

i

)

k

= 0

et pour tout j, et pour 0 � k � �

j

� 1

X

i

�

i

(�

i

� �

j

)

k

= 0

La condition de parit�e sur les multiplicit�es n'est pas restrictive. En e�et, si ' est

une fonction de Belyi associ�ee �a un dessin quelconque, alors la fonction  d�e�nie

par

 = �1=4

�

'('� 1)

'� 2

�

2

est une fonction de Belyi associ�ee �a un dessin dont toutes les multiplicit�es sont

paires au dessus de 0 et 1 et exactement �egales �a deux au dessus de 1.

{ Dans le cas le plus simple o�u l'arbre est une châ�ne de longueur N , alors � est le

polynôme de Tchebitchev normalis�e de degr�e 2N et (7) donne de classiques mais

toujours amusantes relations sur les cosinus correspondants.

{ Les �equations (7) forment un syst�eme de Vandermonde �a l'envers puisque ce sont

les �

i

que l'on cherche ici, les �

i

�etant connus.

On appelle � la fonction de C

N

dans C

N�2

d�e�nie par les membres de gauche

de (7).

�(�

1

; :::; �

N

) = (

X

i2I

��

i

�

k

i

)

1�k�N�2

On note que � et sa di��erentielle �

0

sont tr�es faciles �a calculer. Le rang de �

0

�

est le minimum de N � 2 et du nombre de �

i

distincts.

Ces observations conduisent �a la m�ethode num�erique suivante.
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3 M�ethode de Newton.

Remarquons que les vecteurs de C

N

d�e�nis �a a�nit�es pr�es sont en fait des points de

P

N�2

.

A toute suite (�

i

)

i

de vecteurs de C

N

d�e�nis �a a�nit�e pr�es on associe une suite de

P

N�2

. Si cette seconde suite est convergente on dira abusivement que (�

i

)

i

converge.

Dans ce contexte la m�ethode de Newton est d�e�nie par la formule de r�ecurrence

�

i+1

= �

i

� �

0

�

i

�1

�(�

i

) (8)

On note que �

0

�

i

n'est pas inversible. Ainsi �

0

�

i

�1

�(�

i

) est d�e�ni �a un �el�ement du

noyau pr�es. On choisi pour �

0

�

i

�1

�(�

i

) le vecteur orthogonal au noyau, autrement dit

on se d�eplace selon la ligne de plus grande pente.

Ici la forme quadratique �a utiliser peut être d�e�nie �a partir de

{ la d�eriv�ee seconde de � en �

i

.

{ une m�etrique �a d�e�nir sur P

N�2

.

Pour le calcul num�erique il faut choisir un repr�esentant convenable de �

i

dans C

N

,

pour �eviter une divergence arti�cielle due �a un glissement le long des lignes de niveau

de �.

Il reste maintenant �a d�ecrire une heuristique pour le calcul d'une approximation �

0

propre �a faire converger la m�ethode.

Pour cela on remarque d'une part que dans les dessins calcul�es explicitement jusqu'�a

pr�esent, les segments sont presque rectilignes et les angles autour des sommets sont

�egaux. Il ne manque plus �a cette description sch�ematique qu'une �evaluation de la lon-

gueur des segments.

Or le syst�eme (7) varie peu lorsqu'on \�eclate" un point, c'est-�a-dire lorsque on remplace

un point de multiplicit�e �� par deux points contigus et donc de couleurs oppos�ees et de

multiplicit�es ��

1

et ��

2

telles que ��

1

+ ��

2

= ��. Cela revient �a gre�er un nouveau segment

sur le dessin qui pousse alors d'�etape en �etape comme un arbre. Si l'on appelle �

t

la solution du premier arbre �a N sommets, on peut par exemple obtenir un vecteur

�

g

0

de dimension N + 1 en dupliquant la valeur correspondant au sommet �eclat�e. Ce

vecteur peut être pris comme valeur de d�epart dans la m�ethode it�erative pour le calcul

de l'arbre gre��e �a N+1 sommets. En e�et, sur les N�1 �equations (7) correspondantes,

les N � 2 premi�eres sont d�ej�a satisfâ�tes parce que ce sont les �equations (7) de l'arbre

pr�ec�edent.

On peut aussi utiliser les longueurs de l'arbre pr�ec�edent comme des approximations �a

celles de l'arbre gre��e.

Une fois obtenue une bonne approximation de la limite �

1

on a donc un �el�ement

de P

N�2

que l'on cherche �a relever dans C

N

en un point d�e�ni sur un corps rai-

sonnable. Pour cela il convient de d�e�nir des conditions de rationalit�e �a priori. Si les

approximations calcul�ees sont assez �nes, on pourra retrouver les diverses d�ependances

alg�ebriques �a l'aide de l'algorithme LLL de Lenstra, Lenstra et Lov�asz. On obtiendra

alors une solution formelle au probl�eme (1).

Exemple

L'arbre en T �a 15 points a 21 conjugu�es possibles.
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Le calcul montre qu'il est en e�et de degr�e 21. Son corps est d�e�ni par le polynôme

x

21

+ 2793 x

20

+ 3689651 x

19

+ 2965437755 x

18

+ 1619758438200x

17

+637272354502000x

16

+ 186822742882440000x

15

+41681786044975200000x

14

+ 7173505016349840000000 x

13

+960109537572314640000000x

12

+ 100326053969019244800000000x

11

+8186418890868835008000000000x

10

+519868623549147989760000000000x

9

+25510821981353179430400000000000 x

8

+956424272906599190784000000000000 x

7

+26941884916906732872960000000000000x

6

+556748421325173358848000000000000000 x

5

+8151810519010134928896000000000000000x

4

+80255225359729269319680000000000000000x

3

+488094148206725824512000000000000000000x

2

+1565572545610697723904000000000000000000 x

+1763214948341555834880000000000000000000

Le discriminant du corps, calcul�e avec Pari par Henri Cohen est

�2

588

3

382

5

386

7

61

11

20

Pour la m�ethode de Newton, les calculs num�eriques ont �et�e men�es sous Pari. Pour la

recherche de d�ependances alg�ebriques avec LLL, j'ai eu recours aux conseils et aux

programmes d'Antoine Joux.

4 Probl�emes de rationalit�e

On rappelle que la fonction de Belyi d'un dessin est d�e�nie �a composition �a droite par

une homographie pr�es. On appelle corps de d�e�nition K d'un dessin, le corps �x�e par

le groupe G de d�e�nition du dessin.

�

Etant donn�ee une fonction de Belyi �, d�e�nie

sur

�

Q, le groupe de d�e�nition du dessin est le groupe des � 2 Gal(

�

Q=Q) tels que

�

�

= � � H

�

o�u H

�

est une homographie. Pour une d�e�nition plus intrins�eque voir

[Schn]. On cherche une fonction de Belyi d�e�nie sur une extension aussi petite que

possible du corps K (Par d�e�nition, le corps de d�e�nition d'une fonction de Belyi est le

corps engendr�e par les fonctions sym�etriques des racines de son num�erateur et de son

d�enominateur.) Pour cela on veut ajouter deux conditions appropri�ees au syst�eme (1).

Les coe�cients de la fonction de Belyi sont les fonctions sym�etriques des �

i

. Mais on

peut aussi consid�erer les polynômes �

k

pour k 2 Z o�u

7



�

k

=

Y

i2I et ��

i

=k

(X � �

i

) et �

+

=

Y

k>0

�

k

k

et �

�

=

Y

k<0

�

�k

k

(9)

Donc �

k

a pour racines les sommets d'une couleur et multiplicit�e donn�ees. Les poly-

nômes

b

�

k

= �

k

�

�k

sont d�e�nis sur le même corps que �. Leurs coe�cients constituent

une famille de fonctions sym�etriques que l'on prend comme nouvelles inconnues du pro-

bl�eme.

On va voir que dans le cas des arbres, il existe toujours une fonction de Belyi d�e�nie

sur K et qu'elle peut être caract�eris�ee par les deux conditions

�

z

= 0 et �

u

= 1 (10)

o�u �

z

et �

u

sont, �a peu de choses pr�es, deux fonctions sym�etriques bien choisies.

La premi�ere sp�eci�cation est que l'unique pôle soit �a l'in�ni. On a alors un polynôme.

Deux fonctions de Belyi satisfaisant �a cette condition se correspondent, on l'a vu, par

une application a�ne (homographie �xant l'in�ni).

On choisit ensuite, parmi les coe�cients des

b

�

k

, une fonction sym�etrique �

z

de degr�e

un, c'est-�a-dire une somme et on demande qu'elle soit nulle.

Deux fonctions de Belyi satisfaisant aussi �a cette deuxi�eme condition se correspondent

par une application lin�eaire (homographie �xant l'in�ni et z�ero):

z 7! Az

Consid�erons � l'une d'entre elles et appelons e le pgcd de l'ensemble des entiers l

positifs tels qu'il existe une fonction sym�etrique non nulle de degr�e l parmi les fonctions

sym�etriques de �.

Il existe donc une combinaison multiplicative

�

u

=

Y

�

�(�)

des fonctions sym�etriques de �, qui soit de degr�e e (Identit�e de Bezout).

On pose comme troisi�eme condition que �

u

= 1. Comme �

u

est une fonction homog�ene

de degr�e e de A, il existe une et une seule fonction de Belyi satisfaisant aux trois

conditions. En e�et, pour qu'une application lin�eaire z 7! Az laisse �

u

invariant on

doit avoir A

e

= 1, mais justement tous les coe�cients non nuls de � sont de degr�e un

multiple de e et donc notre fonction de Belyi est elle aussi invariante si on la compose

par l'application lin�eaire z 7! Az.

La fonction �

0

ainsi construite est d�e�nie sur K, cela d�ecoule de son unicit�e.

Notons en particulier qu'il est possible de construire �

0

�a partir de n'importe quelle

fonction de Belyi �

w

de la fa�con suivante:

{ Si la fonction a un d�enominateur, alors ce d�enominateur n'a qu'une racine corres-

pondant �a l'unique pôle p. On s'en d�ebarrasse en composant par une homographie

H

1

(X) =

pX

X + 1

Noter que cette racine est dans le corps de d�e�nition K

w

de �

w

puisqu'elle est

l'unique racine du d�enominateur. Ainsi H

1

est d�e�nie sur K

w

.
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{ Maintenant on veut annuler la fonction sym�etrique �

z

choisie plus haut. �

z

est

une somme de a termes.

�

z

=

X

1�i�a

�

i

On peut l'annuler en composant par la translation

H

2

(X) = X �

�

z

a

Noter encore que H

2

est d�e�nie sur K

w

.

{ Pour �nir on doit ramener �a un la combinaison de fonctions sym�etriques �

u

. Le

degr�e de �

u

est e. Soit �

0

la valeur initiale de �

u

et �

0

1=e

une de ses racines

e-i�eme. On compose alors par

H

3

(X) =

X

�

0

1=e

Ici H

3

n'est pas d�e�nie sur K

w

mais comme toutes les fonctions sym�etriques de

�

w

�H

1

�H

2

sont de degr�e un multiple de e, la fonction �

w

�H

1

�H

2

�H

3

est

d�e�nie sur K

w

. Mais �

w

�H

1

�H

2

�H

3

n'est autre que �

0

elle même.

Le proc�ed�e de construction de �

0

�a partir d'une fonction de Belyi quelconque ne n�e-

cessite donc aucune extension, si bien que la fonction �

0

est d�e�nie sur l'intersection

de tous les corps de d�e�nition de toutes les fonctions de Belyi. Si K

0

est le corps de

d�e�nition de �

0

, et � 2 Gal(

�

Q=Q) laisse stable le dessin, alors K

�

0

est le corps de

d�e�nition de �

�

0

qui est une fonction de Belyi du même dessin et donc en vertu de ce

qu'on vient de voir K

0

� K

�

0

ce qui prouve bien que K

0

est le corps de d�e�nition du

dessin.

Maintenant on peut remarquer que e est le plus grand entier positif tel que �(X) =

e

�(X

e

) o�u

e

� est un polynôme. C'est aussi l'ordre de la sym�etrie de centre 0 qui laisse

stable le dessin.

En pratique on devra donc choisir un �

z

quelconque puis calculer le e correspondant.

Ensuite on choisit un �

u

et on ajoute les deux conditions (10) au syst�eme. Il est �a noter

que la d�emonstration ci-dessus prouve l'existence d'un �

u

non nul mais non que toutes

les combinaisons de degr�e e soient non nulles. Il se pourrait que par malchance on ait

choisi une combinaison nulle. Le syst�eme ainsi compl�et�e ne conduira pas au r�esultat

attendu. Il faut alors essayer une autre combinaison pour �

u

. Dans le cas du calcul

formel, les deux conditions ajout�ees peuvent simpli�er grandement les calculs car elles

permettent d'�eliminer deux inconnues, et elles abaissent le degr�e du r�esultat autant qu'il

est possible. Noter aussi que les �equations (1) d�e�nissent de tr�es nombreux dessins dont

tous ne sont pas conjugu�es. En d'autres termes, il se peut que l'id�eal correspondant au

syst�eme se factorise. Dans ce cas, il vaut mieux s'en apercevoir le plus vite possible.

On peut essayer de factoriser des combinaisons na��ves des �equations de d�epart.

Si on utilise une m�ethode num�erique, il vaut mieux appliquer une homographie au

r�esultat obtenu par la m�ethode it�erative pour s'assurer des conditions (10) avant de

lancer LLL sur des nombres transcendants...

9



Remarques

{ L'existence d'une fonction de Belyi sur le corps K est assur�ee d�es qu'il existe un

c�elibataire dans le dessin, c'est-�a-dire un sommet ou un pôle qui soit unique par

sa valence. Pour construire la fonction �

0

, il su�t alors d'envoyer ce c�elibataire

�a l'in�ni et de �nir comme ci-dessus.

{ La question qui se pose alors est de savoir s'il existe toujours une fonction de Belyi

sur le corps K. La r�eponse est non comme on le verra ci-dessous. On trouvera

cependant de quoi se consoler dans la suite : l'extension n�ecessaire est au plus

quadratique.

Plus g�en�eralement, pour tout dessin plan, �a chaque polynôme

b

�

k

de degr�e d

k

on associe

la famille de ses d

k

racines. On peut alors construire non pas une fonction de Belyi mais

un ensemble unique de d

k

fonctions de Belyi en envoyant chacune des racines �a l'in�ni

et en �nissant de normaliser par deux conditions de type (10). Puisque cet ensemble

est unique, il est d�e�ni sur K, c'est-�a-dire qu'il est invariant par action du groupe de

d�e�nition du dessin G. Autrement dit G permute les fonctions de la famille, qui se

d�ecompose alors en orbites.

A chaque orbite on peut associer une extension galoisienne de K. Le degr�e du corps de

d�e�nition d'une fonction de Belyi est le cardinal de son orbite. Il est donc inf�erieur ou

�egal �a d

k

. Ceci prouve que le minimun des d

k

majore le degr�e de l'extension n�ecessaire

�a la d�e�nition d'une fonction de Belyi.

Ainsi on a associ�e une fonction de Belyi �a chaque sommet �

i

et on constate que le

groupe de Galois op�ere sur l'ensemble de ces fonctions. De la même mani�ere on peut

associer une fonction de Belyi �a chaque face �

i

, en envoyant les �

i

tour �a tour �a l'in�ni,

et obtenir ainsi une autre famille sur laquelle op�ere le groupe de Galois. En�n, on

associe aussi une fonction de Belyi �a chaque cot�e.

Dans le cas o�u il existe une fonction de Belyi �

0

sur K, les familles correspondent aux

facteurs irr�eductibles de �

0

et de �

0

� 1.

Dans tous les cas on obtient des orbites O

i

de �

i

fonctions de Belyi conjugu�ees d�e�nies

sur une extension de degr�e �

i

. On a donc, pour chaque coe�cient de la fonction de

Belyi, l'ensemble de ses conjugu�es. On peut alors former le polynôme caract�eristique

de ce coe�cient. Il est de degr�e �

i

et �a coe�cients dans le corps de d�e�nition du dessin.

L'ensemble des fonctions sym�etriques ainsi calcul�ees engendre le corps de d�e�nition du

dessin.

C'est ainsi que l'on peut calculer le corps de d�e�nition du dessin même si la fonction

de Belyi trouv�ee n'est pas d�e�nie sur ce corps.

5 Contre-exemple

Nous donnons maintenant un exemple de dessin sans fonction de Belyi d�e�nie sur son

corps de d�e�nition. Le dessin propos�e ne doit comporter aucun c�elibataire, on choisit

donc un dessin �a deux faces. Pour simpli�er, les deux faces n'ont que deux cot�es en

commun. On trace donc un cercle et deux points sur ce cercle. A partir de chacun de

ces deux points on dessine deux arbres \conjugu�es" c'est-�a-dire ayant la même liste

de valences. Et voil�a une famille de candidats contre-exemples. Apr�es quelques essais

infructueux j'ai men�e �a leur terme les calculs correspondant au dessin suivant.
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On remarque que ce dessin admet une bicoloration. Il comporte 6 sommets de valence

3, 6 sommets de valence 1 et deux faces de valence 12.

Pour les calculs, les deux pôles sont envoy�es en z�ero et l'in�ni. On exige en outre que

la somme de tous les sommets de multiplicit�e 3 soit �egale �a 1.

On appelle

b

�

1

et

b

�

3

les polynômes de degr�e 6 d�e�nis par

b

�

1

= �

1

�

�1

et

b

�

3

= �

3

�

�3

avec les notations de (9). L'�equation (1) est alors

b

�

1

b

�

3

3

+ �X

12

= Q

2

(X) (11)

Les calculs sont men�es formellement comme d�ecrits �a la �n de cette section. On ob-

tient comme attendu, deux fonctions de Belyi d�e�nies sur Q(i) et conjugu�ees, � =

b

�

1

b

�

3

3

=X

12

=� et

�

�. Et si l'on note en surlignant la conjugaison dans Q(i), alors

�

� = � �H o�u H(X) =

A

X

et A =

�1

4100

On sait qu'une homographie peut être d�e�nie (�a multiplication par une constante pr�es)

par une matrice 2� 2. On choisit ici de poser

H =

"

0 A

1 0

#

Notons aussi que le groupe des automorphismes de �, i.e. l'ensemble des homographies

H telles que

� �H = �

est trivial. En e�et une telle homographie devrait soit �xer les pôles soit les inverser. Si

elle les �xe alors c'est une application lin�eaire et donc triviale �a cause de la normalisation

adopt�ee. Si elle permute les pôles elle est de la formeX 7! C=X et c'est une inversion de

centre 0. Mais une telle inversion ne respecte pas le dessin. Graphiquement on voit que

les petites fourchettes ont boug�e. Celle qui s'�elevait est abaiss�ee et celle qui s'abaissait

est relev�ee (selon les paroles de l'

�

Evangile...)
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C'est �a cause de cette propri�et�e que ce dessin �a �et�e choisi.

Supposons maintenant qu'il existe une fonction de Belyi �

Q

d�e�nie sur le corps Q.

Soit H

Q

l'homographie telle que

�

Q

= � �H

Q

(12)

On va montrer que H

Q

peut être repr�esent�ee par une matrice d�e�nie sur Q(i).

On repr�esente d'abord H

Q

par une matrice quelconque de

�

Q. Ainsi on peut faire agir

Gal(

�

Q=Q) sur H

Q

par action sur les coe�cients.

Soit donc � 2 Gal(

�

Q=Q(i)). L'action de � sur (12) donne

�

Q

= � �H

�

Q

puisque �

Q

et � sont d�e�nies sur Q(i). On en d�eduit que

� = � �H

�

Q

�H

�1

Q

et donc H

�

Q

� H

�1

Q

est l'identit�e en tant qu' homographie. En tant que matrice, c'est

une constante.

H

�

Q

= H

Q

�(�)

On voit, en faisant �a nouveau agir Gal(

�

Q=Q(i)) sur cette derni�ere �equation que �

satisfâ�t �a la condition de cocycle.

�(��) = �(�)�

�

(�)

Le th�eor�eme 90 de Hilbert assure alors que l'on peut d�e�nir H

Q

sur Q(i) en divisant

par une constante � appropri�ee (celle telle que �(�) = �

�1

�

�

).

Il reste maintenant �a faire agir sur (12) la conjugaison ordinaire de Q(i)=Q.

�

Q

=

�

� �

�

H

Q

= � �H �

�

H

Q

Parce que le groupe d'automorphismes de � est trivial, on en d�eduit l'existence d'une

constante � 2 Q(i) telle que

H

Q

= �H �

�

H

Q

En conjuguant cette �egalit�e on obtient

�

H

Q

=

�

�

�

H �H

Q

puis

�

H

Q

=

�

��

�

H �H �

�

H

Q

et donc

�

�

� =

1

A

= �4100

Or toutes les normes sont positives dans Q(i). Contradiction.

On a donc prouv�e le

Fait 1 Le dessin d�e�ni par la fonction � n'admet pas de fonction de Belyi rationnelle

sur la sph�ere de Riemann.
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On peut même reprendre le raisonnement pr�ec�edent avec un corps quelconque K

0

. Une

fonction de Belyi pour le dessin consid�er�e ici, peut être d�e�nie sur un tel corps si et

seulement s'il existe deux �el�ements x et y dansK

0

tels que x

2

+y

2

= (x+iy)(x�iy) =

1

A

.

Dans le cas o�u de tels x et y existent, on peut prendre pour matrice de passage

H

Q

=

"

a b

��a �

�

b

#

o�u � = x+ iy, a et b sont dans K

0

(i) et la barre d�enote la conjugaison dans K

0

(i)=K

0

Puisque 4100 est une norme dans Q(i) on peut remplacer �4100 par �1 et obtenir

ainsi le

Fait 2 Le dessin d�e�ni par la fonction � admet une fonction de Belyi sur la sph�ere de

Riemann, d�e�nie sur un corps K

0

si et seulement s'il existe deux �el�ements x et y dans

K

0

tels que x

2

+ y

2

= (x+ iy)(x� iy) = �1

Cependant, on sait que toute conique rationnelle est isomorphe sur

�

Q �a la droite com-

plexe. On peut donc chercher une fonction de Belyi rationnelle d�e�nie sur une conique

rationnelle et satisfaisant aux conditions de rami�cations du dessin propos�e. Autrement

dit on cherche �a dessiner ce dessin sur une conique. En fait, un th�eor�eme de descente de

Weil([Weil]) sur lequel Joseph Oesterl�e a attir�e mon attention a�rme que si le dessin

est sans automorphismes, il admet un mod�ele rationnel. C'est pr�ecis�ement ce que nous

allons voir.

Dans la suite de cette section, on utilisera des coordonn�ees projectives. Soit donc une

conique C de P

2

d'�equation en [U; V;W ]

E(U; V;W ) = aU

2

+ 2bUV + cV

2

+ dUW + eVW + fW

2

= 0

o�u a; b; c; d; e; f 2 Q.

Tout isomorphisme de C sur P

1

peut se mettre sous la forme suivante o�u [X; Y ] sont

les coordonn�ees projectives sur P

1

[X; Y ] = [N(U; V;W );D(U;V;W )] = [n

1

U + n

2

V + n

3

W; d

1

U + d

2

V + d

3

W ]

o�u n

1

; n

2

; n

3

; d

1

; d

2

; d

3

2

�

Q.

Supposons que N et D sont d�e�nis sur Q(i) et que l'�equation de C est

E(U; V;W ) = N

�

N �AD

�

D (13)

o�u A =

�1

4100

On appelle �(X; Y ); la version homog�ene de la fonction de Belyi � d�ej�a calcul�ee. Alors,

�

�[X; Y ] = �[AY;X ]

Si on compose � et l'isomorphisme d�e�ni plus haut on obtient une fonction de Belyi

�

0

sur la conique

�

0

(U; V;W ) = �[N(U; V;W );D(U;V;W )]

On voit alors que �

0

est rationnelle. En e�et

13



�

�

0

(U; V;W ) =

�

�[

�

N(U; V;W );

�

D(U; V;W )] = �[A

�

D;

�

N ] = �[AD

�

D;

�

ND]

= �[

�

NN;

�

ND] = �[N;D]

on a utilis�e l'�equation de la courbe pour substituer N

�

N �a AD

�

D.

Il est donc possible d'obtenir des fonctions de Belyi rationnelles sur toutes les coniques

de la forme donn�ee en (13).

Remarque

Les seuls nombres premiers �a diviser les d�enominateurs de la fonction � sont 2, 5, et

41.

6 Contre-exemple, suite...

Comme on vient de le voir, le dessin pr�ec�edent admet une fonction de Belyi rationnelle

sur une conique. On remarque que A intervient dans l'�equation de cette conique. Or A

est rationnel, ce qui est intimement li�e �a la trivialit�e du groupe d'automorphismes du

dessin.

En e�et, consid�erons la fonction de Belyi 	(X) = �(X

2

) obtenue en composant � avec

un revêtement �a deux feuillets de la sph�ere, rami��e au dessus des deux faces 0 et l'in�ni

X 7! X

2

Le dessin correspondant admet un automorphisme non trivial

X 7! �X

Voici ce dessin

�

�

@

@

�

�

@

@

�

�

@

@

�

�

@

@

�

�

@

@�

�

@

@

'

&

$

%

�

�

@

@�

�

@

@

On remarque tout de suite que 	 est d�e�nie sur Q(i) et que

�

	(X) = 	(

p

A

X

) = 	 �K
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o�u on a pos�e

K =

"

0

p

A

1 0

#

Donc le dessin est rationnel, son corps de d�e�nition estQ. Cependant on notera que

p

A

n'est pas rationnel, si bien que le proc�ed�e de descente pr�esent�e au paragraphe pr�ec�edent

ne fonctionne plus. On devine alors que ce dessin n'admet aucun mod�ele rationnel.

En voici une preuve.

Supposons qu'il existe une conique C rationnelle d'�equation

E(U; V;W ) = aU

2

+ 2bUV + cV

2

+ dUW + eVW + fW

2

= 0 (14)

o�u a; b; c; d; e; f 2 Q et supposons aussi l'existence d'une fonction rationnelle

	

0

(U; V;W )

de C dans P

1

(C) d�e�nissant le même dessin que 	. Il existe alors un isomorphisme �

de C dans P

1

(C) tel que

	

0

= 	 � � (15)

o�u

�(U; V;W ) = [X; Y ] = [N(U; V;W );D(U;V;W )]

= [n

1

U + n

2

V + n

3

W; d

1

U + d

2

V + d

3

W ]

On veut s'assurer que � est d�e�ni sur Q(i) comme 	 et 	

0

. En fait il ne l'est pas, mais

peu s'en faut. En e�et si l'on fait agir sur (14) un �el�ement � de Gal(

�

Q=Q(i)) alors

	

0

= 	 � �

�

et donc

�

�

= �(�)� (16)

o�u �(�) = �1 puisque ce sont les deux automorphismes du dessin.

Faisons agir � 2 Gal(

�

Q=Q(i)) sur (16)

�

��

= �(�)�

�

= �(�)�(�)� = �(��)�

Donc � est un caract�ere de Gal(

�

Q=Q(i)) et son noyau est d'indice 1 ou 2. Dans le

premier cas � est d�e�ni sur Q(i). Dans le second cas on peut �ecrire

�(�) =

p

n

�

n

o�u n 2 Q(i) . Si on note
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L =

"

p

n 0

0 1

#

alors � = L � �

i

o�u �

i

est d�e�nie sur Q(i). Ceci est aussi vrai dans le premier cas, quitte

�a poser n = 1.

On peut faire alors agir la conjugaison ordinaire de Q(i)=Q sur (15). Soit donc � 2

Gal(

�

Q=Q) tel que �(i) = �i et notons par une barre l'action de � .

	

0

=

�

	 �

�

� =

�

	 �

�

L �

�

�

i

= 	 �K �

�

L �

�

�

i

(17)

et donc

	

0

= 	 � L � �

i

= 	 �K �

�

L �

�

�

i

(18)

On en d�eduit que

�

�

i

= �

�

L

�1

KL � �

i

(19)

Ceci est une �egalit�e entre fonctions dans le corps de fonction de la conique, c'est-�a-dire

modulo l'�equation E(U; V;W ).

Donc si on pose

�

i

(U; V;W ) = [X; Y ] = [N

i

(U; V;W );D

i

(U; V;W )]

alors

p

n�nN

i

�

N

i

�

p

AD

i

�

D

i

� 0 (mod E)

quitte �a changer le signe de

p

A.

L'examen des degr�es des deux membres conduit �a l'�egalit�e formelle

N

i

�

N

i

�

s

A

n�n

D

i

�

D

i

= �E (20)

o�u � est un nombre alg�ebrique appartenant �a Q(

q

A

n�n

).

Notons que

q

A

n�n

n'est pas rationnel

car n�n est positif et A n�egatif.

Conjuguons (20) par l'automorphisme non trivial � de Q(

q

A

n�n

).

N

i

�

N

i

+

s

A

n�n

D

i

�

D

i

= �

�

E (21)

La somme de (20) et (21) donne que

2N

i

�

N

i

= (� + �

�

)E

Si � + �

�

= 0 alors N

i

= 0 et � est constante, contradiction.
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Si � + �

�

6= 0 alors E d�e�nit le produit de deux droites et non pas une conique,

contradiction encore.

Ainsi il n'y a pas de fonction de Belyi rationnelle sur aucune conique. Il n'y en a donc

pas non plus sur la sph�ere (sinon il su�rait de choisir un isomorphisme rationnel de la

sph�ere sur une conique rationnelle pour d�ecalquer le dessin sur cette conique.)

On a donc montr�e le

Fait 3 Le dessin d�e�ni par la fonction de Belyi 	 n'admet aucune fonction de Belyi

rationnelle, ni sur la sph�ere, ni sur aucune conique.

En fait en reprenant le raisonnement pr�ec�edent, pour une fonction 	

0

d�e�nie sur un

corps quelconque K

0

ne contenant pas i, on voit qu'il doit exister un �el�ement n 2 K

0

(i)

tel que n�n = A.

R�eciproquement si un tel n existe alors on choisit n'importe quels N

i

et D

i

d�e�nis sur

K

0

(i) et on d�e�nit la conique C par son �equation

N

i

�

N

i

�D

i

�

D

i

= E

o�u la barre signi�e la conjugaison ordinaire de K

0

(i)=K

0

.

On d�e�nit aussi �(U; V;W ) = [

p

nN

i

(U; V;W );D

i

(U; V;W )] et 	

0

= 	 � �. Alors 	

0

est d�e�nie sur K

0

comme on peut s'en convaincre en relisant (17), (18), et (19).

Mais l'existence de n 2 K

0

(i) est �equivalente �a l'existence dans K

0

d'une solution �a

l'�equation x

2

+ y

2

= A.

On notera que cette derni�ere condition est aussi satisfâ�te dans Q(i).

On peut �nir en �enon�cant le

Fait 4 Pour tout corps de nombre K

0

, les deux conditions suivantes sont �equivalentes

{ Il existe, d�e�nie sur K

0

, une fonction de Belyi pour le dessin correspondant �a 	.

{ L'�equation

x

2

+ y

2

= �1

admet une solution sur K

0

.

7 Descente de fonctions de Belyi

Dans cette section on s'int�eresse aux dessins de genre 0 et sans automorphismes. Nous

verrons le r�esultat suivant

Fait 5 Un dessin de genre 0 et sans automorphismes admet une fonction de Belyi sur

la sph�ere de Riemann, d�e�nie sur une extension au plus quadratique de son corps de

d�e�nition. Une telle fonction peut être calcul�ee par de simples manipulations polynô-

miales.

Ensuite, pour savoir s'il existe une fonction de Belyi �a coe�cients dans le corps de

d�e�nition, il su�t de calculer un symbole de Hilbert global. Dans le cas ou une telle

fonction existe, son calcul se r�eduit �a la r�esolution d'une �equation aux normes de degr�e

2 sur le corps de d�e�nition du dessin.
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L'existence d'une fonction de Belyi d�e�nie sur une extension au plus quadratique est

d�emontr�ee par Leila Schneps dans [Schn]. Nous donnons ici une autre preuve, plus

�el�ementaire et surtout plus explicite puisqu'elle conduit �a une m�ethode de calcul de

cette fonction de Belyi. D'autre part, cette approche ne nous laisse pas tout a fait sans

recours lorsque le dessin admet des automorphismes, comme on le verra dans la section

suivante.

Il a d�ej�a �et�e remarqu�e qu'un dessin de genre 0 et sans automorphismes, admet toujours

une fonction de Belyi d�e�nie sur son corps K de d�e�nition pourvu que l'on dessine sur

une courbe non singuli�ere bien choisie de genre 0, d�e�nie elle aussi sur K.

La suite de cette section consiste en deux parties. Dans la premi�ere j'�etudie en d�etail

la situation o�u on a d�ej�a calcul�e une fonction de Belyi ' pour un dessin, d�e�nie sur

une extension quadratique L de son corps de d�e�nition K. Dans la seconde partie je

montre comment on se ram�ene toujours �a cette situation.

7.1 Etude d'une fonction de Belyi d�e�nie sur une extension quadra-

tique du corps de d�e�nition du dessin correspondant

Soit donc un dessin et ' une fonction de Belyi d�e�nie sur une extension quadratique

L de son corps de d�e�nition K. On appelle � l'automorphisme non trivial de L=K. Il

existe donc une homographie H telle que

'

�

= ' �H (22)

Comme on l'a d�ej�a observ�e, H peut être d�e�nie par une matrice �a coe�cients dans L.

De plus, en faisant agir � sur (22) on obtient

H

�

= �H

�1

(23)

Et en faisant �a nouveau agir � sur (23) on voit que � 2 K.

Observons que si l'on remplace ' par  o�u = � � Y alors  

�

=  H

0

o�u H

0

est donn�ee

par la formule de changement de base

H

0

= Y

�1

HY

�

(24)

On va montrer le

Fait 6 Toute homographie H d�e�nie sur L v�eri�ant (23) est conjugu�ee au sens de (24)

�a l'identit�e ou �a une homographie de la forme

A =

"

0 A

1 0

#

o�u A 2 K. Donc il existe Y d�e�nie sur L telle que

A = Y

�1

HY

�

De plus, si A

1

et A

2

sont deux telles matrices correspondant aux deux nombres A

1

et

A

2

, alors le quotient A

2

=A

1

est la norme sur K d'un �el�ement de L.
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Ceci prouvera que l'impossibilit�e de dessiner un dessin de genre 0 sans automorphismes

r�esulte de l'existence d'un \pseudo-automorphisme" de la forme

x 7!

A

x

�

En particulier on verra que dans le cas o�u K est r�eel, et L imaginaire alors le pseudo-

automorphisme n'est autre qu'une antihomographie d'ordre 2, c'est-�a-dire une inver-

sion. Ceci peut alors être d�etect�e imm�ediatement en regardant le dessin.

Pour prouver le fait 6 il su�t de consid�erer un rationnel � tel que H(�) 6= � ce qui

existe si H n'est pas l'identit�e. On choisit alors une homographie Y

1

d�e�nie sur L telle

que Y

1

(0) = � et Y

1

(1) = H�. Par exemple

Y

1

=

"

H(�) �

1 1

#

On voit alors que H

1

= Y

�1

1

HY

�

1

v�eri�e H

1

(0) = 1 et H

1

(1) = 0. Donc H

1

est de

la forme H

1

(X) = A=x. Donc H

�1

1

est �egale �a H

1

en tant qu'homographie, et d'apr�es

(23), A

�

= A.

Supposons maintenant que l'on ait deux homographies A

1

et A

2

conjugu�ees, c'est-�a-dire

telles que

A

2

= Y

�1

A

1

Y

�

(25)

Alors A

1

Y

�

= YA

2

et si l'on pose

Y =

"

a b

c d

#

A

i

=

"

0 A

i

1 0

#

pour i = 1,2, en �ecrivant explicitement (25) on trouve

A

2

A

1

=

d

a

�

d

a

�

�

On vient donc d'�etablir que la situation g�en�erale est rigoureusement semblable �a celle

de l'exemple donn�e dans la section 5. En particulier on obtient la même caract�erisation

des corps sur lesquels peut être d�e�nie une fonction de Belyi.

On �enonce cela ainsi

Fait 7 Soit D un dessin de genre 0 sans automorphismes et K son corps de d�e�nition.

Ou bien D admet une fonction de Belyi sur la sph�ere de Riemann �a coe�cients dans

K, ou bien les a�rmations �equivalentes suivantes sont vraies

{ D admet une fonction de Belyi ' d�e�nie sur sur la sph�ere de Riemann �a coe�-

cients dans une extension quadratique K(

p

D) de K et telle que '

�

(x) = '(A=x)

o�u A 2 K.
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{ Une fonction de Belyi peut être d�e�nie pour ce dessin sur un corps L si et seule-

ment si K � L ou bien l'�equation

x

2

�Dy

2

�Az

2

= 0 (26)

admet une solution dans L.

{ D admet une fonction de Belyi  �a coe�cients dans K d�e�nie sur la conique

d'�equation

x

2

�Dy

2

�Az

2

= 0

De plus, toutes les coniques sur lesquelles le dessin admet une fonction de Belyi �a

coe�cients dans K, sont K-isomorphes.

Tous les proc�ed�es de construction de ces fonctions de Belyi �a partir de l'une d'entre

elles se trouvent dans les sections 5 et 6.

L'existence sur un corps L, d'une solution �a l'�equation (26) s'exprime avec le symbole

de Hilbert global sur L, (D;A)

L

. Ce symbole est la conjonction des symboles locaux

en les places �nies qui divisent 2AD et en les places �a l'in�ni. Il est donc tr�es facile �a

calculer. Il est plus di�cile de trouver une solution explicite �a l'�equation (26).

Accessoirement, les manipulations que nous venons de faire prouvent le fait suivant (o�u

par discriminant de K on entend un �el�ement non nul de K d�e�ni �a un carr�e pr�es).

Fait 8 Soient D

1

et D

2

deux discriminants distincts de K, et A

1

2 K qui ne soit pas

une norme de K(

p

D

1

)=K. On note (D

1

; A

1

)

K(

p

D

2

)

= (D

1

; A

1

; D

2

).

(D

1

; A

1

; D

2

) vaut 1 si et seulement si l'�equation

x

2

�D

1

y

2

� A

1

z

2

= 0

admet une solution non triviale sur K(

p

D

2

).

Si c'est le cas, alors il existe un �el�ement A

2

dans K qui ne soit pas une norme de

K(

p

D

2

)=K, et tel que pour tout D 2 K, D 6= D

1

, D

2

,

(D

1

; A

1

; D) = (D

2

; A

2

; D)

Le calcul de A

2

se fait explicitement comme d�ecrit ci-dessus.

7.2 Descente de Weil pour les fonctions de Belyi

Venons en �a la deuxi�eme partie de notre exposition. Nous voulons, pour tout dessin

D sans automorphismes, trouver une fonction de Belyi sur la sph�ere de Riemann �a

coe�cients sur le corps de d�e�nition K de D, ou bien, une fonction de Belyi sur la

sph�ere de Riemann �a coe�cients sur une extension quadratique de K.

A la �n de la section 4 on a vu comment calculer le corps de d�e�nition K du dessin

ainsi qu'une famille de fonctions de Belyi conjugu�ees '

i

pour 1 � i � e d�e�nies sur des

extensions L

i

de degr�e e de K.
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AppelonsM la clôture alg�ebrique deK(y), le corps des fonctions rationnelles de P

1

(K).

Appelons

�

L la clôture alg�ebrique des L

i

dans M.

La fonction de Belyi '

1

d�e�nit un revêtement de la sph�ere de Riemann qui correspond

�a une extension du corps L

1

(y) par le corps L

1

(X

1

) ( X

1

est une racine de '

1

dansM.)

Puisque '

i

et '

j

d�e�nissent le même dessin, il existe des homographies T

j;i

telles que

'

i

= '

j

� T

j;i

De plus, le dessin n'admet pas d'automorphismes, les T

j;i

sont donc uniques et doivent

v�eri�er les deux conditions requises par Weil dans [Weil], �a savoir

T

k;j

T

j;i

= T

k;i

T

�

j;i

= T

�(j);�(i)

pour tout � dans Gal (

�

L=K)

On pose alors X

�(i)

= T

�(i);i

(X

i

) et on peut prolonger les � 2 Gal (

�

L=K) en po-

sant �(X

i

) = T

�1

i;�(i)

(X) = T

�(i);i

(X) = X

�(i)

. On v�eri�e que ces d�e�nitions sont co-

h�erentes et que les X

i

sont racines des '

i

. L'extension des � d�e�nit un morphisme

injectif de Gal (

�

L=K) dans Gal (

�

L(X

1

)=K) . On note G

0

l'image de Gal (

�

L=K) dans

Gal (

�

L(X

1

)=K) par cette injection. Soit K

0

le corps �x�e par G

0

. C'est une extension

g�eom�etrique de K telle que L

1

K

0

= L

1

(X

1

).

Soit maintenant B

1

= (�

1;k

)

k

une base de L

1

sur K. C'est aussi une base de L

1

(X

1

)

sur K

0

. Les conjugu�ees de B

1

sont appel�ees B

i

et sont des bases de L

i

sur K et aussi

de L

i

(X

i

) sur K

0

.

X

i

peut donc s'�ecrire X

i

=

P

k

�

i;k

�

k

o�u les �

k

sont des fonctions de K

0

.

Maintenant, puisque

X

j

= T

j;i

(X

i

)

et si l'homographie T

j;i

est donn�ee par la matrice

T

j;i

=

"

a

j;i

b

j;i

c

j;i

d

j;i

#

on d�eduit l'�equation E

i;j

c

j;i

X

k

�

i;k

�

k

X

k

�

j;k

�

k

+ d

j;i

X

k

�

j;k

�

k

� a

j;i

X

k

�

i;k

�

k

� b

j;i

= 0

L'ensemble des �equations E

i;j

forme un syst�eme qui d�e�nit une courbe C

0

d�e�nie sur

K et isomorphe �a P

1

par l'application � telle que

X

1

= �(�

1

; :::; �

e

) =

X

k

�

1;k

�

k

L'application r�eciproque se construit en inversant la matrice B form�ee de tous les B

i

.

En e�et B est inversible par ind�ependance des automorphismes.

Il est clair alors que la fonction de Belyi '

0

= '

1

� � est d�e�nie sur K.

On voit en outre que C

0

se pr�esente comme une intersection de quadriques d�e�nies sur

K (penser �a d�ecomposer les �equations E

i;j

comme sommes d '�equations d�e�nies sur
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K). Il reste a construire un isomorphisme entre C

0

et une conique plane d�e�nie sur K.

Une telle conique est alors isomorphe �a la droite projective sur une extension au plus

quadratique de K.

8 Dessins dont le groupe d'automorphismes est non tri-

vial

8.1 Ordres sur des monômes et normalisation de fractions rationnelles

Soit

'(X) =

N(X)

D(X)

= '

1

X

F

+ f

1

X

F�1

+ f

2

X

F�2

+ :::+ f

F

X

G

+ g

1

X

G�1

+ g

2

X

G�2

+ :::+ g

G

une fraction rationnelle.

On s'int�eresse aux monômes de la forme

S((�

i

)

i

; (�

i

)

i

) =

Y

i�0

f

i

�

i

g

i

�

i

o�u les (�

i

)

i

et les (�

i

)

i

sont �a valeurs dans Z et �a supports �nis.

Le degr�e d'un momôme S((�

i

)

i

; (�

i

)

i

) est par d�e�nition

P

i

i(�

i

+ �

i

). Le poids de ce

momôme est par d�e�nition

P

i

j �

i

j + j �

i

j. On d�e�nit un ordre partiel sur les monômes

en comparant les degr�es et lorsque les degr�es sont �egaux, en comparant les poids.

Si ' est une fonction rationnelle et � un monôme on note �(') la valeur prise par ce

monôme si on remplace les ind�etermin�ees par les coe�cients correspondants de '.

Pour toute fonction rationnelle ', on dit que S((�

i

)

i

; (�

i

)

i

) est d�e�ni en ' si sa valeur

est d�e�nie et non nulle.

On note �

z

le monôme somme de f

1

et g

1

.

�

z

= f

1

+ g

1

On choisit un ordre total O sur l'ensemble des monômes, qui prolonge l'ordre d�e�ni par

le degr�e et le poids.

On appelle fonction symetrique minimale et on note �

'

le plus petit monôme d�e�ni en

' et de degr�e positif ou nul.

Le degr�e de �

'

est not�e e

'

. C'est le pgcd de l'ensemble des entiers naturels k tels que

f

k

ou g

k

soit non nul. C'est aussi le plus grand entier l tel que

'(X) = '

0

(X

l

)

o�u '

0

est une fraction rationnelle. En particulier si �

e

'

est une racine primitive e

'

-i�eme

de l'unit�e alors

'(�

e

'

X) = '(X)

Exemple

�

X

4

�2X

2

+1

= f

2

et �

X

4

�2X

2

+1

(X

4

� 2X

2

+ 1) = �2 et e

X

4

�2X

2

+1

= 2
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Il est clair que si  (X) = '(AX) o�u A 2 C

�

alors �

'

= �

 

.

De même si � est un automorphisme de C=Q alors �

'

�

= �

'

.

D�e�nition 1 Une fraction rationnelle ' est dite normalis�ee si elle v�eri�e les deux

conditions suivantes

{ �

z

(') = 0

{ �

'

(') = 1

8.2 Fonctions de Belyi normalis�ees

D�e�nition 2 Une fonction de Belyi ' associ�ee �a un dessin D est dite normalis�ee si

et seulement si elle v�eri�e les trois conditions suivantes

{ '(1) 2 f0; 1;1g

{ �

z

(') = 0

{ �

'

(') = 1

Il est clair que l'ensemble de ces fonctions est invariant par action du groupe de Galois

du dessin. On se propose de construire toutes les fonctions de Belyi normalis�ees associ�ees

�a un dessin quelconque. Pour cela on choisit une fonction de Belyi '

c

quelconque et

on appelle (�

i

)

1�i�N

les points tels que '

c

(�

i

) 2 f0; 1;1g. Toute fonction de Belyi

normalis�ee doit prendre la valeur f0; 1;1g en1 donc on construit une premi�ere famille

de N fonctions de Belyi ('

1;i

)

1�i�N

en posant '

1;i

= ' �H

1;i

o�u

H

1;i

(X) =

�

i

X

X + 1

Pour satisfaire la condition �

z

(') = 1 on pose '

2;i

= '

1;i

�H

2;i

o�u

H

2;i

(X) = X �

�

z

('

1;i

)

F

'

1;i

+G

'

1;i

est une translation appropri�ee.

Ici F

'

1;i

est le degr�e du num�erateur de '

1;i

et G

'

1;i

est le degr�e de son d�enominateur.

En�n pour s'assurer de la derni�ere condition �

'

(') = 1, on pose '

3;i

= '

2;i

�H

3;i

o�u

H

3;i

(X) =

X

�

'

2;i

('

2;i

)

1

e

'

2;i

est une application lin�eaire.

Ainsi on obtient N fonctions de Belyi normalis�ees ('

3;i

)

1�i�N

�a priori non distinctes

deux �a deux. L'ensemble des fonctions ainsi obtenues est de cardinal inf�erieur ou �egal

�a N . R�eciproquement, toute fonction de Belyi normalis�ee correspondant �a ce dessin

est l'une des '

3;i

. En e�et, soit '

n

une fonction de Belyi normalis�ee correspondant �a

ce dessin. Alors il existe une homographie H

n

telle que '

n

� H

n

= '

c

. Mais puisque

'

n

(1) 2 f0; 1;1g, il existe i 2 f1; ::; ng tel que H

n

(�

i

) = 1 et donc H

n

�H

1;i

�xe

l'in�ni. Donc '

n

et '

1;i

se correspondent par une application a�ne : H

n

�H

1;i

. Mais
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'

3;i

= '

1;i

�H

2;i

H

3;i

et H

2;i

H

3;i

est aussi a�ne. Donc il existe une application a�ne

T = H

n

H

1;i

H

2;i

H

3;i

telle que '

n

� T = '

3;i

et T (X) = AX + B. Mais puisque

�

z

('

n

) = �

z

('

3;i

) = 0

il faut que B = 0. Et donc, puisque A 6= 0 et '

n

(AX) = '

3;i

(X) on sait que �

'

n

=

�

'

3;i

= � et donc �('

n

) = �('

3;i

) = 1 puisque les deux fonctions sont normalis�ees.

De même e

'

n

= e

'

3;i

= e. Mais puisque '

n

(AX) = '

3;i

(X) on a �('

3;i

) = A

e

�('

n

) et

donc A

e

'

n

= 1 et '

3;i

= '

n

(AX) = '

n

(X) CQFD.

Comme le groupe de Galois du dessin stabilise l'ensemble des fonctions normalis�ees, on

va essayer de d�ecrire les orbites aussi pr�ecis�ement que possible. Pour cela nous devons

introduire quelques d�e�nitions.

Consid�erons d'abord un automorphisme non trivial a de ', c'est-�a-dire une homographie

non triviale telle que ' = ' � a. Alors a est d'ordre �ni e, donc il a deux points �xes �

et � qui sont des points de rami�cation de '. De plus, la rami�cation en ces points est

un multiple de e.

Examinons plus en d�etail le groupe des automorphismes qui �xent un point �. Ce

groupe est un sous-groupe �ni de l'ensemble des homographies �xant un point donn�e.

Mais le sous groupe des homographies �xant un point donn�e est conjugu�e au groupe

des a�nit�es

X 7! AX +B

et on sait que tous les sous groupes �nis de ce groupe sont cycliques.

Donc le groupe des automorphismes qui �xent un point � est cyclique et en particulier

tous ces automorphismes non triviaux ont les deux mêmes points �xes.

D�e�nition 3 Soit ' une fonction de Belyi et � un point de rami�cation de '. Le type

de � est le triplet T (�) = ('(�); r; e) o�u r est le degr�e de rami�cation de ' en � et e

est l'ordre du sous groupe des automorphismes du dessin qui �xent �.

Soit maintenant une fonction de Belyi normalis�ee ' et ('(1); r

1

; e) le type de son point

�a l'in�ni.

D�e�nition 4 Le type de ' est le type ('(1); r

1

; e) de son point �a l'in�ni.

Exemple

'

&

$

%

h

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
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.

.

.
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.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

A

B

C
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Ce dessin a un sommet B, un cot�e A et une face C. Il admet un automorphisme a

d'ordre 2 et de points �xes A et B.

Donc T (A) = (1; 2; 2), T (B) = (0; 2; 2) et T (C) = (1; 1; 1).

Il est �evident que le type d'une fonction de Belyi normalis�ee est invariant par action du

groupe de Galois du dessin. Donc ce type est constant sur les orbites. En particulier,

ou bien toutes les fonctions d'une orbite ont un automorphisme qui �xe l'in�ni ou bien

aucun n'en a.

D�e�nition 5

{ On dit qu'une orbite est �a automorphismes si toutes les fonctions de cette orbite

ont un automorphisme non trivial qui �xe l'in�ni.

{ On dit qu'un point alpha au dessus de 0, 1, ou 1 est c�elibataire s'il est le seul

point ayant un type donn�e, a automorphismes du dessin pr�es. La fonction de Belyi

associ�ee est alors dite c�elibataire.

Puisque les fonctions de Belyi normalis�ees associ�ees �a deux points �egaux �a automor-

phismes pr�es, sont �egales, on a le

Fait 9 Si un dessin a un point c�elibataire alors il admet une fonction de Belyi norma-

lis�ee d�e�nie sur son corps de d�e�nition (obtenue en envoyant ce c�elibataire �a l'in�ni).

Exemple

L'octa�edre

�

�

�

�

�

�

�

�
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J
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�
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�

�

�

�

�

�

�

�
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�

�
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@

A

A

A

A

A

A

A

A

�

�

�

�

�

�

@

@

A

A

A

A

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�>

A

C

B

Ce dessin n'admet que 3 fonctions de Belyi normalis�ees correspondant aux points A,

B, C. Elles sont toutes d�e�nies sur son corps de d�e�nition.

8.3 Groupe d'automorphismes d'un dessin de genre 0

Le groupe d'automorphismes d'un dessin de genre 0 est un sous groupe �ni de SL

2

(

�

Q).

Tout �el�ement non trivial d'un tel groupe H est d'ordre �ni et admet deux points �xes.

Soit X l'ensemble des points �xes des �el�ements non triviaux de H . Alors H stabilise X .

Comme toujours, le nombre N d'orbites sous cette action est �egal au nombre moyen

de points �x�es par un �el�ement de H soit
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N =

1

jH j

[2(jH j � 1) + jX j]

Si on appelle O

k

les orbites (pour 1 � k � N), alors

2

�

1�

1

jH j

�

= N �

1

jH j

X

1�k�N

jO

k

j

Soit x

k

un �el�ement de O

k

et s

k

l'ordre de son stabilisateur. Alors s

k

ne d�epend pas de

x

k

et on dira par abus de langage que s

k

est l'ordre de O

k

.

On a alors

2

�

1�

1

jH j

�

=

X

1�k�N

�

1�

1

s

k

�

Si le groupe H est non trivial alors on en d�eduit que s

k

� 2 et donc N est �egal �a 2 ou

3.

Si N = 2 alors jX j = 2 et H est cyclique.

Si N = 3 on a

1 +

2

jH j

=

1

s

1

+

1

s

2

+

1

s

3

On en d�eduit que s

1

, s

2

et s

3

ne peuvent prendre que les valeurs suivantes

1. 2,2,n pour n � 2

2. 2,3,3

3. 2,3,4

4. 2,3,5

On appelle 1. le cas di�edral, 2. le cas tetra�edral, 3. le cas octa�edral, et 4. le cas icosa�edral.

On note que dans le cas cyclique, il n'y a que deux orbites de points �xes sous l'action

du groupe d'automorphismes. Si les types de ces orbites sont distincts, alors les deux

fonctions de Belyi normalis�ees correspondantes sont d�e�nies sur le corps de d�e�nition

du dessin. Si les deux types sont �egaux, alors au pire, les deux fonctions de Belyi sont

d�e�nies sur la même extension quadratique du corps de d�e�nition du dessin et elles

sont conjugu�ees. Ce cas a �et�e plus que largement �etudi�e plus haut.

Dans les cas tetra�edral, octa�edral, icosa�edral, ainsi que dans le cas di�edral pour n � 3,

on remarque qu'il existe toujours une orbite d'ordre distinct des autres. Elle correspond

�a une fonction de Belyi normalis�ee d�e�nie sur le corps de d�e�nition du dessin.

Reste �a examiner le cas di�edral avec n = 2, c'est-�a-dire lorsque H est le groupe de

Klein.
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8.4 Dessins dont le groupe d'automorphismes est le groupe de Klein

On a alors trois orbites correspondant �a trois fonctions de Belyi. Deux cas peuvent se

pr�esenter. Ou bien les trois fonctions sont d�e�nies sur des extensions cubiques du corps

de d�e�nition du dessin et elles sont conjugu�ees, ou bien l'une au moins d'entre elles est

d�e�nie sur ce corps.

Dans ce dernier cas, tout va bien. Supposons donc que nous avons trois fonctions de

Belyi '

1

,'

2

, '

3

d�e�nies sur L

1

, L

2

, L

3

extensions cycliques du corps K de d�e�nition

du dessin. Soit M la clôture de L

1

=K, qui est une extension de degr�e 3 ou 6 de K.

Soit � un �el�ement d'ordre 3 dans le groupe de Galois G = Gal(M=K) , tel que L

2

= L

�

1

et L

3

= L

�

2

.

Les trois automorphismes non triviaux du dessin ont 6 points �xes en tout. Les deux

points �xes d'un automorphisme non trivial donn�e doivent être du même type puisqu'ils

sont dans la même orbite.

De plus, puisque les trois fonctions de Belyi se conjuguent par action de Galois, leurs

points �a l'in�ni sont du même type. Donc les six points �xes sont du même type (v; r; 2),

avec v 2 f0; 1;1g et r pair. A cause des deux premi�eres conditions de normalisation,

l'un des trois automorphismes non triviaux de '

1

est a

1

d�e�ni par a

1

(X) = �X et les

deux points �xes correspondants sont 0 et 1.

Ainsi, les deux autres automorphismes b

1

et c

1

ont pour paires de points �xes, respec-

tivement f�;��g et f�;��g. De plus, en �ecrivant que b

1

permute � et �� on prouve

que �

2

+ �

2

= 0. Ainsi les quatre points �xes sont racines du polynôme

F (X) = (X

2

� �

2

)(X

2

� �

2

) = X

4

� �

4

et ce polynôme est un facteur de '

1

. Plus pr�ecis�ement si v = 0, F divise le num�erateur,

si v =1, F divise le d�enominateur, et si v = 1, F divise le num�erateur de '

1

diminu�ee

de 1. D'autre part, F est d�e�ni sur L

1

car F (X) a pour racines l'ensemble des points

�nis et non nuls de type (v; r; 2).

Ainsi �

4

2 L

1

. On voit que les plongements du groupe de Klein dans PSL

2

(C) auxquels

nous avons �a faire, ne sont pas du tout quelconques.

On appelle H

1

, H

2

, H

3

, les groupes d'automorphismes de '

1

, '

2

, '

3

et F

1

, F

2

, F

3

, les

polynômes correspondants. Comme on l'a vu,

H

1

= f1; a

1

; b

1

; c

1

g

Poursuivons en �etudiant l'action de G sur F

1

par exemple. D'une part, on sait que

F

�

1

= F

2

puisque F

1

est un facteur de '

1

. D'autre part, puisque '

1

et '

2

correspondent

au même dessin, il existe une homographie T

1;2

telle que

'

2

= '

1

� T

1;2

(27)

Donc F

2

= F

�

1

doit avoir les mêmes racines que F

1

� T

1;2

.

Si T

1;2

est d�e�nie par T

1;2

(X) =

aX+b

cX+d

, o�u ad � bc 6= 0, alors on en d�eduit que les

coe�cients en X

3

, X

2

, et X du num�erateur de F

1

� T

1;2

sont nuls.

Ces trois coe�cients sont

1. 4a

3

b� 4Ac

3

d
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2. 6a

2

b

2

� 6Ac

2

d

2

3. 4ab

3

� 4Acd

3

On en d�eduit que T

1;2

est de l'une des formes suivantes

1. T

1;2

(X) = �X .

2. T

1;2

(X) = �=X .

Maintenant, T

1;2

est d�e�nie �a un automorphisme pr�es �a droite et �a gauche. Donc, si l'on

se trouve dans le second cas, on peut remplacer T

1;2

par b

1

T

1;2

et comme b

1

�echange 0

et 1 on se ram�ene au cas 1.

T

1;2

(X) = �X

Reste �a examiner la rationalit�e de �. Pour cela, faisons agir sur (27) un �el�ement � de

Gal(

�

Q=M). On en d�eduit que �

�

= ��. Donc �

2

2M.

Maintenant, en faisant agir � sur (27), on trouve

��

�

�

�

2

= �1 (28)

Donc il existe � 2 M tel que �

2

=

�

�

�

. Soit maintenant � une racine carr�ee de �, et

posons R(X) = �X , alors, ' �R est d�e�nie sur M et invariante par �, donc d�e�nie sur

K ou sur l'unique eventuelle sous-extension quadratique N de M=K.

En e�et, d'une part, ' �R est d�e�nie sur M car ' n'a que des termes en X

2

et �

2

est

dans M. D'autre part ' �R est invariante par �, car

�

�

�

� = �1

et '(�X) = '(X).

On est donc descendu de M �a K ou N. De la même mani�ere, on peut descendre si

n�ecessaire de N �a K.

Ceci ach�eve notre �etude des dessins d'enfants en genre 0. Enon�cons le

Th�eor�eme 1 Tout dessin de genre 0 dont le groupe d'automorphismes est trivial ou

non cyclique, admet un mod�ele sur son corps de d�e�nition.

Tout dessin de genre 0 admet un mod�ele sur une extension au plus quadratique de son

corps de d�e�nition.

Plus pr�ecis�ement, lorsque le groupe d'automorphismes est non cyclique et non trivial,

on obtient une fonction de Belyi sur la sph�ere, d�e�nie sur le corps de d�e�nition du

dessin. Il en va de même si le groupe d'automorphismes est cyclique et d'ordre impair,

comme on s'en convaincra par un rapide coup d'�il sur la formule (20). Si l'ordre du

groupe cyclique est pair, alors on se trouve exactement dans la situation de la section

6 et l'obstruction est exprim�ee par un symbole de Hilbert global. Le plus sage est alors

de dessiner sur la sph�ere au prix d'une extension quadratique. Sur une autre courbe,

la situation ne peut qu'empirer.

Remarque

Dans tous les cas, on a donn�e plus haut le moyen de trouver de telles fonctions de Belyi.
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9 Calculs et r�esultats

Je d�ecris maintenant la conduite des calculs sous Maple pour la fonction de Belyi de la

formule (11).

On note

Q(X) = X

12

+ q

11

X

11

+ :::+ q

1

X + q

0

�

1

= x

3

+ r

1;2

x

2

+ r

1;1

x+ r

1;0

et �

�1

= x

3

+ b

�1;2

x

2

+ b

�1;1

x+ b

�1;0

�

3

= x

3

+ r

3;2

x

2

+ r

3;1

x+ r

3;0

et �

�3

= x

3

+ b

�3;2

x

2

+ b

�3;1

x+ b

�3;0

On obtient un premier ensemble d'�equations en divisant (11) par X

12

et en d�erivant.

Les consid�erations ordinaires de divisibilit�e donnent alors

b

�

2

3

= XQ

0

� 6Q

Cette relation permet d'�eliminer tous les coe�cients de Q sauf q

6

. En compensation

elle donne une �equation sur les coe�cients de �

3

que l'on appelle E

6

.

Une cons�equence de la bicoloration est que si l'on note � = �

2

alors

�

1

�

3

3

= Q � �X

6

et �

�1

�

3

�3

= Q+ �X

6

On en d�eduit que le r�esidu de Q modulo �

3

3

est proportionnel �a X

6

. Ceci donne 8

�equations en les coe�cients de �

3

que l'on appelle R

0

; R

1

; R

2

; R

3

; R

4

; R

5

; R

7

; R

8

. Même

chose pour �

�3

et on obtient B

0

; B

1

; B

2

; B

3

; B

4

; B

5

; B

7

; B

8

.

On prend comme derni�ere condition de normalisation que

r

3;2

+ b

�3;2

= 1

Ceci permet d'�eliminer b

�3;2

.

Il reste donc 5 inconnues (les coe�cients de �

3

et �

�3

sauf b

�3;2

.)

On prend donc les 5 �equations les moins grosses parmi celles dont on dispose �a savoir

E

6

,R

0

,R

8

,B

0

,B

8

.

Malheureusement toutes les tentatives de r�esolution de ce syst�eme par la m�ethode de

Grobner on �echou�e.

Mais en factorisant la di��erence R

8

� B

8

j'ai isol�e le facteur

b

�3;1

+ r

3;1

=

1

50

On choisit donc d'adjoindre cette relation au syst�eme ce qui permet d'�eliminer r

3;1

.

Maintenant il ne reste plus que 4 inconnues et Maple ne fait plus de di�cult�es.

On remarquera que �

1

, �

�1

, �

3

, �

�3

ne sont pas d�e�nis sur Q(i) mais sur une exten-

sion quadratiqueQ(i;

p

11). Ceci parce que les rouges et les bleus sont exactement sym�e-

triques (même r�epartition des valences). Si on appelle � l'automorphisme de Q(i;

p

11)

tel que �(i) = i et �(

p

11) = �

p

11 alors

�

�1

= �

�

1

et �

�3

= �

�

3
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Si l'on note par une �etoile la transformation d'une fraction rationnelle �a coe�cients sur

Q(i), telle que

F

�

(X) =

�

F (

A

X

)

alors

d

�

�

1

x

3

�

�

= �

b

�

1

x

3

et

d

�

�

3

x

3

�

�

= �

b

�

3

x

3

o�u

� =

54280� 42471i

68921

Comme pr�evu, la norme de � est 1. Et donc � = "=�"

o�u

" =

121i

275684

�

351

275684

Donc

�

"x

�3

b

�

1

�

�

= "x

�3

b

�

1

et

�

"x

�3

b

�

3

�

�

= "x

�3

b

�

3

.

De plus, on remarque que

��

4

=

3

6

11

11

2

16

5

12

41

12

Et encore

�

�

�

=

�

40� 9i

41

�

12

Voici les valeurs obtenues pour �

1

, �

3

,

b

�

1

,

b

�

3

, �.

On a pos�e r =

p

11.

�

1

= x

3

+

�

33 ir

410

�

36 r

205

+

9

10

�

x

2

+

�

5247 ir

168100

�

6831 r

84050

+

45273

168100

�

4356 i

42025

�

x

�

7623 i

137842000

+

6669 r

137842000

�

22113

137842000

+

2299 ir

137842000

�

3

= x

3

+

�

12 r

205

�

11 ir

410

+ 1=2

�

x

2

+

�

11 ir

33620

+

1

100

+

309 r

84050

�

x

�

351 r

137842000

�

1053

137842000

�

121 ir

137842000

�

363 i

137842000

"x

�3

b

�

1

=

�

121 i

275684

�

351

275684

�

x

3

+

�

1089 i

1378420

�

3159

1378420

�

x

2

+

�

4719 i

13784200

�

19593

13784200

�

x

�

1773

5513680

+

�

4719 i

56515220000

+

19593

56515220000

�

x

�1
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+

�

�

1089 i

23171240200000

�

3159

23171240200000

�

x

�2

+

�

351

19000416964000000

+

121 i

19000416964000000

�

x

�3

"x

�3

b

�

3

=

�

121 i

275684

�

351

275684

�

x

3

+

�

121 i

275684

�

351

275684

�

x

2

+

�

847 i

13784200

�

177

551368

�

x�

993

137842000

+

�

177

2260608800

+

847 i

56515220000

�

x

�1

+

�

�

351

4634248040000

�

121 i

4634248040000

�

x

�2

+

�

121 i

19000416964000000

+

351

19000416964000000

�

x

�3

� =

3

9

� 11

13

� 13 � 23 � 59 i

2

6

� 5

11

� 41

12

+

3

6

� 7

2

� 11

11

� 31 � 241 � 3121

2

10

� 5

12

� 41

12

On entreprend maintenant de dessiner sur la conique d'�equation a�ne

u

2

+ v

2

+

1

4100

= 0

Le morphisme est donc x = u+ iv, on obtient alors

�2

2

41

3

"x

�3

b

�

1

=

�

968 u

2

+

4356 u

5

+

387079

2050

�

v

+2808 u

3

+

12636 u

2

5

+

1607679 u

2050

+

1823643

20500

�2

2

41

3

"x

�3

b

�

3

=

�

968 u

2

+ 484 u+

2783

82

�

v

+2808 u

3

+ 1404 u

2

+

363903 u

2050

+

44223

20500
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