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R�esum�e { Cette 
ontribution est 
onsa
r�ee �a l'�evaluation des performan
es d'estimation (bornes d'estimation ainsi que per-

forman
es d'estimateurs parti
uliers) pour des mod�eles �a temps 
ontinu de type \�le d'attente" observ�es �a des instants dis
rets

et de mani�ere irr�eguli�ere. Il s'agit d'un probl�eme important dans le domaine de la m�etrologie des r�eseaux. Les solutions que

nous apportons sont de nature algorithmique et permettent l'�evaluation num�eriques des performan
es statistiques. Ces m�ethodes

apportent de nouveaux r�esultats 
on
ernant l'eÆ
a
it�e relative de 
ertains s
h�emas d'�e
hantillonnage utilis�es en m�etrologie des

r�eseaux (r�eguliers, en paires, et
.)

Abstra
t { In this 
ontribution, we study the problem of performan
e evaluation for the estimation of the parameters of a

queuing model observed at, possibly irregular, dis
rete instants. This is a 
ru
ial problem for evaluating the parameters of a


ommuni
ation network from sampled measurements. To our knowledge, e�e
tive 
omputations of the information for su
h models

has not been addressed so far. We provide algorithms whi
h allow for the numeri
al evaluation of statisti
al performan
es. These

methods are applied for 
omparing di�erent sampling s
hemes proposed in the �eld of a
tive network measurements (random

Poisson sampling, regular sampling, pa
ket pairs...)

1 Contexte

Une 
ampagne de mesure a
tive 
onsiste �a envoyer des

sondes d'un point �a un autre du r�eseau et �a re
ueillir les

donn�ees auxquelles 
elles-
i permettent d'a

�eder : d�elais,

pertes, informations de routage, et
. L'obje
tif de 
es me-

sures est de permettre d'estimer des param�etres physiques

du r�eseau ainsi que les param�etres du tra�
 empruntant

la même route que les sondes. Les travaux fondateurs

�etudiant les possibilit�es o�ertes par 
e type de mesures

remontent �a un peu moins d'une d�e
ennie [3℄, [4℄, [8℄.

A partir de mod�eles probabilistes de �les d'attente (qui

rendent 
ompte de la dynamique des d�elais dans le r�eseau),

l'estimation des param�etres de r�eseau par mesure a
tive

se ram�ene �a un probl�eme d'estimation statistique des pa-

ram�etres d'une �le d'attente �e
hantillonn�ee �a des instants

dis
rets fC(t

k

); t

1

< � � � < t

n

g. Dans 
e 
adre, une solu-

tion simple [1℄ 
onsiste �a utiliser des estimateurs de mo-

ments (de la forme f(1=n

P

n

l=1

g(C

t

l

))) bas�es sur la loi sta-

tionnaire du mod�ele 
onsid�er�e. Dans le 
as de la �le d'at-

tente M/M/1 
onsid�er�e 
i-dessous, 1=n

P

n

l=1

1(C(t

l

) > 0)

permet (par exemple) d'estimer le taux de 
harge de la �le.

Toutefois même pour 
es estimateurs de forme tr�es simple,

la question des performan
es d'estimation et, en parti
u-

lier, de leur d�ependan
e vis �a vis du 
hoix des instants

d'observations t

1

; : : : ; t

n

n'a pas de r�eponse simple. Cette

probl�ematique, souvent �evoqu�ee dans 
e type de probl�eme,


on
erne le 
hoix des instants d'envoi des sondes. Dans

un 
adre plus g�en�eral, nous nous demanderons 
omment


hoisir la r�epartition temporelle des observations d'une �le

d'attente pour optimiser l'estimation de ses param�etres.

Dans 
et arti
le, nous ne d�etaillerons que le 
as, plus

simple, o�u les observations portent sur le nombre de 
lients

(ou tâ
hes) pr�esentes dans la �le d'attente �a des instants

donn�es. Le 
as o�u les observations 
orrespondent �a des

mesures du temps de traitement, aussi appel�e \
harge"

du serveur (dans le 
as des r�eseaux, 
elui-
i est li�e la taille

totale des donn�ees pr�esentes dans la �le d'attente), est

plus 
omplexe mais peut être trait�e ave
 une extension de

l'appro
he propos�ee. Dans la suite nous 
onsid�ererons une

�le d'attente du type M/M/1. Soit (C(t))

t2R

+
la 
hâ�ne

de Markov �a temps 
ontinu qui repr�esente l'�evolution du

nombre de 
lients dans la �lle d'attente. On suppose que

l'on dispose de mesures (non bruit�ees) de l'�etat du pro
es-

sus �a des temps t

1

; : : : ; t

n

. La prin
ipale diÆ
ult�e pos�ee

par 
e mod�ele statistique est que les observations ne four-

nissent qu'une observation tr�es partielle du syst�eme. A


ontrario, si l'on observait toute la traje
toire (�a temps


ontinu) entre les dates t

1

et t

n

, l'estimation au sens du

maximum de vraisemblan
e se ram�enerait �a probl�eme bien

mâ�tris�e. Ce probl�eme est 
on
r�etement pos�e par le fait

que les matri
es de transition de la 
hâ�ne �e
hantillonn�ee

sont plus diÆ
iles �a manier pour le 
al
ul des quantit�es ha-

bituellement utilis�ees en th�eorie de l'estimation. Ce type

de question a �et�e �etudi�e dans le 
ontexte de l'estimateur

par maximum de vraisemblan
e des pro
essus Markovien

de sauts (voir [5℄).

Une hypoth�ese importante de 
e travail 
onsiste �a 
onsi-

d�erer que le pro
essus de mesure utilis�e ne perturbe pas

l'�etat du syst�eme. En pratique, il est 
lair que l'envoi de

paquets sondes sur le r�eseau est sus
eptible de modi�er,

au moins marginalement, son �etat [1℄. Dans un premier

temps, il nous semble toutefois plus informatif d'investi-

guer les performan
es d'une te
hnique de mesure suppos�ee

non intrusive.



2 Rappels sur la �le M/M/1

Nous faisons un rappel tr�es su

in
t sur la �le M/M/1.

Le le
teur pourra ave
 pro�t se reporter aux nombreux ou-

vrages existants (
itons [2℄). Une �le d'attente mod�elise un

syst�eme de traitement de tâ
hes. Celles-
i arrivent �a des

temps mod�elis�es par un pro
essus d'arriv�ee et �a 
ha
une

d'elles est assign�e un temps de traitement. La strat�egie

de traitement 
onsid�er�ee est PAPS (premier arriv�e, pre-

mier servi). Pour une �le M/M/1 les arriv�ees, disons �a

partir de t = 0 (l'�etat de la �le �etant donn�e �a l'instant

t = 0 par des 
onditions initiales), sont mod�elis�ees par

un pro
essus pon
tuel de Poisson homog�ene d'intensit�e �

marqu�e par des temps de traitements i.i.d. de loi expo-

nentielle de param�etre � et ind�ependants des temps d'ar-

riv�ees. Le pro
essus du nombre de 
lients (C(t))

t2R

+
est

un pro
essus de vie et de mort, les 
lients arrivant aux

instants d�e�nis par le pro
essus de Poisson des arriv�ees

d�ej�a mentionn�e, et sortant (tant que la �le est non-vide)

�a des instants 
orrespondant �a un pro
essus de Poisson

ind�ependant d'intensit�e �. Nous 
onsid�erons le 
as o�u la

�le est stable 
'est-�a-dire, � < �. Dans 
es 
onditions,

la �le 
onverge g�eom�etriquement vers sa loi stationnaire

et repasse r�eguli�erement vers l'�etat vide (en un temps

d'esp�eran
e �nie).

3 Information de Fisher

Consid�erons une observationX

n

= (X

0

� � � X

n

) 2 X

(n+1)

asso
i�ee �a un mod�ele statistique param�etrique domin�e fP

�

=

p

�

(�) d
(�) ; � 2 �g o�u � � R

d

. On d�e�nit la matri
e d'in-

formation de Fisher par

I

n

(�) = E

�

�

r

�

L

�

(X)r

T

�

L

�

(X)

�

= 
ov

�

(r

�

L

�

(X)) ; (1)

o�u L

�

def

= log p

�

. Sous des hypoth�eses suppl�ementaires

d'int�egrabilit�e uniforme des d�eriv�ees, on a de plus I

n

(�) =

�E

�

h

r

2

�

�

T

L

�

(X)

i

. L'inverse de la matri
e d'information

de Fisher permet de minorer la varian
e des estimateurs

sans biais de � (\borne de Cramer-Rao") et fournit, dans

les mod�eles r�eguliers, un �equivalent asymptotique de la

varian
e de l'estimateur du maximum de vraisemblan
e

quand le nombre d'observations n tend vers l'in�ni. Dans

la suite, nous nous ram�enerons toujours (�eventuellement

par dis
r�etisation et tron
ature) au 
as o�u X est un en-

semble �ni (de 
ardinal not�e r) et l'on ne fait don
 pas

�gurer la mesure de domination 
 dans les expressions


i-dessous.

On s'int�eresse i
i au 
as parti
ulier o�u X

n


orrespond �a

l'observation d'un nombre �ni de valeurs su

essives d'une


hâ�ne de Markov inhomog�ene, �a valeur dans un ensemble

X �ni. Plus pr�e
is�ement,

P

�

(x

0

; x

1

; : : : ; x

n

) = �

�

(x

0

)

n�1

Y

k=0

P

�;k

(x

k

; x

k+1

);

fP

�;k

: X

2

! [0; 1℄; k 2 Ng �etant une s�equen
e de ma-

tri
es de transition param�etr�ees par �, �

�

la distribution

initiale (elle aussi param�etr�ee par �). Pour une mesure � et

une matri
e de transition P , la notation �P d�esigne 
lassi-

quement la mesure d�e�nie par

P

x

�(x)P (x; �) (les mesures

sont don
 assimil�ees �a des ve
teurs lignes). L'�el�ement d'in-

di
es x; x

0

de la matri
e de transition P

�;k


orrespond �a

P

�

(X

k+1

= x

0

jX

k

= x). Soient I

�

(�) la matri
e d'infor-

mation de Fisher asso
i�ee �a �

�

et I

k

: X � � ! R

2d

la matri
e d'information 
onditionnelle asso
i�ee �a la loi

P

�;k

(x; �), 
'est-�a-dire,

I

k

(x; �) = 
ov

�

(r

�

logP

�;k

(x;X

k+1

)) :

Par 
onditionnements su

essifs, il est ais�e de v�eri�er que

la matri
e d'observation de Fisher a une stru
ture additive

(en le nombre d'observations) :

I

n

(�) = (I

�

(�) + )

n�1

X

k=0

E

�

[I

k

(X

k

; �)℄ : (2)

Dans la suite, la partie entre parenth�eses (li�ee �a la 
ondi-

tion initiale) ne nous int�eressera pas dans la mesure o�u,

lorsque le nombre d'observations n augmente, elle est 
lai-

rement n�egligeable fa
e au se
ond terme.

On 
onsid�ere dor�enavant le 
as o�u l'on �e
hantillonne un

pro
essus de Markov homog�ene �a temps 
ontinu (X(t); t �

0), de loi param�etr�ee par �, �a des instants t

0

; : : : ; t

n

. De

par la propri�et�e de Markov, on est ramen�e dans le 
ontexte

�etudi�e pr�e
�edemment �a 
ondition de 
onsid�erer les noyaux

de transition

P

�;k

(x; x

0

) = P

�

(X(t

k+1

) = x

0

jX(t

k

) = x):

L'inhomog�en�eit�e est i
i 
aus�ee uniquement par le fait que

le pro
essus �a temps 
ontinu n'est pas (n�e
essairement)

�e
hantillonn�e de mani�ere r�eguli�ere. Si Q

�

d�esigne le g�en�e-

rateur in�nit�esimal asso
i�e au pro
essus �a temps 
ontinu [2℄,

on dispose de l'expression expli
ite suivante

P

�;k

= exp [(t

k+1

� t

k

)Q

�

℄ ; (3)

o�u exp d�esigne l'exponentielle matri
ielle. Une autre 
on-

s�equen
e importante, est que dans 
e 
as parti
ulier, les

matri
es de transition P

�;k

bien qu'elles soient inhomo-

g�enes, poss�edent toutes la même loi stationnaire qui est


elle du pro
essus �a temps 
ontinu X(t) (que nous note-

rons �

�

). En parti
ulier, si la loi initiale �

�


o��n
ide ave


�

�

, l'esp�eran
e qui �gure dans l'�equation (2), se fait tou-

jours par rapport �a la loi �

�

puisque X

k

= X(t

k

) suit

la loi �

�

(quel que soit l'indi
e k). Nous nous pla
erons

dans 
e 
as par la suite. Il est alors 
lair que l'ordre des

termes �gurant dans la somme de l'�equation (2) peut être

modi��e sans que la matri
e d'information de Fisher ne

soit modi��ee. Par exemple, le s
h�ema d'�e
hantillonnage

\en paires" (t

2i

= i; t

2i+1

= i + �) pour i = 0; : : : ; `

(ave
 � < 1) 
onduit �a la même matri
e d'information

que (t

i

= i�)

0�i�`

suivi de (t

i

= `�+ (i+ 1)(1� �))

0�i�`

(�e
hantillonnage �a une 
aden
e rapide, puis lente). Rap-

pelons une fois en
ore que l'on ne 
onsid�ere i
i que les

performan
es statistiques en ignorant les perturbations

apport�ees au tra�
 par la mesure (aspe
t sous lequel les

deux s
h�emas �evoqu�es 
i-dessus sont probablement assez

distin
ts).

4 M�ethodes de 
al
ul num�erique

On 
onsid�ere maintenant diverses appro
hes permet-

tant d'�evaluer num�eriquement la matri
e d'information



de Fisher donn�ee par (2) dans le 
as de l'�e
hantillonnage

d'un pro
essus de Markov �a temps 
ontinu stationnaire.

D'apr�es la dis
ussion qui pr�e
�ede, il suÆt alors de par-

venir �a �evaluer le terme g�en�erique de (2) qui s'�e
rit en

utilisant (1) et (3)

I

(h)

(�) =

X

x;x

0

2X

�

�

(x)P

�;(h)

(x; x

0

)

r

�

L

�;(h)

(x; x

0

)r

T

�

L

�;(h)

(x; x

0

);

o�u P

�;(h)

def

= exp(hQ

�

) et L

�;(h)

def

= logP

�;(h)

, h 2 R

+

d�esignant l'�e
art g�en�erique entre deux instants d'�e
hantil-

lonnage su

essifs.

Nous avons mis en �uvre trois m�ethodes diff�erentes per-

mettant d'�evaluer num�eriquement 
ette information de Fi-

sher :

Evaluation num�erique dire
te Tous les environnements

de 
al
ul num�eriques 
omportent en g�en�eral une fon
tion

permettant de 
al
uler dire
tement l'exponentielle matri-


ielle. La m�ethode r�eput�ee la plus �able num�eriquement

utilise une approximation de type Pad�e [7℄. On peut don



al
uler dire
tement P

�;(h)

et �evaluer approximativement

r

�

logP

�;(h)

par di��eren
es �nies (en �evaluant l'exponen-

tielle matri
ielle en d points \pro
hes" de �). Cette ap-

pro
he a le m�erite d'être fa
ilement impl�ementable et de

ne requ�erir au
une 
onnaissan
e sur la d�ependan
e en � de

Q

�

(autre que d'être 
apable de l'�evaluer num�eriquement).

Elle est toutefois lourde �a mettre en �uvre quand X est

un ensemble de 
ardinal r �elev�e et fournit une �evaluation

du gradient dont la pr�e
ision est impossible �a quanti�er

pr�e
is�ement (d�epend de la d�eriv�ee se
onde dans la dire
-

tion des perturbations).

D�e
omposition propre et 
al
ul op�erateur Une autre

solution 
onsiste �a 
al
uler num�eriquement une d�e
ompo-

sition propre de Q

�

sous la forme Q

�

= V

�

D

�

V

�1

�

o�u D

�

est une matri
e diagonale 
ontenant les valeurs propres

(d

�;k

)

1�k�r

. D�es lors, on peut �evaluer exp(hQ

�

) sous la

forme V

�

D

�;(h)

V

�1

�

o�u D

�;(h)

est une matri
e diagonale

dont les �el�ements valent e

hd

�;k

. Par ailleurs, l'exponentielle

matri
ielle admet �egalement une repr�esentation spe
trale

sous la forme

exp(hQ

�

) =

1

2i�

Z

�

e

s

(sI �Q

�

)

�1

ds;

o�u � est un 
ontour de C englobant les valeurs propres

d

k

[6℄. En utilisant la formule des r�esidus, il est possible

de montrer que (i
i pour un param�etre � s
alaire)

�

��

exp(hQ

�

) = V

�

��

V

�1

�

�

�

��

Q

�

�

V

�

�

�G

(h)

�

V

�1

�

o�u G

(h);kk

= h e

hd

k

et G

(h);kl

= (e

hd

k

� e

hd

l

)=(d

k

� d

l

)

pour k 6= l (le symbole � d�esigne le produit dit de Hada-

mard ou terme �a terme). Cette m�ethode, qui suppose de

savoir d�eriver (analytiquement) Q

�

par rapport �a � four-

nit une forme relativement expli
ite de la d�eriv�ee de Q

�

.

Elle est �egalement moins 
oûteuse en temps de 
al
ul en


as d'�evaluations r�ep�et�ees pour des valeurs de h di��erentes

puisque la d�e
omposition propre n'est 
al
ul�ee qu'une fois.

Elle est malheureusement moins stable num�eriquement [7℄,

en parti
ulier pour des grandes valeurs de r.

Dis
r�etisation temporelle Lorsque h tends vers 0, on

sait que P

�;(h)

est approximativement �egal �a

b

P

�;(h)

o�u

b

P

�;(h)

est une matri
e de transition dont le terme d'in-

di
es k; l (pour k 6= l) vaut hQ

�;kl

[2℄. En �xant un pas de

dis
r�etisation temporelle 1=l (ave
 l � 1), on peut don


approximer P

�;(h)

par

b

P

�;(h);l

=

bh=l


Y

i=1

b

P

�;(1=l)

: (4)

Cette m�ethode est li�ee �a 
elle (plus g�en�erique) qui 
onsiste

�a tronquer le d�eveloppement en s�erie enti�ere de exp(hQ

�

)

mais elle garantit que l'approximation de P

�;(h)

obtenue

est bien une matri
e de transition. On peut montrer que


ette m�ethode est stable dans le sens o�u pour tout h, et

toute loi initiale �,

k�

b

P

�;(h);l

� �P

�;(h)

k

1

� C

�

=l;

C

�

�etant une 
onstante qui ne d�epend que de r et de

max

x2X

f�Q

�

(x; x)g.Pour �evaluer les d�eriv�ees, on utilise

simplement une relation de r�e
urren
e obtenue en d�erivant

(4) par rapport �a �. Cette derni�ere appro
he a le d�efaut

d'être sensible �a la valeur absolue des taux Q

�

(x; x

0

), une

dis
r�etisation plus �ne devenant n�e
essaire lorsque les taux

augmentent. Elle a toutefois le m�erite de montrer qu'il est

possible d'appro
her la vraisemblan
e (et ses d�eriv�ees) par

un 
al
ul r�e
ursif, 
e qui sugg�ere une possible impl�ementa-

tion (appro
h�ee) adaptative de l'estimateur du maximum

de vraisemblan
e.

5 Simulations et r�esultats

A titre d'exemple, nous 
onsid�erons i
i le pro
essus du

nombre de 
lients (C(t); t 2 R

+

) asso
i�e �a la �le d'attente

M/M/1 dans laquelle le pro
essus d'arriv�ee des 
lients est

de taux � et le pro
essus de traitement de taux �.
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Fig. 1: De haut en bas: E
arts-types pour �, � et 
oeÆ-


ient de 
orr�elation en fon
tion de h. Superpos�es en ti-

rets, les 
omportement th�eorique des �e
arts-types pour les

faibles valeurs de h.

Les �gures 1 et 2 montrent les r�esultats obtenus pour

� = 2; � = 5 en utilisant la troisi�emem�ethode d'�evaluation

num�erique mentionn�ee au paragraphe pr�e
�edent, ave
 l =
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Fig. 2: De haut en bas: E
arts-types pour �, � et 
oeÆ-


ient de 
orr�elation en fon
tion de h. Superpos�es, en ti-

rets, les 
omportement th�eorique des �e
arts-types pour les

faibles valeurs de h et, en traits pointill�es, le 
omporte-

ment de l'�e
art-type sur � pour les fortes valeurs de h.

500. Notons que pour l'impl�ementation, il est �egalement

n�e
essaire de tronquer l'espa
e d'�etat du syst�eme, les �-

gures 1 et 2 
orrespondent en fait �a un mod�ele M/M/1/20

(ou le nombre maximal de 
lients est 20), mais 
ette tron-


ature est sans e�et sur les r�esultats pr�esent�es i
i. Sur


es �gures, on repr�esente les �el�ements de I

�1

(h)

(�) plutôt

que 
eux de I

(h)

(�) en prenant la ra
ine 
arr�e pour les

termes diagonaux pour obtenir des grandeurs homog�enes

�a des �e
arts-types et la forme normalis�ee (
oeÆ
ient de


orr�elation) pour le terme hors diagonale.

La �gure 1 
on
erne la param�etrisation originale � =

(�; �). Sur 
es 
ourbes, on 
onstate que les performan
es

d'estimation sont optimales pour des valeurs de h de l'ordre

du temps moyens entre deux �ev�enements (arriv�ee ou d�e-

part) dans la �le �etudi�ee. Les performan
es se d�egradent

tr�es rapidement lorsque h augmente ave
 des erreurs for-

tement 
orr�el�ees sur � et �. En e�et, la �le �etant stable,

P

�;(h)

tend assez rapidement vers la loi stationnaire du

syst�eme, or 
ette derni�ere (loi g�eom�etrique de param�etre

�=�) ne d�epend que du rapport �=�. Pour les faibles va-

leurs de h, il est possible de faire une analyse simpli��ee en


onsid�erant que les trois seuls �ev�enements de probabilit�es

signi�
atives sus
eptibles de se produire pendant la dur�ee

h sont l'arriv�ee d'un 
lient (probabilit�e �h), le d�epart d'un


lient (probabilit�e �h, sauf si la �le est d�ej�a vide), o�u le

fait que l'�etat de la �le ne 
hange pas. Sur la base de 
e

raisonnement, on obtient

I

(h)

(�) =

�

h=� 0

0 (�=�)h=�

�

+O(h

2

);

qui 
orrespond aux 
ourbes repr�esent�ees en traits poin-

till�es.

Compte tenu de 
es r�esultats, il est plus sain de 
onsi-

d�erer la param�etrisation � = (�; �) = (�=�; ���) 
omme

sur la �gure 2. Le plus frappant i
i est que les perfor-

man
es d'estimation pour � s'am�eliorent de mani�ere mo-

notone ave
 h pour atteindre (pour les grandes valeurs

de h) l'information 
orrespondant �a la loi stationnaire

I

�

(�) = 1=(�(1� �)

2

). La �gure 2 sugg�ere que pour l'es-

timation de �, l'�e
art temporel entre les observations im-

porte peu, du moment qu'il est suÆsant, et que la situation

la plus favorable 
orrespond au 
as de quasi ind�ependan
e

entre les observations su

essives (grandes valeurs de h).

Pour la di��eren
e des taux �, les performan
es d'estima-

tion sont faibles et se d�egradent assez rapidement lorsque

h augmente. Il est �a noter que dans le 
ontexte de la me-

sure a
tive de r�eseau o�u l'observation se fait par �emission

d'un paquet sur le r�eseau, la plage de h qui semble la

plus favorable sur la �gure 2 (temps de l'ordre du temps

moyen entre deux �ev�enements) 
orrespond en fait �a des

r�egimes tous �a fait irr�ealistes dans lequel le tra�
 g�en�er�e

par les paquets sondes n'est plus du tout n�egligeable fa
e

au tra�
 r�eel de donn�ees. Par 
ons�equent, la partie la plus

pertinente de la 
ourbe est la partie droite qui montre une

s�ev�ere d�egradation pour les performan
es d'estimation de

� (lorsque h augmente). Qualitativement, on obtient les

mêmes 
on
lusions pour toutes les �les M/M/1 nettement

stables (telles que � soit nettement inf�erieur �a 1) 
e qui


orrespond au 
as le plus repr�esentatif pour les mesures

de tra�
 de bout en bout.

6 Con
lusions

L'appro
he pr�esent�ee 
i-dessus fournit une �evaluation

num�erique des performan
es statistiques qui s'av�ere fru
-

tueuse en 
e qu'elle permet e�e
tivement de 
omparer di-

vers s
h�emas d'�e
hantillonnage propos�es dans la litt�erature,

dans le 
adre d'un mod�ele (Markovien) de �le d'attente.

Il est �egalement possible d'�etendre dire
tement 
ette ap-

pro
he au 
as du pro
essus de 
harge de la �le M/M/1

stable grâ
e �a un r�esultat d'approximation du g�en�erateur.
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