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1 Rappels sur les ensembles

Soit E un ensemble, A, B, C des sous ensembles de E, I C N un ensemble d’indice et A;
des sous ensembles de E.
On a les définitions suivantes :

Définition 1. Opérations sur les ensembles.

AUB ={z,x € A oux € B}
ANB={x,x € A etz € B}
A\B={zx,x € Aetaz ¢ B}

A=A ={z,z ¢ A}

Uiecs Ai=A°={z,Jipel t.q v € Ay}
o N, Ai=A={aVicl xecA}

ainsi que les propriétés :

Proposition 1. Opérations sur les ensembles.

e AUBNC)=(AUB)N(AUC)
e AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
e AUB=ANB
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e ANB=AUB

e A=A

e ACB < BCA
Exercice :

Soit £/ un ensemble de A et B deux sous-parties de E. Montrer par preuve cyclique
I’équivalence entre ces 8 propriétés :

(i)AC B (i)ANB=A (iii)AU
(WAUB=F (vi)BC A (vii)AN

2 Limites d’ensembles

Définition 2. Limites de suites monotones d’ensembles.

o Une suite d’ensembles (E;)i>o est dite croissante si pour tout i, on a E; C E;yy.
On a alors par définition

lim E; = UE

i—00
>0

e Une suite d’ensembles (E;);>o est dite décroissante si pour tout i, on a E;, C E;.
On a par définition

lim E; = ﬂE

1—00
>0

La relation d’inclusion n’est pas une relation d’ordre totale, i.e., on a pas soit A C B soit
B C A. On peut toutefois definir les limites inferieurs et supérieures d’une suite d’ensemble
(E;); quelconque.

Définition 3. Limites inférieures et supérieurs d’ensembles.
Soit une suite d’ensembles (E;);>o. On définit :
o la limite supérieure : limsup;_,. E; =();so U]>i E;.

o la limite inférieure : liminf, . F; = U1>0 2 B

Exemple. x Prenons la suite (E;);>o definie par

On a immédiatement que
° Vi Uj>z‘ E; = Q et donc limsup,_,. F; = Q

4



2 . Limites d’ensembles

o Vi ﬂj>i E; =0 et donc liminf; ;o E; =0
Proposition 2.
Soit une suite d’ensembles (E;)i>o. On a

1. liminf; E; = limsupiE

2. liminf; E; C limsup, E;

Preuve
1. Decoule des proprietes AUB=ANBet ANB=AUB
2. Yg>n, [, Nyan Ex C Ey, done Vp, (o, Ex € U,~, Eq- On a donc ¥n

a>p
ﬂ E, C ﬂ UEq = limsup F,
k>n p>0g>p p—roo
Donc
liminf E,, = U ﬂ Ej, C limsup £,
nee n>0k>n p—roo

Définition 4. Suite convergente d’ensembles.
Une suite d’ensembles (E;);>o est dite convergente si

liminf F,, = limsup E,,
n—00 n—00

Proposition 3. Soit une suite d’ensembles (E;) et w € Q

1. A partir d’un certain rang, w est dans tous les E; s’écrit

wE UﬂE] = h,{ﬁic}ngn
>0 j>i
2. w est dans une infinité de E; s’écrit

w € ﬂUEJ = limsup E,

i>0j>i n—eo

Preuve
1. Par définition de U et N :
welJE < Jiotawe [ E
i>0j>i J>io
< dip t.q. Vj >ig,w € E;
<= a partir d’un rang ip,w est dans tous les £j.

>
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2. Par définition de U et N :

we(JE <= Viz0welJE;
i>0 >4 j>i
—= Vi>0,dj>itquw € E;
<= w est dans une infinité de Ej.

3 Dénombrabilité

On ajoute un rappel sur la notion de dénombrabilité qui quantifie un certain type d’infini.
Les infinis que 'on peut compter sont dis dénombrables, et il existe des infinis plus gros que
I’on ne peut pas compter.

Définition 5. Un ensemble E est dit dénombrable lorsqu’il est fini ou lorsqu’il est infini et
que ses €léments peuvent étre listés sans omission ni répétition dans une suite indexée par les

entiers n € N.
Mathématiquement, un ensemble E est dit dénombrable quand il est en bijection avec une

partie de N.

Proposition 4. On a les propriétés suivantes sur les ensembles dénombrables :
e Toute partie A de N.
e Le produit cartésien d’une famille finie non wvide d’ensembles dénombrables est
dénombrable.
e Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Une illustration simple est I’exemple de 1’hotel de Hilbert.

Exemple. [l y a un hotel avec un infinité de chambre numérotées 1,2,3, ...

e Un bus contenant une infinité de passagers numérotés 1,2, 3, ... arrive devant [’hotel.
Comment loger tous les passagers dans les chambres ¢

o Deux bus contenant chacun une infinité de passagers numérotés 1,2,3,... arrivent
devant [’hotel. Comment loger tous les passagers dans les chambres ?

e N bus contenant chacun une infinité de passagers numeérotés 1,2, 3, ... arrivent devant
I’hotel. Comment loger tous les passagers dans les chambres ?

o Une infinité de bus numérotés 1,2,3, ..., contenant chacun une infinité de passagers
numérotés 1,2,3, ..., arrwent devant [’hotel. Comment loger tous les passagers dans
les chambres ¢

Proposition 5. L’ensemble [0, 1] n’est pas dénombrable.

6



3. Dénombrabilité

Preuve. Il suffit de démontrer que pour toute partie dénombrable D de [0, 1], un élément
de [0, 1[ n’appartient pas a D.

Soit donc une partie dénombrable de [0,1] énumérée a l'aide d’une suite (up)pen =
U1, Us, Uz, . . .. Chaque terme de cette suite a une écriture décimale avec une infinité de chiffres
apres la virgule, avec éventuellement une infinité de zéros pour un nombre décimal. On a donc

(oo}
u; = 0, u; 1w U = Yik
i = U, Ui 1U2 ... zn_g
) ) ) 10k
k=1

On construit maintenant un nombre réel x € [0, 1] en utilisant u,, ,, le n-ieme chiffre apres
la virgule (i.e. la n-ieme décimale) de u,,. Par exemple, on a les écritures décimales suivantes
pour les premiers termes de la suite

uy = 0,0405440 . ..
us = 0,1423012. ..
uz = 0,8315036.. ..
uy = 0,3220436 . ..
us = 0,1407316.. ..

Ug = ...

Le nombre réel x est construit par la donnée de ses décimales suivant par exemple la regle
suivante. Si la n-ieme décimale de u,, est différente de 4, alors la n-ieme décimale de x est 4,
sinon la n-ieme est 3. Avec I’éxemple ci-dessus, la regle donne z = 0,43444 . . ..

Le nombre x est dans Iintervalle [0, 1] mais ne peut pas étre dans la suite (u,), car il
n’est égal a aucun des nombres de la suite. En effet, il a au moins une décimales différente de
chacun des u,,, a savoir la n-ieme.

Un nombre réel n’a pas une écriture décimale unique en général. En effet, pour les nombre
décimaux non nuls, deux écritures sont possibles pour ces nombres, 1'une avec toutes les
décimales valant 0 sauf un nombre fini, autre avec toutes les décimales valant 9 sauf un
nombre fini. Le nombre x construit ci-dessus n’est pas décimal, puisque son écriture décimale
est infinie et ne comporte que les chiffres 3 et 4. Il a donc une écriture décimale unique. On
en conclut que = ¢ D.

[0,1] n’est donc pas dénombrable. A fortiori, R, ou tout intervalle de R n’est pas
dénombrable.
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1 Expériences et événements aléatoires

On cherche a modéliser les phénomenes aléatoires concrets. Une expérience aléatoire est

une expérience dont on ne peut donner l'issue a ’avance.

Définition 6. On appelle expérience aléatoire une expérience qui reproduite dans des condi-
tions identiques, peut conduire a plusieurs résultats possibles, et dont on ne peut prévoir le
résultat a l'avance. L’espace de tous les résultats possibles est noté €2, et un résultat possible

est noté w € (1.

Exemple.

e un lancer de piéce, Q = {P, F'}
e un lancer de dé, Q = {1,2,3,4,5,6}
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tirage de carte

Q ={1 Pique, ..., K Pique,1 Coeur,..., K Coeur,
1 Carreau, ..., K Carreau,1 Treéfle, ..., K Tréfle}

un lancer de deuz piéces, Q@ = {PP, PF,FP,FF}
envoi d’une fléchette sur une cible de 30cm de diameétre

Q={0,)J02,y), t.g 2> +y* <15}

Définition 7. On appelle événement aléatoire un sous ensemble de €2, dont on peut dire, au
vu du résultat de l'expérience aléatoire, s’il est réalisé ou non.

Exemple. Supposons qu’on lance deux dés ['un apres l'autre et que le résultat de ['expérience
soir les deux chiffres des dés sans préciser [ordre.

L’ensemble A = {La somme des dés est supérieure a 6} est un événement aléatoire.
L’ensemble B = {La le premier dé est égal a 4} est un événement aléatoire.

Les évenements aléatoires sont donc des ensembles. On utilise donc les opérations
élémentaire sur les ensembles pour décrire des évenements.

Définition 8. Rappel de définitions sur les ensembles.

Intersection : A(\B = {ct.q.c € Aetc € B}. Lintersection est associative et
commutative.

Union : A|UB ={c t.q. c € A ou c € B}. L’union est associative et commutative.
Ensemble vide : ensemble ne contenant aucun point, noté (.

Ensembles disjoints : A et B tels que A(\B = 0.

Différence : A

B={ctq ceAetcé¢ B}.

Complémentaire : A° = ()

A={d ¢ A}, aussi noté A.

Partition : Famille d’ensemble A; disjoints deux a deux, i.e. A;(VA; =0, i # j et
qui recouvre Q, i.e. | J; A; = Q.

On peut donner aux opérations sur les ensembles définies ci-dessus une interprétation en
terme d’évenement aléatoire en définissant les opérations suivantes.

Définition 9. Rappel de définitions sur les ensembles.

NON : l’'évenement NON A correspond au complémentaire A¢ de A

OU : I’événement A OU B correspond a l'union A|J B.

IMPLIQUE : le fait que l’évéenement A IMPLIQUE B signifie que A C B.
INCOMPATIBILITE : A et B sont dits incompatibles si A\ B = 0.
TOUJOURS VRAI : I’événement €) est le seul évenement qui soit toujours vrai.
IMPOSSIBLE : a l'inverse, l’événement () est impossible.

10



2 . Espaces probabilisés

2 Espaces probabilisés

Définition 10. Soit Q2 un ensemble et A un ensemble de parties de 2. A est une tribu si
elcAetQe A

o A est stable par passage au complémentaire
SiAe A, A€ A
o A est stable par intersection et union dénombrables

A, suite d’éléments de A, mAn €A, UA" eA

On comprend la nécessite d’avoir une tribu pour pouvoir appliques a notre ensemble
d’évenements les opération NON, ET, OU, etc. définies précédemment.

Exemple.

o {0,Q} est la tribu triviale, la plus petite tribu de )
e P(Q), l'ensemble des parties de ), est une tribu. Lorsque §) est un ensemble
dénombrable, on choisira cette tribu.

Définition 11. 5i C C P(2), on appelle tribu engendrée par C' la plus petite tribu contenant
C'. Elle existe toujours car P(§2) est une tribu.

Définition 12. On appelle tribu borelienne la tribu engendrée par ’ensemble des intervalles
ouverts de R

Exemple. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par [’ensemble des intervalles
de la forme | — 00, a] avec a € Q.

On peut maintenant définir une probabilité

Définition 13. Une probabilité sur l'espace (2, A) est une application P de A dans [0, 1]
vérifiant

e P() =1

e Pour toute suite dénombrable (A,), d’éléments deux 4 deux disjoints

P(UAn) = ZP<An)

Remarque. Du point de vue de la théorie de la mesure, une probabilité est une mesure abstraite
de masse 1 sur I'espace mesurable (2, A). Nous sommes donc dans le cadre mathématique
développé par la théorie de la mesure, mais nous ne ferons pas appel aux résultats généraux
de cette théorie.

11
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Par application de la définition, on les propriétés suivantes.

Proposition 6.

+ P(ANB)
\B)+ P(B\ A)+ P(ANB)
B) = P(A) + P(B)

aelaclacBac i

Cela nous amene a la définition d’espace abstrait de probabilité, ou espace probabilisé, que
I’on doit au mathématicien russe Kolmogorov en 1933.

Définition 14. On appelle espace (abstrait) de probabilité un triplet (Q, F,P) o
e () est un ensemble abstrait (univers)
o F est une tribu d’ensembles mesurables de S (les événements)
o P est une mesure positive sur (Q, F) telle que P(Q2) =1 (la probabilité)

Exemples.

1. Pour (2, F) mesurable et x € Q fixé, §, est une mesure de probabilité ou VA € A

0 st x¢A
%(A) = Lalw) = { 1 si = i A
En effet :
e 0, estbien a valeurs dans [0,1]
b 61:”(9) = ]‘

e pour toute suite dénombrable (A,,), d’éléments deuzr a deux disjoints :
% soit Ing t.q. x € Apg et P(U,, An) =1=>_, P(A4,).
* soitVn, x ¢ A, et P(J,A,) =0=>_ P(A,)

2. Pour (2, F) mesurable, (z,), une suite de points distincts de Q0 et (p,)nen telles que

>0, > pn=1,P= > p,0,, est une mesure de probabilité.
neN neN

En effet :
e La somme de deur mesure est un somme d’applications au sens

(P +Po)(F) = Py(F) +Po(F)

o VA€ F, la série Y pno., (A) est absolument convergente.
neN

12
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e Ona

o Pour tout suite A, deuxr a deux disjoints :

P(JAn) =D pade,((JAn) = DD pab(An) =Y (O pube,(An)) = D P(An)

m m

L’interversion des sommations sur n et m se fait par le théoreme de Fubini pour
les séries absolument convergentes.
Proposition 7 (Propriétés élémentaires). Soit (2, F,P) un espace probabilisé, A, B, A,, € F.

1. Continuité monotone : Soit (A,)nen une suite monotone d’événements pour la relation
d’inclusion :

P( lim A,) = lim P(A,).

n—-+0o n——+00

2. Sous-additwité dénombrable :

P(J An) <D P(A).

neN neN

Preuve. 1)
a) Si (Ay)nen est croissante Ay C Ay C ...

On pose B, = A,\A,1: A, = Ao (U Bk) avec les By, disjoints.
k=1

+o0o
i = U= U a0
k=1

neN

13



CHAPITRE II. GENERALITES SUR LES PROBABILITES

et
+oo
P( lim A,) =P(A4y) + ZP(Bk) ( par definition de P)
n—-+o0o P}
= Pldo) + HETOOZP (B

=P(Ay) + lim Z(P(Ak)—]P’(Ak_l))

n—-+o0o
k=1

= lim P(A,).

n—-+o00

b) Si (A )nen est décroissante, (AS),en est croissante.

P( lim AY)= lim P(AS)=1— lim P(A4,)

n—-+o0o n—+o0o n—-400

et

P( lim A7) = P(| ) A2) :P<(ﬂAn)C> P(()An) =1-P( lim A,)

n—%Hm
neN neN neN

de sorte que
P( lim A,) = lim P(A,)

n—-+o0o n—-+o0o
2)
n

P( U Ay = P(ngrfoo U A,,) par def. de la limite d’une suite croissance d’enemble
neN k=1

= lim P A tinuité t
lim (H ») par continuité monotone

< lim Z P(Ay) par sous-additivité de 1'union finie

n—-+o0o

= P(Ay)

Définition 15. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé. A € F est dit avoir lieu P-presque
surement si P(A) = 1.

Théoréme 8 (Borel-Cantelli). Soit (2, F,P) un espace probabilisé et (A;)ien une suite
d’événements de F.

14
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+oo
i) Si Y P(A;) < 400, alors
=1
P(limsup A,,) = 0.

n—oo

+o0
ii) S1 Y P(A;) = 400 et siles événements A; sont indépendants, alors
j=1

P(limsup A,,) = 1.

noo

Preuve
i) limsup A, = () U A; donc
n—oo neNi>n
P(limsup A,,) = lim IP’(U A;) car (U A;)n est décroissante
oo T s i>n

< lim ) “P(A;)

>n

=0si » P(4) < +oo.
=1

+oo
ii) Siles A; sont indépendantes et si > P(A;) = +oo,
=1

P((limsup A,)¢) = P(liminf A7) = lim P([") A7) = lim lim P([") Af)

n—oo n—o0 Mm—0o0

nee i>n i=n
puis
P(ﬂ AY) = HIP’(AZC) par indépendance
= [ —P4)
< H e PA)  carVa, 142 < é”
-2 P(4)
= e =N
D o (NN < oo
On a donc lim e =» =0si > P(A;) = +oo. Ainsi lim P([) AS) =0 et

P((limsup A,,)¢) = 0 donc P(limsup 4,,) = 1.

n—oo n—o0

15



CHAPITRE II. GENERALITES SUR LES PROBABILITES

Probabilités sur un espace dénombrable Lorsque l'espace (2 est dénombrable, nous

considérerons systématiquement, sauf exception, la tribu P(2), qui est I’ensemble des parties
de Q.

Proposition 9. Soit 2 = (x,), un ensemble dénombrable. Une probabilité sur (2, P(Q)) est
caractérisée par ses valeur sur sur les singletons. Ces valeurs p, = P(x,,) constituent le terme
d’une série positive de somme 1.

Preuve
e Comme nous l'avons vu, si on note 2 = (z,), et que I'on se donne (p,), positifs de
somme 1, P =) p,0,, définit une probabilité.
e Inversement, soit une probabilité P sur (€2, P(R2)). Toute partie A = (z,),n € N de
Q est réunion disjointe des singletons {z,,n € N}, donc P(A) est caractérisée par
pn = P(x,) > 0. De plus > p, =P(Q) =1.

3 Variables aléatoires

En théorie moderne des probabilités, on préfere utiliser un point de vue fonctionnel plutot
qu’ensembliste en utilisant les variables aléatoires. Une variable aléatoire est une gran-
deur qui dépend du résultat de ’expérience que 1’on regarde.

Définition 16. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire X est une appli-
cation de ) dans un ensemble E.

X well— X(w) ek

Remarques.

e Le terme variable dans variable aléatoire est assez mal adapte, car une variable aléatoire
est une fonction de la variable w € (2

e [’espace E est mieux connu dans la pratique et nous nous interesserons aux chances
de réalisation de X plutot que les chances de réalisations d’évenements aléatoires

e La variable aléatoire X nous permet de transporter la structure (2, F,P) dans 'en-
semble E en posant, pour B[ E

X B)={weQtq X(w) € B}

et en utilisant la probabilite

Proposition 10.

16



4 . Fonction de répartition

o L'ensemble E={B(E t.q. X '(B) € F} est une tribu de E.
e L’application Px definie par

est une probabilite definie sur la tribu &.

Preuve Il suffit de remarquer que les operations elementaires sur les ensembles sont trans-
portees par X !

o X 1(D)=10

o X“Y(E)=0

e X (B°) = (X"Y(B))*

o XM, A) =N, X '(A)
o X (U, A) =, X 1(4)

Du fait que F est une tribu,€ en est un aussi. Idem pour la probabilité Py.

Définition 17. La probabilité Py est appelée loi de la variable aléatoire X, ou distribution
de probabilité de X. Du point de vue de la théorie de la mesure, c’est la mesure image de P
par X.

Remarque. L’interet majeur est que Px sera plus facile a caractériser que P car 1'espace F (R
par ex.) est mieux connu que l'espace abstrait € en général.

4  Fonction de répartition

Nous avons vu que lorsque l'espace ) est dénombrable, ou lorsque I'image X (2) est
dénombrable, la loi est de X est caractérisée par les probabilités sur les singletons, qui forme
le terme général d’une série convergente.

Dans le cas général d’'une variable aléatoire réelle, I'image X (Q2) est R qui n’est pas
dénombrable, et on ne peut pas caratériser la loi par les probabilités sur les singletons. Dans
ce cas, la fonction de répartition est un outil de caractérisation des lois de variables aléatoires
réelles.

Définition 18. Soit X une v.a.r. sur (Q, F,IP). On appelle fonction de répartition de X
(ou de Px ), la fonction

FX:R%R
t s Py (] — 00, ]) = P(X < 1)

Proposition 11 (Propriétés de Fy). .
1. Fx(t) €[0,1],VteR

17
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Fx est croissante
lim Fx(t)=0et lim Fx(t)=1
t——o0 t—-+o0

Fx est continue a droite : Vt € R, hlim+ Fx(t+h) = Fx(t)
—0

Fx a une limite a gauche : Vt € R, Fx(t7) = hlim+ Fx(t — h) eziste et
—0
Fx(t)— Fx(t7) =P(X =1).

Preuve de 3. On pose A, = {X < —n} : (Ay)nen est décroissante et lim A, = @ :

n——+oo
lim P(A4,) =0. Ainsi lim Fx(—n)=0don lim Fx(t) =0 car Fix est croissante.
n—+o00 n—+00 t——o0
Puis on pose B, = {X < n} : (By)nen est croissante et lir+n B, =Q: tlim Fx(t) =
n——+0o0 ——00
lim Fy(n)=1.
n—+oo

Preuve de 4. Soitt € R et h > 0.

0. Fx(t+h) = Fx(t) = Bx(]t,t 4+ h]) < Bx((t,t + ) pour h <

S|

(Jt,t + 2]),, est décroissante donc lim Px(]t, ¢+ 2]) = 0.

n—-+o00

Preuve de 5. Onpose B, ={X <t—1} C Byyy. lim P(B,) =P( lim B,)=P(X <t)

n—-+00 n—-—+oo
donc .
hlgglJr Fx(t—h) = HEIEOO Fx(t— 5) =P(X < t)(= Fx(t))
et lim Fx<t) — FX(t — h) = Fx<t> — Fx(t_) = P(X = t)
h—0+
Réciproquement :

Théoreme 12. Soit ' : R — R une fonction croissante, continue a droite, vérifiant
lim F(x)=0 et hrf F(z)=1.
T—>+00

T——00
Alors il existe un espace (§2, F,P) et X une variable aléatoire définie sur (§2, F,P) telle
que Fx = F.

Preuve On pose
(Q,f", ]P) = (]07 1[78(]07 1[)7 )‘>

et
Vw €]0,1[, X(w) =inf{z e R: w < F(x)}.

18



5 . Variables aléatoires a densité

Comme F' est croissante continue a droite, on a
Xw)<tew<F(t)
donc P(X(w) <t) = ANw < F(t)) = A([0, F(t)]) = F(t)O

Exemples. Fonctions de répartition :

1. Fx(t) = 1 4oof(t) si Px =0,

2.
0 st t<0
Fx(t)=<X t s 0<t<1
1 s1 t>1

si Px ~ U[0,1].

5 Variables aléatoires a densité

La fonction de répartition est un outil général de caractérisation de la loi des variables
aléatoires, mais peut étre un peu limitant pour les calculs, notamment lorsqu’on veux calculer
la loi de f(X) pour f une fonction donnée.

Les densités de probabilités permettent de calculer des probabilités via des intégrales su des
intervalles bornés [a, b] ou sur R tout entier, c’est a dire qu'il s’agit d’intégrales généralisées.
Cela signifie que

Définition 19. Une fonction réelle f : R — R est une densité de probabilité si elle est

positive, intégrable et vérifie
+00
flz)dz =1

—00

Si f est une densité de probabilité, elle vérifie les propriétés d’une fonction de répartition.
C’est donc la fonction de répartition d’une probabilité.

Définition 20. Une variable aléatoire X est de densité f si la loi Px admet la densité de
probabilité f, c’est a dire que

Po<a)= [ Sy
Les variable aléatoires réelles ont les propriétés suivantes.

Proposition 13. Soit X une v.a. de densité f

19
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e La fonction de répartition est continue, et donc
Ve e RRP(X =2)=0
e Sa fonction de répartition I est dérivable en tout point et

F(z) = f(z)
e [nversement, si la fonction de répartition F est dérivable par morceau, alors la v.a. X
admet la densité f(x) = F'(x)

2

Exemple. Une variable aléatoire de loi normale N'(m,0?), m € R, 0? > 0 admet pour densité

1 _(a=m)?
f(z) = \/We 202 et F(t / f(zx

6 Espérance

6 .1 Espérance

Définition 21 (Espérance). Pour X une v.a.r sur (0, F,P), on dit que X est d’espérance
finie si

/ X () |dP(w) < +00

(i.e. X € LY(Q, F,P). On pose alors

Remarques.

e On dit que X est centrée si E[X] = 0.
e Pour p > 0, le moment absolu d’ordre p est E[|X|] = f | X (w) [PdP(w).

e Sous réserve d’existence, le moment d’ordre n € N est

E[X"] = / X (w)"dP(w).

Théoréme 14 (de transfert). Soit X : (Q,F,P) — (E,&) une variable aléatoire et ¢ :
(E,E) — (R, Bgr) mesurable. Nous savons que Z = @o X est une variable aléatoire. Supposons
que Z € LY(Q, F,P), c’est a dire que

/ ()| dPx () < +o0.

20
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On a alors égalité des espérances de h relativement a la probabilité Px et de h(X) relativement
a la probabilité P, c’est a dire que

E[p(X)] = / (X (@))dP(w) = / o(@)dPx ().

Q E

Preuve
a) Pour p = alp :

/ (X (w))dP(w) = / o1 5(X (w))dP(w)

Q

:Oé/lx—l(B)(W)dP(w>

=aP(XH(B))
= Osz(B)
:04/13(:U)dIP’X(x)

E

- [ ela)px(o)

E

b) Par linéarité de l'intégrale, c’est vrai pour ¢ étagée.
c) Par passage a la limite, c’est vrai pour ¢ positive (donc pour |p| d’ou I’équivalence).
d) Pour ¢ € L' (Px), p = ¢, — ¢_ et la formule est vrai par linéarité.

Remarque. Ce théoreme de transfert signifie que, si nous connaissons la loi de la v.a. X, nous
pouvons calculer E(h(X)) quelque soit la fonction A intégrable.

Exemple. Si X € {zy,...,z,},

E[X] = / X (w)dP(w) = / wdPx(x) = aPx(z;) =Y wP(X = ;)
Q =1 =1

E
C’est la moyenne pondérée des valeurs de X. On a également

E[X? = / Py (x) = Y aE(X = )

E

21
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Cas de v.a. a densité

Proposition 15. Soit X une v.a. réelle admettant la densité f et g une fonction mesurable
de R dans R. Alors g(X) € L' si et seulement st

[ s < oo

oo

et alors

Remarque. On voit ici 'intérét des variables aléatoires a densité, qui ramenent les calculs
d’espérance a des calculs d’intégrales, qui peuvent étre traités efficacement numériquement.

6 .2 Variance

Définition 22 (Variance). Pour X v.a.r. (%(2, F,P)) telle que E[|X|] < 400, on appelle
variance de X la quantité

Var(X) = E [(X — E[X])?] € [0, +o0].

Proposition 16.

1. Pour (a,b) € R?et Y = aX + b,
E[Y] =aE[X]+b

et
Var(Y) = E [(aX + b — aE[X] — b)*] = a*Var(X).

Var(X) =0« /(X(w) — E[X])%dP(w) = 0 & X (w) = E[X] presque sirement

< X = Cste p.s.

3. Var(X) < +oo & X — E[X] € L2(Q, F,P) & X € L*(Q, F,P)
4. Formules :

a) Var(X) = Ef(:p — E[X])%dPx(z)

b) Dans le cas ou X admet une densité f,

400
Var(X) = /_ (z — E(z))*f (z)dx

[e.e]
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6 . Espérance

¢) Var(X) = E[X?] — E[X]?
Proposition 17. Soient X et Y des v.a.r L*(Q, F,P). On a
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2cov(X,Y)

ot cov(X,Y) =E[(X — E[X])(Y — E[Y])] est la covariance de X et Y.

Preuve : (X +Y —E[X +Y])?=((X-E[X])+ (Y —E[Y]))?O
Remarque. On a cov(X, X) = Var(X)

Interprétation de cov(X,Y) Sicov(X,Y) > 0, alors "X > E[X] = Y > E[Y]” et
"X < E[X] =Y < E[Y]” en moyenne : X et Y sont liées dans le méme sens.

Définition 23 (Variance de vecteur aléatoire). Si X = (Xi,..., X4) est un vecteur aléatoire
de (0, F,P), et si ‘Izlla%lEHXAp] < 400, on dit que X a un moment d’ordre p. L’espérance de

X est le vecteur de RY E[X]| = (E[X4],....E[X4]).
La variance de X est la matrice de variance-covariance

Ix = (B[(X; = E[X:)(X; = E[XDD; o1 0

4,j=1,...,

6 .3 Inégalités portant sur I’espérance

Proposition 18.

1. Inégalité de Markov :Pour X € L}(Q, F,P), Vt > 0,

2. Inégalité de Tchebychev : Pour X € L*(Q, F,P) et e > 0,

< Var(X)'

P(X —BIX]| 2 ) <

Preuve
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B[ X[ = / X (w)|dP(w) = / X (@)1 o dP() + / X (@)1 <edP()
Q Q Q

v

/ X ()] 1 0P()
Q

= t/ Lix o) 2P (w)
Q

— tP(|X| > ).
2. P(|X — E[X]| > ¢) = P(|X — E[X]|? > ?) < BIXBX qec 1),

6 .4 Théoreme pour l’identification de la densité

Théoreme 19 (Identification de la densité). Si il existe une fonction f > 0 telle que pour
toute fonction continue bornée h on ait

alors la v.a. X admet la densité f.

Preuve Sil'on prend pour A la fonction 1;_ ), on a

P <y = [ fa)s

c’est a dire la fonction de répartition associée a la densité f. 1j_, ) n’est pas continue bornée
mais on peut 'approcher uniformément par une suite de fonction continue bornées.

Conseil pratique : Pour trouver la densité fy de X, calculer E[p(X)] pour toute fonction
borélienne positive (ou bornée) et mettre sous la forme [, ¢(x)h(x)dz. h est alors la densité
de X.
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Chapitre 111

Conditionnement et indépendance

Plan du chapitre

1 Conditionnement . . . . . . . . . . 0 it et e e e e e e e e e 25
2 Independance . . . . . . . . . . . Ll s e e 27
2.1 Evenements . . . . . . . ... 27
2.2 Variables aléatoires . . . . . . . . .. .. ... 28
2.3  Somme de v.a. indépendantes a densité . . . .. .. .. ... 31

Les notions de conditionnement et d’indépendance sont des notions propres a la theorie
des probabilites et qui differencie cette theorie de la theorie de la mesure. L’idee de base de
cette notion est la suivante : une information supplementaire concernant ’experience modifie
la probabilite de ’evenement que 1’on etudie.

Par exemple, lorque 1'on lance deux des, la probabilité que la somme des faces soit super-
ieure ou egale a 11 est de 1/12. Cette probabilité est exactement nulle si 'on sait que I'un de
des a une face egale a 4, et elle est de 1/3 si 'un de des est egal a 6.

1 Conditionnement

Définition 24. Soit (2, F,P) espace probabilise et A,B € F avec P(B) > 0. On appelle
probabilité conditionnelle de A sachant B le nombre

P(A|B) = %

Remarques.

e Si l'on revient a l'intuition des frequences empiriques pour les probabilites (P(A) =
lim,, f,(A), la frequence de realisation de I’evenement A sachant que B est realise est la
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CHAPITRE III. CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

frequence de realisation des evenements A ET B divise par la frequence de realisation

de B AnB
fa(B)
et on retrouve la definition.
e Au dela de I'impossibilité de diviser par 0, cette notion n’a pas de sens si un évenement
n’est jamais réalisé.

e SiP(A) > 0,P(B) > 0,, on a
P(AN B) =P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

Proposition 20. Soit (2, F,P) espace probabilise et B € F un evenement avec P(B) > 0.
L’application
P(.|B) : Ae F —»=P(A|B)

definit une probabilite.

Preuve
e P(.|B) est positive et P(.|B) <1 car AN B C B donc P(AN B) <P(B)
P(QNB) _ P(B
« P(QIB) = 52 = 55 = 1.
e Ona (U,A,) N B =U,(A, N B), dou P(U,A,|B) =), P(A,|B) pour A, disjoints

Proposition 21. Formule de bayes
Soit B; € F une partition denombrable de Q) telle que P(B;) > 0. Pour tout A € F,

P(A|B)P(B)
P(A)

Proposition 22. Formule des probabilités composées
Pour Ay, ..., A, € F,

P(ATNAN..NA,) =PAJAN...NA,1)..P(A]A))P(A,).

P(B|A) =

Preuve Pa recurrence.
e n=2 par defintion de la proba conditionnelle
e On pose B=AyN...NA,_1, on applique la propriété pour n = 2 puis 'hypothese de
reccurence.

Exemple (Schéma des urnes). £ : 7On tire successivement 3 boules d’une urne contenant 5
noires, 3 blanches, 2 rouges, sans remise”. T; : 1™ tirage.

P("NNR") =P(Ty = R|T, = N, Ty = N)P(T = N|Ty = N)P(T; = N)

2 4 5
= - X =X —
8 79710
1
187
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2 . Independance

Proposition 23. Formule des probabilités totales
Soit B; € F une partition denombrable de Q) telle que P(B;) > 0. Pour tout A € F,

P(A) =Y P(ANB) =Y PAB)P(B)

Preuve A = U;(ANB,;) et les (AN B;) sont deux a deux disjoints (car les B; le sont), et
P(AN B;) =P(A|B;)P(B;). Puis On applique la définition d’une probabilité.

Exemple. Un individu se fait tester pour une maladie sachant que la proportion de la
population infectee est 1072, On lui dit que si il est effectivement infecte, il y a 99% de chance
que le test soit positif, et si il n'est pas infecte, il y a 0.1% de chances d’avoir un test positif.
Le test est positif, quelle est la probabilite pour que lindividu soit infecte ¢

Soit A 'evenement le test est positif” et B "lindividu est infecte”. On veut connaitre ici

P(B|A).
P(BJA) =
e P(B)=10""* et P(A|B) =0.99 donc P(A|B)P(B) =9.9.107°
e Par formule de probabilite totale
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B) = 9.9107° 4+ 0.001 x 9.999.10~*

Au total P(B|A) = 1/11, ce qui modére l'inquiétude du patient.

2 Independance

2.1 Evenements
Définition 25 (Indépendance). Pour A, B € F, on dit que A et B sont indépendants si
P(AN B) =P(A)P(B).
Proposition 24.
o SiP(B) >0, on a alors P(A|B) = P(A).

e [independance est stable par passage au complementaire
e ['independance est stable par applicaion d’une variable aleatoire.

Définition 26. Pour une famille quelconque d’événements A; € F, i € I, les A; sont
mdépendants si

VJ finie C 1, P([)4;) =][]P(4)).

jeJ jeJ
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CHAPITRE III. CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

Propriétés Siles (A;);cr sont indépendants,
i) Pour Jy, J; finies C I, J; N Jy = @, les événements A; = ﬂjeJl Ajet Ay = ﬂj€J2 A,
sont indépendants.

ii) On peut remplacer certains A; par A§ sans perdre l'indépendance.

2 .2 Variables aléatoires

Définition 27. Une famille quelconque de variables aléatoires sur (Q, F,P) X; : (Q,F) —
(E;, &) est indépendante si la famille des tribus engendrées par les X; lest :

VJ finie C 1, VBi€&ielJ, P(({XieB}) =]][PX;€B).

jeJ jeJ

(& VB, € &,icl, les événements X; *(B;) sont indépendants .)

Propriétés
i) Pour (X;);c; indépendantes et ¢; : (E;, &) — (ENz,gz) mesurables, (¢;(X;))ier est une
famille de variables indépendantes.

ii) Pour Ay, ..., A, € F,

(Ai)i=1,. n indépendants < (14,)i=1. ., indépendantes .

,,,,,

Théoréme 25 (Fondamental). Pour (X;);=1..., variables aléatoires, on pose

.....

Z=(X1,..X): (QF) = ([ E.&0.. ®&).

=1

Les variables X; sont indépendantes < Py =Px, ® ... ® Px, .
Preuve du théoréeme fondamental On utilise le fait que VB; € &;,
Py(By X ... x By) =P(Z'(By x ... x B,)) =P(() X; '(By)).
i=1

En cas d’'indépendance, Py et Px, ® ... ® Px, coincident sur un m-systeme qui engendre
E1®...®E&,.

Corollaire 26. Soit (Xi,...,X4) un vecteur aléatoire réel sur (0, F,IP). Les wvariables
aléatoires Xy, ..., Xq sont indépendantes si et seulement si pour toute famille de fonctions

¢; : R — R mesurables telles que p;(X;) € L}(Q, F,P), VJ C {1,...,d},

[T#i(x)

jeJ

E = [[E (X))

jeJ
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Preuve du corollaire Si les X; sont indépendantes, quitte a renuméroter, J = {1,...,j} et

E

J
H%(Xi)] = /ngi(:ci)d]P’(Xl ,,,,, x,)(71, ..., ;) (Théoréme de transfert)
i=1

ieJ

J
= /ngi(xi)dIP’Xl (z1)...dPx,(z;) (par indépendance)
i=1

-11 / i) dPy, (:)
= H E [%(Xz)] .

ieJ
Pour la réciproque, en prenant ¢; = 1p;, la formule donne directement que Pz = Py, ®
... ® Px, coincident sur B; x ... X By.

Corollaire 27. Si les variables X1, ..., X,, sont indépendantes et intégrables,

Théoreme 28 (Fondamental, Cas discret). Si les (X;)ie; sont discrétes, a valeurs dans E,
P, = ]P)Xl ®..&® PXn <~ V(Jlj)jzl 77777 n € En,P(ﬂ{XJ = .CL’J}) = HP(X] = 23]').
j=1

Théoréme 29 (Fondamental, Cas a densité). Si Z = (X1, ..., X,,) posséde la densité fz, on
note fx; la densité marginale de X; et on a

]PZ = ]PX1 ®...&Q ]P)Xn <~ fz<£[)1, ,l'n)dxldl'n = le (Z’l)dfﬂlfxn(l’n)dfﬂn
& fr(x, . xn) = fx, (1) fx, (xn) X — presque partout.

Proposition 30. Si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) =0 (X et Y ne sont pas
corrélées). La réciproque est fausse.

Preuve
e = cov(X,Y) =E[XY] - E[X|E[Y]

o = Soit X ~N(0,1) ~ fx(z) = e 7 Vo eRet Y = X2,

cov(X,Y) = E[X?] - E[X]|E[X? = E[X?] = / 2% fx(x)dr =0
R
car fx est paire. Mais

P(X>1NY >1)=P(X >1) £ P(X > DP(Y > 1)
car P(X>1)>0et P(Y > 1) < 1.
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Proposition 31. Si X4, ..., X,, sont des variables aléatoires 2 a 2 décorrélées et de carrés
intégrables, et si S, = X1 + ... + X, alors

Var(S,) = Var(X;) + ... + Var(X,,).
Preuve

i) Cas Vj,E[X;]=m; =0et X, € L*:
On a E[S,| =0 et

Var(S,) = E[S?]

=E (> X7+) D XX
j=1

=1 i

= Z E[X?] + Z Z E[X;]E[X;] par décorrélation
=1 =1 ity

-y
j=1

= Z Var(X;).
j=1

ii) Cas X; € L*:
On a E[S,] = > m; et
=1

Var(S,) = Var(S, — E[S,])
= Var() (X, —m;))

Jj=1

= ZV&I‘(XJ' — mj)
j=1

= Z Var(X;).
j=1

iii) Cas 3j : E[X}] = 400 :

Var(X,) = +oo et Var(S,,) = 400 car < +o0.
=1

=

3 X BB
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2 .3 Somme de v.a. indépendantes a densité

Proposition 32. SiU et V sont deux variables aléatoires indépendantes de densité respectives
fu et fv, alors la densité f; de la variable aléatoire somme Z = U + V est le produit de
convolution de fy et fy

+oo +oo

fz(z) = fo(u) fv(z —u)du = fo(z =) fv(v)dv
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Chapitre IV

Notions fortes de convergences et lois
des grands nombres

Plan du chapitre
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1 Convergence en probabilité et loi faible des grands
nombres

Définition 28. Soit X, X,,, n > 1 des variables aléatoires réelles.
On dit que (X,,),>1 converge en probabilité vers X si

Ve >0, lim P(X, —X|>¢)=0.
n—-+00
On note X, 5 x

Loi faible des grands nombres Supposons X; suite de v.a. i.i.d telles que L? : E[X?] <
~+00. On note

1= E[X]
o = Var(X))
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I'espérance et la variance commune des variables X; qui ont méme loi. Par linéarité de
I’espérance, on a

1 n
EM,] =-S E[X] =4
] = 3B =
Comme les X; sont indépendantes, Var(>_ X;) = > Var(X;) et donc

1 & 2
Var(M,) = — 3" Var(X,) = % — 0.
=1

La variance de M, tend vers, 0, i.e., ne varie plus a l'infini.

Théoreme 33. Loi faible des grands nombres.

2
Ve >0, P(|M,—pu|l>e¢e)< 0—2.
ne

On a donc, par définition de la convergence en probabilités,

MnL,u.

Preuve Par inégalité de Tchebychev,
< Var(Mn)'

]P)(|Mn_:u| >8) £2

2 Convergence en moyenne d’ordre p

Définition 29. Soit X, X,,, n > 1 v.a. ayant des moments d’ordre p > 0. On dit que (X,,)n>1
converge vers X en moyenne d’ordre p si

lim E[X, — X[”] =0

n—-+00

1.€e.
LP(2
(©)

Xn X.

3 Convergence presque sire

Définition 30. On dit que la suite (X,),>1 de wvariables aléatoires converge presque
strement vers X si

Pw: lim X,(w)=X(w))=1.

n—-+o0o

On note X, 23 X.
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3 . Convergence presque sure

Proposition 34. Soit X, X,, des v.a.r.

X, X eVe>0, Plimsup{|X, - X|>¢e})=0.

n—-+40o

Preuve

lim X,(w) # X(w) < Je > 0,Vng, In > ng, | Xp(w) — X(w)| > ¢

n—-+o0o
1
< Jk € N*,Vng, In > ng, | X, (w) — X(w)| > %

swelJ N UK -x1> 1)

keEN* ngeN* n>ng

1
s we | J limsup{|X, - X[ > =N

EEN* n—-4o0o

e Supposons X, 23 X : P(N) = 0 par définition.
Ve > 0, limsup{|X,, — X| > e} € N donc P(limsup{|X,, — X| > ¢}) = 0.

n—-+oo n—-+oo

e Supposons Ve > 0, P(limsup{|X, — X|>¢}) =0.
n——+0o00
P(N) < Y P(limsup{|X, - X|>+}) =0 MW

keN* n—-+00

Exemple. Soit (X,,)p>1 v.a.i.i.d. tqg E[|X;]] < +o0. Alors

lim —* =0 p.s.
n—+oo N

En effet, soit € > 0,

X

]P’(\7| >¢) = ]P’(@ >n).

Comme E[@] < 00, Z]P’(@ > n) < +oo donc par Borel-Cantelli,

Xn
P(limsup{|—| > ¢}) = 0.

n—-+o00 n

Critere de convergence presque sire

Proposition 35. Si Ve > 0, Y. P(|X,, — X| > ¢) < 400, alors lim X, = X p.s.

n—-+00

Preuve Borel-Cantelli.
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CHAPITRE IV. NOTIONS FORTES DE CONVERGENCES ET LOIS DES GRANDS NOMBRES

4 Liens entre les convergences

Proposition 36. .
L X, Mx = x,5x
2 X, “x = Xx,5x

3. Les réciproques sont fausses (en général).

Exemple de suite convergeant p.s. mais pas en moyenne
(Qa JT:) ]P) = ([07 1[a B[O,l[) A[O,l[)

On pose X, (w) = nlj 1;(w). (Tracer X,, en fonction de w pour mieux visualiser)
Vw € Q\{0}, lim X,(w) =0donc lim %= =0 p.s. Mais E[|X,, —0]] = 1.
n—-+0oo

n—-+o0o

Exemple de suite convergeant en moyenne mais pas p.s.
(Qa F7 ]P)) = ([07 1[7 B[O,l[? A[0,1[)

Pour n > 1, on pose [ = [%] et k =n — 2! pour avoir n = 2! + k, k € {0,...,2 —1}. On
pose

2l ol
(Tracer X jusqu’a Xj en fonction de w pour mieux visualiser)
lir+n E[| X,|] lim & = 0. Mais Vw € Q, limsup X, (w) = 1 et lim inf X,,(w) = 0.
n—-+0o0 o0 noo noo

- n—-+

Preuve
1. Supposons X, 25 X (& P(limsup{|X, — X| >¢}) =0)
Soit € > 0.

limsup P(|X,, — X| > ¢) < P(limsup{|X,, — X| > €})(voir Exercice 1 Feuille 1)

<0
donc lim P(|X, — X|>¢)=0.
n—-+00
2. Supposons X, 2 X (i.e. lim E[X, — X[] =0)

n—-+00

Soit € > 0.
E[| X, — X|P . s
P(| X, — X|>¢) < M(par inégalité de Markov)
5

donc lim P(|X, — X|>¢)=0.

n—-+0o
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4 . Liens entre les convergences

3. On reprend les deux exemples précédents.

Bilan des convergences

p-s. Lr

N\ Ve
proba

Proposition 37 (Propriétés de la convergence en probabilité). .
1. Si X, i X et X, i X5 alors X1 = X5 p.s.

2. Si X, i X, il existe une sous-suite (X, )i telle que klim X, =X p.s.
—+00
Preuve

1. Soit € > 0.
B(IX1 = Xal > €) < P Xo + 1| > )+ P(1X, — Xo| > 2)

donc P(| X7 — X3| > ¢) =0, Ve > 0.
2. a) On montre d’abord par récurrence sur k :
1 1

)< o0

(ng)x croissante tq P(| X, — X| > o) = i

Pour k = 0, pas de soucis puis liril P(| X, — X| > 557) = 0 Ingn > mi tq
n—-+00
IP)(|Xn _X‘ng_lﬂ)g 1+1-

2
b) On montre lim X, =
k——+o0

Soita>0.§|k0tq‘v’k2k0,2ik§€:

oy

k+1

3

1
Y P(X,, - X|>e) <) P(IX,, — X[ > o5) < +o0

k>ko k>ko

donc on peut utiliser le critere de convergence p.s.

Définition 31. Pour X, X,,, n > 1 vecteurs de R%, on définit les convergences de X,, vers X
en remplagant |.| par ||.||a norme de R%.

Proposition 38.

X,=(XW XDy 5 X = (XU, XNeovi=1.,dXD - X0

n



CHAPITRE IV. NOTIONS FORTES DE CONVERGENCES ET LOIS DES GRANDS NOMBRES

Preuve : Exercice.

Proposition 39 (Continuous mapping theorem). Soit (X,),>1 v.a. de R convergeant en
probabilité vers X € RP. Si g est une fonction continue, g : R? — RP, alors

9(X,) B g(X).

Preuve Supposons X, — X et g(X,,) ne converge pas vers g(X) en probabilité :

>0, In>0, e ta Plg(Xn,) —g(X)| >e) =n, Vk.

Comme X,,, L X, on peut extraire (ny, ); tq l lim Xnkl = X p.s. On a alors l lim Q(Xnkl) =
—+00 —+00

g9(X) p.s. donc zhfl 9(Xn,,) = g(X) en probabilité d’ou zhfl P([lg(Xn,,) —g(X)|| >€) =0
—+o0 — 0

absurde.
Corollaire 40. $i X,, 5 X et Y, = Y alors X, +Y, — X +Y et X,Y, — XY (pourd =1).

En effet, g1(z,y) = v+ y et g2(x,y) = xy sont continues.

5 Loi forte des grands nombres

5.1 Cas L?: E[X?] < +o00

Théoréme 41. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. i.i.d. telle que E[X?] < +00. On a

1 n
lim — ZXj =E[X;] presque sirement.
7=1

n—+oo 1 <

Preuve
a) On pose X, = X, — X~ avec X,/ = max{X,,,0} > 0et X,, = max{—X,,0} > 0. On
a M, = M, — M, avec

X+ X
N n
Xyt X
N n

M+

n

M,

E[X;] = E[X|'] — E[X]] donc il suffit de considérer des variables positives.
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5 . Loi forte des grands nombres

b) Montrons que
an I:s; 1%

n tooo
En appliquant I'inegalite de Bienayme-Tchebyshev a M,, avec p =2 et a = 1/q,q € N*,
on a
o2

n

1
Vg €N B(M, > 1) <

On extrait la sous suite de terme (M,z2), et on a

1 0.2q2
P(IM,e — il > ) < T

On définit les évenements
1
Ang = {2 [Mat) =] > 2}

Cy = limsup A4, ,
n—o0
Par le lemme de Borel-Cantelli comme la serie de terme general P(A4,, ;) est convegente,
la probabilité de la Imite sup est nulle

VCLP(CQ) =0

Soit w tq
M2 (w) - u

n—o0

Alors il existe €, > 0 et une infinité d’indices i tels que
| M2 (w) — p| > €

Soit ¢, tel que €, > 1/q,. w est dans une infinité de A;,, donc dans la limsup (par
propriété de la limsup) :
w € limsup A, 4, = C,

n—oo
Donc
w € Ug>1Cy
Or
P(Ug1Cy) < ZP(Cq) =0
g1
Donc

P({w : My2(w) el p}) =0

C’est a dire que M,2 converge presque surement vers fi.
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CHAPITRE IV. NOTIONS FORTES DE CONVERGENCES ET LOIS DES GRANDS NOMBRES

¢) On a montré que
My =3

n tooco

Montrons que
.S.
M, %

n tooo

On pose k,, = [\/n] (Partie entiere). On a
kn <V < kn+1
d’ou
k2 <n < (k,+1)?
n—2k, —1<k2<n

et donc par le theoreme des gendarmes

Comme on a supposé que X,, > 0, on a

k2 k, +1)2
— Mz < M, < M(kn+1)2g
n

Soit
E={w: Mg » pyU{w: My, 12 = p}
On a P(E) < 0+ 0 = 0. Par théoreme des gendarmes, Vw ¢ E, c’est a dire avec
probabilité 1, M, (w) — u. Ainsi
M, =3

n tooo

5.2 Cas L': E[|Xj]] < +o0

Théoréme 42 (Loi Forte des Grands Nombres). .
Soit (Xp)n>1 une suite de v.a. i.i.d. telle que E[|X;|] < +o00. On a

1 n
lim — ZXj =E[X;] presque sirement.

n—-+oo N
j=1

Preuve Pas de preuve ici.

40



Chapitre V

Fonctions caractéristiques,
convergence en loi et théoreme de la
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1 Fonction caractéristique

1 .1 Définition et propriétés élémentaires

Nous introduisons ici un outil important en calcul des probabilités : la fonction ca-
racteristique d’une variable aléatoire. On retrouve cet outil dans d’autres branches des
mathématiques ou on la nomme transformée de Fourier.

Définition 32. Soit X une v.a. réelle. On définit la fonction caractéristique de X, notée
¥x, par
xR — C
0 — E[e¢%] =E][cos(6X)] + iE [sin(6X)]
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CHAPITRE V. FONCTIONS CARACTERISTIQUES, CONVERGENCE EN LOI ET THEOREME
DE LA LIMITE CENTRALE

Remarques. e Si X est a densité fy,
ox(0) = [ " xoyie
R

C’est la transformée de Fourier de fx (a 27 pres).
e On peut étendre cette défintion a un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) a valeur dans
R?. Dans ce cas

px:RT — C
0 — E[60N] :E[eiz;‘:lejxjw,m

Proposition 43. On retrouve pour la fonction caractéristique les propriétés de la transformée
de Fourier.
e px est continue (et méme uniformément continue)
e X est une variable aléatoire réelle
x 91 E[|X]] < 400 , alors px est de classe C* sur R et

¢ (0) = iE [Xe"Y]

en particulier
¢’ (0) = iE[X]

x S1 B[|X|?] < +o00 alors ox est de classe C* sur R et
#(0) = ~B[X%]

en particulier
P%(0) = —E [X7]

x On a, avec la formule de Taylor-Young, le développement limité en 0 pour px
ex(0) =1+ iE[X]0 — %E[XQ]HQ + 60%¢(0). (V.1)
x S E[|X|*] < 400, k €N, alors px est de classe C* et
SDE?)(Q) _ Z-kE[XkeiGX]‘

On a alors

e X est un vecteur aléatoire de R?.
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1. Fonction caractéristique

x 91 E[|| X]|1] < +o00 alors px est de classe C* sur R? et

d
0 i Z 0 X
—e =

00,

dpx
00,

(0)=E = iE [X;e<0*~]

x 91 B[|| X]|3] < +o00 alors px est de classe C* sur RY et

— _E [Xij6i<9,X>]

W@xg - 82 i ex
av,00, ) =

x On a, avec la formule de Taylor-Young, le développement limité en 0

d

_1+ZZE 16, —%ZZEXXkGGk—i—HHHZ ().

7=1 k=1

Preuve 1l suffit de montrer LE[e"X] = E[-LeX] et d'itérer. On a
px(0+¢e) —ox(0)

pi0+)X _ LibX
5 €
e

i1(0+e) X (w) _ eiGX(w)
9

dP(w)

i

On a ensuite
ei(6+5)X(w)_ei9X(w)

e lim =i X (w)e"X@ P p.p.
e—0 €
[ ]
ei(9+s)X(w) _ eiHX(w) |€isX(w) _ 1|
<
£ €
< | cos(e X (w)) — 1 N |sin(e X (w))|
€ €

<2[X(w)| Pp.p.

donc on conclut par convergence dominée.

Exemples.
1) X ~N(0,1)
Comme E[|X|] < +o0,
VteR, @x(t) =iE[Xe"] / ey
R
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CHAPITRE V. FONCTIONS CARACTERISTIQUES, CONVERGENCE EN LOI ET THEOREME
DE LA LIMITE CENTRALE

puis par Intégration Par Parties

/ l _z? itx oo y itx _z?
Oy (t) = NG [—e Te ] + /zte Tdr | = —tex(t)
T —o0

donc ¢’y (t) + tgox(t) =0, Vt € R et px(0) = 1 : finalement (gpx(t)eé)’ = 0 donc
ex(t) = Ke'%s =e %

2
2

VieR, ¢x(t)=e 2.

2) X ~Np, )
OnayY =~— (0,1) donc

2,2

VtER, ox(t) = E[e"¥] = B[] = ¢y (at) = e 2.

Théoréme 44 (Somme et indépendance). Soient X et Y des variables aléatoires réelles
indépendantes. Alors la fonction caractéristique px.y de X +Y est le produit des fonctions
caractéristiques de X et'Y :

ex1y(0) = px(0) X oy (0).
Preuve V0 € R, on a :

E[e'™ )] par définition
X 6iY]

ox+v(0)

e

E
E[e"*]E[e"] par indépendance
px(0)y (0)

Remarque. Ce théoréme s’étend a une combinaison affine de n vecteurs aléatoires de R%,a vec
une preuve similaire. :

Soient X7, ..., X,, des v.a. indépendantes & valeurs dans R?, a, ..., a, des réels et b € R%. On
pose Y =a; X; + ... + a, X,, + b. On a V4 € R?,

oy (0) = px, (@10) x ... x ox,(a,0)e~"">.

Exemple. Pour X; ~ N(0,0?) indépendantes, on pose Y = (Xi,..., X4). On a
d 52
1 -2X 3 L
dPy (1) = ———¢ =!
V() (V2mo?)d

d d
et oy (0) = Ble<?V>] = [ oy, (6,) = [ =5 doi
j=1

j=1

“dry..drg = (27?02)_ge_ S A(dx)

o202

ey (0) =e”
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1. Fonction caractéristique

Théoréme 45 (d’injectivité). Soient X et Y deuz variables aléatoires de R?. On a

Px =Py & pox = py.

Preuve
e = Ok
e < On suppose que px = Py.
a) Vo > 0,V € R? on a la formule

/@_gzux—MQd]P)X(l.) — (27_[_02>—

R4 R4
En effet,

Clwl® .
= e 202 ¢ vSHu> €z<u’m>dpx<l’>du
]R‘i

o2
= / (27702)61/26*7”%#\\2(1[@)( (z)
R4

z<ux u>du)dPX( )

d’apres I'exemple précédent.
b) Comme ¢x = @y, on a avec a), Vo > 0,Vu € R?,

0‘2 2 a2 2
/ e~ = lle=ul dPx (z) :/ e~ % le—null dPy (x).
R4 R4

Soit ¢ : R — R continue a support compact. On a

b [ gt [T = [ cgt [ e Tty @i,

Or
1 _ =2 H
I = /Rd /Rd @i 2 dPx (z)dA(1)

donc lim I, = [ p(x)dPx(z). Flnalement pour toute fonction ¢ continue a support

[ e@ipx@) = [ ola)apr(a)

R4 R4

compact,
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CHAPITRE V. FONCTIONS CARACTERISTIQUES, CONVERGENCE EN LOI ET THEOREME
DE LA LIMITE CENTRALE

c) Soit (¢;); une suite de fonctions continues a support compact qui converge vers
d
11y (pour [a,b] = [][a, bi] pavé de R?) avec 0 < p; < 1.

=1
On a

[eiwiesta) = [ v > [ xw = [ avvia)

Rd R4 [a,] [a,8]

Finalement, Px ([a,b]) = Py ([a,b]) donc Px et Py coincident sur les pavés de R¢ donc
aussi sur un m-systéme qui engendre B(R?) donc Py = Py O
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1. Fonction caractéristique

Exemple d’application : Loi de Cauchy C(«),a > 0

Si X a pour densité fx(z) = et € Ralors X ~ C(a).
Remarque. E[|X|] = [ ﬂ(;‘fxg) = +00 : il n’y a pas d’espérance ni de variance.
R

Pour X; ~ C(a;) et Xy ~ C(ay) indépendantes, on veut la loi de X; + Xo.

Calcul de ¢y : Soit f(t) = el € LY(R).

0 +o0

]E(l,):/e—itxe—aﬁdt: /e—itxeatdt+ /e—itare—atdt

R —00 0
0 +o0

_ /et(a—ix)dt+/e—t(ix+o¢)dt

—0o0 0
1 1 2
= + -2 e 'R

a—ir a—+ir o422

Par formule d’inversion de Fourier, A presque partout,

1 20 T —a
37 | e = S =
R

donc @x(t) = e~ X presque partout.
Par continuité,
VteR, @x(t)=e 1.
Loide X;+X5: OnaVteR, ox,1x,(t) = ¢x, (t)ex,(t) par indépendance donc

1 2 :

C’est la fonction caractéristique de la loi de Cauchy C(a; + az). Par théoreme d’injectivité,

Xl +X2 ~ O(Oél + 042).

1.2 A propos de la transformée de Fourier

La transformée de Fourier apparait souvent en mathématiques. Pourquoi ?

Proposition 46. Soient A, B € M, (K) deuz matrices diagonalisables. A et B sont codiago-
nalisables si, et seulement si, A et B commutent.
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CHAPITRE V. FONCTIONS CARACTERISTIQUES, CONVERGENCE EN LOI ET THEOREME
DE LA LIMITE CENTRALE

Preuve
”"=" On suppose qu’il existe P inversible et Dy, D, diagonales telles que

A=P'D,P, B=P'D,P
Puisque les matrices diagonales commutent
AB = (P~'D,P)(P'DyP) = P 'DDyP = P 'DyD,P = (P"'Dy,P)(P~'D,P) = BA

7<” Soient A, B deux matrices diagonalisables. Notons u et v les endomorphismes ca-
noniquement associes a A et B. Notons (;);=1., les valeurs propres associées a u et
(E;)i=1..r les sous-espaces propres associes. Comme u est diagonalisable alors

Kn:@El

Ve € E;
u(v(e;)) = v(ule;) = v(Ne;) = No(e;)

c.a.d v(e;) € E;, E; est stable par v. Comme v est diagonalisable, il I'est en particulier
sur l'espace E;. Soit B; une base de diagonalisation de v sur E;. B; est aussi une base
de diagonalisation de u sur Ej, car sur E;, u = \;Ig,. La base

B:O&
=1

est donc une base de codiagonalisation de u et v.
Fondamentalement, la transformée de Fourier c¢’est un changement de base dans ’espace
L' qui est de dimension infinie. On représente une fonction de L' (R) dans sa base ” canonique”,
c’est & dire en donant les valeurs {f(z),z € R}. La base de Fourier est I’ensemble

{z—e R

et la transformée de Fourier
f6) = [ s da
R

est simplement un produit scalaire qui nous donne le coefficient de f sur le vecteur de base
x +— €7 La formule d’inversion de Fourier est simplement '’expansion de f sur la base de
Fourier.

Pourquoi la base de Fourier est-elle intéressante 7 Parce qu’elle diagonalise I'operation de
translation

T:(f:z= flx)= (frix— fz—7)}
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1. Fonction caractéristique

. La base de Fourier diagonalise également les operateurs linéaires qui commutent avec la
translation. Par exemple les operateurs différentiels usuels (dérivée, laplacien,...) sont des
opérateurs linéaires covariant par translation :

(f2) =17

La transformée de Fourier diagonalise donc ces opérateurs et facilite donc la résolution
d’équations différentielles (en éléctricité, en électromagnétisme, en mécanique des fluides ...)

De facon générale, les opérateurs linéaire covariants par translation sont les opérateur de
convolution. On admet que la masse de dirac en 0 est I’élément neutre pour la convolution,
c’est a dire que

fz) = (f *do)(x /fx—uéo u)du

Il faut pour cela développer mathématiquement la théorie des distributions. Soit L un
opérateur linéaire qui commute avec la translation, c¢’est a dire tel que

L(fz) = L(f)-

ou bien Vzr € R
L(f(x—7)) = L(f)(z — 1)
On a

_ L(/ Fu)oo( — u)du)
/ f(u)L(do(x — u))du) par linéarité

=1L / f(u)L(do)(z — u)du par commutation avec la translation

L(f) est la convolution de f avec L(d). On comprend pourquoi la transformée de Fourier
apparait en traitement du signal, ou on effectue beaucoup de convolutions pour filtrer le son,
les images, les signaux en général.

En théorie des probabilités, la convolution apparait lorsque l'on somme deux v.a. U,V
indépendantes de densité fy, fiy. La somme U + V' a pour densité la convlution fy * fi, qui
est une simple multiplication en Fourier. Ce sera un outil indispensable pour caractériser la

loi de
(X1 +...+ X,

n

pour X; v.a. i.i.d. de méme densité f.
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DE LA LIMITE CENTRALE

2 Convergence en loi

La notion de convergence de loi est plus faible que les notions de convergence presque sure,
en moyenne et en probabilité vues précédemment. C’est la convergence des lois Py, et non
celle des tirages X, (w).

Remarque. Si on définit, pour pu, probabilité, u,, — u par

VA e B(R), lim pu,(A) = u(A)

n——+oo

alors pour p, = 01 et u = do,

1 ({03) = 52.({0}) = 0 = p({0}) = 5,({0}) = L+ cest pas top.

On pose
e Cy(R?) = {f continue bornée }
o Cy(RY) = {f continue qui tend vers 0 & l'infini }
e C.(R%) = {f continue & support compact }

Définition 33 (Convergence étroite, faible et vague de mesures). Soit u, p,, n > 1 des
mesures de R%. On dit que (1, )n>1 converge étroitement vers u (resp. faiblement, vaguement)
5%

vf G, tim [ fdu = [ fau

n—-+o0o
(resp. Vf € Co(RY),Vf € C.(R?)).
Proposition 47. Si u, et p sont des mesures de probabilité, les trois définitions coincident.

On note lim u, = p.

n—-+4o0o

Il y a unicité de la limite si les mesures sont des probabilités : si [ fdu = [ fdu', Vf €
C.(R%) alors yu([a, b]) = 1/ ([a,b]) et donc (si p et p’ sont o-finies) p = p'.

Exemples. 1. Siz, € RY avec x, — € R? alors lim 0, =4,

n—-+00
(Vf € Cc(RY), [ fdbs, = f(an) = f(z) = [ fd2)

2. Si x, € R? avec ||z,|| = +oo alors hr}rl Oz, =0
n—-+0o0
(Vf € C(RY), f(zn) — 0)

n—1
3. Soitd=1 et u, = % Y 0k o Hm = Aoy (mesure de Lebesgue).
k=0 "

n—-+00

Vf € CuR), [ fdpn =2 Y F(E) = [ f@)de = [ fdAp.
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2. Convergence en loi

Théoreme 48. Soit p et p, des mesures de probabilité sur R, de fonctions de répartitions F
et Fr,, n>1 (Vt e R, F(t) = u(] — 00,t])). On a l’équivalence entre :

Z) lim Hn = 1

iW) YVt e R tq F(t) = F(t™) (i.e. p({t}) =0),
lim F,(t) = F(t).

n——+oo

Preuve On commence par i) = ii)
Soit ¢ tel que p({t}) = 0. On approche 1j_ ) (z) par gi(z) et fi(z) avec g € Cy(R),
fr € G(R),
0 < gr(2) < ooy (z) < fi(2)
et

Faire dessin pour mieux visualiser f; et g
Comme p({t}) =0, lim gy = lim f;, p-presque partout. On a ensuite

/ Grdpe, < F( / Jrdpin.

/gkdu < liminf F,(¢) < hm supF /fkdu

On passe a la limite en n :

On passe a la limite en k :

F(t) <liminf F,,(t) < limsup F,(t) < F(t).
On montre ensuite : 7i) = 7). Soit f € C.(R).
° 1ercaS'f661

On a f(z f f'(y)dy donc
[ t@aua) = [ / 7' (y)dydp(a)
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On a donc

/fdun = /f’(y)(l — Fy(y))dy — /f’(y>(1 — F(y))dy = /fdu

par convergence dominée : F' est croissante donc {y : F'(y) # F(y~)} est dénombrable
donc avec i), lirf F.(y) = F(y), A pp.
n—-+0oo

e 2tme cas : C.(R) NC! est dense dans C.(R) pour la norme infinie.
[On peut utiliser la convolution avec une identité approchée a support compact et C']

Remarque. Si ii) a lieu et si F' est continue, la convergence est uniforme. En effet, ¢ — F,(¢)
est croissante. Le deuxieme théoreme de Dini donne

lim sup |F,(t) — F(t)] = 0.

n—-+o0o teR

Définition 34. Soient X, X,,, n > 1 v.a. de R%. On dit que (X,,), converge en loi vers X
51

lim PXn = PX
n—-+o00

fi.e. V] € Croe(RY), lim E[f(X,)] = B[f(X)].

n—-+o0o

On note X, 'S

Exemple. Q= {0,1}, P=$(d + 61), X, =X =140, Y = 13}.
c c
On a E[f(X,)] = 3f(0) + 3f(1) = E[f(X)] = E[f(Y)] donc X, — X, X,, — Y,
X(W) # Y (w) mais X £Y (Py = Py).
Proposition 49. Soient X, X,,, n > 1 des v.a. de R?.

° SanﬂX alors X, £ X
e La réciproque est fausse en général.
° SaniMze]Rd aloranﬂa,

Preuve
e On suppose Ve > 0,

lim P(||X, — X| >¢) =0,
n—-+400
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3. Théoréeme de Paul Levy

3

Soit f € C.(R).

E[f(X,)] - E[f(X)]| < / F(X,) — F(3)|dP

Q

- / F(X) — FCO)P + / F(X) — F)|dP
| Xn—X]>e | Xn—X]<e

< 2 P(1 X0 — X[ > £) + AP X, — X < &)

< 2 fIlP(1X, — X| > ) + A(e)

ot A(e) = sup{|f(z) — f(y)] : z,y € R, ]z — y| < e}. Comme f € C.(R?), f est

uniformément continue donc lim A(e) = 0.
e—0

Contre-exemple :

On considere X, X1, ..., X, ~ N(0,1) indépendantes. On pose Y,, = == >_ X, indép de
i=1

1
o
Xo. On sait que Y, ~ N(0,1) i.e. Y, £ X, done Y, —= X,.
Or pour € > 0, P(|||Y,, — Xo||| > &) =P(|Z] > ¢) ou Z ~ N(0,2).
On suppose X,, — a € R¥. Soit £ > 0.

P([ X0 — all > &) = B[l je—ar_, (X0)]

[ = all

<E[lA (X0)]-

13
Or x> 1 A 222 € ¢ (R?) donc E[1 A 224(X,,)] — B[1 A 222 (a)] = 0 donc

Jim B(X, — al] > <)

Théoreme de Paul Levy

Le théoreme de Paul Levy caractérise la convergence en loi a l'aide de la convergence

simple des fonctions caractéristiques. Ce critere est tres utile, et nous servira entre autres a
démontrer le théoreme de la limite centrale.

Théoréme 50 (Paul Levy). Soit X,, une suite de variables aléatoires

a) Sila suite X,, converge en loi vers X, alors pX,) converge simplement vers ¢(X).
b) Sila suite px, converge simplement vers une fonction ¢ et si cette fonction est conti-

nue en 0, alors cette fonction ¢ est la fonction caractéristique d’une v.a. X et la suite
X, converge en loi vers X

Preuve Pas de preuve ici.
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4  Théoreme de la Limite Centrale

Théoréme 51 (TLC). Soit (X,)n,>1 une suite de v.a.i.i.d. telle que E[X?] < +00. On note
p=E[X,] et 0 = Var(X;) > 0. On a la convergence en loi

\/7% (%ixj—u> £ N(0,1).

Remarques.

e}

o« V1S x, M) =/n (% 3 Xj_“) : on centre et on réduit chaque variable X, ou
j=1 =1
encore
3 E[‘/TE(MR — )] =0et Var(*/Tﬁ(Mn — 1)) =1 : on centre et on réduit M, a chaque n.
e La loi limite universelle est la loi Gaussienne si 0 < Var(X;) < 4o0.

Preuve L
e Avec les remarques, on peut supposer u = 0 et ¢ = 1, et montrer 5—% — N(0,1).

e Soit t € R et ¢, la fonction caractéristique de j—% :

= (o))

X

S
Sl
it

Pn (t) = E[e
par indépendance et identique distribution.
e Développement limité en 0 de ¢y, :
2

0
(le(9> =1- E +¢92€<9)

avec lim e(f) = 0 (voir Partie II).
0—0

e On pose Log(1+u) = > (—1)""“ pour u € C, |u| < 1. On a alors V|u| < 1,

n>1
exp(Log(14+u)) =1+u

et au voisinage de 0, Log(1 + u) ~ u.
e Soit t € R. Pour n assez grand, on a

L’expression



4.

Théoréme de la Limite Centrale

a un sens et on peut ecrire

e Comme
Log(1 + u) Baosl
On a
t
Log(l———l——e( ))
2 n—oo
donc
lim nLog<1——+— ( ))
n—-+oo

donc par continuité de exp

lim ¢,(t) =€ 2

n——+o0o

Or un variable aléatoire Z ~ N(0, 1) a pour fonction caractéristique

12

pz(t) =€ 2

On a donc convergence simple des @, vers ¢, avec Z ~ N(0,1).

e On conclut, par le théoreme de Paul Lévy, que la suite de variables aléatoires

converge en loi vers N(0,1).
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